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θp1 = sin θ cosφ
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σσσi = CCCm ······ (εεεf − εεεT) = CCC f ······ εεεf , $6)*2.
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�����
�

� 	�
 "��
�� ����
� D
��
�� �� 	
� �����?

5�
 �
��
����� 	
� <
�
����������������� 	
� @�D��
��
� 	
� ���
�!J=C
����� EEE

���� �� 	�
�
� +�
��
 ����� 
�����
�) +����	
��
� �
�	
� �
	������ 	�
 <��	�������������=

�
� ��� 
��
 ������D
 �����? ����
�����) 5�
 �
��
����� ���� !
� <
	��� �� 	
� +D
=

�������
����� �����
������
� �
�	
� L6', *0M) 5�
 @�D��
��
� ��� 
��
 
���D���	��


������
�����, 	�
 	�
 "��
� �DD��?��
�
� ����, �
�	
� ��
 ����� !
�
���
� L60M3

E1111 = E2222 = − 3α2

8 (1− νm) (1− α2)
+

g

4 (1− νm)

[
1− 2νm +

9

4 (1− α2)

]
,

E3333 =
1

1− νm

[
2− νm − 1

1− α2

]
+

g

2 (1− νm)

[
−4 + 2νm +

3

1− α2

]
,

E1122 = E2211 =
1

8 (1− νm)

[
1− 1

1− α2

]

+
g

16 (1− νm)

[
−4 (1− 2νm) +

3

1− α2

]
,

E1133 = E2233 =
α2

2 (1− νm) (1− α2)
− g

4 (1− 2νm)

[
1− 2νm +

3α2

1− α2

]
,

E3311 = E3322 =
1

2 (1− νm)

[
− (1− 2νm) +

1

1− α2

]

+
g

4 (1− νm)

[
2 (1− 2νm)− 3

1− α2

]
,
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E1313 = E2323 =
1

4 (1− 2νm)

[
1− 2νm +

1 + α2

1− α2

]

− g

8 (1− 2νm)

[
1− 2νm + 3

1− α2

1− α2

]
,

E1212 = − α2

8 (1− νm) (1− α2)
+

g

16 (1− νm)

[
4 (1− 2νm) +

3

1− α2

]

��

g =
α

(1− α2)3/2

[
arccosα− α

(
1− α2

)1/2]

5�
 @�D��
��
� 	
� ���
�!J=C
����� ����
� �
	������ ��� 	
� N�
�����������������

νm 	
� ��
!
�	
� �����? ��	 	
 "����� g �!, �
���
� ��
	
�� ��� �� (�D
��=

�
�������� α 	
� "��
�, �
���
� 	
� N����
�� 	
� "��
�����
 ��	 	
� "��
�	����
��
��

!
�
����
�, �!�����)

����� ��������	��������

<
� +�
��=���=��	
��
� ���	 �������� �
� 
�� �J���	
� 	
� �����?, �� 	
� 
��


�J���	�����
 "��
� ���?��� 
���
!
��
� ���, !
������
�) �� (!!) 6)F ��� 
�� �����
� ���=

���
�
�

�� �� 	
� ���
�8���
� ��B
� ������
��)

rf
R

l

x

(!!��	��� 6)F3 ��	
�������
����� 
��
� �� 
��
 �����?�J���	
� 
���
!
��
�
� "��
�

� "���
 
��
� ��� 	�
 ��	
� 	
� �����?�J���	
�� ����
�	
� ��B
�
� <
������� 
����
��

�������	 ���
�����
	����
� +�
�H��
��
� ��� "��
� ��	 �����? 
��
 �
�����
 7
�����
=

!��� 	
� ���
 ������
� 	
 ��B
�
� �J���	
����	 ��	 	
� ���������
, �� ���� 	�
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��
�
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� !
H�	
�) 5�
�
 ��
����� ��� �� (!!) 6)' 	���� 	�
 7
��
����� 	
� ������

�
��	
� ����
� 	���
��
���) 5�
 
����
�
�	
 +���!�D������ ��� � 
�
������
� ��� 	
�

����������
� ������
� �����? ��	 "��
� �
������������) 5�
 +D������, 	�
 �� 	
� "�=

�
�
�	
� ��� A�����D������ ��������, ���	 
��� �
������������) +�
��=���=��	
��


!���
�
� ��� 	
� (����
, 	��� 	�
 +���!�D������ ������
� "��
� ��	 �����? D��=

D�������� �� 	
 �����
�
�	
� ��
���������
�����
	 ������
� 	
 ��� 	
� "��
� ��=

!

��I����
�, ��B
�
� �J���	
����	 ��	 	
 ��B
�
� #��	 	
� "��
� ��� L6&, 62M)

�. !.

""

(!!��	��� 6)'3 5����
����� 
��
� �� 
��
 �J���	
� ��� �����?��
���� 
���
!
��
�
�

"��
� �� 
������
�
� $�. ��	 !
����
�
� $!. @��H�������� LFM

��
������ $6)6*. !
����
�!� 	
� ��
����
������������	 ������
� 	
� +���!�D������

τrx ��	 	
� "��
��D������ �� x=#������� σf,x )

dσf,x
dx

= −2τrx(x)

rf
$6)6*.

G�? �8�� ��) $6)6*. �� L6&M ��� ��

σf,x = Ef ε̄x

[
1− tanh(βl/2)

(βl/2)

]
$6)66.

��

β2 = − H

πr2fEf

$6)62.

��	

H = − 2πGm

ln(R/rf)
. $6)6F.

��
������ $6)66. ��
��� 
��
� ����
����� ������
� 	
� �����?�D������ ��	 	
�

	����� �
�����
�
�	
� "��
��D������ �
�) 5
� C
� �� 
����
� @��
�� ����� ����

��

A =

[
1− tanh(βl/2)

(βl/2)

]
$6)6'.
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� �=��	�� 	
� "��
� ���	 � 	�
�
� C
�, 	
� �� 	
� ���
����� ���

S�9
���������������T !
�
����
� ���	, �
	���
�� L6&M) "�� ���B
  
��
 ��� βl/2 ���
!�

A �
�
� ���� ��	 ��� ��
��
 �
�
� A���) <
� (��
�	��� 	
� ����������
�
� ���	 A

��� �� 	
� 
��������
� ��	�� 	
� "��
� �
�����
!
�3

Ēx = AνfEf + (1− νf)Em $6)60.

O
 ���� �
�����
� (���	���� 	
� ������
�
�

��
 ��
����	
� 
��
!
� ���� �� C
��

���B
 ���
�����
	
 �� 	
� +�
�H��
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� �� �	
���
��
� 7
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� L62M) ������
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� ��� �
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�
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� ��	��
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� H 	
� β=4���
�
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 �9
�������� A 	
� ����������
�� !

��I����)

RR

R

�. !. �.

(!!��	��� 6)03 ����
�������� �
�����
	
�
� (���	����
� 	
� "��
�� ��	 5
H��=

����
� 	
� #�	��� # ���� L62M)

�. R =5������ ��
�
� !
����!���
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����������
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!. R =���!
 5������ ��
�
� !
����!���
� "��
����������
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?���=

���
 (���	����.,
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 5������ ��
�
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����!���
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����������
� $��!����
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 ������
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�� 
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����
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!
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� ���, ���
�������� !
� (��
�	��� ��� ��8B
�
 7���
���=

�
��
 	�
 ���
������� 	
� 4�����
�) 5�
 ������������� 	
� +�
�H��
���!
������ ���

��� �
�� ��
��
 7���
����
��
 ���	 	���� ���� ��	 C����� L*1M �!�
��������) 5
�

 
���
�������� 	
� ����������
 ���	 	���� 
�� 
��������
� "
�	 � ����
�����	 #
��=

���� �
����
�) (��
��
� �
� 
�� ����
�
� @8�D
� ��� �
��
 �����?��
����)

 ���� ��� 	�
�
� 
��
 +D������, ���	 
� 	�
�
� ���� 	
 ����
���
� �
�
�� �����
=

!
�3

σσσ = CCCm ······ εεε0 $6)6&.

5�
 	�!
� �����
�
�	
 7
��
����� ���	 ��� #
�
�
���
��
����� εεε0 !
�
����
� L6', 62M)

� �
�
����� �� 
��
 @�D���� �� �
�� �
����
 "��
��
���� ��� 	�
�
 #
�
�
���
�=

�
����� εεε0 ����� ��
����
���� ���� 	�
 �����?�
��
����� εεεm) 5�
 �����?�
��
����� �

@�D���� ��� 	�
 +�
 ��� 	
� #
�
�
���
��
����� ��	 
��
� ����������
� 7
��
�����

ε̃̃ε̃εm, 	�
 	���� 	�� +D��������
�	 � ����
�����	 
����
��)

εεεm = εεε0 + ε̃̃ε̃εm $6)61.

(����� �� ��) $6)61. ���	 ��� 	�
 "��
��
��
����� 	
H��
��3

εεεf = εεε0 + ε̃̃ε̃εm + ε̃̃ε̃εf = εεεm + ε̃̃ε̃εf $6)6-.

5�
 (��
�	��� 	
� @���
D�
� 	
� �E�����
��
� @�D����
� ����� �� 	
� ���) $6)61.

��	 $6)6-. ��3

CCC f ······ (εεεm + ε̃̃ε̃εf) = CCCm ······ (εεεm − εεεT) $6)2/.

�� 	�
�
 "��� �
����D�� 	
� ���
�!J=C
���� 
!
������ ��
 �� ��) $6)*0. 	�
 ����������


"��
��
��
��������8���� ��	 	�
 C��������������
��
����� L62M3

ε̃̃ε̃εf = EEE ······ εεεT $6)2*.
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��� ��) $6)2*. �����, ���� ���
��
� ��� ��) $6)2/.3

(CCC f −CCCm) ······ εεεf = −CCCm ······EEE−1 ······ ε̃̃ε̃εf $6)26.

��� ��) $6)6-. ����� ���� ε̃̃ε̃εf ��� ��) $6)26. 
�����
�
�3

EEE ······ SSSm ······ (CCC f −CCCm) ······ εεεf = εεεm − εεεf $6)22.

A��� 
����
� �������
� 
����� �� ����
�	
 "�����
����, 	�
 	�
 7
��
����� 	
�

�����? ��	 	
� "��
� ��
����	
� �� #
������ !�����3

εεεm = [III +EEE ······SSSm ······ (CCC f −CCCm)]︸ ︷︷ ︸
A−1

Eshelby
A−1

EshelbyA−1
Eshelby

······εεεf $6)2F.

� �
�
����� �� ��) $6)6/. ��� �� ��) $6)2F. ����� 	�
 ����
�
 �
����
��
�����

ε̄̄ε̄ε, ���	
�� 	�
 �����?�
��
����� �� 	
� "��
��
��
����� εεεf �!
� 	
� 7
��
������=

@���
������� �
����D��) 5��� ���� 	�
 ����=C�����=(����
������
 ��� ��) $6)**.

��
 ����� ������
�� �
�	
�3

εεεf = AAAEshelby ······ εεεm $6)2'.

(�� 	
 7
���
��� 	
� ���) $6)**. ��	 $6)2'. ���	 ������ 	
������, ��
 	�
 7
��
������=

@���
�������
� ��� �
����
 ��	 �8�
�
 "��
�����
����
��
 ��
����	
� �
�!��	
�

���	3

Â̂ÂAMT = AAAEshelby $6)20.

��� ��) $6)*6. ����� ���� �
���
�	���� 
��
 "�����
���� ��� 	
� 7
��
������=@���
�������

���� ���
�!J �����
��
�3

AAAMT = AAAEshelby ······ [(1− νf) III − νfAAAEshelby]
−1 $6)2&.
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����������
�, ���=
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���
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� ���� ���
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������
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���� ������D
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�� SSSm 	���� 	�


:
�
����
� 
9
����
� C
����
� 	
� @�D����
� ����� ���� ��� ��) $6)6/. 	
� 7
��
������=

@���
������� �� 	
� �
�!��=�������
��
� "�� 	����
��
� L62M3

AAASC = [III +EEE ······SSS ······ (CCC f −CCC)]−1 $6)21.
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A
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AAASC = [III +EEE ······SSS ······ (CCC f −CCC)]−1

CCC = CCCm + νf (CCC f −CCCm) ······AAASC
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� �����������
� >��=


���
����, �!
� 	�
 �
���
�� �
�	
� ����, 
�� C
���� ��
��
� +���
 ���, ��� 	
� >��
�=

��
������
���� ��
��
� +���
 (4)aaa ������
 
��
� G�����
 (DD��?������ ��� 	
 >��
�=

��
������
���� ��
��
� +���
 (2)aaa �!�
�
��
� �
�	
�) 5�
 G�����
 (DD��?������ ��
���

	
������
 �
� 
��
 "������� �� (!�
����� ��� (4)aaa ��� (2)aaa 	�� L66M3

(4)aaa = fff
(
(2)aaa
)

$6)2-.
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O
 ���� �
���	
 	�
�
� (!��������� ����� ���� (4)aaa ���
�����
	���� ��� ��� (2)aaa �!�����=

�
�) 5�
 ���
 �����
� (!�
�����
� ���	
 �� �����
���
� 7
�89
���������
� 	���
��
���

��	 	������
�� L26, 66, 6*, 22, 2F, 2', 20M)

��� (4)aaa ������
 
��
� G�����
 
����
��, ���� ���
� ������
���
 	�
�
� C
����� 	�


>��
���
��������
���� 	
� �������������
����� 	�����
����� �
�	
�) (�������D����

��
���� ��� 	�
 (����
 	
� ������
����
� ������D�
 	
� �������������
����� L6*M) +��	

	�
 "��
�� 
������ 	
� +J
���
����
, 	�
 	���� 	
� 7
���� ppp 	���
��
��� ���	, ���=

�
�����
�, ����� ����, 	
� ��� 	�
�
 (���
 ����
�����
�
 �������������
����, ��
 �����

	����
��
�3

Cijkl (ppp) = B1 (pipjpkpl)

+B2 (pipjδkl + pkplδij)

+B3 (pipkδjl + piplδjk + pjplδik + pjpkδil)

+B4 (δijδkl) +B5 (δikδjl + δilδjk) $6)F/.

(����� ��� <��	��� 	
� >��
���
������
����� ��
��
� +���
 ���� ��) $6)6. ���	 ���� 	
�

����
�
 �������������
���� 
��
� 7���
�
�

��� �
!��	
�) �� ���	 ��� ���
 8�����
�

#����������
� 	�
 +�
�H��
�� !
� ���	��
�������
� >��
���
���� �� 	
�  ������
��=

�����
�� "��
�� �� 	�
�
� #������� �� H�	
� ����D����
�� ��	 ��� 	�
 #�������, ��� 	�


�
���
�� �
�	
� ����, !
���
�3

CCC ≡
∮
CCC (ppp)ψ (ppp) dppp $6)F*.

��� 	
� ���) $6)F/. ��	 $6)F*. ����� ���� ��� 	
� �
���
��
 �������������
���� ����

����
�	
� 7��������� !��	
�3

Cijkl = B1 (aijkl) + B2 (aijδkl + aklδij)

+B3 (aikδjl + ailδjk + ajlδik + ajkδil)

+B4 (δijδkl) +B5 (δikδjl + δilδjk) $6)F6.
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����� ������� ��� ��������
$�� %��
���

� 	�
 +���
 ��� (2)aaa �� 
��8�
�, ���	 �� 	
� 
��������
� "���
� (2)aaa 	���� �����D��=

������
� �� 	
 ����
����
���� ��
��
� +���
 (2)δδδ $���
��
 G�����
, ��) $6)F2..

aijkl = − 1

35
(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

+
1

7
(aijδkl + aikδjl + ailδjk + aklδij + ajlδik + ajkδil) $6)F2.

�	
� 	���� �����D�������� �� ���� �
�!�� $E��	�������
 G�����
, ��) $6)FF.. �� 
��
�

C
���� ��
��
� +���
 �!
������ L2'M3

aijkl = aijakl $6)FF.

 
	
� ������
 	
� ���
��
� ���� 	
� E��	�������
� G�����
 ��� 
��
 ���
 <
������


��
� ��D�
��
� +
�� ���  
�����9�
���
��
� 8�����) +�
 ��
�
�� ���� ���
� �����=

	
� �
���
 �8����
� L2F, 66M, ���	 �!
� ����� �� 	
� ���
 ��� 	
� ���B�
�� ���
�����
	=

����
� +��8�����
�	
� 	
� >��
���
������
���� (4)aaa �!��������
�) 5

���D�
��
�	

��!� 
� 
��
 7�
����� ��	
�
� 7������
� ��� G�����
�) � "���
�	
� ����, ��
���
���
=

�
�	 ��� ���
 ��������D
� G�����
�, 	�
 ��������D
, ���
D����
 G�����
 �!�
���	
��

�
�	
�, 	� 	�
�
 ������� ��� G�����
� 
��
� 	
������
� ������� 	
� (DD��?��
�����=

�
������
�� !����� L66, 2F, 2'M)

����� &��������� %��
���

�� 	�
�
 (!������� ���� �������� 	�
 5
H������ 	
� ��������D
� G�����
 ���� L66M

��	 	����� 
�� 7
���
�
� 	�
�
� @��
����
 
�����
�� �
�	
�) ��� �J
������
� C
�=

���, ��
 (2)aaa, 	
� ��� 3×3 �����? �!�
!��	
� �
�	
� ����, !
����� �
� 	�
� �
���
���

���
����	
� ��
�
�	
 ���
��
����
� L2&M) 5�
�
 	�
� ���!������
� ���
��
����
� ���	

	�
 <�����
����
� 	
� ���
��
��������)  ��	 
�� �J
������
� C
���� �� 	
� ���
�=

�
������� �
	�
��, �
�	
� ���
 A����	���������D��
��
� 	
� C
����� A��� L2&M) 5�


5�������
�

��
, 	
� �� 	
� ���
��
������� �
	�
��
� C
�����, ���	 	�
 ���
��
��


	
� ���D��������
� C
�����) 5���� 	�
 5�
���� �� 	
� ���
��
������� ��� 	
� >��=


���
������
����, (2)aaa �������	 	
� A���
����, 	���� ��
� ���!������
 ���
��
��


��	 	�
� ���D�����
� ����
��
 ��� �
�� @�D��
��
�, ��������	�� !
�����
!
�) 5�
(4)aaa ��� ��� (2)aaa �!�
������� �
�	
� ����, ��� (4)aaa ���� ����� 	�������, �!
� ����	
��
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!
������ ��������D �
��)  
�� 	
 ����� �� ���
, ���	
 
��
 #������������������

�� (4)aaa 
������
� �
��, 	�
 ����
� ����� �� (2)aaa 
������
� ��� L66M) 5�
 @�D��
��
�

��� (4)aaa �8��
� �������	 	
� ��
����
�� 	
� #�������
� 	
� C
����
� ��� ���� 
��


"������� 	
� ���
��
��
 λ1 ��	 λ2 ��� (2)aaa �
��)

����������� 	
���	���� ������

5�
 ����	�	

 	�
�
� G�����
 ���, 
��
 !
����
, D���
�����
��
 <
�
����������=

������� ��� (4)aaa ��� (2)aaa 8������� ��� �� 	�
 7
��
�������������� 	
� "��
����
���
����

ψ (ppp) ����D���
�) �� L66M �
�	
� �������� �
�����
	
�
 +��8�����
�	
� �
�
��
��, 	�



��
 8������� ���
 (����� �
�����
	
�
� "��
����
���
����
� �� ���� !����
�) 5�


(������ 	
� +��8�����
�	
� 
������ 	�!
� ��, 	��� 	�
 ����
 "����
 �� (!!) 6)6 8�=

������ ��
����B�� �� >��
���
�����������	
� !
�
�� ���	) �� L66M �
�	
� ���� +��8=

�����
�	
� �
��
�	
�3

� 
������
 +��
����8���

� ��
� ;!
����
����
� ��� +��
�= ��	 5
�����8���

� 
��������
 5
�����8���

� ��
�������
 5
�����8���

5�
 7
��
�������������� 	
� "��
����
���
���� ψ (ppp) ���	 ��� 	�
 �
�����
� +��8����=

�
�	
� D�����
�� ����
�
��
�) �������
 
��
� 4���
�
���D������ 	
� <��	��������������

��� (4)aaa ��� (2)aaa ���	 �������
B
�	 	�
 (!�
������ ������
� 	
� (!��������� ��� (4)aaa

��� (2)aaa ��	 	
�  
��
�, 	�
 ��� ψ (ppp) �
��
�
�� �
�	
�, ����
��)

G����� ��	 C���
� �
!
� �� L66M 	�
 @���	����
� 	
� >��
���
������
����� ��
��
� +���


�� �
������
� 5����
����� ��
 ����� ��3

avmn =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

av11 av12 av13 0 0 0

av12 av22 av23 0 0 0

av13 av23 av33 0 0 0

0 0 0 av44 0 0

0 0 0 0 av55 0

0 0 0 0 0 av66

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

$6)F'.

5�
 +J
���
� 	
� >��
���
������
����� ��
��
� +���
 
���D�
��
� 	
�
� 	
� �����=

���D
� �������������
�����3

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij $6)F0.
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(�� ��) $6)F0. 
��
!
� ���� 	��� ����
�	
 7
�
���������
�3

av12 = av44 av23 = av66 av13 = av55 $6)F&.

 
��
���� �
�	
� �� L66M 	�
 (!�������
��
� 	
� @�D��
��
� 	
� C
����� (4)aaav ���

	
� @�D��
��
� 	
� >��
���
������
����� ��
��
� +���
 (2)aaa ����
�	
��B
� ���
�
=

!
�3

av11 + av66 + av55 = a11 $6)F1.

av66 + av22 + av44 = a22 $6)F-.

av55 + av44 + av33 = a33 $6)'/.

5��� ���	 	�
� ��
������
� �� �
��� ��!
�����
� �
�
!
�) 5�
 �
��
�	
� 	�
� @�=

D��
��
� �8��
�, ��
 
������� !
�
��� !
�����
!
�, 	���� 
��
 D�����
��
 <
�
������

��� 	
� >��
���
������
��
�������������� ��� �
�����
	
�
 >��
���
�����������	
, 	�


	���� 	�
 ���
��
��
 λ1 ��	 λ2 �������
����
�� ���	, !
�
���
� �
�	
�) ��� 	
 ��=

�
!��� ��� 	
� 4���
�
���D������ ��	 	
� !
�	
� ���!������
� ���
��
��
� λ1 ��	

λ2 ����
� ���� ��� 	�
 �
������
� 	�
� @�D��
��
� ��� (4)aaav !
���
� L66M3

⎛
⎜⎝a

v
11

av22
av33

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝0.06096 0.37124 0.55530 −0.36916 0.31827 0.37122

0.12471 −0.38940 0.25884 0.08617 0.79608 0.54499

1.22898 −2.05412 0.82155 −2.26057 1.05391 1.81976

⎞
⎟⎠

···

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

λ1

λ21
λ2

λ22
λ1λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

$6)'*.

5�
 �� ��) $6)'*. ��� 6 × 3 �����? �!�
!��	
�
 ����
�������
 ��
��� 	�
 H���
�  
��


	
� !
�����
!
�
� �����
���� 	
� 5�9
�
�� ������
� 	
� (!��������� ��� (4)aaa ���
(2)aaa ��	 	
  
��, 	
� ��� 	
� >��
���
������
��
�������������� ψ (ppp) �����, 	�� L66M)
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5�
 ���
 	�
�
� G�����
 ����� ��� 	
� +��8�����
�	
�� �!, 	�
 ��� 	�
 (���
�����

��� ψ (ppp) �
��
�	
� �
�	
�) ���
 ��	
�
 (������ ��� +��8���
� �	
� 
��
 ��	
�


;!
����
����
� 	
� +��
�= ��	 	
� 5
�����8��� ����� �� 
��
� ��	
�
� (�D������)

5�
 ��������D
 ���
D����
 G�����
 ��
��� ���� �
�� A�����
�
�� 	��)



� �
�	�	� �	
 �����	
���
��

5
� <
���9 	
� �����
��������
� 7
�����
�� 	
��
� ��� 	�
 @�!������� ��� 
�����=

���
 ��	 ������
 7
�����
� ���) ���������
� 7
�����
� ��� �
�
���
����
� 	����


��
 �D�����
, �D�������D��D��������
 #
������ 	
� 5
����� ��� +D������) 5�
 ����


����
��
�	
 5
�������� ��� ��������	�� ������
��!��) 7�����
� 7
�����
� ����
�
� ���

�
�
���
����
� 	���� !�
�!
�	
 5
��������
�, 	�
 ���� �
���8B
��, ������
 
��
 +D��=

���� ����
�� L21M) 5�
 @�!������� ��� !
�	
� CJD
� �
�����
�� �� 
��
 7
�����
�,

	�� ������ �D�����
, ������
��!��
 (��
��
 	
� 5
�������� ����
���, ��� ���� �����
,

	�
 ��� 	
� �
�� �!����
� ��	 �� C
�� !�
�!
�	
� A���� ���	) +��
������ ��� 	�
�
�

����
����� �� (!!) 2)* 	���
��
���) 5�
 �
���	
����� ��� 	��� ����
�D���
� ��


��
� �D�����
�, 
��������
� (��
�� εsp, 
��
� �
��8�
��
� �!
� ������
��!��
� (��
��

εv,el ��	 
��
� D��������
� (��
�� εp)

σ

εv,el

εsp

εsp

εp

t

ε

0

0

@��
��
� ��������

(!!��	��� 2)*3 @��
��= ��	 ���������
?D
��
�� = ���
������



2)*) 4�RA>��A>�>��+G�� <�+G�#��<�A� 2/

�	
 ����������������� �����������

A
!
� ��
��������
� ���������������
� �
�	
� ���H� D����
���������
 (�����
 	
�

@���
�= ��	 "����
���D������ �
�����, � ���� �9
��
� 	
� 7����
����������, ��
 	
�

@��
��
�� ��	 	
� #
��?�����, �� ���
��) +����
 ��	
��
 �8��
� !
����
 (�D
��


	
�  
�����9�
�����
�� 	
� #
������ ����
DH�	
�) +��������
��
� 
������
� ��
���=

�����
� ��	
��
 ���	 ��� ���
��	
� 5����
�������
�8�
� 
��
� +D
����� �� #
��=

?�������
��
� �	
� !
� ������
���
�
� ��	
��
� 	�
 ��8������
�� 	
� <
������

���
� @
���
��
 ���
 �
��
�
 (����
�) 5�� 5��
� ��� (DD��?��
��������
 ��	


?D
��
��
��
 (�����	 ��� <
������ ���
� 4���
�
� ��� ����
�	��
�
 ��	
��


��� ����� �� ��
�
�) ����
������
� ��	
��
� ����
�
� �
��� 	
� ������
 ����=


����� ��  
�����9�
�����
�) +�
 ��
��
� 	
�  
�����9 ��� <����=<�? ��� ��	


���
�
� 	�� 7
�����
�) 5
� �
��
�	
 ������
 ����
����� ������
� 	
� ��	
��=

D���
�
�� ��	 	
  
�����9 
�8������ 	�
 (����
����� ��� "�������
�, 	�
 ��

�
���
� 4���
�
�� �������
 C
��
 	
�  
�����9�
�����
�� 	����
��
� �8��
� L2-M) (��

	
� ��	
�
� +
��
 !
�
��
� 
� :
	��� ���B
 +����
����
��
� �� �����
� ��	
��
� 
��

�
�������
�
�, �� ���� �������
��
� ��	
�� �� H�	
�, 	��� ���
 (�D
��
 	
� 7����
�����=

����� �!	
��� L2-M)

���
� (����� ��� D����
���������
� <
����
�!��� 	
� @��
��
�� ��	 	
� #
��?���=

�� ��
��
� �?D��
�������������
� 	��) (������	 	
� ����
���
� (	�D������� 
��
� 
��=

�
��
� �D��
������������� �
�	
� ���H� #
��
� �����
� "�������
� �
��
�	
�) (��

	�
�
  
��
 ����� ���� 	��  
�����9�
�����
� ���� �!
� ��8B
�
 �
������
� �	
���
�
�

LF/, F*M, ��� 	�� �� 
��
� 
���
��
� "������� 8����� ���
) 5�
�
 #
��
� ��� �?D��
�=

������������
� �
�	
� ��� 4���J=#
��
� !
�
����
� LF6M ��	 ���	 �� 
����������
� "��

G�	
� �D�

���
�� LF/M) 5�
 (����� 	
� 4���
�
�, 	�
 !
�8���� ���	, �����
� ����

��
�!
� ���� 	
  
�����9 ��	 	
� �
��	��
�, 	�
 �	
���
�� �
�	
� ����) O
	
 	�
�
�

�!�����
�	
� �?D��
�������������
� ��
��� 
��
� C
�� 	
� #
��?�������D
����� 	
�

 
�����9
� 	��) O
 ����
� 	�
 #
��
 	�
�
� �?D��
�������������
� ���, ��� !
��
� ���

	�
 (	�D������� 	
� �
���
� #
��
) (�� 	�
�
 ����	 ���� 	�
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�  
�����9=

���
��
�� �
�� ��� "��	�
J L*/M ������) 5�
 �
���	
����� ε ���	 �� 
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k2 ��	 k3 
��
���)

ε (t) = εelastisch + εinelastisch = k1 + k2t
k3 $2)*.

5�
�
 "�����
���� �
����
� ����, :
 ����  ��� 	
� (�������������
� ��� 	�
 ki, 	����

	
� <
	��� ��� �
���
� 4���
�
� ���) �?
D������� ���	 �� C�!
��
 2)* 7������
� 	
�

"��	�
J=��	
���
���� ����
�����) 5���� 	�
  ��� �D��������!������
� (���������=

����
� 
���
� ���� 	�
 "��	�
J="�����
���� ���� ��� 	�
 ��	
���
���� ��������
��
�,

�����
��������
� �9
��
)

C�!
��
 2)*3 7
�����
	
�
 (�������������
� 	
� "��	�
J=(�����
� ���� L-M

��	� !
�� k1k1k1 k2k2k2 k3k3k3 "
	��	

σ

E
aσb c L-M

ε (t) = εelastisch + εinelastisch = k1 + k2t
k3

σ

E
sinh (σ) c LF2M

σ

E
aσb cσ + d LFFM

�	� ������������ ���� �����������

5�
 ��	
���
���� �����
��������
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 ���� ���� �
�����
	
�
� 4�����D�
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����
�) 5� "
	
�� ��	 5�D�
� :
�
��� �	
�� 
�������� ��	 ������ ��� 
��
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�
 +D��=
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�
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�	
� ��
 ���H� ��� ��	
���
���� 
���
�
��� LF6, F'M) 5�
�
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�

��	
���
���� ��� ����J�����
� A���� ��	 !
����� � �
�
����� �� D����
���������
�

��	
���
������
�����
�, 
��
� ����
� ������
� ����
�����	) 7�� 	�
�
 ����
�����	

���	 	
������
 ���� ���
 4���
�
� 
��	
���� D�J��������� ���
�D�
��
�!��, �
�� ����

����� 
��!��) A����
��
 ��
��������
� +��������
� ���	 	�
 ���
 (����� �� ��

��
�

��	 4���
�
��, 	�
 ��� 
�� !�
��
� #
��?�������D
���� !
�8���� �
�	
�) 5�
 ����
�=

	��
 ��	 �� C
�� ��8�����
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��
��
��
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������ ���
� 4���
�
� 	
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��
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��!���
�� �����
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��
) ����� ���, 	��� 	�
�
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����� ��'(���������� ��� ���������	��������

C��	�����
�� �
�	
� ��
��������
 ���������������
� �� ���
��
� "
	
�� ��	 5�D�
��

�
��
�	
�) 5�� 7
�����
� 	�
�
� ��

��
 ��� :
�
��� !
����
�!!�� 	���� 	�� ����
���


�
�
��

σF = EεF $2)6.

��	 	�� A
�������
 �
�
��

σD = ηε̇D. $2)2.

5�
 #
��
���������� 	�
�
� ��

��
 ���	 ��� ��?�
��=��	
�� ��	 	�
 4�����
������=

���� ��� @
����=7����=��	
�� !
�
����
� LF&M)

σ

σ

η

E

(!!��	��� 2)63 ��?�
��=��	
��

σ = σD = σF $2)F.

ε̇ = ε̇F + ε̇D $2)'.

ε̇ =
σ̇

E
+
σ

η
$2)0.

σ

σ

η E

(!!��	��� 2)23 @
����=7����=��	
��

ε = εD = εF $2)&.

σ = σF + σD $2)1.

σ = Eε+ ηε̇ $2)-.

5�
�
 ����	�	
��
 ���	 :
�
��� ����� �� 	
� ���
 ������ @��
��= ��� ���� ���������=

D���
��
 E��������� ����
�� ��
	
����
!
� $�
���) (!!) 2)F.) 5
����� ��!
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σσ

εε

#
������ ��� 5
�������D����#
������ ��� 5
�������D����

#
������ ��� +D��������D����#
������ ��� +D��������D����
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�� @
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��� ����� 8�����

t
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!��	
�, � ���� 
��
 #�����
����� 	
� 5
�����

�� �	
���
�
�) (!!��	��� 2)1 �
��� 	�� �
�
������
��
 @
����=7����=��	
��)



2)6) #��>�>��+G�� �#+(C�+G�(�C�A��A 2'

σ

σ

E1 E2

En+1

η1 η2

(!!��	��� 2)&3 �
�
������
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��=��	
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E0

η1

E1

η2

E2

ηn

En

σσ

(!!��	��� 2)13 �
�
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 �� (!����) 2)6 ����
�����
� +��������
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����	
� ���
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�
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5
� 7
���
��� ��� ��) $2)6. ��	 ��) $2)2. �
�	
�������, 	��� 	
� ���
�����
	 ������
�
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�������
� ��	 	
 ����
���
� �
�
�� �� 	
� >�	���� 	
� 5
�������!�
�����

��	 	
� @�������
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��3

σ = E
d0

dt0
ε und σ = η

d1

dt1
ε $2)*/.

5�� +��9�
�
�� 	
� ����������
� ��

��� ��� ��
 ����� 	
H��
�� LF1M3

σ = p
dα

dtα
ε $2)**.

�� ��) $2)**. ��!� 	
� 4���
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� α 	�
 5�9
�
�����������	���� ��) ��� α = 0 �	
�
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� "
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���) $2)*/. �
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�+�+�+� ,�-������ "�� �������� �*������	��
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 8�����
 5
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� ����������
� (!�
����� ����� ���� ��� 	
� 5
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�
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������� �
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� LF-M) 5
� +����D���� !��	
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� ���� G����J

��� ��
	
�����
 ���
�������3

Inε (t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− τ)n−1ε (τ) dτ $2)*6.

�� ��) $2)*6. ��
�� 	�
 "������� ��� n ��� 	�
 ���H��
�� 	
�  �
	
������� ��	 ����

�������� ��� ���������� �
��) 5�
�
 "���������������� ����� ���� :
	��� ������
 	
�

����������� Γ �
�����

��
��) (�B
�	
 ���	 n 	���� 	�
 ����������
 ���
�����=

�����	���� 
��
���3

Iαε (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1ε (τ) dτ $2)*2.
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5�
 ���) $2)*F. ��	 $2)*'. ��
��
� !
�	
 8�����
� 7������
� 	��3

Dα =
Dm

Dtm
Dm−α , �� m = �α� $2)*F.

Dα = Dm−α Dm

Dtm
$2)*'.
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Dαε (t) = f (t, ε (t)) , $2)*0.
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�

Djε (t = 0) = εj0 �� (j = 0, 1, 2, ...,m− 1)
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 (�������
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εPk+1 (t) =

m−1∑
j=0

tjk+1

j!
ε
(j)
0 +

1

Γ (α)
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j=0

bj,k+1f (tj , εj) . $2)*&.
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E0 1100 2600 MPa

E1 2400 2280 MPa

E2, E3 2200 2090 MPa

E4 2100 1995 MPa

E5, E7, E8, E9, E10 2000 1900 MPa

E6 3800 3610 MPa

η1 6.3 · 106 2.52 · 105 MPa · h
η2 3.43 · 107 7.1 · 108 MPa · h
η3 7.12 · 104 2.34 · 107 MPa · h
η4 6.89 · 108 1.41 · 1010 MPa · h
η5 1.843 · 1010 5.84 · 1010 MPa · h
η6 2.02 · 1011 3.09 · 1010 MPa · h
η7 1.0 · 1011 1.11 · 1011 MPa · h
η8 9.23 · 1012 3.78 · 1012 MPa · h
η9 1.94 · 1013 6.82 · 1012 MPa · h
η10 2.48 · 1014 3.11 · 1014 MPa · h
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N1 N2
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N4N5
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ME2

ME3
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ME5

ME6

AE1

AE2
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AE = (!�E��=��
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�� ���	I��=A
��

N = (!�E��=@���
�

PM = ���
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vvv1 = PPP 2 −PPP 1 $')*.

vvv2 = PPP 3 −PPP 2 $')6.

PPPΔ =
1

2
vvv1 +

1

4
vvv2 $')2.
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vvv1 = PPP 2 −PPP 1 $')'.

vvv2 = PPP 3 −PPP 2 $')0.

nnn = vvv1 × vvv2 $')&.
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vvvd =
PPPAbaq −PPP g

|PPPAbaqPPP g| $')1.
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PPP d = vvv3 + t0vvv2 $')-.
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t0 =
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ΩΩΩ1 = 000−PPP d $')*2.

ΩΩΩ2 = vvv2 −PPP d $')*F.

ΩΩΩ3 = vvv1 −PPP d $')*'.
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ωges + ωtolleranz − 2π ≥ 0 $')*&.
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