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Im ersten TeJI dieser Serie wurde die Darstellung von Polynomen Im Computer 
behan elt und SUB-Programme für äte rationalen Funktionen abgeleitet. 

er zweite Teil enthielt SUB-Program zur Berechnung der Wurzeln von 
Polynomen und zwar ein spezielles für reelle Koeffizienten und nur reelle 
einfache Nullstellen und ein univ rsen für Polynome mit komplexen 
Koeffizi nten. 

Stichwörter: 
Polynom, HP-BASIC, Laplace-Transfor-
mation, Approximation, Ausgleichs-
rechnung 

Hardware : 
HP 9845 B mit SP ROM 

6 Größter gemeinsamer Teiler 
zweier Polynome 

Werden zwei Polynome f(x) und g(x) zur 
Darstellung einer gebrochen rationalen 
Funktion 

F(x) = f(x) 
g(x) 

(43) 

verwendet, so ist es vor der Weiterverar-
beitung zweckmäßig, eventuell vorhande-
ne gemeinsame Teiler beider Polynome 
„herauszukürzen". Aus GI. (43) wird also 

F(x) = f(x) = f*(x) h(x) f*(x) (44) 
g(x) g*(x) h(x) = g*(x) ' 

wobei hier Fragen der Definition von F(x) 
an den Nullstellen von h(x) beiseite gelas-
sen werden sollen. Das Polynom h(x) soll 
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mindestens von erstem Grade sein; von 
trivialen gemeinsamen Teilern nullten 
Grades sehen wir ab. 

Die folgenden Algorithmen können außer-
dem noch zur Bestimmung und El-imina-
tion von mehrfachen Wurzeln in Polyno-
men verwendet werden, indem für g(x) die 
erste Ableitung von f(x) eingesetzt wird, da 
überall dort, wo gemeinsame Nullstellen 
von f(x) und f'(x) vorliegen, Mehrfachwur-
zeln sind. 

Hier ist jetzt die Aufgabe gestellt, den größ-
ten gemeinsamen Teiler h(x) der beiden 
Polynome f(x) und g(x) zu bestimmen, also 
das Polynom h(x) mit dem größtmöglichen 
Grad. 

6. 1 Der E UKLIDISCHE Algorithmus 

Bezeichnet man das Polynom mit dem 
größeren Grad mit r 0 und das andere mit r1, 
so läßt sich r 0 durch r 1 dividieren 

wobei dabei im allgemeinen ein Restpoly-
nom r2 auftritt. Durch die Forderung, daß 
der Grad von r2 kleiner als der Grad von r1 
sein soll, ist die Aufgabe auch eindeutig. 
Tritt kein Restpolynom auf, d:-h. ergibt sich 
für r2 das Nullpolynom (ein formales Poly-
nom, bei dem alle Koeffizienten null sind 
und das keinen bestimmten Grad hat), 
dann ist die Aufgabe gelöst und r1 ist der 
gesuchte größte gemeinsame Teiler der 
beiden Polynome. 

Aus GI. (45) folgen nach Multiplikation mit 
r1 und formaler Weiterführung des Algo-
rithmus die folgenden Gleichungen: 

ro = t1 r1 + r2 

r1 = t2 r2 + r3 

r2 = t3 r3 + r4 

r k - 2 = t k - 1 r k - 1 + r k 

rk-1 = tk rk , 

bei denen die Bedingungen 

(46) 

(47) 

eingehalten werden müssen. Aus GI. (47) 
ergibt sich, daß der E UKLIDISCHE Algorith-
mus nach 

(48) 

Schritten abgeschlossen sein muß, da 
spätestens dann gr(rk) = O ist. Zum Ver-
ständnis des Rechenverfahrens nehmen 
wir die n-te Gleichung aus (46) heraus 

(49) 

und verdeutl ichen uns folgenden Satz : Ist 
das Polynoms gemeinsamer Teiler von rn 
und rn+ 1, dann ist s auch Teiler von rn_ 1 . 

Dies wird mit 

r; _ 1 s = tn r; s + r; + 1 s (50) 
'---v---" ~ '----.r---' 

deutlich, wobei offensichtlich 

(51) 

ist. Aus der letzten Teilgleichung von (46) 
folgt aber, daß rk ein Teiler von rk_ 1 ist und 
damit ist rk ein gemeinsamer, und zwar 
auch der größte gemeinsame Teiler von al-
len rn und damit auch von r0 und r1 [7]. 
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Usting 7 zeigt die Implementation des EU-
KLIDISCHEN Algorithmus für Polynome mit 
reellen Koeffizienten in HP-BASIC. Nach 
dem Vereinbarungsteil und der Sortierung 
der Ausgangspolynome nach ihrem Grad 
erfolgt die Berechnung streng nach GI. 
(46). Es erfolgt keine Prüfung, ob die mit n 
und m angegebenen Polynomgrade auch 
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stimmen, ob also a(n) =1= 0 und b(m) =1= O' 
sind. Ist dies beim kleineren Polynom der 
Fall, dann versagt das SUB-Programm 
wegen einer Division durch null beim Auf-
ruf von Rest_division. Dieser in Usting 8 
wiedergegebene Algorithmus lehnt sich 
weit an Usting 4 (Teil 1 dieser Serie) an. Al-
lerdings wird hier nicht nur geprüft, ob das 

Nullpolynom als Rest auftritt, sondern die-
ses Restpolynom wird ausgegeben, da es 
zur weiteren Berechnung benötigt wird. 
Die auf den ersten Blick merkwürdig er-
scheinende LOOP-Konstruktion in den 
Zeilen 420 bis 460 ist erforderlich, weil in 
Zeile 450 bis auf p =  - 1 subtrahiert wird, 
die entsprechende Abfrage auf Zeile 440 

Listing 7: Berechnung des größten gemeinsamen Teilers von zwei Polynomen mit reellen Koeffizienten nach Euklid 

::: , . • ; 1  .  ' t l T E G E F.: t·l , M , f< , F.: E AL A ( * ) , B ( * ) , C ( * ) , D ( * ) , E ( * ) , E p ::. i 1 o n ) 

~ ·· ;ir'3.r11r11 ~  Beri:··:hnung di:·r gemi:·i ns.ami:·n t·lul 1 ::.ti:·l l i:·n von Zldt·i 
==·, :1 0 1€ 1 mit reellen Koeffizienten f ( x ) und g ( x ) und Bestimmung des 
; •· :: : . ' .-= n ';l .:· r11 -:· i n :: .. am e n T e i 1 e r s [ ';! 9 T J h ( ::-:: ) m i t d i:· m E u k  1 i d i s c h .:· n A 1 9 1:i r i t h ~ ::. : 

. : -. 

. .: ~ 

. : .... 

1 Pr· ogr··.arnm i i:·t··o:·r: 
p t• C11;J t' .3, fi'I f(I -t·J d. f(I E· : 

~  INTEGER P,R 

f ( ~  f stern( x ) * h ( x ) 
g ~ * h ( x ) 

.a (0: n ) 
b ( ~~  rli) 

ep::. i 1 on 

n-k 
m-k 
k 

c (t1:n-k) 
d (O: m-k) 
i:·(t1:k> 

Gr.ad 
Grad 
I< c• .:· f f i z i e n t o:· n 

des Polynoms f(x) 
des Polynoms g ( x ) 
des Polynoms f ( x ) 

Koeffizienten des Polynoms g'x) 
zulässige relative Abweichung zur Prüfung 
auf das Auftreten des Nullpolynoms 
Grad des Polynoms f stern( x ) 
Grad des Polynoms g stern' x ) 
Anzahl der gemeinsamen Nullstellen 
von f  ( x ) und g ( x )  = Grad von h ( x ) 

~  des Polynoms f stern( x ) 
Koeffizienten des Polynoms g stern( x ) 
Koeffizienten des Polynoms h(x. mit e ( k )=l 

.J ü r·· ';! i:· n ·=: r: h 1,.1 ·3. r z 12.11.:::4 / 01 
Euklid Speichermedium: Kassetten 57/58 

~  REAL R 0 (0:MAXCN,M>>,R 1 (0:MINCN,M)>,R 2 (0:MAXC0,MINCN,M)-1) 
29( REAL ~  
;: (1 :;1 

·:, ~  

~  

·:;:30 

·;: 4 ~  

·:;;s a 
3 6 i.z 

! 

IF ( N( 0 ) OR ( M( 0 ) OR (Epsilon( 0 ) THEN PAUSE 
REDIM A .0:N>,BCO:M> 
I F N >=M mm 
MAT F: 0=A 
MAT F.: l=B 

EL:::E 
370 MAT R 0=B 
380 MAT R l=A 
::;: '3 0 E t·Hl I F 

400 MAT E=ZER 
4 H1 

420 P=MAXCN,M) 
4 3 0 K=MIN<N,M) 

~  LOOP 

widersprüchliche Daten 

450 CALL Rest_division(P,K,R,R_0C* >,R_1(*),T(*),R_2( * ),Epsilon' 
460 EXIT I F R=-1 
4 ~  P=K 
48t1 •( = F: 

490 MAT R 0=R 1 
500 MAT R 1=R 2 
5 1 ~  E t·Hl L 0 0 P 

520 MAT E= ( 1/ R 1CK>>*R ! Bezug auf e ( k ) , um e(k)=l zu gewährleisten 
5 3 0 CALL Rest division(N,K,R,A<*>, E(*>,CC*),R 2 ( * ),Epsilon) 
540 CALL Rest=divisionCM,K,R,BC*>,E C* >,DC* ),R=2(*), Epsilon) 
550 
5 6 (1 ::; U BE t·Hl 
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mit dem Computer zu verbinden, Sie brau-
chen aber nicht mehr das Signal zu kon-
vertieren. 

Die hier vorliegende Implementation hat 
den Vorteil, daß sie auch bei konjugiert 
komplexen Nullstellen ohne Rechnungen 
im C auskommt. Nachteilig ist die geringe 
numerische Stabilität, die auf die vielen Di-

visionen zurückzuführen ist. Deshalb ist 
es im allgemeinen vorteilhafter, ein ande-
res Verfahren zu verwenden. 

6. 2 Anwendung des Fundamentalsatzes 
der Algebra 

Da die Normalform jeder ganzen rationa-
len Funktion n-ten Grades nach GI. (10) in 

ein Produkt von n Linearkombinationen 
zerlegt werden kann, besteht bei Kenntnis 
der einzelnen Faktoren, d.h. der Wurzeln 
des Polynoms, die Möglichkeit, den größ-
ten gemeinsamen Teiler durch einen Ver-
gleich der Wurzeln beider Polynome f(x) 
und g(x) zu berechnen: 

Listing 8: Division von zwei Polynomen mit reellen Koeffizienten und Berechnung des Restpolynoms 

10 SUB Rest_d i vision(INTEGER N,M,P,REAL A(*),B(*),C(*),D( * ) ,Epsilon) 
20 ! 

30 SUB-Pt ogramm zur Durchführung einer Di vision von z wei Pol ynomen 
40 mit reellen Koeffizienten und Berechnung des Restes r(x): 
50 f ( x ) =  g(x) * h (x) +  r (x) 1 f (x)/g ( x )  =  h(x) +  r ( x ) / g(x) 
60 
70 
:?,(1 

'3(1 

~ ~  n Grad des Polynoms f(x) () m) 

1 ~  ~  

1 H1 

1 2 ~  

~  

140 
150 
16(1 
1 7 ~  

18f1 
1 '3(1 

2 ~  ~  

210 

Pr•:i•;it .arnrn i e·r e·t 
! Prc••:;;iramrf1-N.ame·: 

220 I NTEGER  I,J 

rn 
.a ( 0 : n ) 
b ( (1:rn) 
ep:. i l c•n 

n -rJ1 
p 

c ( (1: n-f!"1) 
~  p ) 

Grad des Po l ynoms g(x) 
Koeffizienten des Polynoms f ( x ) 
Koeffizienten des Po l ynoms g(x) 
zulässig e relativ e Abweichung zur Prüfung 
auf das Auftreten des Nullpol ynoms 
Gr a d 
Gr .ad 
p=-1 

des P o l ynoms h ( x ) 
des Poly n o ms  r(x) 

===> Rest ist das Nullpol y n o m 
Koeffizienten des Polynoms h(x) 
Ko effizienten des Poly noms r(x) 

Jürgen :; ,: hi..J.ar··z 
u n t. e· r E '.l k  l i d 

D.a turn/ '.,.' .ariant.e·: 12 . 1 1 . :34 / 0 1 
Speichermedium: Kassetten 5 7 /58 

~  REAL A ~  : .t.e-rn(0:M) 
2 4 ~  ! 

2 5 0 
26(1 

270 
280 
2'30 
:;:(1(1 

IF ( N<M) OR ( M( 0 ) OR CEpsilon( 0 ) THEN PAUSE widersprüchlich e Daten 

138 

310 
~  

3 :;:(1 

340 
::;: 5 ~~ 

360 
~  

REDIM A( 0:N>, BC0:M> 
MAT A sti:·rn=A 
MAT  B st i:·rn=B 
MAT C=ZER 
MAT ~ 

F.'.ED IM C ((1: ~  

FOR I=N-M TO 0 STEP - 1 
C( J ) =A stern (l+M)/B stern( M) 

- -
FOR J=l+M TO I STEP -1 
A ste r n ( J )=A ste r n ( J )-CCI : * B stern( J-1) 

380 NEXT J 
3 '3Hj ~  l 

~  

41(1 P=M- 1 
420 LOOP 
4 3 0 EXIT IF P=-1 ! ==> Er g e bnis ist das Nul l polynorn 
440 EXIT IF ABS CA stern ( P)))Epsil o n +ABS . CC0 ) * B stern( P)) 

~  P=P-1 
460 END LOOP 
4 7 0 
48€1 

490 
500 
5H! 
52€1 

~  

5 4 ~  

IF P >=0 ~ 

REDIM A stern( 0 : P ) 
MAT D=A st i:·rn 

ELSE 
~  D ( 0:0) 

Et·HI I F 

:::UBEND 
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F(x) = f(x) = 
g(x) 

(52) 
an· (x-f1) (x-f2) ... (x-fn) 

bm·(X-g1)(x-g2) · · · (x-gm) 

Ist beispielsweise (im Rahmen der Re-
chengenauigkeit) f; = gi, dann wird der U-
nearfaktor (x - f;) dem Polynom h(x) zuge-
schlagen. 

Usting 9 zeigt ein Programmbeispiel, wel-
ches zum Einsatz kommt, wenn bekannt 
ist, daß die Wurzeln von f(x) und g(x) je-
weils nicht mehrfach auftreten, reell und 
negativ sind. Das Nullstellenberech-
nungsprogramm Newton_mod wurde im 
2. Teil dieser Serie nach GI. (13) kurz er-
wähnt und ist in [8] vollständig veröffent-
licht. Ist nur bekannt, daß die Wurzeln reell 
sind und nicht mehrfach auftreten, so 
kann in den Zeilen 440 und 450 das SUB-
Programm Newton nach Usting 4 aufgeru-
fen werden. Allerdings müßten dann die 
Vergleichsbedingungen in den Zeilen 540 
und 550 entsprechend Usting 4 verändert 
werden. Der Rest des Programms ist ohne 
weitere Erklärungen verständlich. 

Usting 10 zeigt ein ähnliches, universelles 
Programm für Polynome mit komplexen 
Koeffizienten. Selbstverständlich kann es 
auch für Polynome mit nur reellen Koeffi-
zienten zum Einsatz kommen, wenn die 
entsprechenden Imaginärteile zu null ge-
setzt werden. Im Unterschied zu Usting 9 
erfolgt hier die Ausgabe der Ergebnisse 
über dieselben Felder, über die auch die 
Eingabe erfolgt. Die Originalwerte gehen 
also verloren. Ein Aufruf zur Kürzung von 
zwei Polynomen hat also die Form 

CALL Komplex_kuerzg(N,M,K,A( * ),B( * ), 
C( * ),D( * ),E( * ),F( * ),Eps), 

wobei nach der Abarbeitung die gekürz-
ten Polynomkoeffizienten wieder in A( * ), 
B( * ), C( *) und D( *)stehen. Auch N und 
M ändern (bei einer Kürzung) ihren Wert. 
Sonst arbeitet das SUB-Programm ohne 
Besonderheiten. 

Ein zum obigen analoger Aufruf für mit 
dem SUB-Programm Kuerzung nach 
Usting 9 verarbeitete Polynome hat die 
Form 

CALL Kuerzung(N,M,K,A( * ),B( * ),A( * ), 
B( * ),E( *),Epsilon). 

CAL 3-4/85 
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Auch das SUB-Programm Euklid kann ge-
nauso aufgerufen werden. Dies wird durch 
die Datensicherung (Zwischenspeiche-
rung) nach dem Vereinbarungsteil ge-
währleistet. Beim Aufruf von Kuerzung 
und Euklid müssen aber N und M, im Ge-
gensatz zu Komplex_kuerzg, mit zwei fol-
genden Befehlen um K reduziert werden. 

7 zweckmäßige Datensicherung 
bei SUB-Programmen 

Bei dieser Gelegenheit ein paar Bemer-
kungen zu der im SUB-Programm Kuer-
zung, aber auch in den anderen SUB-Pro-
grammen, z.B. in Produkt, verwendeten 
Form der Datensicherung. Im allgemeinen 
haben die Programme folgende Struktur: 

10 SUB Programm(INTEGER N,M, 
REAL A( * ),B( * )) 

20 REAL A_stern(O: N) 
30 REDIM A(O:N) 
40 MAT A_stern = A 
50 MAT B=ZER 
60 REDIM B(O:N - M) 
70 

In Zeile 20 wird Speicherplatz für die Zwi-
schenspeicherung reserviert. Mit dem Be-
fehl REDIM A(O:N) werden die Indexgren-
zen des Feldes A( *)auf den aktuellen Wert 
eingestellt. Erfolgt dies nicht, dann kann 
es bei der folgenden Programmabarbei-
tung zu Fehlern kommen. Stehen die In-
dexgrenzen von A( *) beim Aufruf des 
SUB-Programms z.B. auf (1:N+1), dann 
stehen die Grenzen von A_stern( *)nach 
dem Kopieren genauso. Bei der Redimen-
sionierung werden die Werte verschoben, 
d.h. bei dem obigen Zahlenbeispiel wird 
A(1)--+A(O), A(2)--+A(1), usw. In Zeile 40 
wird das Feld A( *) dann in das Feld 
A_stern( *) kopiert. Der Befehl MAT 
B =ZER bewirkt die Löschung aller Feld-
elemente innerhalb der aktuellen Index-
grenzen. Würde dieser Befehl vor Zeile 40 
stehen, und ein Aufruf der Art CALL Pro-
gramm(N,M,A( * ),A( *)) erfolgen, würden 
alle Ausgangswerte von A( *)gelöscht und 
es könnte nichts mehr gerechnet werden. 

Die Befehle in den Zeilen 50 und 60 könnte 
man eigentlich auch mit dem Befehl MAT 
B = ZER(O:N - M) zusammenfassen. Die-
ser Befehl wirkt aber genau umgekehrt 
wie die obige Anordnung. Zuerst wird redi-
mensioniert, dann wird nulliert. Auf die 
vorher vorhandenen Elemente (falls das 
Feld vorher größer war) kann dann zwar 
nicht unmittelbar zugegriffen werden, 
aber die Zahlenwerte sind noch abgespei-
chert. Wird das Feld bei der nächsten Re-
dimensionierung vergrößert, dann sind die 

„auftauchenden" Werte nicht null (wie er-
hofft), sondern haben irgendwelche Grö-
ßen. Insbesondere bei der mehrfachen 
Verwendung von Feldern zur Zwischen-
speicherung sind diese Konstruktionen er-
forderlich und haben sich bewährt. 

Ein Beispiel möge den Sachverhalt ver-
deutlichen. Es sollen das Zähler- und das 
Nennerpolynom z(x) und n(x) der Glei-
chung 

F(x) = z(x) 
n(x) 

a(x) b(x) + c(x) d(x) + e(x) 
f(x) g(x) - h(x) i(x) 

(53) 

wobei a(x), b(x), ... , i(x) Polynome sein 
sollen, berechnet werden. Ein entspre-
chendes Programmstück hat dann folgen-
des Aussehen: 

100 CALL Produkt(O,O,A( * ),B( * ), 
Hilf_1(*)) 

110 CALL Produkt(O,O,C( * ),D( * ), 
Hilf_2(*)) 

120 CALL Addition(1, Hilf_ 1 ( * ), 1, 
Hilf_2( *),Hilf_ 1 ( * )) 

130 CALL Addition(1,Hilf_ 1( * ), 1, 
E(*),Z(*)) 

140 CALL Produkt(O,O,F(*),G(*), 
Hilf_1(*)) 

150 CALL Produkt(O,O,H( * ),1( * ), 
Hilf_2(*)) 

160 CALL Addition(1, Hilf_ 1 ( * ), - 1, 
Hilf_2( * ),N( * )). 

Ohne die oben erwähnten Datensiche-
rungsoperationen würde die so relativ 
übersieht! iche Programmkonstruktion 
versagen, insbesondere deshalb, weil die 
Hilfsfelder Hilf_ 1 (*)und Hilf_2( *)immer 
wieder mit unterschiedlichen Werten und 
aktuellen Indexgrenzen belegt werden. 
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Usting 9: Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers von zwei Polynomen mit reellen Koeffizienten und reellen, negativen 
und nichtmehrfachen Nullstellen durch Zerlegung in Linearkombinationen 

10 SUB Kuerzung<INTEGER N,M,K,REAL A( * ),B( * ),C( * ),D( * j,E( * ),Epsilon) 
2(1 ! 

30 SUB-Programm zur Berechnung der gemeinsamen Nullstellen von z wei 
40 Polynomen mit reellen Koeffizienten f ( x ) und g(x) und nur reellen, 
50 einfachen Wurzeln und Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers [ggTJ: 
60 f ( x ) f stern(x) * h ( x ) 
70 

80 
9(1 

~  = g_stern(x) * h ( x ) 

E i ng.a.bi:·dat e·n: n 
m 

.a.<0:n) 
b (0:m) 
e·p::. i  1 C•n 

n-k 
m-k 
k 

G r .3.d 
Gr .3.d 

de·::. Po 1 ~  

de·::. Po 1 ynom::. 
Koeffizienten des Polynoms 
Koeffizienten des Polynoms 
zulässige Abweichung 
bei der Wurzelberechnung 

f (x) 

1;i ( }:: ) 

f ( >::) 

Gr-3.d 
Grad 
Anz.3.h 1 

des Polynoms f stern( x ) 
des Polynoms g_sternl x > 

der gemeinsamen Nullstellen 

1 ~  

110 
12 ~  

1 :::: ~  

140 
150 
16 ~  

1 7 ~  

1 :::0 
19(1 
2(HZ1 

21 (1 

c (0:n-k> 
d <0:n-k) 

~  

von f (x) und g (x) = Zahl der Kürzungen 
Koeffizienten des Polynoms f stern(x) 
Koeffizienten des Polynoms q stern( x ) 
Koeffizienten des Polynoms h <x > mit e(k)=l 

220 
2 ~  

240 
~  

260 
270 
2 ~  

2'3(1 
~  

:310 

P r o g r ·3. rn m i i:· r e· r : 
P r o g r am m -t·l .:t. r.-1 e· : 

INTEGER I,.J,Mm,Nn 

.J ü r g e· n Sc h 1 •• .1 .3.r z 
~  

REAL A s tern(0:N),B stern<0:M) 

Datum/Variante: 06.11.84 / 02 
Speichermedium: Kassetten 57/58 

F.: E AL Nu 1 1 f ( 1 : MA;:.:; ( 1 ' t·l > ) ' ~~ IJ 1 1 g ( 1 : MA:::: ( 1 ' M > ) ' t·l u 1 1 ::. t. E· 1 1 E ( ~  1 ) 
! 

I F ( t·l < ~  ) 0 F.: ( M < 0 ) 0 F.: ( E p ::. i 1 o n < ~  ) T H E t·l P A U ::;; E ! 1,.1 i d e· t-. ::. p r· ü c h 1 i c h e· 
REDIM R0::0:N>,B0::0:M> 
t'lAT A ::.t e·rn=A 
MAT B ::,t o:·rn=B 

~  

MAT C=ZEF.: 
MAT C=A st. e-rn 
MAT D=ZEF.: 
MAT D=B ::.t e-rn 
MAT E=ZEF.: 
MAT E=COt·l ( ~  ~  

IF O:: N=0) OR O:: M=0) THEN SUBEXIT 
! 
t·lul 1::.t.e·l1o:·( 1 >=1 

I n i t  i .3. 1 i ::. i i:· r t, o:· ( 0 ) 
Kü rzung unmöglich 

mit 

::::30 
:::: 4 ~  

~  

:36ü 
:370 
:38(1 
:390 
4 ~  

4U:1 

420 
4 ::::0 

440 
45(1 

CALL ~  ::.to:rn<* :··,Nul 1 f<+.>,Ep::1 lon) 
CALL Newt.on_mod(M,B_st.e r n ( * ) ,Nul l_g(*),Epsi lon) 

Wurzelberechnung f ( x ) 
Wurzelberechnung g ( x ) 

4 6 0 t·l n = t·l 

4 7(1 Mm=M 
480 I =0 
490 WHILE I <Nn 
500 I=I+l 
510 ~  

520 REPEAT 
530 .J=J+l 
54(1 
550 
560 
570 

U t·l T I L ( A B ::; ( t·l u 1 1 _ f  ( I ) -t·l u 1 1 _ •;! ( J > ) < = 1 0 * E p ::. i 1 C• n ) 0 F.: ( .J > = M rn ) 
1 F A B S ( t·l ~ 1 1 _ f ( I ) - N 1-' 1 1 _ g ( J ) > < = 1 ~  * E p ::. i  1 o:o n T H E t·l 

~ 1 1 :: t o:· 1 1 e· <. ~  ) = -• 5 * ( ~ u 1 1 f ( I ) +t-1 u 1 1  g ( .J ) > 
CALL Produkt <K, 1, EO:: * >, Hul l ::.te·l l e ( * ) , E(*)) 
K=K+l ! gemeinsame Nullstelle gefunden 

~  

600 
61 (1 

~  

630 

140 

C A L L ::; t r e i o: h o:· n ( t·l n ,  I , C ( * ) , ~ u 1 1 _ f ( * ) ) 
C A L L ~  t r e· i c h e· n ( M m , .J , D ( * ) , t·l 1-' 1 1 _ g ( * ) ) 

nrn IF 
EMD WHILE 

~  1 T 

CAL 3-4/85 



SERIEN 
Listing 9: Fortsetzung 

640 SUB Streichen( INTEGER N, I,REAL A( * ),N( *)) 
650 INTEGER L 
660 
6 ~  

68(1 

690 
700 
7U3 

720 
730 
74(1 
750 
76(1 
770 
78(1 

790 
80(1 

810 

REAL A, B 

A=A ( t·4) 
A( t·4)=0 
FOR L=N-1 TO 0 STEP -1 
B=A(L) 
A( L )=A+N( l )*A(L+1) 
A=B 

t·4E>::T L 
~  

RED IM A<0: t-0 

FOF:. L=I TO N 
~ ( L ) = t·4 ( L + 1 ) 

t·4E>n L 
I=I-1 

82(1 SUBnrn 
830 SUBEND 

D i • . .J i ;:. i o n d u r c h d i e· N ~ l 1 ;:. t e· 1 l e· 

Stre·i che·n de·r ~  l ::.t. e·l l i:· 

Listing 10: Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers von zwei Polynomen mit komplexen Koeffizienten durch Zerlegung 
in Linearkombinationen 

u;1 
20 
:;: ~  

4 0 
5(1 

60 
70 
:30 
·::i0 

100 
11(1 

~  

130 
14 ~  

150 
16(1 

1 7(1 

1 :30 
1 ·::i0 
2(H3 

210 
220 
2::::0 

240 
~  

~  

28(1 

290 
:;:00 
:31 (1 

CAL 3-4/85 

SUB Komplex_kuerzg<INTEGER N,M,K,REAL A( * ),B(*),C( * ),D( * ),E(*),F(*),Eps) 
! 
SUB-Programm zur Berechnung der gemeinsamen Nullstellen von zwei 
Polynomen mit komplexen Koeffizienten f ( z ) und g ( z ) und Bestimmung 
des größten gemeinsamen Teilers [ggTJ über eine Wurzelbestimmung 
mit Ausgabe der Ergebnisse über die Eingabefelder: 

f  ( z )  f stern( z ) * h ( z ) 
g ( z ) 

Ei ng.:s.be·d .:s.t e·n: n 
m 
.:s.( 0: n ) 
b03:n) 

c (0:m) 
d ((1:m) 

e·p::. 

n 

rn 
k 

g stern( z ) * h ( z ) 

Grad des Polynoms f ( z ) 
Gr.:s.d 
~  lt. e i  1 
I ma1;;,:i i n .:irt. e i  l 
Re·al t. e·i l 

des Polynoms g ( z ) 
der Koeffizienten von f ( z ) 
der Koeffizienten von f ( z ) 
der Koeffizienten von g ( z ) 

Imaginärt.ei 1 der Koeffizienten von g ( z ) 
zulässige Abweichungen 
bei der Wurzelberechnung 
Gr.:s.d 
Gr.:s.d 
Anzahl 

des Polynoms f st.ern( z ) 
des Polynoms g stern( z ) 

der gemeinsamen Nullstellen 
g (z) = Zahl der Kürzungen 

.:s.( 0: n ) 
b (0:n) 

~  

~  m ) 

e ( ('1: k ) 
f0::0:k ) 

l,o 1:1 n f ( z ) u n d 
~  t E' i l der Koeffizienten von f stern z 

Pr C11;ir.:s.rri rn i er er: 
F'ro1;;irarnm-t·l.:s.rne·: 

I m.:s.1;;.:i i närt E· i  l 
~  to:·i l 
I ri-1.:s.g i närt o:· i l 
R e .3, l t. e i l 
I m.:s.1;;i i ~  eil 

de·r 
der 
de·r 
de-r 
de·r 

Koe·f f  i 
Koe·f f  i 
Koo:·f f ; 
Koi:·f f i 
Koe·f f  i 

z i ent 
z i e·nt 
z i e·nt 
z i e·nt. 
z i e·nt 

en 1„.oon f St o:·rn 
e·n 1 ... 1on g_ ::. t e·rn 
e·n • ... •on g st e·rn 
e·n von h 1 z ) 
e·n •.}on h ( z ) 

.J ~ r g e· n ::: c h 1,.1 a r  z 
Kp l ~  

Datum/Variante: 26.11.84 / 01 
Speichermedium: Kassetten 57/58 

z 

z 

141 



SERIEN 
Listing 10: Fortsetzung 

142 

INTEGER I,J,Boo_r,Boo_i ~  

~  ~  

3 4 ~  

~  

360 
:;: 7 ~  

~  

3'30 
4(H3 
4 u:1 

~  

4 ~  0 
~  

REAL F_r<1:MAX<1,N)),F i .1:MAX<1,N)),G_r<1:MAX<1 , M) ),G_i(1:MAX<1,M)) 
F.:EAL ~  ~  1), t·l i (0: 1 ) 
! 
IF <N<0 ) OR ( M( 0 ) OR <Eps( 0 ) THEN PAUSE widersprüchliche Daten 
REDIM A<0:N),B(0:N>,C<0:M>,D<0:M) 

~  

MAT E=ZEF.: 
MAT ~ 

MAT ~  0 ) 
REDIM F <0:0) 
IF CN=0) OR <M=0) THEN SUBEXIT 

450 t·4 r ( 1 )=1 
~ ~  

I n i t i .3. 1 i ; . i i:· r t E ( ~  ) m i t 

Kürzung unmöglich 

460 
4 ~  

4:3f1 

49f1 

5f10 
51f1 

CALL ::; i 1 j :i.k < N, 1f10, A ( * ) , B ( *) , E p ; . , E p .:. , F  r < *) , F _ i ( * ) ) 
CALL ::; ; 1 j .:i.k CM, ~  C( * ) , D(*), Ep:=. , Ep::. , G_r( * ) , G_i ( *)) 
I=0 

~  u r z e 1 n •.,i o n f ( x ) 

~  1J r  z i:· 1 n • . ..i o n g '·· ::< ..' 

~  I <N 
I = I + 1 
.J=0 

F.:EPEAT 
.J=.J+l 
Boo_r=<ABS<F r <I >-G_r<J>><=10*Eps) 
Boo_i=(RBS(F_iCI >-G_i ( J))(=10*Eps) 

UNTIL Boo r AND Boo i OR CJ >=M) - -

53f1 
54(1 
55(1 
560 
570 
5E:0 I F Boo r AtHt Boo i THEt·l ! gemeinsame Nullstelle gefunden 
590 N  r ( 0 )=-.5*( F  r ( I )+G r (.J)) 
600 N i ( 0 )=-.5*CF i <I >+G i ( J)) - - -
610 CALL Komplex_produk t ( E C*>,F C*>,N_r<* >,N_i( * ),E( * ),F(*)) 
620 K=K+1 
630 CALL Streichen(N,I,A(*),B(*),F_r( * ),F i(+) ) 
640 CALL Streichen(M,J,C(*),D( * ),G_r<* >,G_i(*)) 
650 I=I-1 
660 Et·HI I F 
670 END WHILE 
68f1 SUBEXIT 
690 SUB Streichen(INTEGER N,I,REAL A_r<* >,A_i(*),N_r( * ),N_i( *.) 
700 INTEGER L 
710 REAL A,B,C,D 
720 ! 
730 A=A r ( N) 
740 B=A iCN> 

A r C: t·l ) = A i ( t·l ) = ~  75(1 
~  

770 
780 
790 
8 ~  f1 

810 
82(1 

FOR L=N-1 TO 0 STEP -1 
C=A r ( L ) 
D=A i CU 
A  r ( L )=A+N r(I )*A r (L+l)-N i ( I)*A i (L+l) - - -
A  i ( L )=B+N r ( I ) * A i (L+l)+N i ( I ) * A  r (L+1) 
A=C 
B=D 

NEXT  L Division durch die Nullstelle 
84(1 
850 
:360 
870 
::: ::: ~  

::: '3 ~  

·:;. 0f1 

·::i 10 
'32f1 

t·l=t·l-1 
REDIM R  r (0:N),A i (0:N) 

FOF.: L= I TO t·l 
t·l i (L)=t·l i (L+l> - -
N r CU=t·l r (L+l> 

t·lD:T L. 
SUBEMD 

SUBEt·lit 

S treichen der Nullstelle 
::; t. r i:· i c h e· n d i:· r t·l u 1 1 ;. t. o? 1 1 i:· 

CAL 3-4/85 
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Jürgen Schwarz 
136 Behandlung von Polynomen 

Teil 3 
In diesem dritten Teil der fortlaufenden Serie bringt der Autor 
Subprogramme für die Division von zwei Polynomen und für die 
Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers von zwei Poly-
nomen. 
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