Jiirgen Schwarz

SERIEN

Behandiung von Polynomen —

Teil 2*

Stichworter:

Polynom, HP-BASIC, Laplace-Transfor-
mation, Approximation, Ausgleichs-
rechnung

Hardware:
HP 9845 B mit SP ROM

5 Nullstellenbestimmung von
Polynomen

Ist man vor die Aufgabe gestellt, die Null-
stellen (Wurzeln) eines Polynoms zu be-
stimmen, d.h. die Aufgabe f(x) = 0 zu I6-
sen, so liefert der Fundamentalsatz der Al-
gebra die Aussage, daB dabein Lésungen
zu suchen sind: Jede Gleichung n-ten
Grades besitzt n reelle oder komplexe
Wurzeln, wobei die k-fachen Wurzeln k-
mal gezahlt werden.

Sei x; eine Wurzel von f(x) = 0, so ist f(x)
durch (x — x,) teilbar. Das aus dieser Divi-
sion folgende Polynom f* = f(x) : (x — x,)
nennt man Deflationspolynom. Es hat ei-
nen um 1 niedrigeren Grad als das Aus-
gangspolynom. Dieses Verfahren kann
man fortfiihren bis zur Lésung x,,. Entspre-
chend kann jedes Polynom als Produkt

fX) =ax+ ... +a;=a,(x - x,) (10)

x=x)...x-x); xx,a,€C

dargestellt werden.

Jiirgen Schwarz, Wiesbadener Str. 59 ¢, 1000 Berlin 33
* Teil 1:s. CAL — Comp.-Anw. Lab. 3 (1985) 45.
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Im ersten Teil wurde die Darstellung von Polynomen mit reellen und komple-
xen Koeffizienten im Computer behandelt und es wurden SUB-Programme zur
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Polynomen abgeleitet.

Sind alle Koeffizienten a, a,, . . . a, reell,
dann treten nur reelle und konjugiert kom-
plexe Wurzeln auf. Das heiBt, istx, = a +
ib eine Nullstelle des Polynoms, dann ist
der konjugiert komplexe Wertx, = a — ib
ebenfalls eine Nullstelle und zwar mit der-
selben Vielfachheit. Daraus folgt, daB Po-
lynome mit nur reellen Koeffizienten und
ungeradem Grad n wenigstens eine reelle
Nullstelle aufzuweisen haben und ent-
sprechende Polynome mit nur konjugiert
komplexen Nullstellen nur geraden Gra-
des sein kdnnen.

Zur Bestimmung der Wurzeln eines Poly-
noms ist man im allgemeinen auf ltera-
tionsverfahren angewiesen. Bis zu einem
Grad des Polynoms n = 4 existieren Lo-
sungsformeln, fiir n > 4 sind solche aber
nicht aufstellbar.

Die beiden hier beschriebenen Iterations-
verfahren bilden nach der Berechnung ei-
ner Nullstelle das Deflationspolynom. Von
diesem wird dann die ndchste Nullstelle
berechnet, bis die Ordnung des letzten
Polynomes n = 1 ist. Diese Vorgehens-
weise garantiert aber keine Lésungen mit
optimaler Genauigkeit. Besser ist es, die
so gewonnenen Lésungen als Startwerte
fir eine iterative Losung mit dem Aus-
gangspolynom f(x) zu verwenden, beson-
dersin den Féllen, in denen das Abdividie-
ren die Kondition verschlechtert hat. Die-
ser [3] entnommene Gedanke sei hier aber
nicht weiter ausgeflihrt.

5.1 Nulistellenbestimmung bei Polynomen
mit reellen Koeffizienten und nur
reellen Nulistellen

Oft treten Polynome auf, von denen man
aus der Vorgeschichte weiB, daB samtli-
che Nullstellen einfach und reell sind. Ein
Beispiel dafiir sind aus elektrischen Schal-
tungen mit nur einer Art von Energiespei-
chern (RC- bzw. RL-Schaltungen) abgelei-
tete Polynome, bei denen nur einfache
Nullstellen auf der negativen reellen Ach-
se auftreten [4].

Zur schnellen Nullstellenbestimmung ist
hier das Newtonverfahren besonders ge-
eignet. Dieses allgemein bekannte Ver-
fahren berechnet die Nullstellen einer
Funktion f(x) nach der lterationsvorschrift

f(xt)

xr+1) = x(¥) — B
(x©)

(1)

Die Iteration wird beendet, wenn die Ande-
rung der x-Werte ein bestimmtes MaB un-
terschreitet.

Listing 5 zeigt die Realisierung des New-
tonverfahrens in einem SUB-Programm.
Der Algorithmus wurde in Anlehnung an
[5] gestaltet.

Die Nullstellen seien in absteigender Gro-
Be geordnet

Xy B Ky e X (12)

CAL 2/85



SERIEN

18 SUB Mewton(INTEGER N_polynom,REAL R_koeff(*),R_wurzel (*),Epzilon)
2@ 1

38 ! SUB-Programm zur Berechnung der Hullztellen (Hurzeln) eines Polynoms
48 ! Fixd vom Grad n mit reellen Koeffizienten und nur reellen Nullstellen
5@ !

1] ! Eingabedaten:

i ! n_polynom vee Grad des Polynoms

=1 ! r_kosffiBin_polynom) ... Koeffizienten des Folynoms

28 ! epzilon .. Genauigkeitzschranke fur die Hullstellen
18a ! Ergebnis:

118 ! r_wurzeldlin_polynom? ... Hullztellen (Wurzeln) des Folunoms
128 !

138 ! Frogrammierer: Jurgen Schwarz

148 ! Frogramm=-Name: Newton

158 ! Datum-Variante: 85.11.84 ~ B2

168 ! Speichermedium: Kaszsetten 57-58

i7e !

188 INTEGER J,K,N

198 REAL A_a,Delta _x,Eps, A

288 REAL ACBIN_polvnom),BCAIN_palunom? ,CCLIN_polynom)

21@ !

2z2a ! Datensicherung

238 !

248 N=N_polyrom

258 REDIM R_koeff(@:iN_polynom?

260 MAT A=R_koeff

278 MAT R_wurzel=ZER

28e REDIM R_wurzel(1:H_polynom)

9@ !

388 | Berechrung des Wertebereiches und der erforderlichen Genauwigkeit
318 !

328 A_a=@

328 FOR J=@ TO H-1

340 A_a=MAX(A_a, ABSCACTI))

358 NEXT J

368 A_a=A_a ABSC(ACNY )

378 K=R_a+1

388 Eps=Epsilon#X

398 !

480 ! Beginn der Lozung

410 !

420 WHILE HN>1

438 CiNI=B(HI=ACN)

44 FOR K=8 TO 2 | zweimalige Nachiteration

45a@ REFERT

458 FOR J=H-1 TO 1 STEF -1

47a BCJI)=A(J)+X*#B(J+1>

480 CCIi=BCI)+X*#CCI+1)

49a@ NEXT J

Sea B(B)=RCBI+X*RB(1)

518 IF CC10-RACHN2<{=8 THEN

529 FRINT "Fehler im SUBE-Frogramm HNewton!"®

530 PRINT "Ergebniz konuvergiert nicht!”

546 FAUSE

55@ END IF

560 Delta_ x=-B(@3>/C(1)

S57a X=X+Delta_ x

S8@ DISP "H =";H;" Delta x ="j;Delta xj" Eps ="}Eps

590 UNTIL ABS(Delta_ x)<Eps

6086 NEXT K

&1 R_wurzel (N)=X I Lozung gefunden

626 FOR J=@ TO N-1

£38 ACI)=RBCI+1) | Reduktion der Ausgangsgleichung

£48 NEXT J

£5a N=N-1

E68 END MWHILE

70 W=E=ACBIY/ACLD | Losung fur den letzten Schritt bzw. n = 1
2=1] R_wurzel(li=X

€90 !

766 SUBEND

Listing 5: Nulistellenberechnung von Polynomen mit reellen Koeffizienten und nur
einfachen reellen Nullstellen.
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Als Anfangsnéherung wird ein Wert x© >
x, gewahlt, mit dem die lteration begonnen
wird. Zur Berechnung eines geeigneten
Startwertes x( ist die Ungleichung

] <1 + max %l,f=0(1)n—1 (13)
n

geeignet, die aussagt, daB alle — reellen
und komplexen — Wurzeln z; eines Poly-
noms in der komplexen Zahlenebene in-
nerhalb eines Kreises mit dem Radius |z|
liegen. WeiB man vor Rechenbeginn, daB
sdmtliche Wurzeln des Polynoms negativ
sind, dann wird die Iteration zweckmaBsi-
gerweise mit x(0 = 0 begonnen. Die Zeilen
320 - 380 werden dann in der Programm-
modifikation Newton__mod durch die An-
weisungen

320 X=0
330 Eps = Epsilon

ersetzt.

Die Berechnung der Funktionswerte f(x)
und f'(x) erfolgt mit dem vollstandigen Hor-
ner-Schema. Nach einem Durchlauf durch
die Zeilen 460 — 500 enthélt B (0) den Wert
von f(x) und C(1) den Wert von f'(x). Ist x
zugleich eine Nullstelle von f(x), dann ent-
héltdas Feld B( *) die Elemente des Defla-
tionspolynoms [die Koeffizienten des
durch die Nullstelle dividierten Polynoms:
f*(x) = f(x)/ (x — x;)], welches zur Berech-
nung der ndchsten Nullstellen verwendet
wird.

Aus der Abarbeitungsbedingung (12)
folgt, daB a, und f'(x) flir x = x, gleiches
Vorzeichen haben miissen. Fir beliebig
hohes x wird das Vorzeichen von f(x) nur
vom Vorzeichen von a, bestimmt. Da aber
rechts von x, bedingungsgemé&B keine
Nulistelle sein darf, gilt

)

> (14)

>0,
X=X

wenn das Polynom nur einfache reelle
Wourzeln hat. (14) kann darum als Konver-
genzkriterium verwendet werden (Zeile
510).

Beim Vorhandensein von konjugiert kom-
plexen Wurzeln des Ausgangspolynoms
f(x) erfolgt ein Abbruch der Iteration. Das-
selbe gilt i.a. auch bei mehrfachen Null-
stellen, dadann f'(x = x; = x,) = Oistund
Rundungsfehler bzw. das Versagen der
Iterationsvorschrift (11) einen Abbruch be-
wirken.
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5.2 Nullstellenbestimmung bei
beliebigen Polynomen

Im folgenden soll ein Nullstellenberech-
nungsverfahren beschrieben werden, wel-
ches in der Literatur nur selten erwahnt
wird, welches sich aber in der rechentech-
nischen Praxis als sehr stabil und gut kon-
vergierend herausgestellt hat [6]. Zudem
ist es universell einsetzbar. Es gestattet
auch die Beriicksichtigung von Polyno-
men mit komplexen Koeffizienten.

Den Kéufern des Computers HP 9845 B
(Hersteller: Hewlett Packard) wird ein Pro-
gramm, welches nach diesem SiLJAK’
schen Verfahren arbeitet, mitgeliefert.
Dieses Programm wurde, um es besser
verstandlich zu machen, aus seiner un-
strukturierten Form in eine strukturierte
Form gebracht und in deutscher Sprache
kommentiert. Listing 6 zeigt das Pro-
gramm, dessen Funktion nun erldutert
werden soll.

Der Wert des Polynoms

n
f@=u+iv=2(a+ib)z
j=0

(15)

an einer beliebigen Stelle z = x + iy hat ei-
nen Realteil v und einen Imaginérteil v.
Eine Nullstelle des Polynoms liegt dann
vor, wenn sowohl u als auch v null sind. Mit

u

u(x,y)=0 (16)
v

vix,y) =0

ist damit die Aufgabe f(z) = 0in ein zweidi-
mensionales nichtlineares Gleichungssy-
stem umgewandelt worden. Zur Lésung
dieses Gleichungssystems lassen sich
viele Methoden verwenden; hier wird das
Verfahren des steilsten Abstiegs (Gradien-
tenverfahren) angewandt. Dazu wird die
Funktion

F=F(xy =u2xy) + v3xy) (17)
gebildet. Die Aufgabe, die Nullstellen von
F zu finden, ist &quivalent zu der Aufgabe
des Gleichungssystems (16) zu lésen und
auch dquivalent zu f(z) = 0.

Um die Eigenschaften von F(x, y) zu ermit-
teln, muB man eine Kurvendiskussion
durchfiihren. Da die Funktion einen poly-
nominalen Zusammenhang mit x und y
hat, d.h. daB sich F aus einer Summe von
verschiedenen bewerteten Potenzen und
Potenzprodukten von x und y zusammen-
setzt [vgl. Gl. (33) u. (34)], ist der Defini-
tionsbereich in der komplexen Ebene
nicht beschrankt. Der Wertevorrat liegt
zwischen null und plus unendlich. Nullstel-

len liegen, wie unmittelbar aus Gl. (17) er-
sichtlich, bei u = v = 0. Notwendige Be-
dingung fiir das Auftreten von Extremwer-
ten ist, daB die ersten Ableitungen null
werden. Mit

aF
Fx = E =2(HUK -+ V"c‘x)
(18)
aF
F, = a =2(uu, +v-v)

kann man die Ableitungen allgemein an-
geben. Nun ist aber f(z) eine reguldre ana-
lytische Funktion in der gesamten komple-
xen Ebene und damit gelten die CAUCHY-
RIEMANNSCHEN Differentialgleichungen fiir
uundv:

u, (%, y) = vy (x, y)

(19)
u,(x,y) = —v(xy).
Diese beiden Differentialgleichungen in
Gl. (18) eingesetzt und nulliert, ergeben
die Gleichungen

F,=2Wwu, +vv,) =0
X X X) (20)
F,=2(v-u,-u-v,) =0.

Gl. (20) hat zwei prinzipielle Lésungen,
namlich
u=v=20

1. Lésung: (21)

2.Lésung: u,=v,=0. (22)
Nun muB noch gepriift werden, ob beide
Lésungen Extremwerte liefern. Hin-
reichende Bedingung dafiir ist, daB die JA-
cosl-Matrix in dem entsprechenden Punkt
definit ist.

Das bedeutet fiir eine zweidimensionale
Funktion die Erfiillung der Ungleichung
Fws Fy— By >0 (23)

Zur Priifung berechnen wir die zweiten Ab-
leitungen

Fo=2U2+U-Uy+ V- Vy + V3

Fo=2(V-Uy—U-Vvy) (24)
Fp=2U2 - U-Uy —V-Vy + V,3)
unter Verwendung der Beziehungen
Uy =V, = —=U,

o ” (25)
Viy = u,q, = =V

die durch weitere partielle Differentiation
von Gl. (19) gewonnen werden und die die
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18 SUB Siljak ({INTEGER H,I max,REAL R_k(#*),1 k(#),Eps_w,Eps_f,R_wi*d,1 w(x))
28 !

38 | 2R XX FF P ERFEFE R R RS FF RS FEF I FERFEEFFRFFFF R F LR FEFFFH IR IR R TR RF LR 5 R
48 1 *%% Nullstellen-Berechnungsprogramm fur Folynome n-ten Grades E¥E
58 | ®%% mit komplexen Koeffizienten r k(#) und i_k(#%) xE
60 | o#x% i - FEE
e | #%% Rechenverfahren mit siljak “schen Koeffizienten EEE
g8 | %= Ausflhrung in strukturierter Programmierung *EE
98 | %% £¥¥
188 | #%% Eingangsgr.: n - Grad des Folvnoms R
118 | #%#%% I_max - Maximalzahl der Iterationen EEE
120 | #%% zum Finden einer Nullstelle ExE
138 | #x% r_ki@:in) - Realtei]l der Polunomkoeffzienten xR
148 | %= i_k(@8in> - Imaginarteil der Polynomkoeffzienten ¥
158 | %% eps_W - zulassige RAbweichung fur die Wurzeln #**#
168 I *%x eps_f - zulassige Abweichung fur Real- und * %%
170 | =% Imaginarteile des FPolynoms f = fz) EE®
188 | *%# ¥®
198 | #%% Ausgangsgr.: r_wi(lin) - Realteil der Hullstellen (Wurzeln’ EE
200 | Exx i_wllin) - Imaginarteil der Nullstellen Ex
218 | %% FEE
228 | 2% Programmierer: Jurgen Schuwarz *xx
238 [ Frogramm-HName: Siljak =x
248 | %% Datum-Yariante: 24.198.84 -~ 83 ExE
258 I ##% Speichermedium: Kassetten 5752 rx%
260 | wxx EEx
278 | #3FFFR2FFEFFEFFFEFEEIFEFERFEFFFFIFREFFRFREFEFRFRERFFREFFR B R R FRRERRERRERERER
2880 !

290 INTEGER Boo,I,K,L,M

309 REAL A,B,C,D,Delta x,Delta y,F,F_alt,P,0,U,V,X,¥,2

218 REAL R_koeffC@IN>, 1 _koeff(BIN),X _siljak(@INd,Y _siljak(@iN>

328 I

330 PRINTER IS 16

348 STANDARD

358 !

360 LOOP

378 Boo=(N<{=@) OR (Eps_w<=8)> OR (Eps_f<=8) OR (I1_max{=8)>

380 EXIT IF NOT Boo

398 ! Test auf falsche Eingangsdaten.

400 ! Druck einer Fehlermeldung und Unterbrechung des Frogramms.

418 | Korrigiere die Daten entsprechend und fuhre die Rechnung fort.

428 FRINT LINCZ2),"Fehler im Subprogramm 5i)jak. Unzulassige Daten."

438 PRINT LINC1),"n ="jHN,"eps_w ="jEps_uw

448 PRINT "eps_f ="jEps_¢,"1_max =";1_max,LINC2)

450 PRUSE

468 END LOOP

478 REDIM R_kC¢@:N),I_k¢B:iN),R_w(liN>, I_w(1iN>

488 !

490 L=HN ! Schutz der RAusgangsdaten

Sea MAT R_koeff=R_k I Schutz der Ausgangsdaten

S51@ MAT 1_koeff=1_k | Schutz der Ausgangsdaten

Sze MAT R_w=(9,999999E939) | Morinitialisierung

538 MAT I_w=(9.999999E99) I Yorinitialisierung

540 |

558 WHILE L>1

568 Y_siljak(@r=1=0

S7e Y=Y_siljakd{1)=¥X_siljak(@r=1 ! Startwert der Berechnung

588 X=X siljakdldr=.1 ! Startwert der Berechnung

598 GOSUB Siljak | Berechnung der Siljak-Koeffizienten
1=1%] REPERT

61@ F_alt=F

620 M=0=P=0

630 I=1+1

€40 FOR K=1 TO L

658 P=P+K#(R_koeff(K>*X siljak(K-1>-1 koeff(K)*¥_siljak(K-12) ! u_x
658 A=Q+K*(R_koeff(K)*Y_siljak(K=1)+I koeff(K)*X_siljak(K-13> I v X
678 NEXT K

688 Z2=P*P+Q#*0Q ! Z=(dusdx>~2+(dursdx)~2)

690 Delta_x=-(U#P+V*0Q)>-2 ! delta_x! Anderung des Realteils

7ea Delta_y=CUxQ-V*P)/2Z | delta_y: Anderung des Imaginarteils

718 LOOP

72 M=M+1 | Zahler fur die Anzahl der Viertelungen

730 DISP "Siljak: L ="5L,"I =";I,"M ="M

740 !

758 ¥_siljak(l)=K+Delta x ! neue Wurzel-Approximation

-1 Y_siljakdl)=Y+Delta v ! neue Wurzel-Approximation

v7e GOSUB Siljak | Neuberechnung der Siljak-Koeffizienten

78@ ! Test, ob die Werte von u und v kleiner als zulassigen sind,

-1 | wenn m > 28 und der neue HWert von F griBer als der alte ist,

gea Boo=(F>=F_alt)> AND (M>28)> AND (ABSCUX<=Eps_f> AND CRBS(V)<=Eps_f>
818 EXIT IF Boo ! Wurzel gefunden

Listing 6: Nullstellenberechnungsverfahren nach SiLJAk.
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aze

838

840

258

268

87@

388

290

S8

918

2@

938

S48

958

e

97e

aze

298

1aaa
1018
1820
1838
1840
1858
1868
1878
1esa
1898
1188
1118
1128
1138
11480
1158
1168
1178
1188
1198
1208
1218
1228
1230
1240
1258
1268
12709
1288
1298
1300
1318
1328
1338
1248
1358
1368
1370
1388
1398
1408
1418
1420
1430
1448
1456
14609
1478
14206
1498@
1508
1518
1528
1538
1548
1558
1568
1578
1588
1598
108
1618
1628

u
R

1_

]
!
!
A
B
R
F

N

L=

END
DIs
!

' A

Z=R_|

R_w
I_w
DIS
SUB
|

Si1jak:

-1
| g

Z=x_

FOR
S
 IE

NEX

1S

!

U=y=

FOR
U

V=

NEX
}

F=U

RET
|

SUEEN

! Test, ob die Werte fur die Schrittweiten delta _x und delta y
! kleiner als die zulassige Toleranz der Wurzeln sind.
Boo=(F<F_alt) AND (ABS(Delta x><{Eps_w> AND {(ABS<(Delta y)<Eps_w>
EXIT IF Boo ! Wurzel gefunden
EXIT IF F<F_alt ! Berechnung eines neuen Gradienten
' Ist der neue Wert von F groRer als der alte Wert, dann wird die
' Schrittweite geviertelt., Die maximale Anzahl der VYiertslungen
! izt gleich 28. Wird dieser Wert dberschritten, dann findet ein
! Test auf Einhaltung der Funktionstoleranzen veon u und v statt,

! Werdsn dieze nicht eingehalten, dann erfolgrt eine Fehlermeldung.

Boo={M>28> AND (HBS(U)< =Eps_fJ AND (ABS(V)<=Eps_f>

EXIT IF Boo Wurzel gefunden

EXIT IF M>28 ! Abbruch der Rechnung und Fehlermeldung
Delta x=.25#Delta x ! Wiertelung der Schrittueite
Delta y=.25#Delta v ! Yiertelung der Schrittusite

END LOOP

IF (M>2@8)> AND NOT Boo THEN
!' Druck einer Fehlermeldung und Unterbrechung dez Programms.
PRINT LINC2),"Fehler im Subprogramm Siljak. Die Schrittweite"
FRINT “wurde 28 ma)l geviertelt und die zulassige Toleranz fur"
FRINT "die Funktionswerte u und v i1st noch Uberschritten.,"
FRINT LINC1Y,"eps_f="jEps_f,"u ="jU,"v ="3V,LINC2)
PAUSE

END IF

WHILE <I>I_max> AND NOT EBoo
! Druck einer Fehlermeldung und Unterbrechung des Programms
PRINT LINCZ),"Fehler im Subprogramm Siljak. Die maximal"
PRINT "zulassige Zahl wven Iterationen ist uberschritten."”
PRINT LINCIO, "I ="31I,"1 max =";I_max,LINC(2)
PAUSE

END WHILE

H=X_siljak(l)

Y=¥_siljakCl)

NTIL Boo
wlly=x ! Realteil der berechneten Wurzel
wilr=y ' Imaginartei ]l der berechrneten Wurzel
Division durch die gefundens Hullstelle
Berechnung neuer Koeffizienten r_koeff(*) und i_koeff (=)
=R_koeff(L>
=1 _koeffiL>

knerf(L) I_koeffdL)>=8
OR K=L-1 TO @ STEP -1

C=R_koeff(K)

D=1_koeff (K>

R koeff(K)= ﬂ+XiR koeff(K+1)-Y#*1I _koeff(K+1)
I koeFP(K) B+x#1 koefr(r+1‘+Y!R koe?f(K+i)
A=C

B=D
EXT K
L=1 ! Heuer Grad des Folyrnoms
WHILE
P

1gebraische Bereschnung der (letzten) Nullstelle (fur L=1>
koeff(1)#R_koeff(1)+1_koeff(1)%]_koeffcl)
(1)=-(R_koeff(B)*R_koeff(13+]_koeff(B)*] koeff(1)3,/2
(1>=(R_koeff (@ *]I koeff(1)-R_koeff(1)*I _koeff(@d)-Z

P

EXIT

|
ubroutine zur Berechnung der Siljak-Koeffizienten!

K_2iljakel) + i # Y_siljak<1)d~n = X _siljak<nd + i * ¥Y_sziljak(n)
siljak(10#¥ =il jakC1o+Y_si11jakC10%Y_siljakc1)

K=@ TO L-2

_siljak(K+2>=2%¥ siljak(1>#X _siljak(K+1>-Z#X_siljak (K>
_siljakdK+2)=2#X_siljak(1)#Y_siljak (K+1>-Z#Y_siljak (K>

T K

ubroutine zur Berechriung dez FPolyunoms:!

FCz) = £ € % _siljak(l) + i # Y _siljak(l) > = u + i # v

5]

K=8 TO L

=U+R_koeff(KI)*¥_siljak(K>-1 koeff(K)*¥Y_siljak(k> | Realteil
V+R_koeffC(KI#Y_siljak(K)+] koeff(K)#*X si jak (K> I Imaginarteil
TK

F<z) = F ¢ X_siljak<1) + i # ¥_siljak(l) > = ur2 + v~2
U+ =Y
URHN

D

80
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LapLAcE’sche Differentialgleichung bein-
halten. Gl. (24) indie Ungleichung (23) ein-
gesetzt ergibt

U2 + v@? - (U2 + v3).

s (V2 + Ugd) > 0 (25)
als hinreichende Bedingung fiir Extrem-
werte. Daraus folgt wiederum, daB nur die
1. Lésung nach Gl. (21) Extremwerte lie-
fert (und zwar Minima, da F,, = F, =
2 (u2 + v,2) > 0) und die 2. Lésung nach
Gl. (22) sicher weder ein Minimum noch
ein Maximum hat, da die Ungleichung (25)
nicht erfiilit wird. An den Losungen von Gl.
(22) hat die Flache F = F(x, y) die Form ei-
nes Sattels.

Die hier abgebildeten Eigenschaften von
F = F(x, y) zeigen, daB die Nullstellen von
F zugleich die einzigen Minima der Funk-
tion sind. Um diese Nulistellen laufen die
Hohenlinien F = F(x, ¥) = const. in kon-
zentrischen Kreisen. Durch

=5 F
=gradF={ *
el (F,)

ist ein Vekior in Richtung der Normalen
auf diesen Hohenlinien gegeben, der nach
auBen zeigt. Wandert man von einem be-
liebigen Punkt (x, y) in negativer Richtung
zu diesen Gradienten, d.h. auf den Projek-
tionen des starksten Abstiegs der Funk-
tion F, dann erreicht man bei einer geeig-
net gewahlien Schrittweite eine neue,
bessere Naherung fir die gesuchte Null-
stelle [3]. Die lterationsvorschrift fiir das

(28)

allgemeine Gradientenverfahren lautet
daher
e - 20 _ u-grad F{i’ (r));

u > 0, reell. @7)

In [3] wird fiir den Faktor p der Vorschlag

-0 (28)
[grad F(et)]2

gemacht, der bei linearemF (x, y) mit einem
Schritt zur Nullstelle fllhren wiirde. Zur L6-
sung des hier vorliegenden Problems ist
ein doppelt so hoher Wert fiir x rechenzeit-
sparend (etwa um den Faktor 3!). Die ltera-
tionsvorschrift im zweidimensionalen Fall
lautet allgemein

2F-F,

Fi2.+.F2

y{r+1) = y(v} = Ej’_

F2+ F2 [x = x0)
y = yh)

xle+1) = 3l —

(29)
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Darztellung der Funktion des Hullstellenberechnungsprogrammes SILJAK
kpFoly = Kaszetten S55-56 = Variante 81 - 18. Oktober 1984 - Sz
Folyunom: fizy = 2+3 + (2-3))%2+2 + (-3-5j)#z + (-6+2]j)
Hullztellen: z_1 =1 + j | z_ 2 = -2 | z 3= -1+ 2j
x W u v F F_x F v F_xx F_sp F_uy
relative und zugleich abzolute Minima und auBerdem Hullstellen von Fix,y)!
+1.000 +1.000 +0.000 +0.000 0.080 +0.0 +8.8 +100.8600 +0,.0808 +100.000
-2.900 +0.900 +0,000 +0.000 9,000 +8.0 +9.9 +100.000 +0.080 +108,.088
-1.000 +2.9800 +0.000 +0.000 0.000 +8.8 +0.0 +506. 000 +@.000 +50. 000
weitere Hullstellen der 1. Ableitungen mit F_x = F_» = 8 (Savrelpunkter;
+0.648 +1.236 -2.879 +08.986 9.259 +0.8 +8.0 -21.63%9 +16.587 +21.639
-1.374 +B.764 -1.936 +2.348 9.259 +0.8 -0.8 +9,.788 -25.396 -9.788
Graphizche Darstellung der Linien mit u = 8@ und mit v = B:
4 v ;; T
i ; :
3 : 7 e =
; /s e
Av=0 e
o 2 i , .._é.‘...;?,.-.......i,.
o i : i :
+ ¥ : tSu=0 :
b : X v ]
0 : i 74 i
c : : : s
o 1 R S b - -.;__,;_*_,m---_—:;_--v—- s
7 : = P 5
= [ v =02 K :\ '
= G ‘: f EN\ :
A \ ! i i N ]
| @ 4 ; : : e
! e ] ; ; o
: o~ | \\ i Nv=0! P
i \ o ~
,'jE \: \ ’ E ~.
F ] " : ]
5 7 7 1
A fu=10 Wi
/ i \
" i ik -
= / : 1k N
—c - -
-3 -2 -1 @ 1 2 2
-——=> Realteil x

Abb. 1: Linien, bei denen der Realteil u bzw. der Imaginérteil v des Polynoms {(z)

null ist.

und speziell mit den Gieichungen (18) und
(19)

U-U, + V-V,

X':"'") = xl —
e + v (30)
Yo = yi) + i el
w2 +v,? |[x=x0
y = yb.

Ist der Wert von F (x(»+1), y(r+ 1), groBer als
der zuvor ermittelte Wert, wird die Schriti-

weite von Gl. (30) so lange geviertelt,
ein kleinerer Wert gefunden ist.

bis

Bevor auf die Berechnung der einzelnen
Werte von F, u, und v, eingegangen wird,
sei das bisher abgeleitete an einem Bei-
spiel verdeutlicht. Als willkiirliches Bei-

spiel dient das Polynom

f(z)=23+(2-3i)z2+ (-3 -5i)z
-6+ 2i

(31)
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Folynom:

Hullstellen: z_1 =1+ |

Farameter! z = Fix,u) = const.

Darstellung der Funktion des Nullsiellenberechnungsprogrammes SILJAK

kpPoly - Kassetten 55756 - VYarijante 81 - 18. Oktober 1984 - Sz

fCz) = 248 + (2-3j)%z~2 + (~3-5jd%z + (=6+2j)
T & ™ =2

Darstellung der Hihenlinien der Funktion F = Fix,pd:

2.3 ™= 2y

Y

Imaginarteil

it

———=> Realteil x

Abb. 2: Hohenlinien der Funktion F = F(x, y)

mit den drei Nullstellen

zi=1+i z,=-2 z3=-1+2i. (32
Fir den Realteil von f(z) gilt

u=x3+ 2x2 — 3x + 6xy — 3xy2 +

By —2y2 -6 (33)
und fiir den Imaginarteil erhalt man
v = —y3 4+ 3y2 — 3y + 4xy + 3x2y

- 5x — 3x2 + 2. (34)

Abb. 1 zeigt den Verlauf der Linien mitu =
Ound mitv = 0inder komplexen Ebene. In
den Schnittpunkten der Linien liegen die
Nullstellen von f(2).

82

Die Ableitungen von u und v ergeben sich
zu

uy

v, =3x2 + 4x — 3 + 6y — 3y? (35)

u,= -V, =6x-06xy+5-4y. (36)

Waéhrend die Lésungen von Gl. (21) be-
reits bekannt sind, hat die Gl. (22) in dem
Beispiel zwei reelle Lésungen fir x und y

2 1
2 - — =1+-42
N”_ 3 y1 6

1
X1-_- E

(37)

1 2 1
RN [ e s D
X2 2“{_:é 3 6

d.h. die Sattelpunkte. In beiden Punkten
ergibtsicheinWertvon F = %= 9,259.
Hoéhenlinien mit einem kleineren Wert um-
laufen die Nullstellen einzeln, solche mit
einem groBeren Wert umlaufen die Null-
stellen gemeinsam (Abb. 2). SchlieBlich
zeigt Abb. 3 den Verlauf der Iteration bei
verschiedenen Startwerten x(©, y(©. Man
sieht deutlich die Wahl der Schrittrich-
tung, die senkrecht auf den Héhenlinien
steht. Liegt der Startwert zuféllig auf ei-
nem Sattelpunkt, dann versagt das Ver-
fahren.

Zur Berechnung der Werte der SiLJak-
Funktion

Zi=(x +iy)f = X; + 1V (38)
werden die Rekursionsformeln (aus [6])

Xipo = 2x X — (X2 + y2) X;

(39)

Yj+2 = 2XY,‘+1 . {X2 + .VZ)Y}
verwendet mit den Startwerten
Damit erhélt man

n

j=0

n

V= z(;)(ameb!x,) (1)

j=

W &
PRLLINS 0% A
ax j=1

n
Yy e = Zf{aj Yieg + b X_q) .
j=1

Das in Listing 6 wiedergegebene Pro-
gramm ist so weit kommentiert, daB hier
keine weiteren Erlduterungen erfolgen
missen.
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SERIEN

Darstellung der Funktion des Hullstellenberechnungsprogramnes SILJAK

kpPoly - Kassetten 55/56 - Variante 81 - 18. Oktober 1984 - Sz

Polunom: flz> = 273 + (2-3j)%z~2 + (-3-5jd2z + (-6+2j)
Nullztellen: z1=t+j | z2=-2 | z3=-14+2j

Darstellung der Einzelschritte bei der Hullstellensuche:

Farameter: Startuwert der Iteration

4
a)
3
S
= 2
v
+
“
i
=
o 1
o
£
L]
: 5]
|
u],
-2
-3
———=> Realteil x
By ; ; : 5
>
va _E. -
+ H
< :
Eiel :
: ;
m ?.
o i
e 4
H i
% |
| ]
| s
I :

———= Realteil x

Abb. 3: Verlauf der lteration bei der Nullstellensuche.
a) Darstellung mit Héhenlinien.
b) Darstellung der einzelnen Schritte.
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