
SERIEN 
Jürgen Schwarz 

Behandlung von Polynomen -
Teil 2* 

Stichwörter: 
Polynom, HP-BASIC, Laplace-Transfor-
mation, Approximation, Ausgleichs-
rechnung 

Hardware: 
HP 9845 B mit SP ROM 

5 Nullstellenbestimmung von 
Polynomen 

Ist man vor die Aufgabe gestellt, die Null-
stellen (Wurzeln) eines Polynoms zu be-
stimmen, d. h. die Aufgabe f(x) = O zu lö-
sen, so liefert der Fundamentalsatz der Al-
gebra die Aussage, daß dabei n Lösungen 
zu suchen sind: Jede Gleichung n-ten 
Grades besitzt n reelle oder komplexe 
Wurzeln, wobei die k-fachen Wurzeln k-
mal gezählt werden. 

Sei x1 eine Wurzel von f(x) = 0, so ist f(x) 
durch (x - x1) teilbar. Das aus dieser Divi-
sion folgende Polynom f* = f(x) : (x - x1) 
nennt man Deflationspolynom. Es hat ei-
nen um 1 niedrigeren Grad als das Aus-
gangspolynom. Dieses Verfahren kann 
man fortführen bis zur Lösung xn. Entspre-
chend kann jedes Polynom als Produkt 

f(X) = anxn + ... + Bo = Bn(X - X1) 

(x - x2) ... (x - xn); x, xi, ai, E C 

dargestellt werden. 

(10) 
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Im ersten Teil wurde die Darstellung von Polynomen mit reellen und komple-
xen Koeffizienten im Computer behandelt und es wurden SUB-Programme zur 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Polynomen abgeleitet. 

Sind alle Koeffizienten a0 , a1, ... an reell, 
dann treten nur reelle und konjugiert kom-
plexe Wurzeln auf. Das heißt, ist x1 = a + 
ib eine Nullstelle des Polynoms, dann ist 
der konjugiert komplexe Wert x2 = a - ib 
ebenfalls eine Nullstelle und zwar mit der-
selben Vielfachheit. Daraus folgt, daß Po-
lynome mit nur reellen Koeffizienten und 
ungeradem Grad n wenigstens eine reelle 
Nullstelle aufzuweisen haben und ent-
sprechende Polynome mit nur konjugiert 
komplexen Nullstellen nur geraden Gra-
des sein können. 

Zur Bestimmung der Wurzeln eines Poly-
noms ist man im allgemeinen auf ltera-
tionsverfahren angewiesen. Bis zu einem 
Grad des Polynoms n = 4 existieren Lö-
sungsformeln, für n > 4 sind solche aber 
nicht aufstellbar. 

Die beiden hier beschriebenen Iterations-
verfahren bilden nach der Berechnung ei-
ner Nullstelle das Deflationspolynom. Von 
diesem wird dann die nächste Nullstelle 
berechnet, bis die Ordnung des letzten 
Polynomes n = 1 ist. Diese Vorgehens-
weise garantiert aber keine Lösungen mit 
optimaler Genauigkeit. Besser ist es, die 
so gewonnenen Lösungen als Startwerte 
für eine iterative Lösung mit dem Aus-
gangspolynom f(x) zu verwenden, beson-
ders in den Fällen, in denen das Abdividie-
ren die Kondition verschlechtert hat. Die-
ser [3] entnommene Gedanke sei hier aber 
nicht weiter ausgeführt. 

5. 1 Nullstellenbestimmung bei Polynomen 
mit reellen Koeffizienten und nur 
reellen Nullstellen 

Oft treten Polynome auf, von denen man 
aus der Vorgeschichte weiß, daß sämtli-
che Nullstellen einfach und reell sind. Ein 
Beispiel dafür sind aus elektrischen Schal-
tungen mit nur einer Art von Energiespei-
chern (RC- bzw. AL-Schaltungen) abgelei-
tete Polynome, bei denen nur einfache 
Nullstellen auf der negativen reellen Ach-
se auftreten [4]. 

Zur schnellen Nullstellenbestimmung ist 
hier das Newtonverfahren besonders ge-
eignet. Dieses allgemein bekannte Ver-
fahren berechnet die Nullstellen einer 
Funktion f(x) nach der lterationsvorschrift 

f (x(v)) x(v+1) = x(v) - -- . 
f'(x(v)) 

(11) 

Die Iteration wird beendet, wenn die Ände-
rung der x-Werte ein bestimmtes Maß un-
terschreitet. 

Usting 5 zeigt die Realisierung des New-
tonverfahrens in einem SUB-Programm. 
Der Algorithmus wurde in Anlehnung an 
[5] gestaltet. 

Die Nullstellen seien in absteigender Grö-
ße geordnet 

(12) 
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10 SUB Ne wton CINTEGER N_pol y no m,REAL R koeff <* >,R_wurzel C* ,Epsilon ) 
20 
3 0 SUB-Pro9ramm zur Berechnung der Null st ellen CWurzeln ) eines Pol y noms 
40 f (x) v om Grad n mi t reellen Ko effizienten und nur reellen Nullstellen 
50 
60 
70 
80 
9~) 

H10 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 

Ei n9abedat er1: 
n pol y nom 
r-koeff C0:n pol y nom 
e·ps i 1 c•n -

Grad des Pol y noms 
Koeffizienten des Pol ynoms 
Genauig keitsschrank e für die Nullstellen 

Ergebnis: 
r_wurzel Cl:n_pol y nom ) Nulls t ellen <Wurzel n ) des Pol y n o m= 

Prc1grar11rn i er er: 
Pra1;iramm-N.amE': 
Dat lJOV Vari ant. i:-: 
Speichermedium: 

Jü r gE'n S o: h~J arz 

NP.~Jt ein 
05.11.84 / (12 

Ka::.se t t en 57 / 58 

180 INTEGER J,K,N 
190 REAL A a,Delta x ,Eps, X 
200 REAL A7 0:N p o l~nom ) ,B 0:N po l y no m>,C Cl:N pol y nom ) 
210 ! - - -
220 ! Datensicherung 
230 ! 
240 N=N pol y nom 
250 REDTM R koef f C0:N pol y no m) 
260 MAT A=R-k oeff 
270 MAT R w~rzel=ZER 
280 REDIM R_wurzel ( l:N_pol y nom ) 
290 ! 
3 00 ! Berechnung des We r tebereiches u nd der e r forderlichen Genauig keit 
310 ! 
3 20 A a=0 
330 FOR J=0 TO N-1 
3 40 A a=MA XC A a,ABS CACJ )) , 
350 NE XT J 

A a=A a / AB S <A CM 
X=A a+l 
Ep s =Epsi lon* X 
! 
! Beginn der L6sun9 
! 
WHILE ~D l 

C t~ ) =B ' t~ =A CN) 

3 60 
:370 
380 
3·~0 

400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 

FOR K=0 TO 2 
REPEAT 

z weimalige Nachiterati o n 

~t 2"!1 

5 3 0 
540 
550 
560 
5 7 0 
5 8 0 
590 
600 
610 
620 
6 3 0 
640 
650 
660 
6 7 0 
680 
690 
700 

FOR J=N-1 TO 1 STEP -1 
B<J >=A <J +X*B CJ+l 
CCJ =B CJ ) +X•C CJ+l ) 

NEXT J 
BC0 =A <O) +X* BC 1 ) 
IF C( l ) / ACN>< =0 THEN 

PR I t~T 11 Feh 1 er im SUB-Progr .amm ~le lv t an! 11 

PR IN T 11 Erg e b n i ::. k o n ,.,. er g i et t n i c h t ! '' 
PAUSE 

Et~D I F 
Delta x =-B C0 )/C( 1 ) 
X=X+D;lta x 
DISP 11 N =";N; 11 Delta x = 11 ;Do:·l t .a_x ; 11 

UNTIL AB S CDel t a x>< Eps 
NE XT K -

! Lösung gefunden 

Eps = 11
; Ep::. 

R w1.wze·l CN>=X 
FOR J=0 TO N-1 

A<J =B <J +l) 
NE XT J 

Redu kt ion der Ausgang s gleichung 

N=N-1 
Et-lD L~HILE 

X=-AC0 '/AC1 ) 
R wurzel ( l =X 

SUBEt-lD 

L6sun9 fü r den letz t en Schri t t bz w. n 

Usting 5: Nullstellenberechnung von Polynomen mit reellen Koeffizienten und nur 
einfachen reellen Nullstellen. 
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Als Anfangsnäherung wird ein Wert x(o) > 
x1 gewählt, mit dem die Iteration begonnen 
wird. Zur Berechnung eines geeigneten 
Startwertes x(o) ist die Ungleichung 

lz1I < 1 + m~  13--1, i = 0(1)n -1 (13) 
I an 

geeignet, die aussagt, daß alle -reellen 
und komplexen -Wurzeln zi eines Poly-
noms in der komplexen Zahlenebene in-
nerhalb eines Kreises mit dem Radius lzi 1 
liegen. Weiß man vor Rechenbeginn, daß 
sämtliche Wurzeln des Polynoms negativ 
sind, dann wird die Iteration zweckmäßi-
gerweise mit x(o) = Obegonnen. Die Zeilen 
320 -380 werden dann in der Programm-
modifikation Newton_mod durch die An-
weisungen 

320 X= 0 
330 Eps = Epsilon 

ersetzt. 

Die Berechnung der Funktionswerte f(x) 
und f'(x) erfolgt mit dem vollständigen Hor-
ner-Schema. Nach einem Durchlauf durch 
die Zeilen 460 -500 enthält B (0) den Wert 
von f(x) und C(1) den Wert von f'(x). Ist x 
zugleich eine Nullstelle von f(x), dann ent-
hält das Feld B (*)die Elemente des Defla-
tionspolynoms [die Koeffizienten des 
durch die Nullstelle dividierten Polynoms: 
f*(x) = f (x) I (x -x1)], welches zur Berech-
nung der nächsten Nullstellen verwendet 
wird. 

Aus der Abarbeitungsbedingung (12) 
folgt, daß an und f'(x) für x ;:::: x1 gleiches 
Vorzeichen haben müssen. Für beliebig 
hohes x wird das Vorzeichen von f(x) nur 
vom Vorzeichen von an bestimmt. Da aber 
rechts von x1 bedingungsgemäß keine 
Nullstelle sein darf, gilt 

> 0' (14) 

wenn das Polynom nur einfache reelle 
Wurzeln hat. (14) kann darum als Konver-
genzkriterium verwendet werden (Zeile 
510). 

Beim Vorhandensein von konjugiert kom-
plexen Wurzeln des Ausgangspolynoms 
f(x) erfolgt ein Abbruch der Iteration. Das-
selbe gilt i.a. auch bei mehrfachen Null-
stellen, da dann f'(x = x1 = x2) = 0 ist und 
Rundungsfehler bzw. das Versagen der 
lterationsvorschrift (11) einen Abbruch be-
wirken. 
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5. 2 Nullstellenbestimmung bei 

beliebigen Polynomen 

Im folgenden soll ein Nullstellenberech-
nungsverfahren beschrieben werden, wel-
ches in der Literatur nur selten erwähnt 
wird, welches sich aber in der rechentech-
nischen Praxis als sehr stabil und gut kon-
vergierend herausgestellt hat [6]. Zudem 
ist es universell einsetzbar. Es gestattet 
auch die Berücksichtigung von Polyno-
men mit komplexen Koeffizienten. 

Den Käufern des Computers HP 9845 B 
(Hersteller: Hewlett Packard) wird ein Pro-
gramm, welches nach diesem S1LJAK' 
sehen Verfahren arbeitet, mitgeliefert. 
Dieses Programm wurde, um es besser 
verständlich zu machen, aus seiner un-
strukturierten Form in eine strukturierte 
Form gebracht und in deutscher Sprache 
kommentiert. Usting 6 zeigt das Pro-
gramm, dessen Funktion nun erläutert 
werden soll. 

Der Wert des Polynoms 

n 

f (z) = u + i v = ~ (ai + ibi) zi (15) 
j=O 

an einer beliebigen Stelle z = x + iy hat ei-
nen Realteil u und einen Imaginärteil v. 
Eine Nullstelle des Polynoms liegt dann 
vor, wenn sowohl u als auch v null sind. Mit 

u = u (x, y) = 0 

V = V (X, y) = 0 
(16) 

ist damit die Aufgabe f(z) = 0 in ein zweidi-
mensionales nichtlineares Gleichungssy-
stem umgewandelt worden. Zur Lösung 
dieses Gleichungssystems lassen sich 
viele Methoden verwenden; hier wird das 
Verfahren des steilsten Abstiegs (Gradien-
tenverfahren) angewandt. Dazu wird die 
Funktion 

F = F(x, y) = u2(x, y) + v2(x, y) (17) 

gebildet. Die Aufgabe, die Nullstellen von 
F zu finden, ist äquivalent zu der Aufgabe 
des Gleichungssystems (16) zu lösen und 
auch äquivalent zu f(z) = 0. 

Um die Eigenschaften von F (x, y) zu ermit-
teln, muß man eine Kurvendiskussion 
durchführen. Da die Funktion einen poly-
nominalen Zusammenhang mit x und y 
hat, d.h. daß sich F aus einer Summe von 
verschiedenen bewerteten Potenzen und 
Potenzprodukten von x und y zusammen-
setzt [vgl. GI. (33) u. (34)], ist der Defini-
tionsbereich in der komplexen Ebene 
nicht beschränkt. Der Wertevorrat liegt 
zwischen null und plus unendlich. Nullstel-

len liegen, wie unmittelbar aus GI. (17) er-
sichtlich, bei u = v = 0. Notwendige Be-
dingung für das Auftreten von Extremwer-
ten ist, daß die ersten Ableitungen null 
werden. Mit 

öF 
F =-=2(uu +v·v) 
X ÖX X X 

(18) 

kann man die Ableitungen allgemein an-
geben. Nun ist aber f(z) eine reguläre ana-
lytische Funktion in der gesamten komple-
xen Ebene und damit gelten die CAUCHY-
RIEMANNSCHEN Differentialgleichungen für 
u und v: 

Ux (x, y) = Vy (x, y) 

Uy (x, y) =  -vx (x, y) . 
(19) 

Diese beiden Differentialgleichungen in 
GI. (18) eingesetzt und nulliert, ergeben 
die Gleichungen 

Fx = 2 (u Ux + V vx) = 0 

Fy = 2 (v. Ux -u. vx) = 0. 
(20) 

GI. (20) hat zwei prinzipielle Lösungen, 
nämlich 

1 . Lösung: u = v = 0 

2. Lösung: ux = Vx = 0. 

(21) 

(22) 

Nun muß noch geprüft werden, ob beide 
Lösungen Extremwerte liefern. Hin-
reichende Bedingung dafür ist, daß die JA-
cos1-Matrix in dem entsprechenden Punkt 
definit ist. 

Das bedeutet für eine zweidimensionale 
Funktion die Erfüllung der Ungleichung 

(23) 

Zur Prüfung berechnen wir die zweiten Ab-
leitungen 

Fxx = 2 (ui + U · Uxx + V· Vxx + Vi) 

Fxy = 2 (V· Uxx -U · Vxx) 

Fyy = 2(ux2 - U· Uxx - V· Vxx + Vi) 

unter Verwendung der Beziehungen 

Uxx = Vxy = -Uyy 

Vyy = Uxy =  -Vxx' 

(24) 

(25) 

die durch weitere partielle Differentiation 
von GI. (19) gewonnen werden und die die 
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10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
13 0 
140 
1 ~3 

160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
270 
280 
290 
300 
310 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 
520 
5 3 0 
540 
550 
560 
570 
580 
590 
600 
610 
620 
630 
640 
650 
660 
670 
680 
690 
700 
710 
720 
730 
740 
750 
760 
770 
780 
790 
800 
810 
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SUB Siljak<INTEGER N,I max,REAL R k(•),I k • ),Eps lJ1Eps f,R w<•>,I w<*) ! - - - - - - -

************************************************************************ 
*** Nullstellen-Berechnungsprog ramm für Polynome n-ten Grades *** 
*** mit omple en Koeffizienten r _k(*) und i_k <•> *** 

*** *** 
Rechenverfahren mit siljak 'schen oeffizienten 
Ausführung in strukturierter Programmierung 

Ei ngar11;isgr. : n - Grad des Polynoms 
_max - Maximalzahl der Iterationen 

zum Finden e iner Nullstelle 

*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 

*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 

r k(0:n)  -Realteil der Polynomkoeffzienten *** 
i k<0:n)  - Imaginärteil der Polynomkoeffzienten *** 
eps w - zulässige Abweichung für die Wurzeln *** 
eps:f -zulässige Abweichung für Real- und *** 

Imaginärteile des Polynoms f  = f(z) *** 

r w<l:n> - Realtei 1 der Nul lstel ler1 W1.wzeln) 
i i..1<1:n - Imaginärteil der Nullstellen 

Prc„;iramm i erer: 
Programm-Name: 
Datum/Variante: 
Speichermedium: 

Jürgen Schwarz 
Si 1 jak 

24.10.84 / 03 
Kassetten 57/58 

*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 
*** 

************************************************************************ 

INTEGER Boo,I,K,L,M 
REAL A,B,C,D,Delta x,Delta y,F,F alt,P,Q,U,V,X,Y,Z 
REAL R _ k o e f f < 0 : N  , I _ k o e ff< 0: N)  , X: s i  1 j a k C 0 : N) , Y _ s i  1 j a k <0 : N ) 

PRINTER IS 16 
STANDARD 

LOOP 
Boo=<N<=0) OR <Eps w<=0) OR CEps f (=0) OR I_max<=0) 

EXIT IF NOT Boo - -
! Test auf falsche Eingangsdaten. 
! Druck einer Fehlermeldung und Unterb rechung des Programms. 
! Korrigier e die Daten entsprechend und führe die Rechnung fort. 
PRINT LIN<2  , "Fehler im Subprogramm Si ljak. Unzulässige Daten." 
PRINT LIN< 1  , " n =";N, "eps_w ="jEps_w 
PR 1 NT "e p s f =" ; E p s f, " 1 max ::: " ;  1 max , LI N ( 2 ) 
PAUSE - - - -

END LOOP 
RED IM R_k <0: t~ ) , I_k ,0: N> , R_lJ( 1: N> , 1_1..J( 1: ~D 

L=N 
MAT R koeff=R k 
MRT 1-koeff=I-k 

MRT R w = 9 .99~99 9E99 
MRT I-w=C9.999999E99) 

WHILE L > l 
Y s i 1 j ak < 0 > = 1 = 0 
y-;y s i 1 j a k ( 1 = X s i 1 j a k ( 0 ) = 1 
X=X-siljak( 1 )=.l 
G 0 S ÜB S i 1 j a k 
REPEAT 
F alt=F 
M-;Q=P=0 
1=1+1 
FOR K=1 TO L 

Schut z der Ausgangsdaten 
Schutz der Ausgangsdaten 
Schutz der Ausgangsdaten 
Vorinitialisierung 
Vorinitialisierung 

Startwert der Berechnung 
Startwert der Berechnung 
Berechnung der Siljak-Koeffizienten 

P=P+K•<R koeffCK>* X siljak <K-1)-1 koeffCK *Y siljak<K-1)) u_x 
Q=Q+K•<R:koeff(K *Y:siljak ( K-1 +I:koeff(K)•X:siljak ( K-1) ) v x 

NEXT K 
Z=P•P+Q•Q 
Delta x=-<U•P+V•Q)/ Z 
Do:· l ta-y = <U•Q-\·'*P ) / Z 
LOOP -
M=M+1 

Z=<du/ dx)A2+Cdv/ d )A2 
delta x : ~n er n  des Realteils 
del ta:y : Änderung des Irnagi t1ärtei 1 s 

Zähler für d i e Anzahl der Viertelungen 
DISP "Siljak: L =";L,"I =";I,"M =";M 

X_s i 1jak<1 = X+De 1 t .:s_ neue Wurze· 1 -Appro i mat i on 
Y siljak ( l ) = Y+Delt a y neue Wurzel-Approximation 
G5SUB Siljak - ! Neuberechnung der Siljak - oeffizienten 
! Test , ob die Werte on u und v kleiner als zulässigen sind, 
! wenn m > 20 und der neue Wer t von F größer als der alte ist. 
Boo=<F >=F alt) AND <M>2 0 ) AND <ABS U <=Eps f ) RND RBS ( V)<=Eps f 

E XIT IF Boo ! Wurzel gefunden - -

Listing 6: Nullstellenberechnungsverfahren nach S1LJAK. 
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820 
8 3 0 
840 
850 
860 
870 
880 
890 
900 
910 
920 

'33 0 
940 
950 
960 
9 7 0 
980 
990 
1000 
1010 
102 0 
103 0 
1040 
1050 
1060 
107 0 
1080 
1090 
1100 
1110 
1120 
1130 
1140 
1150 
1160 
117 0 
1180 
11 '30 
1200 
1210 
1220 
1230 
1240 
1250 
1260 
1270 
1280 
1290 
1300 
1310 
1320 
1330 
1340 
1350 
1360 
1370 
1380 
13 '30 
1400 
1410 
1420 
1430 
1440 
1450 
1460 
1470 
1480 
1490 
1500 
1510 
1520 
153 0 
1540 
1550 
1560 
1570 
1580 
1590 
1600 
1610 

SERIEN 

! Test , ob die Werte für die Schrittweiten delt a x  u n d delt a y 
! kleiner als die zulässige Toleranz der Wurzeln-sind. -
Boo = ' F<F alt ) AND CABS <Delt a x ><Eps w> AND (ABS Delt a y><Eps w> 

EXIT IF Bo~ ! Wurz;l e ~ en - -
EXIT IF F<F alt ! Berechnung eines neuen Gradienten 
Ist der-neue Wert von F größer als der alte Wert, dann wird die 
Schrittweite g e v iertel t . Die maximale Anzahl der Viertelungen 
ist gleich 20. Wird dieser Wert überschritten, dann findet ein 
Test auf Einhaltung der Funktionstoleranzen von u und v statt. 
Werden diese nicht eingehalten, dann erfolgt eine Fehlermeldung. 

Boo= CM>2 0 ) AND CABSCU><=Eps f ) AND ABS CV><=Eps f ) 
EXIT IF Boo ! Wuriel gefunden 
EXIT IF M>20 Abbruch der Rechnung und Fehlermeldung 
Del ta_x=. 2 5 *Del ta_x \li ert.el ung der Schri tt1.Jei te 
Delt a y=.25•Delt a y Viertelung der Schrittweite 

END L ~ -
IP M>20) AND NOT Boo THEN 

Dru c k einer Fehlermeldung und Unterbrechung des Programms . 
PR I tH L I N < 2 , , " F .:· h 1 er i m Sub pro g r arn m S i 1 j a k • D i e Sc h r  i t  t vJ.: i t e 11 
PRHH "tJu rde 20 rnal go:·viertel t 1„md di.:- Z l~l e Toleranz für" 
PRINT "die Funktionsi,ierte •.i w;d v ist noch überschrit. ten." 
PR I NT L I N < 1 ) , '' e p s _ f = " ; E p s _ f, 11 l~ = " ; U, " v = " ; 1/, L I N < 2 ) 
PAUS E 

Et~D I F 
WHILE I >I max) AND NOT Boo 
! Druck ;iner Fehlermeldung und Unterb rechung des Programms 
PRINT LI t~ ( 2 ) , "Feh 1 e r i rn l~ pr o ramm Si 1 j ak. Die max i ma 1 " 
PRINT "zu 1 äss i ge Zah 1 \)1:,n I t E'rat i or1en ist überschritten. " 
PR I NT L 1 N < 1 ) , " 1 = " ; 1 , " I _max = " ; 1 m .a , L I t~ < 2 ) 
PAUSE 

END WHILE 
X=X s i 1jak <1 
Y = Y-s i 1 j ak < 1 ) 

UNTIL-Boo 
R ~J l ) =  

1-w<L >='r 
RealtE'il der b1?rechneten Wurzel 
lmaginärtei 1 der berec hneten Wurzel 

! Division durch die gefundene Nul !stelle 
! Berechnung neuer Koeffizienten r _koeff( * ) und i koe f f ( * ) 
A=R k oeff  < L) 
B=l-koeff( L ) 
R koeff( L )=I k oeff( L )=0 
FBR K=L-1 T0-0 STEP -1 
C=R koeff( K) 
D=l-koeff(K) 
R ~e ) = R koeff(K+l) -Y*I koeffCK+l) 
1-koeff<K>=B+X• I ko1?ff(K+l +Y*R-koeffCK+l) 
A;-C 
B=D 

NEXT  K 
L=L-1 N.:uer Grad des Polynoms 

Etrn WHILE 
DISP 

! Algebraische Berechnun g der <let z ten Nullstelle (für L=l) 
Z=R koeff( l )•R koeff 1 )+1 koeff( l)•I koeff( l 
R w(l )=-<R koe7f <0 >•R koe7fC1 )+1 ko1?7f 0 )•! koeff( l))/Z 
1 w( l = CR foeff 0 >• 1 fol?ff( l )-R [oeff( l ) • I [oeff 0 )/Z 
DISP - - - -

SUBEXIT 
! 

Si 1 jak: ! 
! Subro utine zur Berechnung der Siljak -Koeffizienten: 
! < X s i 1 j ak 1 )  +  i * '( ::. i 1 j .3.k ( 1  ) "r1 = X s i 1 j a k ( n )  + i 
Z =X s i 1 j .a k • 1 * X s i  l j ak ( 1  + Y s i 1 j .s k < 1 ) * Y -s i 1 j a k < 1 ) 

* Y _ s i 1 j a k ( n ) 

FOR-K=0 TO L-2 - - -
X silj a k ( K+2 =2• X siljak l ) • X siljak ( K+l -Z• X siljakCK) 
Y-si ljak <K+2 =2•X=si ljak ( l )•Y=silj akCK+1>-Z•Y=siljakCK) 

~lE T K 
! Subroutine zur Berechnung dl?s Pol noms: 
! f  < z ) = f X s i 1 J ak < 1 > +  i * Y _ s i 1 j a k < 1 
U=V=0 
FOR K=0 TO L 
U=U+R kol?ff<K • X silJakCK -1 koeff( K)•Y siljakCK) 
l/=V+R koeff<K>* Y siljak K +l=koeffC >• X=siljak <K> 

NEXT  K 

Real tei 1 
1 rn.ag i närt e· i 1 

! F z ) = F 
F=U•U+\l•'v' 
RE T R~l 

X_siljakC1 +  i * Y_ siljak <l )  = u " 2 + v·"2 

1620 SUBEt·rn 
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lAPLACE'sche Differentialgleichung bein-
halten. GI. (24) in die Ungleichung (23) ein-
gesetzt ergibt 

(u/ + v/)2 -(u2 + v2) • 
• (vx/ + uxx2) > 0 (25) 

als hinreichende Bedingung für Extrem-

werte. Daraus folgt wiederum, daß nur die 

1. Lösung nach GI. (21) Extremwerte lie-

fert (und zwar Minima, da F xx = F yy = 
2 (u/ + v/) > 0) und die 2. Lösung nach 
GI. (22) sicher weder ein Minimum noch 
ein Maximum hat, da die Ungleichung (25) 

nicht erfüllt wird. An den Lösungen von GI. 

(22) hat die Fläche F = F (x, y) die Form ei-

nes Sattels. 

Die hier abgebildeten Eigenschaften von 

F = F(x, y) zeigen, daß die Nullstellen von 

F zugleich die einzigen Minima der Funk-
tion sind. Um diese Nullstellen laufen die 

Höhenlinien F = F (x, y) = const. in kon-
zentrischen Kreisen. Durch 

li = gradF = (::) (26) 

ist ein Vektor in Richtung der Normalen 

auf diesen Höhenlinien gegeben, der nach 

außen zeigt. Wandert man von einem be-
liebigen Punkt (x, y) in negativer Richtung 
zu diesen Gradienten, d.h. auf den Projek-
tionen des stärksten Abstiegs der Funk-

tion F, dann erreicht man bei einer geeig-

net gewählten Schrittweite eine neue, 
bessere Näherung für die gesuchte Null-
stelle [3]. Die lterationsvorschrift für das 

allgemeine Gradientenverfahren lautet 
daher 

x(v+1l = xM -µ·gradF(xM); 
µ > 0, reell. (27) 

In [3] wird für den Faktorµ der Vorschlag 

F(<P(v)) 
µ= 

[grad F(<P(vl)]2 
(28) 

gemacht, der bei linearenf(x, y) mit einem 

Schritt zur Nullstelle führen würde. Zur Lö-
sung des hier vorliegenden Problems ist 

ein doppelt so .. boher Wert fürµ rechenzeit-
sparend (etwa um den Faktor 3!). Die ltera-
tionsvorschrift im zweidimensionalen Fall 
lautet allgemein 

x(v+1) = xM - 2 F · Fx 

F/ + Fy2 

2 F · Fv y(v+ 1) = y(v) _ ~

F / + F y2 x = x(v) 
Y = y(v) 

CAL2/85 
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Darstellung der Funktion des Nullstellenberechnungsprogrammes SILJAK 

F' 1:1 l ~ )nom  f ( z ) = z A3 + 2 3 ) z ~ 2 + (-3-5j)*z + (-6+2j) 
Nul ls.te·l le·r·,: z  1 = 1  + j 1 z  2 z_3 = -1 + 2j 

F _ x F ~  F ~. .H) 

relative und zugleich absolute Minima und außerdem Nullstellen von F<x,y): 

+ 1. (1(11) + 1. (1(1(1 +O. (1(10 +0. (1(1(1 ß. (1(1(1 +O. (1 +(1. (1 +1(10. (11)(1 +I). 00(1 +100. 0üü 
-2. (11)(1 +O. 000 +(1, (10(1 +O. 0(1(1 o. (100 +(1. €1 +(1. 0 +10€1. 000 +0. (H)(1 + 100. 0(1(1 
-1.000 +2. (1t1(1 +(1. 0(11) +0.000 (1. 00(1 +B.0 +0.0 +50.000 +0. 000 +50.(100 

weitere Nullstellen der 1. Ableitungen mit F_x = F_y = 0 (Sattelpunkte): 

+€1.(14(1 +1.236 -2.879 +0.986 9.259 +€1.0 +0.0 -21.639 +16.507 +21.639 
-1.374 +ß.764 -1.936 +2.348 9.259 +0.0 -0.0 +9.788 -25.396 -9.788 

Graphische Darstellung der Linien mit u 0 und mit v 0: 

Q.) 

+' 
L 

:iT.l 

c 

0) 

ro 
E 
H 

„ ..... 

1 
1 
1 
1 

.... -- : "'~ 
~' \V = Ü ~ ·-,'-.,,_ 

/: \\ : ", ............ _·-... 

..,,.---· 

/: \: \ . . ., __ 

-1 · · · ~ ··· ·t· · ·· · · · . 
j': : ,u=O \: : 

-2 
/ : .\ \ . 

-3 -2 -1 0 3 

----> Re a 1 te i 1  x 

Abb. 1: Linien, bei denen der Realteil u bzw. der Imaginärteil v des Polynoms f(z) 
null ist . 

und speziell mit den Gleichungen (18) und 
(19) 

U · Vx - V· Ux y (v+1) = y(v) + ____ _ 
(ux2 + v/) X = x(v) 

y = yM. 

(30) 

Ist der Wert von F (x(v+ 1l, y(v+ 1)), größer als 

der zuvor ermittelte Wert, wird die Schritt-

weite von GL(30) so lange geviertelt, bis 
ein kleinererWert gefunden ist. 

Bevor auf die Berechnung der einzelnen 

Werte von F, ux und vx eingegangen wird, 
sei das bisher abgeleitete an einem Bei-

spiel verdeutlicht. Als willkürliches Bei-
spiel dient das Polynom 

f (z) = z3 + (2 -3i) z 2 +  ( -3  - 5i) % 
- 6 + 2i (31) 
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SERIEN 
Dars tellung der Funktion des Nu lls tel l enbe r e chnung s programmes S ILJA K 

k pP o l y - f( .:..s s e·tte n 55'/ 5 6 - Vari a n te· 01 - 18 . Okt o be r 198 4 - S z 

Po 1 v n 1:•m: f ( z) = z A3 + ( 2 -3i ) *z A2 + ( - 3-5 j) *z + C-6+2j ) 
z_1 = 1 + j J · z_2 = - 2 J z_3 = -1 + 2j N1.i l l st e·l 1 e·n: 

Da rs t ell u ng der Höhenlinien der Funkt io n F = F Cx ,y ) : 

F' .ar .ame·t e r : z = F <x , y) = co ns t . • 

>·. 

rn 
iT.1 
E 

H 

.-:··„ 
1 

1 
1 
1 

---- > Realtei 1 x 

Abb. 2: Höhenlinien der Funktion F = F (x, y) 

mit den drei Nullstellen 

Z1 = 1 + i Z2 = - 2 z3 = - 1 + 2i. (32) 

Für den Reälteil von f(z) gilt 

u = x3 + 2x2 - 3x + 6xy - 3xy2 + 
5y - 2y2 - 6 (33) 

und für den Imaginärteil erhält man 

v = - y3 + 3y2 - 3y + 4xy + 3x2y 
- 5x - 3x2 + 2. (34) 

Abb. 1 zeigt den Verlauf der Linien mit u = 
0 und mit v = O in der komplexen Ebene. In 
den Schnittpunkten der Linien liegen die 
Nullstellen von f(z). 
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Die Ableitungen von u und vergeben sich 
zu 

ux = Vy = 3x2 + 4x - 3 + 6y - 3y2 (35) 

Uy = - vx = 6x - 6xy + 5 - 4y. (36) 

Während die Lösungen von GI. (21) be-
reits bekannt sind, hat die GI. (22) in dem 
Beispiel zwei reelle Lösungen für x und y 

1 2 -.J2 - -
2 3 
1 2 - -.J2 - -
2 3 

1 
Y1 = 1 + -.J2 

6 
(37) 

1 
Y2 = 1 - - .J2, 

6 

d. h. die Sattelpunkte. In beiden Punkten 
'b . h . W F 250 9 -2 erg1 t s1c em ert von = 27 = , 59. 

Höhenlinien mit einem kleineren Wert um-
laufen die Nullstellen einzeln, solche mit 
einem größeren Wert umlaufen die Null-
stellen gemeinsam (Abb. 2). Schließlich 
zeigt Abb. 3 den Verlauf der Iteration bei 
verschiedenen Startwerten x<ol, y<ol . Man 
sieht deutlich die Wahl der Schrittrich-
tung, die senkrecht auf den Höhenlinien 
steht. Liegt der Startwert zufällig auf ei-
nem Sattelpunkt, dann versagt das Ver-
fahren. 

Zur Berechnung der Werte der S1LJAK-
Funktion 

(38) 

werden die Rekursionsformeln (aus [6]) 

Xi+2 = 2x Xi+ 1 - (x2 + y2) Xi 

Yi+ 2 = 2x Yf+ 1 - (x2 + y2) Yj 

verwendet mit den Startwerten 

(39) 

X0 = 1 Y0 = 0 X1 = x Y1 = y. (40) 

Damit erhält man 

n 

u = 2:: (aixi - bi Y) 
i=O 

n 
v = b (ai )'} + bi Xi) 

i=O 
n au '1 .( u = - = L.J 1 a. X. 1 - b . y . 1) 

X ax j= 1 J j- J J-

(41) 

Das in Usting 6 wiedergegebene Pro-
gramm ist so weit kommentiert, daß hier 
keine weiteren Erläuterungen erfolgen 
müssen. 
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SERIEN 
Darstellung der Funktion des Nullstel lenberechnungsprogrammes SILJAK 

kpPoly -Kassetten 55/56 Variante 01 - 18. Oktober 1984 -Sz 

Pc•l ~Jnorn  

~ll l l stellen: 
f(z) = zA3 + (2-3j)*zA2 + (-3-5j)*z + (-6+2j) 

z_l = 1 + j 1 z_2 = -2 1 z_3 = -1 + 2j 

Dar s t e l  l w-„;i der E i n z e l s c h r  i t t. e· bei der Nu l  l :;. t e l  l e· n s u •: h e : 

Parameter: Startwert der Iteration 

a) 
4 

-1 

-2 L'~' ., ~~~. = = oo~~. . = = = ~~..1, . ~~~. . ... .. ~~~~.. L~~~~~ .......J 

b) 

>-. 

11) 

+> 
L 

:11:! 
c 

m 
1tl 

H 

·"'" 
1 
1 
1 
1 

-3 -2 -1 2 

----> Realtei 1  x 

4 

3 ----------------+-----------------j·---------------- 1 ' : "~~  : ------------)r--------------r·---------------

°\ /./ j ~ 

2 ~.· - ~ -_,.;.„_--------------- "")"/·-------!------------------!------------------
-. l ~ „/ ...... ~ .·· : 

~ . .---... / /: : 

mm m~'Z m ,.u/ m(/ 4"•m mm m•cum m mm 
: ---"' )/' \ , !:: !:: --------"""(+------- ./ : 

0 

r~  :\ 
-[ ---1 ... ,.\---

: : \ 
: : \ 
l ~ \ 

\„ 
\ , 

\! 
\. 

"~ ~. ' .  . . . . ' . . . ' . ' . . . . . . . ' 
' . 

-2 ' . ' ' 

-3  -2 -1 (1 2 .-, 
. .:i 

----> Realtei 1  x 

Abb. 3: Verlauf der Iteration bei der Nullstellensuche. 
a) Darstellung mit Höhenlinien. 

b) Darstellung der einzelnen Schritte. 
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Abstract 

Jürgen Schwarz 
45 Behandlung von Polynomen 

Teil 1 
Gemessene Vorgänge werden vor der Weiterverarbeitung im 
Computer oft durch geeignete Approximationen ersetzt. Als An-
satz für die Approximationsfunktion dienen oft Polynome oder 
Exponentialsummen, wobei letztere zweckmäßigerweise in den 
Bildbereich der Laplace-Transformation transformiert werden. 
Dabei entstehen ebenfalls Polynome. Dieser Artikel enthält eini-
ge Subprogramme zur Behandlung von Polynomen. 
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