Jiirgen Schwarz

Behandiung von Polynomen —

Teil 1

Stichwérter:

Polynom, HP-BASIC, Laplace-Transfor-
mation, Approximation, Ausgleichs-
rechnung

Hardware:
HP 9845 B mit SP ROM

1 Einleitung

Gemessene Vorgdnge werden vor der
Weiterverarbeitung im Computer oft durch
geeignete Approximationen oder Aus-
gleichskurven ersetzt. Als Ansatz fiir die
Approximationsfunktion werden oft Poly-
nome [1] oder Exponentialsummen [2] ver-
wendet. Sollen die Exponentialsummen
weiter verarbeitet werden, so ist es zweck-
méBig, diese in den Bildbereich der La-
place-Transformation zu transformieren.
Dabei erhadlt man gebrochenrationale
Funktionen, also ebenfalls Polynome.

Hier sollen jetzt einige SUB-Programme
zur Behandlung von Polynomen abgelei-
tet und beschrieben werden. Dazu ist eine
Vereinbarung iiber die Darstellung der Po-
lynome im Rechner erforderlich.

2 Darstellung von Polynomen

Ein Polynom n-ten Grades mit reellen Ko-
effizienten

fO) =axn +a,_,-x-1+ .. + a2+
+ ax + ay; 8,#0;a, x€ R (1)

wird am einfachsten durch ein eindimen-
sionales Feld A (0:n) reprasentiert, A(0)
speichert den Wert von a,, A(1) den Wert
von a, usw.
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Polynome mit komplexen Koeffizienten

fiza)=(a, +iby)z" + (8,4 + ib,_4) 271
+ ...+ a8y + ibg;
a,+ib,#0;a,b¢cR;z¢ A (2)

kénnten durch ein zweidimensionales
Feld repréasentiert werden. Als zweckma-
Biger hat sich aber die Vereinbarung von
zwei Feldern A(0:n)und B(0: n) erwiesen.

3 Addition und Subtraktion

Die einfachsten Rechenarten sind die Ad-
dition und die Subtraktion. Das Listing 1
zeigt ein SUB-Programm zur Ausfiihrung
dieser Rechenarten. Gegeben sind zwei
Polynome mit reellen Koeffizienten n-ten
Grades f(x) und m-ten Grades g(x) und be-
rechnet werden soll die bewertete Summe
dieser Polynome

h(x) = ki f(x) + kg-9(x) 3)

=K (@ X" + a,_x"-1 + ... + &)
+ Ky (BpX™ + By 1 XM=1 + ... + by).

Fiir die einzelnen Elemente von h(x) gilt
dann

c,:k,-a,+kg-b;, (4)

wenn die ¢; die Koeffizienten von h(x) und
die a;bzw. b, die Koeffizienten von f(x) bzw.
g(x) sind. Der Grad des Polynoms h(x) ist
im allgemeinen* das Maximum von n und
m.

Nun noch ein paar Bemerkungen zu dem
Programm. In Zeile 180 werden zwei Fel-
der zur Zwischenspeicherung von Ergeb-
nissen vereinbart. Diese missen so groB
wie das groBte verwendete Polynom sein.
Durch die Verwendung des Befehls ROW
(Feld), welcher die aktuelle Anzahl des
Elementes des Feldes bereitstellt, wird
dies gewdhrleistet.

* Nurflrn = mundk;- a, + kg b, = Ogiltdies nicht.

Durch entsprechende Wahl von k; und k,
kann das Programm sowohl zur Addition
als auch zur Subtraktion verwendet wer-
den. Fiir Polynome mit komplexen Koeffi-
zienten kann das Programm auch Anwen-
dung finden, in dem es zweimal, zuerst fiir
die Realteile und dann fir die Imaginértei-
le, angewandt wird.

4 Multiplikation und Division

Listing 2 zeigt ein SUB-Programm zur Mul-
tiplikation zweier Polynome mit reellen Ko-
effizienten nach der Gleichung

h(x) = f(x) - g(x) (5)

= 8Dy )"+ + (@, by, + &,
bm_1 XT+m=1 4 4 3obo-

Die Koeffizienten c; des Polynoms h(x) er-
geben sich hier aus der Gleichung

Ci=ay-b+a;-b_q+a-b_,+ ..+
+&,'b0, (6)

sofern alle Elemente existieren. Diese Ein-
schrankung wird durch die Laufanwei-
sung auf Zeile 330 realisiert.

In diesem SUB-Programm sind die Poly-
nomgrade n und m in den Kopf aufgenom-
men worden. Will man sich aber die Miihe
der Bereitstellung dieser Zahlen sparen
(dies kann bei ldngeren Rechnungen sehr
zweckmaBig sein), so erfolgt die Berech-
nung dieser Werte bei einem Aufruf des
SUB-Programms mit m = n = 0 automa-
tisch. Diesen Teil des Programmes hétte
man aber auch genauso wie beim Addi-
tionsprogramm gestalten kénnen. Auch
bei diesem Programm erfolgt ein Schutz
der Ausgangsdaten, der einen Aufruf der
Art CALL Produkt (0, 0, A(X*), B(*), A(*))
ermoglicht.
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10 SUB Addition(REAL K_f,A(*),K_g,B(#%),C(#*))

20 1

39 ! SUB-Programm zur bewerteten Addition und Subtraktion von zwei Polynomen
40 ! mit reellen Koeffizienten: hix)> = k_f % fdx) + k_g * gx)

Se !

60 ! Eingabedaten: k_f .+. Beuwertungsfaktor flUr dasz Polynom f{x)
78 ! al@in «es Koeffizienten des Polynoms fd(x)
86 ! k_g «++ Bewertungsfaktor fur das Polynom g¢ x>
=1%] ! b(Bim) +os Koeffizienten des Polyunoms gix)
100 ! Ergebnis: c{Bimaxin,m)) ... Koeffizienten des Polynoms h{x>
112 !

129 ! Programmierer: Jurgen Schwarz

138 ! Programm-Name: Additn

148 ! DatumsYariante: 85.11.84 -~ 63

158 ! Speichermedium: Kassetten 57-58

168 !

170 INTEGER N,M,P

188 REAL A_stern(@:MAX(ROWCAY,ROUCBI>-1),B_stern(B:MAXC(ROWC(AD ,ROWCEB) =1
198 !

200 N=ROWCA>

210 REPERAT

220 N=N-1

238 UNTIL C(ACN><>8> OR (N=8) ! Grad von f{(x)

240 M=ROWCB>

250 REPERT

260 M=M-1

270 UNTIL <(BC(M><>B)> OR (M=8) ! Grad von gix>

280 P=MAX{(N,M> I Grad von h{x)

2909 !

308 MAT A_stern=<(K_fl+*A

310 MAT B_stern=«(K_g)*B

320 !

338 MAT C=ZER

348 REDIM A_stern(@:P>,B_stern(@:P)>,C(B:P)

358 MAT C=A_stern+B_stern

3680 !

370 WHILE <(C<(P>=8> AND (P>0>

380 P=P-1

398 END WHILE ! Grad von hd{x>

400 REDIM CcB:P>

410 !

420 SUBEND

Listing 1: Addition und Subtraktion von zwei Polynomen mit reellen Koeffizienten.

Dieser Befehl wird auch in den Zeilen 200
und 240 zur Bereitstellung der Polynom-
grade verwendet. In den dann folgenden
Zeilen (210 - 230 und 250 — 270) wird die
Bedingung a, # 0 gepriift und falls sie
nicht erfillt ist, wird der Grad der Polyno-
me entsprechend gesenkt. Die Befehle in
den Zeilen 300 und 310 bewirkten die Mul-
tiplikation jedes Elementes der Felder mit
dem davor in Klammer gesetzten Faktor.
Der Befehl MAT Feld = ZER setzt alle ge-
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rade benutzten Elemente des Feldes zu
null, d. h. die Elemente, die der aktuellen
GroBe des Feldes entsprechen. Diese
GroBe kann mit dem Befehl REDIM (Zeile
340) verandert werden. In Zeile 350 wer-
den die korrespondierenden Feldelemen-
te von A__stern und B__stern addiert. Die
folgenden Zeilen dienen zur Priifung des
Grades des Ergebnispolynoms.

Durch die Zwischenspeicherung der Er-
gebnisse wird ein Schutz der Ausgangs-

daten erreicht. Dadurch ist auch ein Aufruf
der Art CALL Addition (1, A(*), 1, B("),
A(*)) zulassig, wobei in A(*) nach Abarbei-
tung die Summe von dem urspriinglichen
A(*) und B(*) steht.

Enthélt eine Computersprache zu den Be-
fehlen ROW {(...) und REDIM &quivalente
Befehle nicht, so miissen die Gradzahlen
der Polynome &hnlich wie in Listing 4 in
den SUB-Programm-Kopf aufgenommen
werden.
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18 SUB Produkt (INTEGER N,M,REAL R(#),B(#),C(#))

20 !

29 ! SUB-Programm zur Durchfihrung siner Multiplikation von zwsi Polynomen
4 ! mit re=sllen Koeffizienten: hix) = fix) * gi(x)

=17} !

58 ! Eingabedaten: n «ea Grad des Polynoms fdx)
e ! m «us Grad des Polynoms gix)
30 ! ai@ind «a0 Koeffizienten des Polynoms f0x)
98 ! b(Bim> «+. Koeffizienten des Polynoms gdx)
196 ! Ergebnis: n+m ve. Grad desz Polynoms h(x)
1189 ! c(Bin+m) ... Koeffizienten des Polynoms h(x)
129 !

138 ! Programmierer: Jurgen Schuwarz

140 ! Programm-NHame: Produk

158 ! DatumsVariante: 85.11.84 -~ @4

1608 ! Speichermedium: Kassetten S57-58

179 !

1389 INTEGER I,J

198 REAL A_stern(BIROMCAY=1),B_stern(B:ROW(BY-1)

269 !

219 IF (H=8) AND <M=@> THEN

220 N=ROWC(AY=-1

238 M=ROWC(B) -1

240 END IF

258 !

260 REDIM ACBIN)>,BCB:IM)

278 MAT A_sztern=A

280 MAT B_stern=B

290 MAT C=ZER .

304 REDIM C(B:N+M>

318 !

328 FOR I=8 TO N+M

338 FOR J=MAXC(B,I-M> TO MINCI,N>

348 C{ID)=CCI>+A_stern{J)*B_ztern(l-J>

350 NEXT J -

368 NEXT I

37 !

388 SUBEND

Listing 2: Multiplikation von zwei Polynomen mit reellen Koeffizienten.

Ein SUB-Programm zur Multiplikation  gilt hier im einzelnen
zweier Polynome mit komplexen Koeffi-
zienten zeigt das Listing 3. Die Berech-
nung der Grade der Polynome erfolgt ana-
log dem Additionsprogramm und auch f
hier erfolgt ein Schutz der Ausgangsda-
ten. Fir die Koeffizienten g; + if; des Poly-
noms

h(2) = 1(2) - 9(2)

= [(@, + iby) 2" + (@,_ + ib,_4) 271
+ ... + 8y + ibg] - [(c,, + id) zm +
(Cpoq +idp_)2m=1 4+ ... + Cy +

€ =8 C—Dby-d+aC_y—byd_,
b PTTR a,-Co —bj'do

= bo-C‘- + ao’dj + b1 * Ci_\‘ + a,-d_;_1
e TP b“.‘Co + 3;- do, (8)

wenn die &, und c, die Realteile und b, und

d die Imaginérteile der Koeffizienten der
Polynome f(z) und g(z) sind.

Zur Durchfiihrung der Division von zwei
Polynomen mit reellen Koeffizienten dient
das SUB-Programm Division auf Listing 4.
Hier wurde der bekannte formale Vorgang
der Division von zwei Polynomen

(@8- X"+ @,_¢- X1+ @, o, X124+ . ):(bX™ + by, _4- X1+ ) =

a a
- (@,x" + b,,_, -b—"x"-T + by -b—"x"~2 +..)

& m m
ol 0-x"+ (a,_4 = b -E’-'-}X"-’ +(@,.2-b -i)-xﬂ-2+
= (@, Crp = by Gp) + 1(Dy Cop + 8y st Tmt paall -
dm)l.zn+m * [(an'cm-1 == bn'dm—‘l
+8,.4°Cp — n—1'dm}+i(bn' _@n . 81 bm-1'an —m=1
Cpoy+ @, Cpq + by g Cp + = bmx" Mg b, - b, )-xn-m=-14 (9)

a,_1dy)]-z7*m=1+ ... + [(a-Cp
= by dy) +i(by:Co + a5-do)] (7)
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automatisiert.
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18 SUB Komplex_produkt (REAL A_ri#),A_iC*),BE rc#),B_iC(#>,C _rc(*),C_i(#*))
29 !
30 ! SUB-Programm zur Durchfihrung einer Multiplikation von zwei Polynomen
40 ! mit komplexen Koeffizienten: h(z) = f{z) % g(z)
Se !
68 ! Eingabedaten:
78 ! a_rca:in) «es Realteil der Koeffizienten des Polynoms f(z)
t=15) ! a_id@ind «+s Imaginarteil der Koeffizienten des Polynoms f(z)
20 ! b_r(@im) «+. Realteil der Koeffizienten des Polynoms gd(z)
1808 ! b_i¢Bim) ees Imaginarteil] der Koeffizienten des Polynoms g<z)
118 ! Ergebnis.:
1206 ! c_riBin+m) ... Realteil der Koeffizientzn des Polunoms hiz)
128 ! c_i(Bin+m> ... Imaginarteil der Koeffizienten des Polynoms hiz)
140 !
158 ! Programmierer: Jurgen Schuarz
168 ! Programm-Hame: kmpl_p
1789 ! Datum-sYariante! 85.11.84 ~ 82
188 ! Speichermedium: Kassetten 5758
190 !
200 INTEGER I,J,K,N,M
218 REAL A_r st(@ MRXVROH(H r2,RONCA_ida=1)
220 REAL Fl i st(@ MAX CROWCA P),PDN(F! i23=-13
239 REAL B r sz(e MAX(ROWCE_rd>,ROUCE_i2>-1>
248 REAL B_i Tst¢0: MHX(RON(B Yy RON(B 139=1%
250 !
260 N=MAX(ROWCA_r>,ROWCA_id>
279 M= MHh(RDH(B ri, RGN(B i2?
280 REDIM H_r(B N= I) R TCHE 1>,B_r(@:M=1>,B_i(@:M-1)
290 REPEAT -
300 N=N=-1
318 UNTIL (A_rdN><>8> OR (A_iC(HN><>8> OR (N=0> ! Grad von f(z)
320 REPERT
330 M=m-1
340 UNTIL <(B_r(M3><>8> OR (B_itM)<>@) OR (M=2) ! Grad von giz>
350 REDIM A_r<BIN>,RA_i(BIN>,B_r(@:M>,B_i<B:M)
360 !
370 MAT A_r_st=A_r
389 MAT A_i_st=A_i
398 MAT B_r_st=B r
408 MAT B_i_st=B i
410 !
420 MAT C_r=ZER
430 MAT C_i=ZER
448 REDIM C_rd<@iN+M),C_iCB:N+MD
450 FOR I=8 TO HN+M
460 FOR J=MAKX(@,I-M> TO MINCI,HN)
470 K=I1-J
488 C_riId)=C_rCId+A_r_st(J)*B_r_st(K)-A_i_st(J)*B_i_st(K)
490 c_ 1(1)-C 1(1)+H i sz(])iB r st(K>+H P st(J;*B 1 st(K)
500 NEXT J
518 NEXT I
528 !
530 SUBEND
Listing 3: Multiplikation von zwei Polynomen mit komplexen Koeffizienten.
Literatur

Am Ende der Division wird gepriift, ob der
sich ergebende Rest wirklich null ist. Ist
dies nicht der Fall, dann erfolgt eine Feh-
lermeldung.

Dieses Programm arbeitet ohne den
ROW-Befehl und macht diese auch auf die
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anderen Programme (bertragbare Va-
riante deutlich. Ein Programm zur Division
von Polynomen mit komplexen Koeffizien-
ten wird hier nicht explizit angegeben, ist
aber fliir m = 1 Bestandteil des Nullstellen-
bestimmungsprogramms Siljak, das in
Teil 2 dieser Veroffentllchung vorgestellt
wird. %

[1] M. PAuUL: Digitale MeBwertverarbeitung. VDE-
Verlag Berlin, Offenbach (1982).

[2] G.H.GoLus, V. PEREYRA: ,The differentiation of
pseudoinverses and nonlinear least squares
problems where variables separate.”

SIAM J. Numer. Anal. 10 (1973) 413 - 432.
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18 SUB DivizionC(INTEGER N,M,REAL AC*>,B(%),C(%))

20 !

30 ! SUB-Programm zur Durchfihrung g2iner Division von zuei Polynomen
408 ! mit reellen Koeffizienten: hix) = §fix) 7 gi(x)

58 !

68 ! Eingabedaten: n ves Grad des Polunoms f(x>
70 ! m voo Grad des Polynoms gi(x)
88 ! aiBin «+s Koeffizienten des Polynoms f(x)
L) ! b(B:im) ++s Koeffizienten des Polynoms g(x)
100 ! Ergebnis: n=m +es Grad des Polynoms h(x)
119 ! c(Bin-m) ... Koeffizienten des Polynoms h(x)
128 !

130 ! Programmierer: Jaurgen Schwarz

148 ! Programm-Name: Divuek

158 ! DatumsVariante: 25.11.84 - @2

160 ! Speichermedium: Kassetten 57-58

178 !

1808 INTEGER I,J,Fehler

198 REAL A,A_stern(BiN>,B_sternc@:M)

280 Z: IMAGE "A_szternc",DD,") =",SD.DDDXDDDE,20%,"A =",SD.DDDXDIDE
218 !

220 IF ¢H<M> OR (M<B) THEHN PAUSE ! widersprichliche Eingabedaten
238 !

248 REDIM ACB:IN>,BC(B:M)

250 MAT A_stern=A

268 MAT B_stern=B

270 MAT C=ZER

280 REDIM CC@:N-M)

298 !

300 Fehler=0

318 FOR I=N-M TO @ STEP -1

326 CCI>=A_stern(I+M)/B_stern(M)

338 FOR J=I+M TO I STEP -1

340 A=A_sternd(J)

358 A_stern(J)=A-C(I)#B_stern(J=-1>

360 IF I=0 THEN

370 IF Fehler=1 THEN

388 GOSUB Fehler

396 ELSE

4988 IF ABS{(A>>8 THEN

418 IF ABSC(A_stern(J)/A)>1E—11 THEN GOSUE Fehler

420 ELSE

430 IF ABS(A_stern(J>)>>1E-11*ABSC(SUMCCY>)> THEN GOSUB Fehler
440 END IF

4508 END IF

460 END IF

479 NEXT J

480 NEXT I

490 SUBEXIT

500 !

518 Fehler: ! Fehler bei der Division

S20 ! ! Der Rest ist nicht null bzw. die Rundungsfehler sind zu grof}
538 IF Fehler=8 THEN PRINT LINC(2)

5S40 Fehler=1

550 PRINT USING Z;J,A_sterncJ),A

568 IF J>I THEN RETURN

570 !

586 PRINT LINC1)>,"Fehler im SUB-Programm Division!"

598 PRINT "Division geht nicht ohne Rest auf!",LIN(2)

600 PRINT “AC*> ="3;LINC2),A(*)

618 PRINT "B(#) =";LINC2),B(%)

620 PRINT "C(%¥) = [ AC*) ~ B(%) = 1";LIM(2),C(%)

638 PRINT "Weiter mit CONT!"

640 PRUSE

658 SUBEXIT

660 !

6780  SUBEND

Listing 4: Division von zwei Polynomen mit reellen Koeffizienten.
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