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Zusammenfassung

Wir untersuchen kontextfreie Sprachen in Bezug auf die Beschreibungskomplexitdten
Regel- und Symbolkomplezitit nach Anwendung ausgewéhlter Sprachoperationen (z. B.
Vereinigung).

Kontextfreie Sprachen werden durch konteztfreie Grammatiken allein durch Platz-
halter/Variablen, Buchstaben, Ersetzungsregeln und eine fiir kontextfreie Grammatiken
festgelegte Vorgabe der Regelanwendung erzeugt.

Eine regel-minimale (kontextfreie) Grammatik ist eine kontextfreie Grammatik, die
die geringste Regelanzahl fiir die kontextfreie Sprache L, die sie erzeugt, hat, bezogen
auf alle kontextfreien Grammatiken, die L erzeugen.

Bei Konstruktion einer regel-minimalen Grammatik G, die eine Sprache L erzeugt,
gibt es die Moglichkeit, L in andere Sprachen zu zerlegen, die unter Anwendung gewisser
Operationen wieder L ergeben. So kénnte L derart in Sprachen L1 und Lo zerlegt werden,
dass mithilfe der Operation Vereinigung gerade L = L; U Lo gelte. Anschlielend werden
fiir Ly und Ls regel-minimale Grammatiken G1 bzw. G2 konstruiert. Die Regelkomplexi-
tdten von GG, G1 und G2 koénnen nun verglichen werden: So kénnte die addierte Anzahl
der Regeln von GG1 und Go grofler sein als die von G — oder umgekehrt oder gleich.

Wir zeigen in dieser Arbeit, welche Komplexitidtsinderungen fiir regel-minimale Gram-
matiken bei der Sprachzerlegung prinzipiell méglich sind: Es sei Prod (L) die Anzahl an
Regeln, die eine regel-minimale Grammatik ben6tigt, um eine kontextfreie Sprache L zu
erzeugen. Fir zwei natiirliche Zahlen n und m ist dann

chrod(n,m) = {Prod(Li U Ly) | Prod (L;) = n, Prod (Ls) = m,
L; und Ly sind kontextfreie Sprachen}

die Menge moglicher Regelkomplexititen, die zwei beliebige kontextfreie Sprachen mit
der minimalen Regelanzahl n bzw. m unter Vereinigung U haben kdnnen. Dies ldsst sich
analog fiir weitere Operationen definieren. Fiir m < n sind die folgenden Aussagen ein
Teil der wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit:

e Unter der Operation Spiegelbild gilt

Cgﬁ?d (n) ={n}.

e Unter der Operation Vereinigung gilt

6,...,n+m+2¢c Chd(n,m) = CEod(m,n)
Pn+m+3,... firn>2m>2.

e Unter der Operation Konkatenation gilt



n+2,...,n+m+1¢eCPd(n,m)=CPod(m,n)
Pn+m+2,... firn>5m>5.

e Unter der Operation Kleene-Abschluss gilt

{1} firn=20
ngod (n) =44{1,2} firn=1
{2,...,n+2} sonst.

o Unter der Operation Homomorphismus (Menge aller Homomorphismen Hom) gilt

CProd () — {{0} firn=20

Hom {1,...,n} sonst.

o Unter der Operation Inverser Homomorphismus (Menge aller inversen Homomorphis-
men Hom™) gelten

{O} — CProd L (0)’

Hom-™

N = cErd, (n) fiar n > 1.

Hom-"

o Unter der Operation Schnitt mit requldrer Sprache (Menge aller Schnitte mit regulérer
Sprache Reg) gelten

{0} = Crx' (0),
{0,1} = CR (1),

Ny = Cgf%d (n) fir n > 2.

Zuvor Genanntes untersuchen wir zudem analog fir symbol-minimale Grammatiken —
hier werden die Anzahl der Platzhalter/Variablen und Buchstaben in den Regeln als Maf}
verwendet. Wir erhalten fiir die Mengen mdoglicher Symbolkomplexitaten unter Sprach-
operationen im Wesentlichen — bezogen auf die Mengen moglicher Regelkomplexitéten
unter Sprachoperationen — &hnliche Ergebnisse.
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1. Einfiihrung

In diesem Kapitel erlautern wir zunéchst in Abschnitt 1.1 die Beweggriinde dieser Arbeit.
Hierbei fiihren wir die Relevanz dieser Arbeit auf praktische Gegebenheiten zuriick. Im
Abschnitt 1.2 zeigen wir, wie diese Arbeit in die aktuelle Forschung einzuordnen ist.
Auflerdem wird dargelegt, welche Fragen sie offen lassen wird.

1.1. Motivation

Programme fiir Computer werden in mathematisch exakt definierten Programmierspra-
chen geschrieben — denn im Gegensatz zu natiirlichen Sprachen sind hier nicht-eindeutige
Ausdrucksweisen unerwiinscht. Eine Moglichkeit der Beschreibung dieser formalen Spra-
chen bietet das mathematische Modell der formalen Grammatiken. Diese legen eine
formale Sprache allein durch Platzhalter/Variablen, Buchstaben, Ersetzungsregeln und
eine fiir kontextfreie Grammatiken fixierte Vorgabe der Regelanwendung fest. Formale
Grammatiken, die zur Beschreibung von Programmiersprachen oder Teilen von ihnen
dienen, kénnen iiblicherweise zu sogenannten kontextfreien Grammatiken eingeschrankt
werden, das heifit, die Ersetzungsregeln haben dann eine gewisse, einfachere Form als
im allgemeinen Fall. Lésst sich eine formale Sprache durch eine kontextfreie Grammatik
erzeugen, so wird sie als kontextfrei bezeichnet. Kontextfreie Grammatiken sind derart
einfach, dass es effiziente Algorithmen gibt ([Sch01], [Ear83]), die bei Eingabe einer
kontextfreien Grammatik G und eines geschriebenen Programms P entscheiden, ob P
syntaktisch korrekt ist, es also tatsédchlich nur solche sprachlichen Konstruktionen und
Ausdriicke enthélt, die in der Programmiersprache (die durch G beschriebene kontext-
freie Sprache) erlaubt sind. Diese Algorithmen 16sen damit das sogenannte Wort- oder
Mitgliedsproblem fiir kontextfreie Sprachen.

Neben der zuvor betrachteten Anwendung kontextfreier Grammatiken finden wir
sie in der Computerlinguistik als Hilfsmittel zur Beschreibung natiirlicher Sprachen.
Wo auch immer Grammatiken verwendet werden, miissen diese gespeichert werden,
genauer: die Platzhalter /Variablen, Buchstaben und Ersetzungsregeln. Da praktische
Speicher — wie zum Beispiel der Arbeitsspeicher eines Computers — begrenzt sind,
gelangt man schnell zur Frage, ob es vielleicht eine andere Grammatik geben konnte,
welche dieselbe Sprache beschriebe, aber deren Ersetzungsregeln insgesamt aus weniger
Zeichen /Symbolen bestiinden, sodass weniger Speicher benotigt wiirde. Eventuell héngt
auch die Laufzeit eines Algorithmus, der eine kontextfreie Grammatik als Eingabe hat,
von der Anzahl der Ersetzungsregeln ab — dann wére es sicher gut zu wissen, ob nicht
eine dquivalente Grammatik existiert, die mit weniger Ersetzungsregeln auskidme, und
sich damit die Laufzeit des Algorithmus verringerte. Um das Optimum zu erhalten, wird
man daher versuchen, eine Grammatik zu finden, die die geringste Symbolanzahl in
den Regeln oder die geringste Regelanzahl hat — eine sogenannte symbol-minimale bzw.
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regel-minimale Grammatik. Wie in [Gru72] gezeigt wurde, kann unerfreulicherweise kein
Algorithmus existieren, der zu einer gegebenen kontextfreien Grammatik eine weitere
kontextfreie Grammatik findet, die dieselbe Sprache erzeugt und symbol-minimal oder
regel-minimal ist — das Problem ist unentscheidbar.

Bei der Konstruktion einer Grammatik G, die eine Sprache L erzeugt, ist es mogli-
cherweise hilfreich, L in andere Sprachen zu zerlegen, die unter Anwendung gewisser
Operationen wieder L ergeben. So kdnnte etwa L derart in Sprachen L; und Lo zerlegt
werden, dass mithilfe der Operation Vereinigung gerade L = L1 U Ly gelte. Anschliefend
werden fiir L1 und Lo Grammatiken G1 bzw. G5 konstruiert. Im Fall der kontextireien
Grammatiken kann die oben erwiihnte Uberpriifung, ob ein Programm syntaktisch
korrekt ist, dann so gelést werden, dass erst die Grammatik G in den Algorithmus
eingegeben wird und anschlieend G». Das Programm ist nur dann korrekt, wenn der
Algorithmus fiir eine der beiden Grammatiken oder fiir beide Grammatiken angibt, dass
das Programm syntaktisch korrekt ist. Trotz der Zerlegung von L kénnen wir also den
Algorithmus — leicht verdndert — weiterhin verwenden.

Das Festlegen einer Sprache durch mehrere Sprachen und Operationen wird praktisch
besonders im Rahmen der reguldren Ausdriicke angewendet. Diese erzeugen Sprachen,
welche durch regulire Grammatiken (weitere Form einfacherer formaler Grammatiken)
definiert sind ([Sch01]). Regulére Ausdriicke werden in vielen Programmiersprachen und
Texteditoren verwendet, um Zeichenketten innerhalb eines Texts zu finden (pattern
matching).

Betrachten wir nun die symbol- oder regel-minimalen Grammatiken von zerlegten
Sprachen, so stellt sich die Frage, ob durch die Zerlegung nicht deutlich mehr Speicherplatz
verbraucht wiirde oder Algorithmen nicht deutlich langer liefen als ohne. So kénnte etwa
eine Sprache L durch regel-minimale kontextfreie Grammatiken G, G2 und Vereinigung
leichter beschrieben werden, aber G; und Go kénnten zusammen deutlich mehr Regeln
als eine regel-minimale kontextfreie Grammatik G haben, die L direkt erzeugt. Damit
wir entscheiden kénnen, ob wir entweder GG oder G; und G5 verwenden sollen, miisste
die Minimalitdt hdndisch bewiesen werden — es ist ndmlich offen, ob ein Algorithmus
existiert, der feststellen kann, ob eine kontextfreie Grammatik symbol- oder regel-minimal
ist ([Gru72]). Um diese nicht zufriedenstellende Situation etwas zu verbessern, zeigen
wir in dieser Arbeit anhand ausgewéhlter Operationen und konkreter Sprachen, welche
Einsparungen oder Verschlechterungen fiir kontextfreie Grammatiken bei Zerlegung
kontextfreier Sprachen prinzipiell moglich sind.

Wir stellen die Kernaufgabe dieser Arbeit im Folgenden etwas formaler dar: Es seien
L eine kontextfreie Sprache und G eine regel-minimale kontextfreie Grammatik, die
L erzeugt. Dann ist Prod (L) — genannt Regelkomplexitit von L — als die Anzahl der
Regeln in G definiert. Der Ausdruck Prod (L) ist also die minimale Anzahl an Regeln,
die eine kontextfreie Grammatik ben6tigt, um L zu erzeugen. Weiterhin sei fiir zwei
natiirliche Zahlen n und m

CcErod(n,m) = {Prod(L; U L) | Prod (L) = n, Prod (Ly) = m,
L; und Ly sind kontextfreie Sprachen}

die Menge moglicher Regelkomplexitéten, die zwei beliebige kontextfreie Sprachen mit
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der minimalen Regelanzahl n bzw. m unter Vereinigung U haben kénnen. Kennten wir
die Menge CE°d (n, m) fiir alle natiirlichen Zahlen n und m, so wiissten wir fiir zwei
kontextfreie Sprachen L; und Lo immerhin, welche Regelkomplexititen fiir Ly U Lo
infrage kimen. Im weiteren Verlauf werden wir unter anderem

6,...,n+m—|—2€CBr°d(n,m)§§0,1,n+m—|—3,...

fir n > 2 und m > 2 erhalten — es ist noch nicht bekannt, ob 2,...,5 € CBrOd (n, m)
gilt.

In dieser Arbeit beschrinken wir uns nicht auf die Bestimmung der Menge mégli-
cher Regelkomplexititen CE™4 (n, m), ferner suchen wir analog diese Menge mit den
Operationen: Spiegelbild, Konkatenation, Kleene-Abschluss, Homomorphismus, inverser
Homomorphismus und Schnitt mit reguldrer Sprache, statt, wie zuvor definiert, mit der
Operation Vereinigung. Weiterhin betrachten wir diese Mengen nicht nur in Bezug auf
die Regelkomplexitét, sondern entsprechend auch in Bezug auf die Symbolkomplexi-
tat Symb (L) — die Symbolanzahl der Regeln, die eine symbol-minimale kontextfreie
Grammatik hat, um L zu erzeugen. Im Abschnitt 5 sind hierzu die Ergebnisse zusam-
mengefasst.

Wiihlen wir aus CE™4 (n, m) die grofte Zahl max (C5™9 (n,m)) — sofern der Raum der
Regelkomplexitéat CBrOd (n,m) endlich und nicht leer ist —, so kennen wir die maximale
Regelkomplexitét (obere Schranke), die nach Vereinigung zweier kontextfreien Sprachen
mit den Regelkomplexitédten n bzw. m auftreten kann. Fiir die Vereinigung werden wir
spater konkret

max (CBmd (n, m)) =n+m+2

fir n > 2 und m > 2 herausfinden. Fir die zuvor erwidhnten Operationen und die
Symbolkomplexitdt werden wir ebenso Untersuchungen beziiglich der oberen Schranken
anstellen.

Wie gesehen, betrachten wir hier jeweils nur eine Operation. Relevanter wére jedoch
das Beachten beliebig — aber endlich — vieler kombinierter Operationen. So wird das
Beschreiben einer Programmiersprache allein durch zwei kontextfreie Sprachen und
Vereinigung kaum sinnvoll sein. Selbiges gilt fiir die oben genannten reguldren Ausdriicke —
sie bestehen in praktischen Systemen aus vielen Operationen. Diese Arbeit liefert also
nur Ergebnisse fiir die einfache Anwendung. Wir werden sehen, dass bereits bei der
Verwendung genau einer Operation recht komplexe Beweise verwendet werden, um die
Regel- und Symbolkomplexitaten zu bestimmen. Vermutlich lisst sich diese Arbeit nicht
einfach fiir beliebig viele Operationen erweitern, obschon sie einige allgemeine Resultate
liefert.

1.2. Einordnung

Wir haben bereits erwdhnt, dass reguldre Sprachen, welche eine echte Teilmenge der
kontextfreien Sprachen sind ([Sch01]), in Form regulérer Ausdriicke in der Software-
Entwicklung eingesetzt werden. Damit kénnen zum Beispiel Texteingaben von Benutzern
auf syntaktische Giiltigkeit iberpriift werden. Insbesondere kann mithilfe des reguléren
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Ausdrucks (nach POSIX-Spezifikation, [IEE04])
~[a-zA-Z0-9+-._]1+Q[a-zA-Z0-9-.]+$

durch Loésung des Wortproblems iiberpriift werden, ob eine eingegebene E-Mail-Adresse
das korrekte Format hat (nur approximativ). Hierzu wird der reguldre Ausdruck in
einen (deterministischen) endlichen Automaten ([Sch01]) iiberfiihrt und anschlieend das
Wortproblem fiir endliche Automaten gelést, indem die Buchstaben des Eingabewortes
Stiick fiir Stiick in den Automaten eingeben werden und sich damit der Zustand des
Automaten solange dndert (oder nicht), bis alle Buchstaben eingeben wurden — befindet
sich der Automat dann in einem sogenannten Endzustand, ist das Eingabewort, die
E-Mail-Adresse, korrekt, ansonsten nicht.

Wie [Yu00] begriindet, ist es im Falle endlicher Automaten sinnvoll, die Anzahl
der Zustédnde als Komplexitdtsmafl zu verwenden. Genauer: Die Zustandskomplexitét
Zust (R) einer reguldren Sprache R ist die Anzahl der Zustdnde, die ein endlicher
Automat mit moglichst wenigen Zustédnden hat, der R akzeptiert. Die Griinde, dieses
Komplexitdtsmafl zu verwenden, sind im Wesentlichen die, die wir bereits fiir die Symbol-
und Regelkomplexitéit kontextfreier Sprachen angeben haben.

Im Abschnitt 1.1 haben wir schon erldutert, weswegen die Komplexitéten in Bezug
auf Operationen untersucht werden sollten. Und in der Tat finden wir im reguléren
Ausdruck zur E-Mail-Adresspriifung von oben indirekt die Operationen positiver Kleene-
Abschluss — durch +-Zeichen ausgedriickt — und Konkatenation — durch kein Zeichen
dargestellt (die Symbole werden einfach hintereinander weggeschrieben und das Zeichen
fiir die Konkatenation wird weggelassen). Fiir die Zustandskomplexitat lasst sich also
analog die Menge

C25% (n,m) = {Zust(Ry U Ry)| Zust(Ry) = n, Zust (Ry) = m,
R; und Ry sind regulére Sprachen}

flir zwei natirliche Zahlen n und m definieren. Statt der Vereinigung U kénnen entspre-
chend Mengen moglicher Zustandskomplexitéit unter weiteren Operationen festgelegt
werden.

Wir geben im Folgenden die maximalen Zustandskomplexitidten unter einigen Opera-
tionen an:

Spiegelbild in [SWY04]: max (C(Z)%ft (n)) =2,

Vereinigung in [YZS94]: max(CEust (n,m)) = nm,

Konkatenation in [YZS94]: max (CZ%* (n,m)) = n2™ — 2™~ fiir m > 2,

Kleene-Abschluss in [YZS94]: Jrnax(C(Z)‘iSt (n)) =21 42772 fiir n > 2.

Dariiber hinaus werden maximale Zustandskomplexitdten unter weiteren Operationen in
den Ubersichtsartikeln [Yu00] und [GMRY16] angegeben. Die vollstéindige Ermittlung
der Zustandskomplexitdten unter einigen Operationen ist in der Vergangenheit gelungen.
Wir erwéhnen hier:
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Spiegelbild in [Jirl4]: logy (n),...,2" € C(Z)‘fft (n) 2" +1,... firn >3,
Vereinigung in [HJS05]: CZ%¢ (n,m) = {1,...,nm},
Konkatenation in [Jir09]: CZ% (n,m) = {1,...,n2™ — 2™~} fiir m > 2,

Kleene-Abschluss in [Jirl4]: C(Z)‘iSt (n) ={1,...,2" "t + 272} fiir n > 2.

Am Ende des Abschnitts 1.1 haben wir angedeutet, dass die Anwendung mehrerer
Operationen relevanter ist als die einer einzelnen. Im obigen reguldren Ausdruck zur
E-Mail-Adressvalidierung wird dies deutlich, da Konkatenation und positiver Kleene-
Abschluss mehrfach verwendet werden. Die maximalen Zustandskomplexititen im Falle
kombinierter Operationen sind zusammenfassend in [Gaol0] und [CGKY12] dargelegt.

Beziiglich der kontextfreien Sprachen wurden bisher im Grunde nur in [DS08] umfang-
reiche Untersuchungen angestellt. Dort wird als Komplexitatsmafl Var (L) — die geringste
Anzahl an Variablen, die eine kontextfreie Grammatik bendtigt, um die kontextfreie
Sprache L zu erzeugen — verwendet. Bis auf ein Ergebnis sind die Ergebnisse der Variab-
lenkomplexitat vollstédndig und nicht auf die maximalen Komplexitdten beschréinkt:

Vereinigung;:
CYar (n,m) ={1,...,n+m+1},
max (C\U/ar (n, m)) =n+m+1,
Konkatenation:

CV¥ (n,m) 3 max ({n,m}),...,n+m+1,

max (C,Var (n, m)) =n+m+1,
Kleene-Abschluss:
C?gir(n) ={1,...,n+1},

max (Cg?tr (n)) =n-+1,

Homomorphismus:
CY™ (n) = {1,...,n},
max (C?{ar (n)) =n,
fiir einen konkreten Homomorphismus h,
inverser Homomorphismus:
CYr(n) ={1,...} =N,

max (C?l/-air (n)) nicht existent
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fiir einen konkreten inversen Homomorphismus h™,
o Schnitt mit reguléren Sprachen:
Crap(n) ={1,...} =N,
max (CKZE (n)) nicht existent
fiir unendlich viele von n abhéngigen reguldren Sprachen

fur natirliche Zahlen n > 1 und m > 1.

Diese Arbeit setzt die Arbeit von [DS08] fort, indem statt Var (L) die Mafie Prod (L)
und Symb (L) verwendet werden. AuBerdem untersuchen wir zusétzlich die Operation
Spiegelbild.



2. Grundlagen

Wir klaren anfangs im Abschnitt 2.1 die verwendete allgemeine mathematische Notation.
Danach geben wir im Abschnitt 2.2 eine kurze Einfithrung in die Theorie formaler
Sprachen. Wir schlieflen dieses Kapitel mit Abschnitt 2.3 ab, welcher die Grundlagen
der Regel- und Symbolkomplexitéit behandelt.

2.1. Allgemeines

In dieser Arbeit bezeichnen wir die Menge der positiven natiirlichen Zahlen mit N und
setzen Ng = NU {0}, N?! = N\ {1} sowie NZ! = Ng \ {1}. AuBerdem legen wir fest,
dass wir fiir die Variablen ¢, j, k stets ¢, j, k € Ny annehmen, sofern diese lokal in einem
Absatz oder mehreren nicht anders definiert werden. Fiir 2,y € Ny, 2 < vy, bedeutet
x, ...,y das Auflisten der natiirlichen Zahlen von einschliefSlich x bis einschliellich y
ausschliefflich in Einerschritten.

Wir nennen zwei Mengen X und Y disjunkt, falls X N'Y = () zutrifft. Die Méchtigkeit
einer Menge X driicken wir mit |X| aus. Die Potenzmenge (Menge aller Teilmengen)
einer Menge X bezeichnen wir mit P (X). Wenn wir nicht wissen, ob ein Objekt x
Element einer Menge X ist, schreiben wir z €’ X.

2.2. Formale Sprachen

Im Folgenden geben wir einige Definitionen und Lemmata aus der Theorie formaler
Sprachen an, die wir spéater benotigen werden.

Definition 2.1 — Buchstabe, Alphabet, Wort, Sprache

Ein Alphabet V ist eine endliche, nicht leere Menge (|V| € N), die das sogenannte leere
Wort A (Definition nachstehend) nicht enthélt. Die Elemente aus V' bezeichnen wir als
Buchstaben.

Ein Wort w tiber einem Alphabet V ist ein n-Tupel (v, ..., v,) fir n € Ny und
v; € V, 1 <1i<n, wobei (vi,...,v9) = () = A das leere Wort ist. Anstelle des Tupels
(v1, ..., vy) schreiben wir v - - - v,, da im Nachstehenden Alphabete stets so gewéahlt

werden, dass diese Darstellung eindeutig ist (z. B. wére im Fall von (a, aa) # (aa,a) fir
a,aa € V die Darstellung aaa nicht eindeutig). Die Menge Alph (w) ist die Menge aller
Buchstaben, die in einem Wort w vorkommen.

Mit V* bezeichnen wir die Menge aller Worter {iber V' — inklusive A. Wir setzen
V+ =V*\ {A}. Eine Sprache L ist eine Teilmenge von V*, und .Z ist die Menge aller
Sprachen. Die Menge Alph (L) enthélt alle Buchstaben, die in Wortern der Sprache L
vorkommen und nur diese.
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Die Ldnge |w| eines Wortes w € V* ist n fir w = vy -+ vy, n € No,v; € V1 <i <,
und damit 0 fiir w = A. Die Schreibweise |w|, driickt die Anzahl der Vorkommen von
v € V im Wort w € V* aus. Weiterhin ersetzt subst (w, z,y) fir z € V, y € V* jedes
Vorkommen des Buchstabens = in w durch das Wort y. O

Definition 2.2 — Konkatenation zweier Worter, Potenz eines Wortes

Die Konkatenation zweier Worter ¢ = x1---x,, n € Ng, z; € V, 1 < 4 < n, und
Y=y Ym, m € No,y; € V,1 < j < m, iiber einem Alphabet V ist die bindre
Operation -: V* x V* — V* mit

x.y:xl...xn.yl...ym:xl...évnyl...ym‘

Meist werden wir das Operationssymbol - einfach fortlassen.
Fir i € Ny ist die i-te Potenz eines Wortes w iiber einem Alphabet V' durch

definiert. O

Definition 2.3 — Grammatik, kontextfreie und reguldre
Eine Grammatik G ist ein 4-Tupel G = (N, T, P, S), wobei

N und T zwei Alphabete mit N 0T = () oder leere Mengen sind,

e PC((NUT)"\T*)x (NUT)*, P endlich ist und

es fir alle A € N ein (w,w') € P, w,w’ € (NUT)", mit |[ww'|4 > 1 gibt sowie
kein (w”,w”) € P fiir alle w” € (N UT)" existiert und

e S € N gilt, wenn P # () ist, und S = X gilt, wenn P = () ist.

Die Elemente aus N heiflen Nichtterminale, die aus T' Terminale und die aus P Regeln.
Wir nennen S Startsymbol. Regeln (w,w') € P, w,w’ € (N UT)", schreiben wir meist
einfach als w — w’.

Eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) ist eine Grammatik, nur dass
einschrinkend P C N x (N UT)* gilt. Die Menge aller kontextfreien Grammatiken
nennen wir CF.

Eine regulire Grammatik G = (N, T, P, S) ist eine Grammatik mit der Einschrénkung
P C N x (T*- (NU{A})). Die Menge aller regularen Grammatiken bezeichnen wir mit
REG. O

Definition 2.4 — Ableitungsrelation, Ableitung, Schleifenabl., Initialschleifenabl.
Es sei G = (N, T, P, S) eine Grammatik. Wir legen die von G abhéngige, binére
Ableitungsrelation =>¢ C (NUT)* x (NUT)* so fest, dass die Ableitung w =>¢ v’
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genau dann gilt, wenn fiir x1,z2,a,b € (NUT)" und w = z1axs sowie w' = z1bxs die
Regel a — b € P existiert oder w = w’ = X\ gilt.

Es sei weiterhin =§ C (NUT)" x (N UT)" der reflexive und transitive Abschluss
von =>¢ — es gilt also w =%, w’ fiir w,w’ € (N UT)", genau dann, wenn es ein n € Ny
und Woérter wo, wy, . ..,w, € (N UT)* so gibt, dass die Ableitung

w:w0:>Gwlzg---:>Gwn:w'

existiert.

Ist aus dem Zusammenhang zu erkennen, um welche Grammatik G es sich handelt,
schreiben wir schlicht = statt =g und =" statt =.

Wir nennen eine Ableitung der Form

A =" zAy

fir A€ N und z,y € (NUT)", zy # A\, Schleifenableitung oder genauer A-Schieifenab-
leitung. Im Falle einer S-Schleifenableitung verwenden wir auch den Begriff Initialschlei-
fenableitung. O

Definition 2.5 — Sprache einer Grammatik, Sprachmengen
Es sei G = (N, T, P, S) eine Grammatik. Die von einem Nichtterminal A € N oder
A = X erzeugte Sprache ist

0 A=A
{w|A =} w,weT*} sonst.

L(G,A):{

Die Sprache von G ist
L(G) =L(G,S).

Die Menge aller kontextfreien Sprachen ist
L(CF)={L(G)| G € CF}
und die Menge aller reguldren Sprachen analog

L(REG) = {L(G)| G € REG}.

Definition 2.6 — Operationen auf Sprachen
Es seien X und X’ zwei Alphabete sowie L C X* L € %, und L' C X", L' € &, zwei
Sprachen. Fiir L und L’ sind

o das Spiegelbild ()*: £ — £ mit

L% = {w*|we L},
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wobei A\ = X\, a* = a fiir a € X und (uwv)" = vRu® fiir u,v € X* sind (die
Bezeichnung ()" wird mehrfach verwendet),
e die Vereinigung U: £ x £ — £ mit

LUL ={w|weLoderwelL},

o die Konkatenation -: £ X £ — £ mit
L-L'={u-v|ueLundvell},
(die Bezeichnung - wird mehrfach verwendet)

o der Kleene-Abschluss ()*: £ — £ mit

L= Jr,

1€Np
wobei L® = {\}, L' = L=t . L gilt,
e ein Homomorphismus h: ¥ — £ mit
h(L) = {h(w)|we L},
wobei h: X* — X'* — ebenfalls Homomorphismus genannt — mit
h(u-v) =h(u)-h(v) fir alle u,v € X*
ist (die Bezeichnung h wird mehrfach verwendet),
e ein inverser Homomorphismus h': ¥ — & mit
h' (L) = {w|w € X* und h(w) € L'}
fiir einen Homomorphismus h (Definition zuvor),
e ein Schnitt mit requldrer Sprache R € L(REG) Np: £ — £ mit

Nr(L)=LNR

einige Operationen auf Sprachen.
Wir bezeichnen mit Hom, Hom™ und Reg die Menge aller Homomorphismen, die

Menge aller inversen Homomorphismen bzw. die Menge aller Schnitte mit requldrer
Sprache. O

Fiir einen Homomorphismus h und w € X* gilt h(w) = h(w-A) = h(w)-h(\). Daraus

folgt unmittelbar h(A) = A. Es sei w = a1---a, fira; € X,1 < i <n,und n € N.
Offenbar gilt h(w) = h(ay)---h(a,). Damit konnen wir fiir jedes Wort w’ € X* das

10



2.2. Formale Sprachen

Bild h(w') bestimmen, wenn wir das Bild h(z) fiir alle x € X angeben — h ist dann
vollstandig definiert.

Lemma 2.7 — Fakta iiber den Kleene-Abschluss
Fiir L* einer beliebigen kontextfreien Sprache L sind die nachstehenden Eigenschaften
stets wahr:

i. Es gelten A € L* und L* # (.

ii. Es gilt |[L*| =1 (und damit L* = {\}) genau dann, wenn L = () oder L = {\} ist.
Aus |L*| # 1 folgt stets |L*| = |NJ.

Beweis: Zu i. Die Eigenschaften folgen sofort aus der Definition 2.6 des Kleene-Abschlus-
ses.

Zu ii. Wenn L = {\} oder L = () ist, gilt nach Definition 2.6 des Kleene-Abschlusses
L* = {\}, und damit |L*| = 1. Andererseits folgen aus |L*| = 1, also |L*| = |J;en, L] =
1, wegen LY = {\} die einzigen Méglichkeiten L = () oder L = {\} — ansonsten giibe es
aufgrund der Potenzbildung mehr als nur ein Wort in L*.

Falls L # {A} und L # 0 ist (also |L*| # 1), existiert ein w € L mit w # \. Fiir
L* = Ujen, L' und w' € L erhalten wir dann w’ € L* fiir alle i € No. Mithin gilt
|L*| > |N|. Da entweder |L| € Ny gilt oder |L| = |N|, folgt auch entweder |L*| € Ny
oder |Lf| = |N|, und die Vereinigung abziihlbar vieler abzihlbarer Mengen/Sprachen
Uien, L' = L* liefert weiterhin |L*| < |NJ|. Schlielich erhalten wir [N| < |L*| < |N|,
mithin |L*| = |NJ. O

Wir werden im Beweis zum folgenden Lemma iiber die Abgeschlossenheit kontextfreier
Sprachen unter ausgewahlten Operationen kontextfreie Grammatiken, welche die Ergeb-
nissprachen der Operationen erzeugen, angeben, da wir diese in kommenden Beweisen
verwenden werden. Fiir die Operationen inversen Homomorphismus und Schnitt mit
regulédrer Sprache konnten wir keine Konstruktionen fir die entsprechenden kontextfreien
Grammatiken finden.

Lemma 2.8 — Abgeschlossenheit kontextfreier Sprachen unter Operationen

Die kontextfreien Sprachen sind unter den Operationen aus Definition 2.6 abgeschlossen,
das heift, fiir o € {()%, U, -, ()*} U Hom U Hom™ U Reg und alle Ly, Ly € £L(CF) gilt
o(Ly1) € L(CF) fiir die 1-stelligen Operationen bzw. Lj o Ly € L(CF) fur die 2-stelligen.

Beweis: Es seien R eine regulire Sprache, X und Y zwei Alphabete, L C X* und L' C Y*
zwei kontextfreie Sprachen sowie G = (N, T, P, S) € CF mit L(G) = L und G’ = (I,
T',P',S") € CF mit L(G’) = L. Auflerdem gelten N N N’ = und S” ¢ N U N’ ohne
Beschrankung der Allgemeinheit. Dann ldsst sich fiir

o LF® die kontextfreie Grammatik
Gyrn=(N,T{A=w"| A= weP,Ac N,we (NUT)'},S)

angeben, fiir die sicher L(G()R) = L* gilt.

11
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12

e L UL die kontextfreie Grammatik

G fir P/ =
GU = G/ fir P = @
(NUN' U{S"},TUT',PUP UP" S") sonst

mit
P'={S8"— 58" — 5"}
angeben, fiir die sicher L (Gy) = LU L' gilt.

L - I’ die kontextfreie Grammatik

G fir P =10
G =G fir P=10
(NUN'U{S"},TUT',PUP UP" S") sonst

mit
P"={5"— S5}
angeben, fiir die sicher L(G.) = L - L' gilt.

L* die kontextfreie Grammatik

({S",0,{8" = A},S")  fir P =0
Gy =

(NU{S"}, T,PUP' S") sonst
mit
P ={58"— 88" 5" = \}
angeben, fiir die sicher L (G()+) = L* gilt.
h(L) und einen Homomorphismus h: X* — Y* die kontextfreie Grammatik
Gh=(N,Y,{A—=Dh(w)|Ae Nywe (NUX)",A—weP},9)
mithilfe eines Homomorphismus h': (X UN)* — (Y U N)* mit

h'(A) = A fir A€ N,
h'(a) = h(a) fira € X

angeben, fiir die sicher L (G}) = h(L) gilt.

h* (L) und einen Homomorphismus h: X* — Y* die Kellerautomaten-Konstrukti-
on aus Theorem 7.30 in [HMUOQO] verwenden, um h™* (L) € £(CF) zu konstruieren.

Ngr (L) die Kellerautomaten-Konstruktion aus Theorem 7.27 in [HMUOQ0] verwen-
den, um Ng (L) € L(CF) zu konstruieren.
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Somit entsteht nach Anwendung der genannten Operationen auf kontextfreie Sprachen
stets eine kontextfreie Sprache, womit das Lemma bewiesen ist (siehe auch [HMU00]). O

Lemma 2.9 — Separate Regeln fiir nicht gemeinsam vorkommende Buchstaben
Es seien L eine kontextfreie Sprache,

Warty,: Alph(L) — P (L)

mit

Worty, (v) ={w|w € L, |w|, > 1},v € Alph(L)
und X C Alph(L) eine Menge von Buchstaben, fir die gilt: Aus u,v € X, u # v,
folgt Wortr, (u) N Worty, (v) = (0. Unter diesen Bedingungen enthélt jede kontextfreie

Grammatik, die L erzeugt, fiir jedes v € X eine separate Regel mit v auf der rechten
Seite.

Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit L (G) = L. Fiir eine
Ableitung S =—* w, mit w, € Worty (v) und v € X muss es mindestens eine Regel
Py mit einem Vorkommen von v auf der rechten Seite geben. Die Regel p, findet keine
Anwendung in den Ableitungen S =—* w fir w € L\ Worty, (v), da w kein v enthélt.
Mithin gibt es fiir jeden Buchstaben aus v € X mindestens eine separate Regel mit v
auf der rechten Seite in P. O

Lemma 2.10 — Separate Regeln fiir allein vorkommende Buchstaben
Es seien L eine kontextfreie Sprache und

X ={v|veAlph(L),{v} " NL#0}.

Dann enthilt jede kontextfreie Grammatik (N, T, P, S), die L erzeugt, fiir jedes v € X
eine Regel A, — u, fiir gewisse A, € N und u, € (N U {v})" sowie |uy|, > 1.

Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit L (G) = L. Offenbar
existiert eine Ableitung S =* w, € L fiir v € X und ein gewisses w, € {v}". Es muss
eine Regel A, — u, fiir A, € N und u, € (N U{v})", Juy|y > 1, geben — anderenfalls
koénnte w, nicht erzeugt werden, da es stets von v verschiedene Terminale enthielte oder
keine. Diese Aussage stimmt fiir jedes v € X. Demnach existiert fiir jeden Buchstaben

aus X mindestens eine separate Regel in der Menge P. U

2.3. Regelkomplexitat und Symbolkomplexitat

In diesem Abschnitt geben wir Definitionen und Lemmata rund um die Regel- und
Symbolkomplexitédt an. Zudem legen wir einen Satz dar, der sich als ein wichtiges
Hilfsmittel fiir die spateren Untersuchungen herausstellen wird.

Definition 2.11 — Regel-/Symbolanzahl, Regel-/Symbolkomplexitat
Die Anzahl der Regeln einer kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) ist

13



2. Grundlagen

Prod(G) = |P),

und die Anzahl der Symbole von G ist

Symb(G) = Y (jw|+2)

A—wEP,
AEN,
we(NUT)*

(wir addieren 2, da A und — mitgezdhlt werden sollen).
Die Regelkomplexitit einer kontextfreien Sprache L ist

Prod (L) = min({Prod(G) | G € CF,L(G) = L}).

Wir nennen G regel-minimal, wenn Prod (G) = Prod (L(QG)) gilt.
Die Symbolkomplexitit von L ist analog

Symb (L) = min ({Symb(G) | G € CF,L(G) = L}).

Wir nennen G symbol-minimal, wenn Symb (G) = Symb (L (G)) zutrifft. O

Héaufig werden wir G nur als minimal bezeichnen, wenn aus dem Kontext hervorgeht,
ob in Bezug auf die Regel- oder Symbolanzahl.

Definition 2.12 — Raume der Regel-/Symbolkomplexitat
Es seien n € N, K € {Prod, Symb} und z; € Ny, 1 < < n. Fiir eine n-stellige Operation
op, unter der die kontextfreien Sprachen abgeschlossen sind, legen wir

Cfn: Ng x -+ x Ng — P (Np)
| —
n-mal
mit
CE (1,...,2) = {K(on(L1,...,Ly)) | K(L;) = 2, L; € L(CF),1 <i < n}

als den Raum der Regelkomplexitit unter o, im Fall von K = Prod bzw. als den Raum
der Symbolkomplexitit unter o, im Fall von K = Symb fest. Haufig werden wir nur
von Raum der Regelkomplexitit oder Raum der Symbolkomplexitit sprechen, wenn die
Operation aus dem Kontext klar wird.

Fiir eine Menge €2,, von n-stelligen Operationen, unter denen die kontextfreien Sprachen
abgeschlossen sind, bezeichnen wir

an: No X---XNO—>P(N0)
| ——
n-mal
mit

an(xl,...,xn) = U Cf,{n(xl,...,xn)

0n€Qy

14
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als den Raum der Regelkomplexitit unter €, im Fall von K = Prod bzw. als den Raum
der Symbolkomplexitit unter €, im Fall von K = Symb. O

Definition 2.13 — Reduzierte kontextfreie Grammatik

Eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) heilit reduziert, wenn fiir alle A € N
sowohl eine Ableitung S =* w Awy fiir gewisse w1, we € (N UT)" existiert als auch
eine Ableitung A =" w fiir ein gewisses w € T™. O

Bemerkung: Fir alle Nichtterminale A € N einer reduzierten kontextfreien Grammatik
G = (N, T, P, S) gelten offenbar S —* zAy —* w € L(G) fir gewisse z,y,w € T*.
Weiterhin gibt es zu jedem A € N eine Regel A — w € P fiir ein gewisses w € (NUT)".
Dariiber hinaus ist G auch reduziert, wenn P = () gilt (nach Definition 2.3 folgt aus
P =0 auch N = 0). A

Lemma 2.14 — Minimale Grammatiken sind reduziert
Jede regel- oder symbol-minimale kontextfreie Grammatik ist reduziert.

Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit K(G) = K(L(G)),
K € {Prod, Symb}. Gébe es fiir ein Nichtterminal A € N keine Ableitungen S —*
wy Aws fiir gewisse wi,we € (N UT)" oder A =* w fiir ein gewisses w € T™, so stiinde
A in keiner Ableitung der Worter aus L(G). Daher kdme jede Regel mit A auf der
linken Seite und jede Regel mit einem Vorkommen von A auf der rechten Seite in keiner
Ableitung der Worter aus L (G) vor und kénnte somit gestrichen werden, ohne dass sich
die erzeugte Sprache dnderte. Mithin wéire G weder regel- noch symbol-minimal, was G
aber nach Annahme sein soll. Folglich muss G reduziert sein. O

Lemma 2.15 — Anzahl der von Nichtterminalen erzeugten Worter in regel-
minimalen Grammatiken

Es sei G = (N, T, P, S) eine regel-minimale kontextfreie Grammatik mit |[L(G)| > 2.

Dann gilt |L(G, A)| > 2 fiir jedes A € N.

Beweis: Aufgrund der Regelminimalitat von G, ist G reduziert (Lemma 2.14). Somit
gilt |L(G, A)| > 1 fiir jedes A € N, da stets eine Ableitung S =—* rAy =—* w € L(G)
fiir gewisse x,y,w € T* existiert. Im Fall von A = § erhalten wir wegen L(G) = L(G,
S)und |L(G)| > 2 direkt L(G, S) > 2.

Wir behandeln nun den Fall A # S. Angenommen, es sei |[L(G, A)| = 1, und damit
L(G, A) = {w}, w € T*. Dann konnten wir A auf der rechten Seite jeder Regel aus
P durch w ersetzen und jede Regel mit A auf der linken Seite streichen. Die derart
konstruierte kontextfreie Grammatik erzeugte L (G) und enthielte weniger Regeln als G.
Allerdings soll G minimal sein — ein Widerspruch. Daher muss [L(G, A)| > 2 gelten. O

Lemma 2.16 — Sprachmachtigkeit und Schleifenableitungen in reduzierten
Grammatiken
Es sei G = (N, T, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik.

15
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i. Ist L(G) endlich, erzeugt G keine Schleifenableitung.
ii. Ist L(G) unendlich, erzeugt G mindestens eine Schleifenableitung.

Beweis: Zu i. Angenommen, es gibt eine Schleifenableitung der Form A =-* z Ay fir
Ae Nund z,y € T*, zy # A. Dann existieren aufgrund der Reduziertheit von G auch
die Ableitung S =* 2’ Ay’ fiir 2/,y' € T* und die Ableitung A =* w fiir ein w € T*.
Offenbar kénnen wir damit fiir p € Ny mittels

S =" 2’ Ay =" 2/ Ayy =" - =" /2P AyPy) = 2/ 2PwyPy’ € T*

unendlich viele Terminalworter erzeugen. Dies widerspricht der Endlichkeit von L (G).
Folglich gibt es keine Schleifenableitungen in G.

Zu ii. Angenommen, es gibt keine Schleifenableitung der Form A =-* x Ay fiir A € N
und z,y € T*, zy # A. Dann existieren nur endlich viele Ableitungen, die zu einem
Terminalwort fithren. Mithin ist L (G) endlich — ein Widerspruch zur Voraussetzung,
dass L(G) unendlich ist. O

Lemma 2.17 — Ableitungseigenschaften in minimalen Grammatiken
Es sei G = (N, T, P, S) eine regel- oder symbol-minimale kontextfreie Grammatik.

i. Existiert unter der Bedingung L(G) # {\} die Ableitung A =* X fiir ein A € N,

so muss es eine (weitere) Ableitung A =—* w € T geben.

ii. Existiert unter der Pramisse L (G) # {z} fiir alle x € T" die Ableitung A =" a
fir A€ N und a € T, so muss es eine (weitere) Ableitung A =* w € T*, w # a,
geben.

Beweis: Die Grammatik G ist nach Lemma 2.14 reduziert. Fir L(G) = ) folgen die
beiden Aussagen sofort. Wir nehmen daher im Folgenden L(G) # ) an.

Zu i. Es sei zunichst A = S. Da nach Voraussetzung L(G) # {\} und L(G) # 0
gelten, muss es eine Ableitung S =" w € T geben.

Es sei nun A # S. Angenommen, es gibt nur die Ableitung A =* X fiir A. Dann
konnen wir eine Grammatik G’ = (N \ {A}, T, P, S) so angeben, dass P’ das gleiche
wie P mit folgender Modifizierung ist: Jedes Vorkommen von A auf der rechten Seite
aller Regeln aus P wird durch A ersetzt und sdmtliche Regeln mit A auf der linken Seite
werden gestrichen. G’ erzeugt dann L (G) mit weniger Regeln und weniger Symbolen
als G — ein Widerspruch zur Minimalitdt von G. Daher kann A =* X nicht die einzige
Ableitung fiir A sein.

Zu ii. Der Beweis kann analog zum Anstrich i gefilhrt werden. Hierbei wird statt A
der Buchstabe a ersetzt. Die Bedingung L (G) # {x} ist notwendig, da sonst S — x die
einzige und kiirzeste Regel in G wére und somit S =* x die einzige Ableitung fiir S
ware. O

Definition 2.18 — Kontextfreies Nichtterminal
Ein Nichtterminal A € N, A # S, einer kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) heift
kontextfrei, falls in G aus S =* x Ay fiir z,y € (N UT)" stets xy = X folgt. O
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Bemerkung: Fiir ein kontextfreies Nichtterminal A gilt nur S =* A. AN

Lemma 2.19 — Keine kontextfreien Nichtterminale in minimalen Grammatiken
In einer regel- oder symbol-minimalen kontextfreien Grammatik existieren keine kon-
textireien Nichtterminale.

Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik mit der
Eigenschaft Prod (G) = Prod (L(G)) oder Symb (G) = Symb (L (G)) (Lemma 2.14). Wir
nehmen an, dass fiir ein A € N, A # S, aus S =* wAv fiir u,v € (NUT)" stets
uv = A folgt, A also ein kontextfreies Nichtterminal ist. Da nach Annahme S =* A
gilt, muss es eine gewisse Regel mit A auf der rechten Seite geben: X — zAy € P
mit X € N und z,y € (NUT)". Wegen der Reduziertheit von G gibt es ferner eine
Ableitung S =* 2/ Xy/ fir gewisse 2,y € T*. Da S =" 2/ Xy =* 2'zAyy’ gilt
und links und rechts von A kein Terminal vorkommen darf, muss z’zyy’ = X sein, und
folglich X — A € P. Da S =>* A bereits mit X — A erzeugt wird, wére jede weitere
Regel mit A auf der rechten Seite nutzlos und minimalitétsverletzend.

Wir erstellen nun eine Regelmenge R, indem wir zundchst R = P festlegen. Anschlie-
Bend streichen wir die Regel X — A in R und alle Regeln in R, die sich in

Q={A—=>u|A—-ueRue(NUT)"}
befinden. Nun fiigen wir alle Regeln aus
O={X—>ulA=ueQue (NUT)"}

in R ein (es gilt |O| = |Q|). Die Regelmenge R besitzt nun genau eine Regel weniger als
P und besteht aus genau drei Symbolen weniger.

Die kontextfreie Grammatik G’ = (N \ {4}, T, R, S) generiert L(G). Grund dafiir ist
die Tatsache, dass in G’ im Prinzip alle Regeln aus G enthalten sind, allerdings mit der
Einschrankung, dass die Regel X — A getilgt wurde und jeweils eine Regel mit A auf
der linken Seite durch genau eine neue Regel mit X auf der linken Seite ersetzt wurde.
Zu jeder Ableitung

S=g X =g A=Cw

fiir gewisse w € L(G) existiert folglich eine Ableitung
S :>*G/ X é*G/ w,

in der kein A vorkommt. Alle anderen Ableitungen bleiben unveréndert.
Die Grammatik G’ besteht aus Prod (G) — 1 Regeln und Symb (G) — 3 Symbolen. Dies
widerspricht der Voraussetzung Prod (G) = Prod (L(G)) oder Symb(G) = Symb (L(Q)).

Mithin existieren in GG doch keine kontextfreien Nichtterminale. O

Definition 2.20 — Isoliertes Nichtterminal

Ein Nichtterminal A € N, A # S, einer kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) heifit
isoliert, falls in G aus S =* xAy und S =* /Ay fir z,y,2',y € (NUT)" stets
Ay = 2’ Ay’ folgt. O
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2. Grundlagen

Bemerkung: Falls A nicht isoliert ist, gibt es entweder mindestens zwei Ableitungen
S =* zAy und S =* 2/ Ay’ mit z,y, 2",y € (NUT)", wobei xAy # 2’ Ay’ gilt, oder
es gilt S =A* Ay fir alle z,y € (NUT)". A

Lemma 2.21 — Regel-minimale Grammatiken enthalten keine isolierten
Nichtterminale
Jede regel-minimale kontextfreie Grammatik G enthélt keine isolierten Nichtterminale.

Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik mit der
Eigenschaft Prod (G) = Prod (L(G)) (Lemma 2.14). Angenommen, es gibt ein isoliertes
Nichtterminal A € N, A # S. Dann folgt aus S =* Ay und S =* /Ay’ fir
x,y, 2’y € (NUT)" stets zAy = 2’ Ay’. Wir diirfen davon ausgehen, dass es nur eine
Regel X — w € P mit X € N und w € (N UT)" mit mindestens einem Vorkommen von
A auf der rechten Seite (Jw|a > 1) in P gibt — ansonsten koénnten wir andere Regeln mit
A auf der rechten Seite streichen, da S =* x Ay als einzige Ableitung mit A dennoch
gewihrleistet wiire. Das Nichtterminal X kann im Ubrigen nicht A sein (X € N\ {A}),
weil andererseits die Regel X — w = A — w mit A auf der rechten Seite (|w|a > 1)
nie Anwendung fande (da sie die einzige Regel mit A auf der rechten Seite ist) und es
folglich keine Ableitung der Form S =* z Ay gébe.

Wir konstruieren nun eine Regelmenge R und setzen zu Beginn R = P. Als Néchstes
streichen wir die Regel X — w in R und alle Regeln in R, die sich in

Q={A—-u|A—ueRue (NUT)"}
befinden. Anschlielend fiigen wir alle Regeln aus
O ={X — subst(w,A,u)| A > ueQ,ue (NUT)"}

in R ein (es gilt |O] = |Q)|). Die Regelmenge R besitzt nun mindestens eine Regel weniger
als P.

Die kontextfreie Grammatik (N \ {A}, T, R, S) erzeugt schliefflich L (G), benéotigt
allerdings hochstens Prod (G) —1 Regeln. Dies widerspricht der Voraussetzung Prod (G) =
Prod (L (G)). Mithin existieren in G doch keine isolierten Nichtterminale. O

Lemma 2.21 lésst sich derart nicht auf die Symbolkomplexitét {ibertragen. Grund
dafiir ist die Substitution subst (w, A, u) beim Festlegen der Menge O, die allgemein
auch die Anzahl der Symbole der neukonstruierten Grammatik erhéhen kann (wenn
mehrere A in w ersetzt werden).

Der nachstehende Satz ist ein wichtiges Werkzeug fiir die kiinftigen Untersuchungen.

Satz 2.22 — Partition einer kontextfreien Sprache beziiglich der
Regel- /Symbolkomplexitat
Es seien Ly und Lo zwei kontextfreie Sprachen, fir die

Alph (L1) N Alph (Lg) = 0 und A ¢ L1, A ¢ Ly
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gelten. Auflerdem seien i € {1, 2}, K € {Prod, Symb} sowie GX = (NX, T;, PK,
S;) eine kontextfreie Grammatik mit L(GX) = L;, K(GX) = K(L;), fiir die ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit NS N NX =0 und S ¢ NE U NK gelten. Des Weiteren
soll GX im Fall von |L;| = |N| nur dann eine Initialschleifenableitung haben, wenn
jede minimale kontextfreie Grammatik G5 mit K(GY) = K(GX), die L; erzeugt, eine
Initialschleifenableitung hat (ansonsten wird GX durch eine ohne Initialschleifenableitung
ersetzt).

Unter diesen Bedingungen gibt es eine kontextfreie Grammatik Gx = (Ng,Th1 UTs, Pk,
S) mit L(Gk) = L1 U Ly und K(Gk) = K(L1 U La) mit nachstehenden Eigenschaften:
Fiir Q¥ = {S; — w|S; — w € PX, w € (NFUTX)"} und Q¥ = Q¥ U Q¥ sowie
i,y € Ti*, xiy; #£ N\, erhalten wir:

1.

[S} fiir P £ 0. PK #0

Nk
0 sonst,

(vt ng) Vs sm) o

(U ) o)
{S—>w‘X—>w€QK,X€{S1,52}>

Py

we (NEuNfuTFuTf)Y,
K(Gk) = K (GF) + K (G¥),
falls keine Initialschleifenableitungen Sy :>2K x1S1y1 und S :>*GK 952y
1 2

existieren, oder falls L(GY) = 0 oder L(GY) = 0 gelten,

Nproa = N{ U Ny U {S},

PProd — PlProd U P2Pr0d U

{S — Sl,S — SQ},

Prod (Gpsoa) = Prod (G} + Prod (G5™4) + 2,
Symb (Gsymb) > Symb (GP™) + Symb (G3¥™) + 2,

fatls Initialschieifenableitungen Sy :>ZK x151y1 und So :>*G'K 2252y existieren,
! 2

Nproa = (NP4 U NF™od) \ {8;}) U {8},

oo (P40 PE4) g 0)
{S — w‘ Sj — w € Q}Ddevw c (NjProd UT]PrOd)*} U
{S — Sk} s

Prod (GProd) = Prod (Gllz’md) + Prod (Gg’rod) + 17
Symb (G'symb) > Symb (G?ymb) + Symb (Ggymb> 1
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2. Grundlagen

fiir j € {1,2} und k € {1,2} \ {j}, falls keine Initialschleifenableitung S; =7
xjS;y; existiert, es aber S, :>Z,K T Spyr gibt. ’
k

Beweis: Wir bemerken zunéchst, dass es im Fall von |L;| € Ny nie eine Initialableitung
S; :>*G£< xSy, fiir z,y; € Ty, zy; # A, in G geben kann (Lemma 2.16, Anstrich i).

Wir gehen in diesem Beweis nicht weiter auf die Korrektheit von L(Ggk) = L; U Lo
ein. Die Konstruktion von Gk aus Satz 2.22 liefert entsprechend der Fallunterscheidung
Prod(L; U Ly) < Prod(Ly) + Prod(Ly) + p fir p € {0, 1, 2} und Symb (L; U Ly) <
Symb (L;) + Symb (Lg) (fur den ersten Fall). Im Folgenden werden wir zeigen, dass
L1 U Ls mit nicht weniger Regeln bzw. Symbolen erzeugt werden kann.

Es sei G = (Ni, T, Pi, S’) eine minimale kontextfreie Grammatik mit L (G) =
Ly ULy und K(G%) = K(L1 U Ly). Wir diirfen G wegen Lemma 2.14 und Lemma 2.19
als reduziert bzw. frei von kontextfreien Nichtterminalen betrachten. Es gibt fiir ein
beliebiges Nichtterminal A € Ny keine zwei Ableitungen

S’ :>*G’ $1Ay1 :>E/ w1 € Ll,
S :>Gi< QZQAyQ :>Gi< wo € Lo

fiir z;, y; € Alph(L;)" und z1y122y2 # A (Lemma 2.19) in G — denn wenn es sie gibe,
existierten auch die Ableitungen

A :>g£( u wegen S :Ek r1 Ay :>*Gi< ruyr = wi € Lq,

A :>’é£< v wegen S :>*Gg{ Lo Ay :>*G% TovYs = wo € Lo
fiir u € Alph(L1)" und v € Alph(Ly)". Infolgedessen wiren Ableitungen

S:>*G£< 1 Ayq :>*Gi< T10Y1,

S :>*G£( X Ay :>*G£{ ToUYo

moglich (v und v wurden ,, gewechselt*). Wir beachten, dass wir aufgrund von Lemma 2.17
uv # A annehmen diirfen und dass wegen A\ ¢ L; die Aussagen z;uy; # A und x;vy; # A
stimmen. Als Schlussfolgerung erhalten wir z1vy; ¢ L1 U Lo oder xouys ¢ L1 U Ly — es
gibt kein Wort in L; U L9, in dem sowohl Buchstaben aus Alph (L) als auch Buchstaben
aus Alph (Ly) vorkommen. Mithin gibt es die Ableitungen (3.1) in G} tatséchlich nicht.

Angesichts der vorherigen Betrachtung diirfen wir davon ausgehen, dass keine Regel
in G, die fiir die Erzeugung eines Wortes aus L verantwortlich ist, fiir die Erzeugung
der Worter aus Lo verwendet wird — und umgekehrt. Folglich gibt es insbesondere keine
Initialschleifenableitung in G. Damit ist klar, dass wir eine kontextfreie Grammatik
GE = (NX, T/, PX, S, i€ {1, 2}, mit L(GX) = L; basierend auf G entwerfen
konnen, indem wir alle Regeln, die fiir die Erzeugung der Worter aus L; in G bendtigt
werden, in G/¥ aufnehmen — K (G%) = K (G) +K (GX). Fiir G¥ ergibt sich die Aussage
K(GK) > K(GX), da anderenfalls K (L;) < K(G¥) < K(GX) = K(L;) widerspriichlich
ware.
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2.3. Regelkomplexitit und Symbolkomplexitét

o Zui. Falls S1 =7k 215191 und S2 =[x 2.52y2 nicht gelten, oder falls L(G¥) =
1 2

0 oder L(GY) = () sind, gilt K(GX) < K(GX) — wire dies nicht der Fall, konnten
wir die Regeln von GX statt derer von G/X in G’® verwenden und erhielten
schlieBlich eine Grammatik mit weniger Regeln oder Symbolen. Mit Obigem ergibt
sich K(GX) = K(GX), und folglich K(Gk) = K (G%) = K(GX) + K(G¥). Mithin
ist die Konstruktion von Gk aus Satz 2.22 korrekt.

e Zu ii. Falls S} :>2¥K x1S1y1 und S :>EK T2S2y9 gelten, enthilt nach Voraus-
1 2

setzung jede kontextfreie Grammatik G;(E mit L(Gi) = L; und K(Gii) =K (L;)

eine Initialschleifenableitung. Wire K (G/X) = K(L;) = K(GX), so gibe es eine

Initialschleifenableitung S' =%« x}S'y, fiir 2},y} € T!" und z}y; # X. Solch

GIK i
eine Initialschleifenableitung giibe es folglich auch in G’¥, was allerdings der Tat-
sache widerspricht, dass G’ keine Initialschleifenableitung erzeugt. Mithin ist
K(GK) > K(GK) + 1. Mit Obigem folgt

K(Gk) =K(Gk) =K (G’lK) +K (G’QK) > K (G{‘) 114K (Gg) Y
Die Konstruktion von Gk aus Satz 2.22 liefert
Prod (Gprod) = Prod (Gp,oq) < Prod (Gfr°d> + Prod (Gzpmd) +2.
Insgesamt erhalten wir
Prod (Gproa) = Prod (Gp,q) = Prod (Glfmd) 4 Prod (Ggfod) 49

sowie

Symb (Gsymp) = Symb (Gl ) > Symb (GF™) + Symb (G57™) + 2.

e Zu iii. Falls S :>*G§< x;S;y; fir j € {1, 2} nicht gilt und S :>*G}j T Spyg fir

ke {1,2}\{j} gilt sowie L (G?) # () ist, erhalten wir durch analoge Beweisfiihrung
zum vorherigen Fall die Aussagen

Prod (Gproda) = Prod (Gp,oq) = Prod (Glfmd> + Prod (Ggr(’d) +1
sowie
Symb (Gsymb) = Symb (G, ) > Symb (GF™) + Symb (G57™) + 1.
Hier hat nur G}f eine Initialschleifenableitung, weswegen genau eine zuséatzliche

Regel im Fall der Regelminimalitdt geniigt. Fiir die Symbolminimalitdt wissen wir
lediglich, dass mindestens ein weiteres Symbol notwendig ist.
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2. Grundlagen

Lemma 2.23 — Mindestanzahl von Regeln und Symbolen unendlicher kontextfreier
Sprachen

Es sei L eine unendliche kontextfreie Sprache und G = (N, T, P, S) eine reduzierte

kontextfreie Grammatik, die L erzeugt. Dann existieren mindestens 2 Regeln in G, die

eine Schleifenableitung der Form A =* x Ay fiir ein A € N und z,y € T*, zy # A, und

eine Ableitung der Form A =—* w, w € T*, ermoglichen. Zusammen bestehen diese

beiden Regeln aus mindestens 5 Symbolen der Art Pfeil und Nichtterminal.

Beweis: Dass Ableitungen der Form A =—* zAy und der Form A =—* w durch G
erzeugt werden, ist wegen der Reduziertheit und des Lemmas 2.16 klar.

Die Schleifenableitung der Form A =* x Ay und die Ableitung der Form A =—* w
kénnen nicht von genau einer Regel A — 2 fiir 2 € (N UT)" erzeugt werden. Die Regel
A — z allein generierte im Fall z € T* nur das Terminalwort z, und im anderen Fall
(|z|p > 1 fiir ein B € N) konnte kein Terminalwort durch A — z allein generiert werden.

Die beiden Regeln A — zA, z € T, und A — X erzeugen offenbar eine Schleifenablei-
tung der Form A =* x Ay und eine Ableitung der Form A =* w. Das Entfernen nur
eines Symbols aus diesen Regeln — es kommen nur z oder A auf der rechten Seite von
A — zA infrage — fiihrte dazu, dass die besagte Schleifenableitung nicht erzeugt werden
konnte. Auch generierte die Verwendung eines von A verschiedenen Nichtterminals die
Ableitungen nicht.

Mithin miissen insgesamt mindestens 2 Regeln und mindestens 5 Symbole der Art
Pfeil und Nichtterminal fiir die Generierung der Schleifenableitung der Form A =* x Ay
und der Ableitung der Form A =* w in GG vorhanden sein. U

22



3. Regelkomplexitat

Zu Beginn bestimmen wir im Abschnitt 3.1 die Regelkomplexitét einiger Sprachen, die
wir in den darauffolgenden Abschnitten verwenden werden. In diesen bestimmen wir
(in Teilen) die Rdume der Regelkomplexitét unter den Operationen Spiegelbild (in 3.2),
Vereinigung (in 3.3), Konkatenation (in 3.4), Kleene-Abschluss (in 3.5), Homomorphismus
(in 3.6), inverser Homomorphismus (in 3.7) und Schnitt mit reguldrer Sprache (in 3.8).

3.1. Allgemeines

Wir geben die Regelkomplexitéten einiger Sprachen an, die wir spater bendtigen werden.

Lemma 3.1 — Kontextfreie Sprachen mit der Regelkomplexitat hochstens 2
Die folgenden Aussagen sind fiir kontextfreie Sprachen L wahr:

i. Es gilt Prod (L) = 0 genau dann, wenn L = () ist.
ii. Es gilt Prod(L) = 1 genau dann, wenn |L| = 1 ist.
iii. Es gilt entweder |L| = 2 oder |L| = |N|, wenn Prod (L) = 2 ist.
iv. Es gilt Prod(L) = 2, wenn |L| = 2 ist.
Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) mit T = Alph (L) fiir L = L(G) eine regel-minimale

kontextfreie Grammatik. Die Grammatik G ist nach Lemma 2.14 reduziert.
Zu i. Es gilt die Voraussetzung

Prod(L(G)) = Prod(G) = 0.

Es existiert also keine Regel in G. Damit gibt es kein v € T™, fiir das S =" v gilt,
woraus unmittelbar L = L (G) = 0 folgt.
Wir geben direkt eine regel-minimale kontextfreie Grammatik an, welche die Sprache
L = () erzeugt:
(0,0,0,X).

(Eine Grammatik mit weniger als 0 Regeln existiert nicht.)
Zu ii. Es sei

Prod(L(G)) = Prod(G) = 1.

Nach Voraussetzung gibt es nur eine Regel in G. Dies muss eine Regel fiir S sein, da
sonst L(G) = 0 wére, wobei Prod () allerdings 0 ist (Anstrich i). Es sei nun S — w,
w € (NUT)*, diese Regel. Das Wort w darf kein Nichtterminal X € N enthalten,
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ansonsten enthielte das Wort v € (N UT)* nach einer beliebigen Ableitung S =* v
immer das Nichtterminal X, und L(G) wére damit die leere Menge. Folglich besteht
w nur aus Terminalen aus 7. Im Ganzen existiert damit nur die Ableitung S = w,
woraus wir sofort L = L(G) = {w} erhalten.

Fir L = {w}, w € T*, konstruieren wir die kontextfreie Grammatik
(s}, T.{S = w},5),

die sicher {w} = L erzeugt. Auflerdem ist sie regel-minimal, da fir jede kontextfreie
Grammatik G’ mit Prod (G’) = 0 stets L(G’) = 0 gilt (Anstrich i).
Zu iii. Es sei
Prod (L(G)) = Prod (G) = 2.

Aufgrund der Voraussetzung Prod (G) = 2 existieren in G die Regeln X; — w; und Xy —
wy fiir X1, Xs € Nywy,wy € (NUT)* und X7 — wy # Xo — we. Das Nichtterminal
S muss das einzige in IV sein: Da es zu jedem Nichtterminal mindestens eine Regel
geben muss (sonst wire es berfliissig) und G genau 2 Regeln haben soll, kann es nicht
mehr als 2 Nichtterminale geben. Es seien nun N = {S, A} und ohne Beschrankung der
Allgemeinheit S — wi, A — wo. Dann darf in w; kein S vorkommen — sonst enthielte
jedes ableitbare Wort ein S, und es gébe kein einziges Terminalwort (L (G) = (}) —, dann
wire aber Prod (L (G)) = 0. Analog enthélt wy kein A. Allerdings muss in w; mindestens
ein A vorkommen, anderenfalls kénnte die Regel A — wy nie angewendet werden. Wir
kénnten dann aber jedes Vorkommen von A in w; durch ws ersetzen, wodurch A — wo
iiberfliissig wire. Mithin kann es das Nichtterminal A nicht geben, und wir erhalten
N = {85} sowie S — w1, S — wa.

Im Fall von wy,wy € T* folgt sofort L(G) = {w1, we}, womit wir |L| = |L(G)| = 2
gezeigt haben. Die Worter w; und ws kénnen nicht beide ein .S enthalten, da sonst keine
Ableitung zu einem Terminalwort fiihrte, und daher L (G) die leere Menge wére sowie
Prod(L(G)) = 0. Auch ist eine Regel S — S nicht méglich (bereits nach Definition 2.3),
da L(G) sonst nur ein Wort enthielte und Prod (L (G)) = 1 resultierte. Infolgedessen
nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass in w; = xSy mit x,y €
(NUT)", xy # )\, mindestens ein S vorkommt und dass we € T* gilt. Wir erhalten dann

S = xSy = zxSyy = --- = 2"Sy",n € N.

Wenden wir nun (in eventuell mehreren Schritten) die Regel S — ws auf alle S in 2" Sy™
an, so entsteht aufgrund der Reduziertheit von G ein Terminalwort 2/ wqy"™ € L(G)
mit 2,y € T*. Aufgrund von n € N und der Tatsache, dass immer nur abzéihlbar viele
Worter erzeugt werden kénnen (|L(G)| < |N|), folgt |L| = |L(G)| = |N].

Zu iv. Es sei L = L(G) = {w1, w2} mit wy, wy € T und w; # wy gegeben (|L| = 2).
Dann kénnen wir wegen Ausschlusses der Félle in Anstrich i und ii direkt eine regel-
minimale kontextfreie Grammatik angeben, die L = {w, wa} mittels zweier Regeln
erzeugt:

({S},T,{S—>w1,5—>w2},S).
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Lemma 3.2 — Regelkomplexitit von {a? |n < i < m}
Fiir ein Alphabet T, a € T und Ly, = {a* |n < i < m} mit n,m € Ng, n < m gilt
Prod(Lym) =m—n+1.

Beweis: Die obere Schranke Prod (Ly, ;) < m —n + 1 erhalten wir mittels
Gnm = ({S} Afa}, {S a2 ‘ n<i< m} ,S) ,L(Gpm) = Lym.

Die Existenz der unteren Schranke Prod (Ly, ;) > m — n + 1 zeigen wir im Folgenden,
indem wir im Wesentlichen GRUSKAS Beweis des Satzes 6.3 aus [Gru69] wiederholen
(der dortige Beweis gilt exakt fiir n =0, m > 1). Wir ergriinden, dass fiir die Erzeugung
der Worter a® € Ly, m, n < i < m, mindestens m —n+1 Regeln in einer regel-minimalen
kontextfreien Grammatik

Gn,m — (Nn,ma {CL} ) Pn,mv S)

mit L(Gym) = Lp,m bendtigt werden. Nach Lemma 2.14 ist Gy, ,, reduziert.

Es seien im Folgenden i, j € N. Zuerst betrachten wir den Fall, dass es nur ein Wort
a® gibt, also i = n = m. Da S =* " gilt, muss es mindestens eine Regel in Gy, ,
geben (Lemma 3.1, Anstrich ii). Damit ist Prod(Gpm) >m —n+1=n—-n+1=1
erfillt.

Es sei nun n < m (|Lym| > 2). An dieser Stelle werden wir durch einen Wider-
spruch feststellen, dass in einem Wort in einer Ableitung S = --- = a?' keine zwei
Nichtterminale vorkommen kénnen. Wir nehmen dazu an, es gibt eine Ableitung der
Form ‘

S —=* zAyBz =" a*

fir z,y,z € {a}", A, B € Ny, und n <i < m, in der zwei Nichtterminale vorkommen.
Nach Lemma 2.15 miissen die folgenden Ableitungen fiir p; < ps und ¢1 < ¢o und gewisse
P1,P2,q1,q2 € Ng existieren:

A =" g B ="a"
A =" aP? B =" a®.

Anschlielend substituieren wir A und B in zAyBz durch aP! oder aP? bzw. a?* oder a%2,
und erhalten damit die vier Worter

wy = xa’’ya®z € Ly m, ws = xal'ya®z € Ly m,

wy = xal?ya®z € Ly m, wy = xaP?ya®z € Ly .

Wir betrachten nun die Anzahl s; der Buchstaben @ in den Wértern w;, 1 < j <4, und
setzen dazu s = |zyz|:

§1 =8+ p1+q, §3 = §+ p1 + g9,
S22 =s+p2+qi, S4 =58+ p2+qo.
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Offenbar gelten s; < s9, s1 < S3 sowie
S4 — 83 = S9 — S1.

Jedes s;, 1 < j <4, muss nach Voraussetzung eine Zweierpotenz sein. Daher setzen wir
5j = 2ti fiir t; € No. Ersetzen wir die s; in s4 — s3 = so — s1 durch die 2t erhalten wir

2t4 _ 2t3 — 2t2 _ 2t1
ota — ot1 | (2152—151 + ots—t1 _ 1) ,

was zu einem Widerspruch fiihrt, da die Zweierpotenz 2% keinen ungeraden Teiler
2t2=ti 4 2t3=t1 _ 1 haben kann — die Faktorisierung ist wegen s; < so und s; < s3
moglich. Somit entstiinde doch ein Wort der Form a’ fiir ein j € Ny, n < j < m, und
j # 2¢, welches es nach Voraussetzung allerdings nicht geben darf. Letztendlich existiert
also keine Ableitung der Form

S =* zAyBz =" a¥,

die zwei Nichtterminale enthélt. Folglich kénnen auf der rechten Seite von Regeln aus
P, , nicht zwei oder mehr Nichtterminale vorkommen — sémtliche Regeln haben also
die Form A — w oder A — uBuw fiir A, B € Ny, und w,u,v € {a}".

Wir nehmen nun an, dass es mindestens zwei verschiedene Regeln By — w1 Avy € Py,
und By — ug Avg € Py, fiir ug, v1,u2,v2 € (Np o U{a})" und By, By, A € Ny, mit A
auf der rechten Seite gibt (By — ujAvy # By — ugAvy). Aufgrund der Reduziertheit
von Gy, existieren die Ableitungen

S =" a:lBlyl =" a:lulAUlyl, A =" apl,
S =" szgyg =" .CL‘QUQAUQyQ, A =" P

fiir 1,91, 72, y2 € {a}* und p1,ps € Ny. Die Aussage x1u1v1y1 = T2ugveys kann nicht
stimmen, da wir ansonsten eine der beiden Regeln B; — u; Avy und By — usAvy aus
P, streichen konnten, ohne dass sich die von G, ,, erzeugte Sprache énderte, wir
aber — die angenommene Minimalitédt verletzend — weniger Regeln hétten. Es gilt daher
T1ULV1Y1 F TaUsvays. Ferner gilt aufgrund von Lemma 2.15 die Aussage aP' # a2, also
auch p1 # pa. Als Néchstes substituieren wir A und erhalten die Worter

wi = x1ura’ vy € Ly, w3 = x1ura’?v1y1 € Ly m,

wy = Taugal vays € Ly, wy = Tou2aP?voys € Ly .
Wir setzen q; = |zju;v;y;], j € {1,2}, und ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen
wir p; < p2 und ¢; < ¢2 an. Es sei weiterhin 2% die Anzahl der Buchstaben im Wort
wj, 1 < j < 4, welches nur aus Vorkommen von a besteht und dessen Lénge nach

Voraussetzung eine Zweierpotenz ist. Aus den vorherigen Wértern ergeben sich daher
die Léngen

2" = q1 + p1, 2% = q1 + po,
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22 = g9 + p1, 2" = g9 + pa.

Wir kénnen hier wie oben einen Widerspruch herleiten, denn es gelten 2‘ < 22 und
20 < 2% sowie 214 — 213 = 2f2 — 21 Somit kommt jedes Nichtterminal A € N auf der
rechten Seite hochstens einer Regel vor, und auf dieser rechten Seite hochstens einmal
(obiger Fakt). Da dies fiir alle A € N gilt, folgt, dass A # S ein isoliertes Nichtterminal
ist. Nach Lemma 2.21 existiert ein solches allerdings in der regel-minimalen kontextfreien
Grammatiken Gy, ,,, nicht. Folglich ist S € N das einzige Nichtterminal in G, ,,,. Daher
und infolge der Nichtexistenz von Schleifenableitungen in G, ,, darf S auf keiner rechten
Seite einer Regel vorkommen (Lemma 2.16). Folglich gibt es keine Regeln in P, ,,, in
denen ein Nichtterminal auf den rechten Seiten vorkommt.

Es kommen letztlich nur Terminale a auf der rechten Seite einer jeden Regel aus P,
vor. Daher werden fiir die m —n+1 Woérter in Ly, ,,, auch mindestens m —n+1 Regeln mit
S auf der linken Seite in P, ,, benétigt. Es folgt Prod (Ly, ) = Prod (Gpm) > m—n+1.
Zusammen mit der obigen Aussage Prod(Ly ;) < m —n+ 1 erhalten wir schlussendlich
Prod(Lym) =m—n+1. O

Lemma 3.3 — Regelkomplexitit von {a' |i > p}

Fiir ein Alphabet T, a € T und L,, = {a“|i > p} mit p € Ny sowie ¢ € N gilt
Prod(Ly ) = 2. AuBlerdem erzeugt jede regel-minimale kontextfreie Grammatik fiir Ly, ,
eine Initialschleifenableitung und enthélt nur ein Nichtterminal.

Bewess: Fur die kontextfreie Grammatik

Gpg = ({S}.{a}, Py, S)

mit
Py, =1{S — a%5,5 — a"}

gilt L(Gp,q) = Lyp.q, und folglich erhalten wir Prod (L, 4) < Prod(G,4) = 2. Lemma 3.1,
Anstrich iii und |L, 4| = |N] fithren zu Prod(L,,) > 2. Die beiden Tatsachen liefern
unmittelbar Prod (L, 4) = 2.

Dem Beweis zum Lemma 3.1, Anstrich iii entnehmen wir, dass es nur ein Nichtterminal
S — némlich das Startsymbol — in einer regel-minimalen kontextfreien Grammatik G,
mit L(Gp4) = Lpq und Prod (G, 4) = Prod(L,4) = 2 geben kann. Da |L, | = |N| gilt,
folgt dann S =—* xSy fiir gewisse x,y € {a}", xy # A, fir G, (Lemma 2.16). O
Lemma 3.4 — Regelkomplexitit von {a',a3,a,...}
Fiir ein Alphabet T, a € T und L3 = {a} U {a’|i > 3} gilt Prod(L3) = 3. Jede regel-
minimale kontextfreie Grammatik fiir L3 erzeugt eine Initialschleifenableitung.

Beweis: Fur die kontextfreie Grammatik

Gz = ({5}, {a}, B3, 5)

mit
Py ={S — aaS,5 — aaaS,S — a}
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gilt L(G3) = L3 und folglich Prod (L3) < Prod(G3) = 3.

Aus Lemma 3.1, Anstrich iii und |Lz| = |N| folgt Prod(L3) > 2. Wir zeigen nun,
dass Prod(L3) = 2 nicht gilt. Angenommen, es gibt eine regel-minimale kontextfreie
Grammatik G = (N, T, P, S) mit T'= {a}, L(G) = L3 und Prod(G) = Prod (L3) = 2.
Die Grammatik G ist nach Lemma 2.14 reduziert. Es kann nur ein Nichtterminal, ndmlich
S, in N geben — anderenfalls wire die Bedingung |L(G, A)| > 2 fiirein S # A € N
(Lemma 2.15) nicht gegeben, da genau eine Regel mit S und genau eine mit A auf der
linken Seite existierte.

Aufgrund von a € L3 muss es die Regel S — a € P geben. Weiterhin existiert nach
Lemma 2.16, Anstrich ii eine Schleifenableitung der Form A =* z Ay fiir ein A € N und
x,y € T*, xy # A, genauer: S =* xSy fiir z,y € {a}". Die Regel S — a generiert diese
Schleifenableitung nicht. Daher muss es eine Regel der Form S — uSwv fiir u,v € {S,a}"
und uv # A geben (eine Regel S — S ist nach Definition 2.3 sinnvollerweise nicht
erlaubt). Die Fille uv = a oder uv = S kommen nicht infrage, da sonst a? ¢ Ls ableitbar
wiére. Des Weiteren kann |uv| > 4 nicht gelten — anderenfalls kénnte a® € L3 nicht
erzeugt werden. Es gibt nun keine andere Méglichkeit, als a® € L3 iiber S — wSv mit
|uv| = 2 zu erzeugen. Wir erhalten bis auf Veranderung der Reihenfolge von a und S
die Falle S — aaS, S — a5S5 und § — SS5S — die Reihenfolge von a und S schrénkt
die Allgemeinheit nicht ein. Wie wir sehen, ldsst sich a* € L mit den beiden Regeln
S — aund S — uSv, |uv| = 2, nicht erzeugen, da S = uSv = u2Sv? =* @° die
néchstkiirzere Ableitung ist. Unsere Annahme muss somit fallen gelassen werden, und
wir erhalten insgesamt Prod (L3) = 3.

Wir nehmen an, es gibt eine regel-minimale kontextfreie Grammatik G = (N, T, P,
S) mit T'= {a}, L(G) = L3 und Prod (G) = Prod(L3) = 3, fir die keine Ableitung der
Form S =* 2/Sy’ mit 2/,y’ € T* und 2’y # X existiert. Die Grammatik G ist nach
Lemma 2.14 reduziert. Da L3 eine unendliche Sprache ist, existiert nach Lemma 2.16,
Anstrich ii eine Schleifenableitung der Form A =* z Ay fiir ein A € N und z,y € T*,
xy # A Es gilt A # S. Es kann neben S und A kein weiteres Nichtterminal B € N
geben, da letztendlich die Bedingung |L (G, A)| > 2 oder |L(G, B)| > 2 aus Lemma 2.15
nicht erfiillt ware.

Es darf wegen der Reduziertheit von G keine Regel mit S auf der rechten Seite geben,
da sonst S =* 2'Sy’ moglich ware. Aufgrund der Reduziertheit muss A auflerdem
auf der rechten Seite einer Regel von S vorkommen. Diese Regel sei S — x1Ay; mit
z1,y1 € ({A}UT)*. Hieraus folgt, dass Regeln A — z3Ays mit zo,y0 € ({A}UT)”
und A — w mit w € T* existieren miissen (S — w’, w’ € T*, ist nicht moglich). Ware
|x1Ay1| > 2, konnte a € Lz nicht erzeugt werden. Es folgt x1y; = A, also S — A € P.
Der Aussage Prod (L) = 3 widersprechend, kénnte nun die kontextfreie Grammatik

({A} {a}, {A = 224y2, A — w}, A)

konstruiert werden, die Ls mit 2 Regeln erzeugt. g

Lemma 3.5 — Regelkomplexitit von {a' |n < i < m}
Fiir ein Alphabet T, a € T und Ly mq = {a"|n <i < m} mit ¢ € N und n,m € N,
n < m sowie m —n+ 1> 3 gilt Prod (Ly mq) = 3.
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Beweis: Fir die Grammatik

Gn,m#] = ({Sv A} ’ {CL} ’ Pn,m,qa S)

mit
Pomg={S = a"A" " A—al,A— A}
gilt L(Gnm,q) = Lnm,q- Damit haben wir Prod (Ly, , 4) < Prod(Gy mq) = 3 gezeigt.
Aufgrund von Lemma 3.1 und |Ly, 14| > 3 (wegen m —n +1 > 3) sowie | Ly 4] € N
erhalten wir Prod (Ly, , 4) > 3. Mit der obigen Aussage folgt sofort Prod (L m.q) =3. O

Lemma 3.6 — Regelkomplexitat von {a,zi |n < ¢ < m} mit Erweiterungen
Fiir ein Alphabet T, a € T und

i Lym ={a® |n<i<m}u{a?""|i>1},
ii. Lympq= {aQi [n<i<m}uU {ai2m+1 lp<i<gq}

mit n,m,p,q € No und n < m, p < ¢ sowie ¢ — p + 1 > 3 gilt Prod(Ly,m) =
Prod (Lymp,q) = m —n + 4. Des Weiteren erzeugt keine regel-minimale kontextfreie
Grammatik fiir L,, ,, eine Initialschleifenableitung.

Beweis: Zu i. Es sei Gy, = (Npm, {a}, Pnm, S) eine regel-minimale kontextfreie Gram-
matik mit der Eigenschaft L (G, ) = Ly m. Die Grammatik G, ,,, ist nach Lemma 2.14
reduziert. REICHEL hat in Lemma 4.3 in [Rei90] gezeigt, dass in G 1, k € N, die

Regeln S — a? fiir 0 <i < k — 1, i € N, existieren miissen. Der zugehorige Beweis lisst
sich fir L, ,, leicht erweitern und begriindet dann die Existenz von m — n + 1 Regeln
S—)an,nSigm,iENinPn,m.

Aus Lemma 2.16, Anstrich ii lesen wir das Vorkommen einer Schleifenableitung
A =" da'Aa? mit A € Ny, und i, j € Ny, i+j > 1, ab. Angenommen, das Nichtterminal
A ist S. Dann existieren die Ableitungen

S =—* a'Sa’ = a'a®"a’ = akaH,k € Ng, (1.1)
S =* a'Sa’ =* ¢ Sa¥ = a¥a®"a¥ = d*"?"" K € N,. (1.2)
Wir betrachten die Lénge des Terminalwortes in Ableitung (1.1):
i+ 2™+ = k2mtl = oo™
i+ = 2k2m —2m = 9m (2k — 1).
Als Néchstes schauen wir uns die Lange des Terminalwortes in Ableitung (1.2) an:
2 + 2™ + 25 = k/2mH!
i+2m i =K2m

1
i+j_k’2m—2m—1_2m(/-c’—>.
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Schlieflich setzen wir die beiden vorher erwéhnten Gleichungen gleich:

2m(2k—])::T”(H——1>

2
1
%—1=FK — =
k 2
1 /
2k — 5 =K ¢ No.

Folglich miissen wir die Annahme A = S fallen lassen — es gibt demnach keine Initial-
schleifenableitung in G, 1.

Da A # S gilt, muss es neben den m —n + 1 Regeln S — a®, n <i<m,i €N,
eine weitere Regel geben, die S =* x Ay fiir x,y € {a}" ermdglicht. Dariiber hinaus
miissen eine zusitzliche Regel fiir A =* a’Ad’ fiir 4,5 € Ng und i + j > 1 existieren
sowie eine Regel fir A =* w fiir w € {a}* (Lemma 2.23). Wir zihlen insgesamt drei
weitere Regeln, wodurch wir zu Prod (G, ) > m —n +4 und Prod(Lym) > m—n+4
gelangen.

Wir setzen nun (siehe auch Lemma 3.3)

Gn,m = ({S’ A} ) {a}aPn,maS),
Pom={S—a*|n<i<mju{s—A4,4-a""44-a""}

und erhalten L (G, ) = Ly, m sowie Prod (G, ) = m — n + 4. Es folgt Prod (Ly, ) <
m —n + 4. Mit Obigem ergibt sich daraus Prod (L ,) = m —n + 4.

Zu ii. Analog zu Anstrich i sind in einer regel-minimalen kontextfreien Grammatik
Gnmpqg = Nompg {0} Prmpg:S) mit L(Grompq) = Lnmp,q die Regeln S — a? fir
n <14 < m enthalten. Da L,, ,, ;4 endlich ist, existiert nach Lemma 2.16, Anstrich i keine
Ableitung der Form S =—* zSy fiir z,y € {a}", 2y # . Folglich gibt es keine Regel
mit S auf der rechten Seite. Ergo finden die Regeln S — a?" keine Anwendung bei der
Erzeugung der Worter a®™" fiir p <1i<gq,1 € N. Wir argumentieren nun wie im Beweis
zu Lemma 3.5, um zu zeigen, dass wir drei Regeln fiir die Generierung dieser Worter
benétigen. Wir erhalten damit zusammen, dass die Aussage Prod (Gpmpq) > m —n+4
gilt.

Schlussendlich sehen wir mit Obigem Prod (Ly, . pq) = m —n + 4 wegen der Ly, m pq
erzeugenden kontextfreien Grammatik

G’n,m,p7q - ({S’ A} ’ {a} ) Pn,m,l?ﬂa S) )
Pn,m,pﬂ = {S — a2l ’ n S i S m} U {S N ap2m+lAq_p’A N a2m+17A N )\}

ein. O

Lemma 3.7 — Regelkomplexitit von {a; |1 < i <n}" und {a;|1 <i < n}"
Fir n € N, ein Alphabet T,, mit mindestens n Buchstaben und paarweise verschiedene
a; €Ty, 1 <1 < n, sowie

i. die kontextfreie Sprache L, = {a; |1 <i < n}™,

30



3.1. Allgemeines

ii. die kontextfreie Sprache J,, = {a;|1 <i < n}"

gilt Prod (L) = Prod(J,) = n + 1. Auflerdem erzeugt jede regel-minimale kontextfreie
Grammatik fir L, oder J,, eine Initialschleifenableitung.

Beweis: Zu i. Die kontextireie Grammatik
Gn=({S},{a;|] 1 <i<n}, P,>S5)

mit
P,={S—SS}U{S —a;|1<i<n}
erzeugt die Sprache L,, mit Prod(G,,) = n + 1 Regeln. Es folgt Prod (L) < n + 1.

Es sei nun G, = (Np, Ty, P, S) mit T, = {a;|1 < i < n} eine regel-minimale
kontextfreie Grammatik, fir die L (G,,) = Ly, gilt. Diese Grammatik ist nach Lemma 2.14
reduziert. Fiir das in Lemma 2.10 angegebene X gilt X = T,,. Daher existiert eine Regel
A; — w; € P, mit A; € Ny, w; € ({a;} UN,)" und |w;lq, = 1 fiir jedes a;, 1 <i < n, in
P,,. Es gibt also mindestens n Regeln.

Fir alle 1 < 4 < n muss es eine Ableitung B; =" z;B;y; =" ag mit B; € N,
und z;,y; € {a;}", xiy; # A, geben, die das Erzeugen unendlich vieler Worter a;g fiir
alle j € N ermoglicht (Lemma 2.16, Anstrich ii). Angenommen, das w; aus A; — w;
enthélt neben a; nur von A; verschiedene Nichtterminale oder keines. Dann bendtigen
wir mindestens eine weitere Regel in P,, damit B; =* x;B;y; existiert — die Regeln
A; = w; (Jlwila, = 0) und A; — w; fir 1 < j < n mit j # i erzeugen eine solche
Schleifenableitung nicht. Enthélt w; andererseits ein Nichtterminal A;, kann damit die
Ableitung B; =" z;B;y; erzeugt werden, allerdings muss es dann mindestens eine
weitere Regel A; — wl, w} € ((N, \ {4;})UT,)", in P, geben, um eine Terminierung
dieser Schleifenableitung zu erméglichen. Mithin gelten Prod (G,,) = Prod(L,) > n + 1.
Insgesamt bekommen wir Prod (L,,) = n + 1 heraus.

Angenommen, es gibt eine kontextfreie Grammatik G,, = (N, T, Pp, S), T, =
{a;|1 < ¢ < n}, mit Prod(Gy) = Prod(L,) = n + 1, fur die es keine Ableitung
S =* xSy fiir gewisse z,y € T,,*, xy # A, gibt. Dann existiert aufgrund von Lemma 2.16,
Anstrich ii ein weiteres — von S verschiedenes — Nichtterminal A € N,, \ {S}, fir das
es dann eine Schleifenableitung A =* 2’ Ay/, o',y € T,.,*, 2’y # A, gibt. Aufgrund der
Reduziertheit von G,, (Lemma 2.14) existieren weiterhin Ableitungen S =—* 2" Ay”,
2,y € T,*, und A =* w, w € T,,*. In P, miissen n + 1 Regeln enthalten sein. Wir
bendtigen wie oben n Regeln der Form A; — w; € P, mit A; € N, w; € ({a;} U Ny,)*
und |wjlq; =1 fir 1 <7 < n. Des Weiteren muss es wie zuvor eine Ableitung

S =* 2. By, =" x}x; By, =" a{ fiir o),y € T,* (1.3)

geben, allerdings ist B; nicht S. Da ausschliellich das Terminal a; erzeugt wird, wird
keine Regel Ay — wy fiir 1 < k < n und k # i angewendet. Fiir die Realisierung der
Ableitung (1.3) bendtigen wir mindestens drei Regeln: eine fur S =—* 2/ B;y}, eine fiir
B; =" x; B;y; und eine fir B; =* aé, [ € Ny. Selbst wenn wir A; — w; verwenden, muss
es mindestens zwei weitere Regeln geben. Somit gilt Prod (G,,) > n+2 — ein Widerspruch
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zur Annahme Prod(G,,) = n + 1. Daher muss es doch eine Initialschleifenableitung
S =" xSy geben.
Zu ii. Die kontextfreie Grammatik

Gn={S},{ai| 1 <i<n}, P, S)

mit
P,={S—= A U{S—=aS|1<i<n}
generiert .J,, mit Prod (G,) = n + 1 Regeln. Es folgt Prod(J,) < n + 1.

Dass wir n Regeln fiir die Erzeugung der a; € J,, 1 < i < n, und eine Regel fiir
die Erzeugung oder das Terminieren einer Schleifenableitung nicht entbehren kénnen,
konnen wir analog zum Beweis von Anstrich i zeigen. Damit gilt Prod(J,) > n + 1.
Schlussendlich erhalten wir Prod (J,) =n + 1.

Analog zum Beweis von Anstrich i kénnen wir aulerdem zeigen, dass es fir G,, = (N,
Tn, Pn, S), T, = {a;|1 < i < n}, mit Prod(G,,) = Prod(J,) = n + 1 immer eine
Initialschleifenableitung S =* xSy fiir gewisse z,y € T,,*, xy # X gibt. U

Lemma 3.8 — Regelkomplexitat von {a; |1 < i < n}
Fir n € N, ein Alphabet T,, mit mindestens n Buchstaben und paarweise verschiedene
a; € T, sowie L, = {a; |1 <i <n} gilt Prod(L,) = n.

Beweis: Die Sprache L, lasst sich als
n
Ly = U {a;}
i=1

darstellen. Nach Lemma 3.1 gilt Prod ({a;}) = 1,1 <4 < n. Auerdem sind die Alphabete
der Sprachen {a;} und {a;} fir 1 <i <n,1 < j < nund i # j disjunkt. Durch die
mehrmalige Anwendung des Satzes 2.22 resultiert dann die nachstehende Aussage:

1=n.
1

Prod(L,) = Prod (U {ai}> = ZProd({ai}) =
i=1 i=1

n

1

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Lemma 3.9 — Regelkomplexitit von {a‘zb’ |i > 0,z € {c1,...,¢n_1}}
Fir n € N, n > 2, ein Alphabet T, mit mindestens n 4+ 1 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,c; € T, 1 <i<n—1, und

L, = {aixbi

izO,xe{cl,...,cn_l}}
gilt Prod (L) = n.

Beweis: Es sei Gy, = (Ny, Ty, Py, S) mit L(G,,) = L,, eine regel-minimale kontextfreie
Grammatik. Nach Lemma 2.14 ist G,, reduziert. Da L,, eine unendliche Sprache ist,
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existiert nach Lemma 2.16 eine Schleifenableitung A =—* uAv fir A € N, und u,v € T,,%,
uv # A. Die Worter u und v diirfen kein ¢;, 1 < ¢ < n — 1, enthalten — sonst gébe es eine
Ableitung A =* uAv =* u?>Av?, in der das Wort u?Av? mehr als nur ein ¢; enthielte,
und somit ein Wort in L,, existierte, in dem mehr als nur ein ¢; vorkdme. Infolgedessen
muss es fiir die Erzeugung der Ableitung A =* uAv mindestens eine Regel in P,, geben,
in der kein ¢; vorkommt.

Es sei X ={c1,...,cp—1}. Offenbar gelten fir X die Voraussetzungen in Lemma 2.9.
Folglich gibt es fiir jedes ¢ € X eine separate Regel mit ¢ auf der rechten Seite. Mit
Obigem befinden sich in P, folglich mindestens 1 + (n — 1) = n Regeln. Daher ist
Prod(L;,) > n.

Die kontextfreie Grammatik

({S}, T, {S = aSb}U{S = ¢|1<i<n-—1},5)
mit
T, ={a,b}U{c|1<i<n-—1}

generiert L, mit genau n Regeln. Mithin ergeben sich Prod(L,) < n und insgesamt
Prod(L,) = n. O

Lemma 3.10 — Regelkomplexitit von {a‘zb’ |i > 0,z € {c1,...,cn_2}} - {a}
Fir n € N, n > 3, ein Alphabet T,, mit mindestens n 4+ 1 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,c;, a0 € T, 1 <7 < n —2, und

L, = {aiasbi

i>0,x€ {cl,...,cn,g}} Aa}
gilt Prod (Ly,) = n.

Beweis: Es sei Gy, = (N, Ty, Py, S) mit L(G),) = L, eine regel-minimale kontextfreie
Grammatik und C,, = {c1,...,cp—2}. Nach Lemma 2.14 ist G,, reduziert. Da L,, eine
unendliche Sprache ist, existiert nach Lemma 2.16 eine Schleifenableitung A =* uAv
fir A € N, und u,v € T,,*, uv # A. Auflerdem gibt es wegen der Reduziertheit von
G, die Ableitungen S =—* v/Av' mit v/,v" € T,,* und A =* w fir w € T,,*. Die
Worter u und v diirfen keinen Buchstaben ¢ € C), und nicht « enthalten — sonst gébe es
eine Ableitung A =* uAv =* u?Av?, in der das Wort u?Av? mehr als ein ¢ bzw. o
enthielte, und somit ein Wort in L,, existierte, in dem mehr als ein ¢ bzw. o vorkdme. Es
gilt also u,v € {a,b}", uv # \. Infolgedessen muss es fiir die Erzeugung der Ableitung
A =* uwAv mindestens eine Regel p4 in P, geben, in der kein ¢ € C,, und kein «
vorkommt.
Es existiert eine Ableitung

S =* 1 AV =* WuP AvPv = WuPwoPy = a™xb™a € Ly,
fiir p,m € Ny sowie z € C),. Wir zeigen nun alle moglichen Félle fiir v und v (uv # \):

o u,v € {a,b}"\ {a}" U{b}"):
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— Aus u # A folgen |ul, > 1 und [uly > 1. Somit enthilt v'uPwovPv’ ein un-
mogliches Teilwort ab oder ba, was v uPwvPv’ ¢ L, impliziert. Aus u = \
folgt wegen uv # A die Tatsache v # A. Ergo gelten |v|, > 1 und |v|y > 1,
was wiederum zu einem unmoglichen Teilwort fithrt und o' v?wovPv” ¢ L, zur
Folge hat.

— Analoges ergibt sich fiir v.

e uefa} U}, v=N\
— Aus u € {a}" folgt

S =* v uP T AvPT 1y = o/ uP L ANPTLY

—* g ¢ Ly,

— Der Fall u € {b}" fiihrt analog zu einem Wort, das nicht in L,, enthalten ist.

Fiir u =\, v € {a}" U {b}" zeigen wir analog zum vorherigen Fall, dass ungiiltige
Worter entstiinden.

Aus u € {b}*, v € {a}" folgt

S =* ' Av' = WuAvv’ = /bl AVl

/ /
—* /b wa"lv ¢ L,.

Aus u € {a}*, v € {a}" folgt

S =¥ Pt APty =% gl ¢ L,

Der Fall u € {b}", v € {b}" impliziert analog die Entstehung ungiiltiger Worter.

wef{a},ve{b}":

S =" Pt APty = ol ppmtivlg,
Offenbar gilt a™“lzbm+1Vlq € L, nur dann, wenn |u| = |v] ist.
Nach Obigem gibt es eine Ableitung
S =* AV =" Wudvi' =" a"zb"a € L,

fiir ein m € N und ein 2 € C),. Da u € {a}" und v € {b}" gelten, muss [v'|, = 1 sein.
Wir folgern A # S, sonst wire S =* v/ Av' das gleiche wie S =* v/Sv’, und es gabe
eine weitere Ableitung S =* v2Sv'?, in der bereits 2 Buchstaben « vorkimen. In v’
und v’ darf kein Buchstabe aus C,, vorkommen, da S =* u/uAvv’ moglich ist. Neben
der Regel ps muss es folglich mindestens eine Regel pg ohne Buchstaben aus C,, geben,
die die Ableitung S =* v/ Av' ermoglicht.
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3.1. Allgemeines

Offenbar gilt fir C), die Voraussetzung in Lemma 2.9 (X = C),). Folglich gibt es fiir
jedes ¢ € C,, eine separate Regel mit ¢ auf der rechten Seite. Da in den Regeln pg und
pa kein ¢ vorkommt, befinden sich in P, folglich mindestens 2 + (n — 2) = n Regeln.
Mithin gilt Prod (L,) > n.

Die kontextfreie Grammatik

({S,5"} T, {S = §'a, 8" = aS'B} ULS = ci|1<i<n—2},5)

mit
T, ={a,b,a}U{c;|1<i<n-—2}

erzeugt L, mit genau n Regeln. Mithin ergibt sich insgesamt Prod (L,) = n. (|

Lemma 3.11 — Regelkomplexitit von {a‘zb’|i > 1,z € {c}" U {d1,...,dn_4}}
Fir n € N, n > 4, ein Alphabet T, mit mindestens n — 1 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,c,d; € T,,, 1 <4 <n—4, und

L, = {aixbi

i>laxe{ctud,... ,dn_4}}
gilt Prod (L) = n.

Beweis: Es seien G,, = (Ny, Ty, Py, S) eine regel-minimale kontextfreie Grammatik, die
Ly, erzeugt, und C = {c}" sowie D,, = {dy,...,d,_4}. Nach Lemma 2.14 ist G,, reduziert.
Da L, eine unendliche Sprache ist, muss es nach Lemma 2.16 eine Schleifenableitung
A =" uAv fir A € N, und u,v € T,,", uv # A, geben. Die Worter u und v diirfen kein
d € D,, enthalten — anderenfalls existierte eine Ableitung A =* uAv =* u?Av?, in
der das Wort u?Av? mehr als ein d enthielte und folglich nicht Teil eines Wortes aus L,
sein kann. Weiterhin konnen in v und v jeweils keine zwei verschiedenen Buchstaben

vorkommen, da u?Av? dann ein ungiiltiges Teilwort generierte. Fiir v und v gilt also
u,v € B fiir B € {{a}", {b}", {c}"}. Aufgrund der Reduziertheit von G,, gibt es die
Ableitung

S =% W/ Av' =* wuP AvPy —=* W uP T AP = dlxb’ € L,

fir v/,v" € T,," und p,7 € Ny sowie z € C U D,,. Wir untersuchen nun alle moglichen
Félle fir v und v (uv # \):

e uE B v=2A\
— Aus u € {a}" folgt

S =* WuP AvPv' = u'uP ANPY

—* g tlght ¢ L.

— Der Fall u € {b}" fiihrt analog zu einem nicht in L,, vorhandenen Wort.

— Der Fall u € {c¢}" kann zu einem Wort in L,, fiihren.
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3. Regelkomplexitat

e Fiir u = A\, v € B zeigen wir analog zum vorherigen Fall, dass ungiiltige Worter
erzeugt wiirden und v € {c}" giiltige hervorbringen kann.

e (u,v) € B fir

B e {({t}" . {a})} U
{({e}" {a}?), ({037 {c}7)}

(Félle mit ,falscher Buchstabenreihenfolge):
— Aus u € {b}", v € {a}" folgt

S =—* W Av' = vuAvv’ = bl Aal?ly

/ /
—* u/bwallv’ ¢ L,

fir A =" w, w € T, (Reduziertheit).

— Die restlichen Fille erzeugen analog ungiiltige Worter.

e u,v € B’ fiir B' € B (Félle mit gleichen Buchstaben):
— Aus u € {a}", v € {a}" folgt

S =* wuPHt APty —=* gl ¢ L

— Fiir u € {b}", v € {b}" entstehen analog ungiiltige Worter.

— Im Fall von u € {c}", v € {¢}" konnen Worter aus L,, generiert werden.
e ue{a}t, ve{b}":
S —* P APy = gitlulppitlvl
Offenbar gilt a**lzbit*l € L, genau dann, wenn |u| = |v] ist.
e ue{c},v=X\
S =* u/uPT APy =" @leP D) Tl

Offenbar gilt a’cPt1)lulzpi € L, genau dann, wenn z ¢ D, ist. Analoges gilt fiir
ueNve{c}*.

o u,v € {c}:
S —* P T ApP Ly —* qicPtD)ul g (p+1) Julpi

Offenbar gilt a’c®t1) Ul 1vlpi ¢ [, genau dann, wenn x ¢ D, ist.

In G,, miissen beide zuvor ermittelten Schleifenableitungen
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3.1. Allgemeines

mit Ay, Ac € Ny, und u, € {a}™, v, € {b}", wobei |u,| = |vg] gilt, sowie u,v. € {c}”,
wobei u.v. # A gilt, vorkommen, da sonst nicht alle unendlich vielen Woérter mit beliebig
vielen Vorkommen von a, b und ¢ generiert werden konnten.

Offenbar ist A,y = A nicht moéglich, da sonst zum Beispiel Ay —* ucAgpve —*
Uelq AgpUpe ableitbar wire, was zu einem ungiiltigem Teilwort fithrte. Des Weiteren gilt
S # A.: Ware A, = S, giibe es die Ableitung S =" u.Sv.. Aulerdem gibt es wegen der
Reduziertheit eine Ableitung S =* /A v’ fiir gewisse v/, v" € T,,*. Mithin existierte
eine Ableitung S =—* u.Sv. =* u.u'uyAgpvpv've, die zu einem nicht validen Wort
fithren wiirde (kein Wort aus L,, endet oder beginnt mit ¢). Analoges gilt nicht fiir den
Fall Ay = S.

Um Agp =" uqa Agpvp zu realisieren, bendtigen wir mindestens eine Regel pqp, € P, mit
A,y auf der linken Seite und einem Nichtterminal auf der rechten. Fir A, = u A v, ist
mindestens eine Regel p. € P, mit A. auf der linken Seite und einem Nichtterminal auf
der rechten notwendig. Da A, # A, gilt, gilt auch pyp, # p.. Weder pgp, noch p, diirfen auf
der rechten Seite ein d € D,, enthalten, da sonst Teilworter in den Schleifenableitungen
entstiinden, in denen mehr als nur ein d vorkdme.

Verwenden wir in Lemma 2.9 fiir das dortige X die Menge D, folgt, dass es fiir jeden
Buchstaben d; € Dy, 1 <1 < n — 4 eine separate Regel pg, € P, mit mindestens einem
Vorkommen von d; auf der rechten Seite geben muss. Mit dem zuvor Betrachteten gilt
daher pqp # p4; # pe. Ferner darf auf der rechten Seite von pg, kein ¢ vorkommen — es
gibt kein Wort in L,,, das sowohl ein d; als auch ein ¢ enthélt, welches dann allerdings
ableitbar wére.

Aufgrund der Reduziertheit von GG, muss es eine Ableitung A, =—* w, mit w, € T,,*
geben. Hierbei findet eine weitere Regel p.. Anwendung, die auf der rechten Seite kein
Nichtterminal enthélt (sonst konnte kein Terminalwort erzeugt werden) und die keine
der Regeln pgp, (erzeugt immer ein Nichtterminal), p. (erzeugt immer ein Nichtterminal)
oder pg, (in w, darf kein d; vorkommen) ist.

Offenbar muss es aufgrund der Reduziertheit von G,, eine Ableitung S =—* uA.v mit
u,v € Tp,* geben. Es sei das erste Mal, dass das Nichtterminal A. in dieser Ableitung
auftaucht (dies konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen). Folglich
muss es eine Regel p mit A, auf der rechten Seite geben. Die Regel p,; enthélt rechts
kein A, — sonst konnte wegen A. —* u.A.v. der Buchstabe ¢ in der Ableitung A, —*
ugAgpvy vorkommen (pg, wird bei dieser Ableitung verwendet). Daher gilt p # pgp.
Dass p # pg, fiir 1 <7 < n — 4 korrekt ist, folgern wir daraus, dass das in pg, auf der
rechten Seite vorkommende d; nicht in S =* uA.v vorkommen kann, da sonst in einem
resultierenden Wort zugleich ¢ und d; verkdmen. Zudem gilt p # p., da A, auf der linken
Seite von p. vorhanden ist und derart nicht zur Anwendung kommt — A, kommt zum
ersten Mal in S =* uA.v vor. Zuletzt gilt p # p.., da in rechts in p/, kein Nichtterminal
vorkommt. Mithin miissen in G,, mindestens 4 + (n — 4) Regeln vorhanden sein, also
Prod(L,) = Prod(G,) > n.

Die kontextfreie Grammatik

({S, 8} . T, P, S)

mit
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3. Regelkomplexitat

P,={S—aSb} U{S —adib| 1 <i<n—-4}U
{S = aSb}U{S — S, S — ¢}

erzeugt die Sprache L,,. Wir zdhlen 4 + (n — 4) Regeln, also Prod(L,) < n. Mit Obigem
folgt Prod(L,) = n. O

Lemma 3.12 — Regelkomplexitit von {a‘zb’|i > 1,z € {c}" U {d4,...,

dn-s5}} - {a}
Fir n € N, n > 5, ein Alphabet T,, mit mindestens n — 1 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,c,a,d; € T,, 1 <i <n—5, und

L, = {aixbi

i>lLze{} Uld...,dus}}-{a}

gilt Prod(L,,) = n.

Beweis: Der Beweis von Lemma 3.11 lésst sich derart abwandeln, dass wir den zusétzlichen
Buchstaben a einbeziehen und analog zum Beweis von Lemma 3.10 sehen, dass es zu
den 4 + (n — 5) Regeln aufgrund von « in einer regel-minimalen Grammatik, die L,
erzeugt, eine zusatzliche geben muss. Hieraus folgt Prod (L,,) > 5+ (n —5) = n.

Die kontextfreie Grammatik

({S,5",8"} , Ty, Pn, S)
mit

P,={S— S5a,8 —=aSb}U{S - adb|1<i<n-5}U
{S" = aS"b} U{S" — 5", 5" — ¢}
erzeugt die Sprache L,,. Wir zéhlen 5+ (n — 5) Regeln, also Prod (L,) < n. Mit Obigem
folgt Prod(L,) = n. O

3.2. Spiegelbild

Wir untersuchen den Raum der Regelkomplexitét unter Spiegelbild.

Satz 3.13 — Raum der Regelkomplexitat unter Spiegelbild
Fiir n € Ny gilt
{n} = Cg‘i{’d (n).

Beweis: Es seien L eine kontextfreie Sprache und G = (N, T, P, S) eine regel-minimale
kontextfreie Grammatik mit L (G) = L. Die kontextfreie Grammatik

(N,T,{A > uw*|A—-weP,Aec N,we (NUT)*},S)
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3.3. Vereinigung

generiert offenbar L* mittels Prod (L) Regeln (Lemma 2.8). Daher gilt Prod (L") <
Prod(L). Analog erhalten wir Prod (L) = Prod ((L*)") < Prod (L%}). Zusammen folgt
Prod (L*) = Prod (L). O

3.3. Vereinigung

Wir untersuchen den Raum der Regelkomplexitit unter Vereinigung.

Lemma 3.14 — Kommutativitat von CEmd

Fiir n,m € Ny gilt
cProd (i, m) = cFred (m, n).

Beweis: Es sei k € CE/4(n, m). Dann existieren zwei kontextfreie Sprachen L und .J mit
Prod (L) = n, Prod(J) = m und Prod(L U J) = k. Da U eine kommutative Operation
ist, also stets LU.J = JU L stimmt, gilt auch Prod (JUL) = k und mithin k € CE*4 (m,
n). Somit ist C5°4 (n, m) C CE™d(m, n). Dass umgekehrt CE™d(m, n) C CFd (n,
m) korrekt ist, kénnen wir analog zeigen. Folglich ergibt sich CE™4 (n, m) = CErod (m,
n). O

Wir haben CE™4 (n, m) = CEd (m, n) fiir n,m € Ny insbesondere dafiir gezeigt, dass
wir im Folgenden nur C5™% (n,m) fiir m < n bestimmen miissen, um ohne Zutun auch
CProd (m,n) zu erhalten (und damit den vollstindigen Raum).

Lemma 3.15 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitdt unter
Vereinigung
Unter den Voraussetzungen n, m € Ny gelten

i. 0¢ CErd(n,m) fiir n > 1,
ii. 1¢ CErod(n,m) fiir n > 2,
i, {1,2} = cFred(1,1),
iv. {n} = CFrd(n,0),
v. n43,... ¢ CFrod(n 1) fir n > 1,
vi. n4+m+3,... ¢ CErd(n,m).

Beweis: Es seien L und J zwei kontextfreie Sprachen, fiir die Prod (L) = n, n € Np, und
Prod(J) = m, m € Ny, gelten.

Zu i. Es sei Prod (L U J) = 0. Dann muss nach Lemma 3.1 LU J = () gelten. Dies
impliziert L = () und J = (). Ebenfalls wegen Lemma 3.1 folgen sofort Prod (L) = 0 und
Prod(J) = 0, und damit n = m = 0.

Zu ii. Es sei Prod (LUJ) = 1. Dann gilt wegen Lemma 3.1 LUJ = {w}, w € T*, fiir ein
beliebiges Alphabet 7. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir L = {w} und
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3. Regelkomplexitat

J =0bzw. L = {w} und J = {w} annehmen. Lemma 3.1 liefert direkt Prod (L) =n =1
und Prod(J) =m = 0 bzw. Prod(L) =n =1 und Prod(J) = m = 1.

Zu iii. Lemma 3.1 entsprechend miissen L = {w} und J = {w'} fiir ein Alphabet
T und w,w’ € T* sein, wenn Prod (L) = 1 und Prod(J) = 1 gelten sollen. Der Fall
w = w' impliziert L U J = {w}, was nach Lemma 3.1 die Tatsache Prod (LU J) =1
zur Konsequenz hat. Dasselbe Lemma begriindet Prod (L U J) = 2 fiir den anderen Fall
w#w, LUJ={w,w'}.

Zu iv. Es sei Prod(J) = m = 0. Aufgrund von Lemma 3.1 gilt J = (). Infolgedessen
erhalten wir LU J = LU () = L, und damit Prod (L U J) = Prod (L) = n.

Zu v. Es seien G = (N, T, P, S) mit L(G) = L, Prod(G) = Prod(L) = n > 1
und G’ = (N, T', P/, ') mit L(G’) = J, Prod(G’) = Prod(J) = 1 regel-minimale
kontextfreie Grammatiken, fiir die wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit S” ¢ N
und S” ¢ N’ voraussetzen. Nach Lemma 3.1 gilt J = {w'} mit v’ € T"". Wir koénnen
nun stets die kontextfreie Grammatik

(NU{8"}, TUT , PU{S" - 8,58 > uw'},S")

angeben, die LU J mit genau Prod (G) + 2 Regeln erzeugt. Mithin erhalten wir Prod (LU
J) <Prod(G)+2=n+2.

Zu vi. Wéhlen wir die kontextfreien Grammatiken G mit L(G) = L und G’ mit
L(G') = J aus dem Beweis des Lemmas 2.8 so, dass Prod(G) = Prod(L) = n und
Prod(G’) = Prod(J) = m gelten, dann zéhlen wir in Gy mit L(Gy) = L U J hochstens
n + m + 2 Regeln (Beweis zu Lemma 2.8). Mithin gilt Prod (L U J) < Prod(Gy) =
n+m+ 2. O

Lemma 3.16 — Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitdt unter Vereinigung
Unter den Voraussetzungen n,m € Ny gelten

i. 2 Chred(3,m) fiir 1 <m < 3,

ii. 2. e Chrd(n,2) firn > 2,

iii. 2 € CErod(n, 3) fir n > 3,

iv. 3 € CFd(n,2) fiir n > 2,

v. m—1¢ CBrOd(n,m) firn>5und 5 <m<n,

viin—1¢€¢ CBrOd(n,m) firn>5und 1 <m < n,

vii. 4,...,n € CBTOd(n, 2) fiir n > 4,

viii. 6,...,n€CBr0d(n,m) firn > 6 und 4 < m <n.
ix. m,...,nECBmd(n,m) firn>3und 3 <m <n,
X. n,...,n+mée CH°d(n,m) fir n >0und 0 < m < n,

xi. n—i—m—l—lGCBrOd(n,m) firn>2und 1< m<n,
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3.3. Vereinigung

xii. n—i—m-l—QGCBrOd(n,m) firn>2und 2 <m<n,

Beweis: Es seien T ein Alphabet und a,b € T.
Zu i. Fir 1 <m < 3 setzen wir

Ly ={a}U {ai
Im = {a2i

iz3}

1<i§m}.

Es gelten Prod(L3) = 3 nach Lemma 3.4 und Prod(J,,) = m nach Lemma 3.2, zudem
LsUJ, = {a}+.

Lemma 3.3 liefert schliellich Prod (Ls U J,,) = 2.
Zu ii. Fir n > 2 seien

Nach Lemma 3.2 gilt Prod(L,) = n und nach Lemma 3.3 Prod (J2) = 2. Des Weiteren
ergibt sich aus
L,UJy=Jy= {a}+

und Lemma 3.3 Prod (L, U J2) = 2.
Zu iii. Fur n > 3 setzen wir

Ln:{&ﬂ1gi§n}
J3 ={a} U {ai

123}

Wegen von Lemma 3.2 stimmt Prod (L, ) = n und wegen Lemma 3.4 Prod(J3) = 3. Es
gilt
L,UJ;= {a}+,

wobei sich Prod (L, U J3) = 2 nach Lemma 3.3 ergibt.
Zu iv. Fir n > 2 legen wir

Ln:{a}U{aT‘Zgign},
JQZ{ai

i23}

fest. Die Aussage Prod(L,) = n kann analog zum Beweis von Lemma 3.2 gefiihrt
werden — es wird lediglich a? aus der Sprache entfernt. Lemma 3.3 entnehmen wir
Prod(Jy) = 2. Fiir die Vereinigung der beiden Sprachen erhalten wir

L,UJy={a}U {ai

iz3}

Lemma 3.4 liefert Prod (L, U J2) = 3.
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3. Regelkomplexitat

Zuv. Firn > 5 und 5 < m < n seien
Ln:{azi‘lgign},
Jm:{a}u{ai

i>3bu{p? |1<i<m-4}.
Nach Lemma 3.2 gilt Prod(L,,) = n. Wir kénnen die Sprache J,,, als A3 U B,, fir

Agz{a}U{CLi
Bm:{bQi‘lgigm—4}

¢23},

ausdriicken. Aufgrund von Lemma 3.4 gilt Prod (A3) = 3, und nach Lemma 3.2 gilt
Prod(B,,) = m — 4. Wir diirfen Satz 2.22 auf A3 und B,,, anwenden und erhalten

Prod(J,,) = Prod (A3 U B,,) = Prod (A3) + 1 + Prod (B,,)
=3+1+(m—4)=m

(1 muss addiert werden, da jede regel-minimale kontextfreie Grammatik, die A3 erzeugt,
eine Initialschleifenableitung hat). Weiterhin ergibt sich

LyUdy = {a} U{t* [1<i<m-4}.

Wie zuvor zerlegen wir die Sprache Ly, U J,, in {a}* und {6?' |1 < i < m — 4}, und
verifizieren mit Lemma 3.3, Lemma 3.2 und Satz 2.22

Prod (Ly U J,) = Prod ({a}*) + 1+ Prod ({* ] 1<i<m—4})
—2+1+(m—4)=m—1

(da {a}" nur mit Initialschleifenableitung generiert werden kann, muss 1 addiert werden).

Zu vi. Firn > 5 und 1 <m < n legen wir

L, ={a}U {ai

Jm:{azi‘lgigm}

i23}u{b2i‘1§i§n—4},

fest. Wir zerlegen die Sprache L, indem wir L,, = A3 U B, fir

Agz{a}U{ai
Bn:{b?‘lgign—él}

i23},

wahlen. Wegen Lemma 3.4 gilt Prod (A3) = 3 und wegen Lemma 3.2 Prod (B,,) =n — 4.
Die Anwendung des Satzes 2.22 auf A3 und B,, ergibt

Prod(Ly) = Prod(As U B;,) = Prod(A3) + 1 + Prod (B,,)
=3+14+(n—4)=n
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3.3. Vereinigung

(1 muss addiert werden, da jede regel-minimale kontextfreie Grammatik, die A3 erzeugt,
eine Initialschleifenableitung hat). Nach Lemma 3.2 gilt Prod(J,,) = m. Es gilt die
Aussage

LyUdm = {a}* U{p* [1<i<n-4}.

Eine Zerlegung von Ly, U J,, in {a}* und {b* |1 < i < n — 4} ergibt nach Lemma 3.3,
Lemma 3.2 und Satz 2.22

Prod(Ly U Jyn) = Prod ({a}") + 1+ Prod ({#* | 1 <i < n —4})
=24+1+(n—4)=n—-1

(1 muss wegen der notwendigen Initialschleifenableitung zur Generierung von {a}*
addiert werden).

Zu vii. Fur n > 4 und 4 < k < n wahlen wir
E=k-3,
Ln,k — {CLZi

Jo = {aileH

1§i§k’}u{a2i‘k’+1§i§n},

iz 1),

Lemma 3.2 liefert Prod(Ly, ) = n und Lemma 3.3 Prod (J2) = 2. Fiir die nachstehende
Vereinigung
iz 1),

ergibt sich nach Anwendung von Lemma 3.6 die Beschreibungskomplexitét Prod (Ly, 1 U
JQ) =k'+3=k.

k41

Ln,kUJQZ{GQi’1§i§k/}u{ai2

Zu viii. Fir die Variablen n > 6,4 < m < n und 6 < k < n verwenden wir die
Variablen und Sprachen

n=n-3m=m-3,k=k—-6,
Lok ={a® |1<i <KU{p* | K +1<i<n'}U{c},
sz{b}+u{czi‘1§i§m/}.

Wir zerlegen die Sprache L,, , = A, U By, ;, U C in 3 Sprachen, indem wir die folgenden
Festlegungen vornehmen:

Ak:{aQillgigk’},
Buy = {0*| ¥ +1<i<n’},
C ={c}*.

Nach Lemma 3.2 erhalten wir Prod (Ay) = &’ und Prod (B,, ;) = n' — k' sowie Prod (C) =
2 nach Lemma 3.3. Durch zweimalige Anwendung des Satzes 2.22 ergibt sich dann
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3. Regelkomplexitat

Prod(Ly, ;) = Prod (Ay) + Prod (B, 1) + Prod (C) + 1

=k +n -k +3
=(k-6)+(n—-3)—(k—6)+3
=n.

Analog errechnen wir fur J,, die Regelanzahl Prod(J,,) = m. Die Vereinigung der
Sprachen L, ;, und J,, liefert

Lok Udm = {a® [1<i <K} U{b} U e}
Durch Verwendung derselben Lemmata und Sétze wie im vorherigen Absatz ergibt sich

Prod (L, U Ji) = Prod ({a* ‘ 1<i<k})+
Prod ({b}") + 1+ Prod ({c}*) +1

=K +3+3
=(k—6)+6
=k.

Zuix. Firn > 3,3 <m <nund m < k < n seien
m =m -3,k =k — 3,
n:{ﬁilgigk}u{wﬂlgign—yk
:{a2i

Wir setzen Ay = {0 |1 <i <k} und By = {b* |1 <i <n—k'} fiir L, = Ay U By
Nach Satz 2.22 und Lemma 3.2 erhalten wir

~

<

1§i§m'}u{bi

1§¢§2”—’f/}.

Prod (L,) = Prod (A, U B, 1)
= Prod (Aj) + Prod (B, 1)
=K+ n-K)=n

(regel-minimale kontextfreie Grammatiken fiir Ay oder B,, ; haben keine Initialschleifen-
ableitungen). Unter Zuhilfenahme von Lemma 3.5 ergibt sich analog

Prod(J,,) = Prod ({aQi ‘ 1< < m'}) + Prod({bi
=m'+3
— (m — 3) +3=m.

1<i< 2”"“’})

Die Vereinigung der Sprachen L,, und J,, ist

LnUKm:{aTMgigk'}u{bi

1§z’§2"*’“'}.

Durch abermaliges Anwenden von Satz 2.22 und Lemma 3.2 erhalten wir
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3.3. Vereinigung

Prod (Ly U Jyn) = Prod ({a* | 1 <i < ¥'}) + Prod ({¥
— K +3=(k—3)+3=k

1<i< 2”"“’})

Zux. Firn>0,0<m <nund n <k <n-+m legen wir
Ln:{azi 1§i§n},

(n—p)+i
Jn m,k = {a2

p:n—{—m—k,lgigm}

fest. Aufgrund von Lemma 3.2 folgern wir sofort Prod (L) = n sowie Prod (Jp, 1) = m.
Es sind immer genau p = n + m — k Elemente von J,, ,, , in L,, enthalten. Daher gehen
bei der Vereinigung von L, und J,, i stets p Elemente ,verloren“. Fir L, U Jy m i
benétigen wir — abermals wegen Lemma 3.2 — n Regeln fiir die Worter a¥,1<i<n,
und m — p Regeln fiir die Worter a2n+l, 1 <4 <m —p, die nicht in L,, aber in J;, ;,, &
enthalten sind. Damit erhalten wir

Prod(L, U Jymi) =n+(m—p)=n+(m—(n+m—k))=k.
Zu xi. Firn > 2 und 1 < m < n seien

Lp={a;|1<i<n-1}",
Jm:{b2i|1§i§m}.

Die Aussagen Prod(L,) = n bzw. Prod(J,,) = m entnehmen wir dem Lemma 3.7
bzw. dem Lemma 3.2. Die Alphabete der Sprachen L,, und J,, sind disjunkt. Folglich
kénnen wir Satz 2.22 anwenden und erhalten Prod (L, U J,;,) = n+ m + 1 (1 muss
addiert werden, da jede regel-minimale kontextfreie Grammatik, die L,, generiert, eine
Initialschleifenableitung hat).

Zu xii. Fiirn > 2 und 2 < m < n legen wir

Lp={ai|1<i<n—1}",
Jm ={bi|1<i<m—1}*

fest. Aufgrund von Lemma 3.7 sind Prod(L;,) = n und Prod(J,,) = m korrekt. Die
Alphabete von L,, und J,, sind disjunkt. Somit gilt Prod (L, U J,;,) = n + m + 2 nach
Anwendung des Satzes 2.22 (2 muss addiert werden, da jede regel-minimale kontextfreie
Grammatik, die L, oder J,,, generiert, eine Initialschleifenableitung hat). O

Satz 3.17 — Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitat unter Vereinigung
Firn,m € Ng und m < n gelten

{n} = CLPJ)rOd (n7 0)7

{17 2} = CErOd (17 1)’
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3. Regelkomplexitat

{2,3,4} = C(2,
{2,3,4,5} = CFrod 3,
4,5,6 € CProd (4,

4,5,6,7 € CErod (5,
n—1,...,n+2ecChed(n

1),

1),
1)%0,1,7,...,
1)%0,1,8,...,
,1)30,1,n+3,... firn>6,
fir n > 2,

fiirn > 3,

{2,...,n—|—4}:CEr°d n,2

{2,...,n+5} =CF*d(n,3

2,4,...,n+6cCl(n4)30,1,n+7,... firn>4,

4,...,n+7€Ch(n,5)$0,1,n+8,... firn>5,

5,...,n+8€ChY(n,6)$0,1,n+9,... firn>6,
(

6,...,n+m—|—2€CEr°d n,m)30,l,n+m+3,... firm>7m2>7,

(n,2)
(n,3)

n
n

chred(n,m) = cFred(m,n).

Beweis: Der Satz ist eine Zusammenfassung der Lemmata 3.15 und 3.16 unter Zuhilfe-
nahme des Lemmas 3.14. (|

Bemerkung: Es seien n,m € Ny und m < n. Im Folgenden sind die noch offenen Félle
zu den Ergebnissen aus Satz 3.17 vollsténdig dargestellt:

2,3 €’ CcFrod(4,1),
2,3 ¢’ Cbrod(5,1),
2,...,n—2¢e" CPrd(n, 1) fir n > 6,

3 e’ cbrod(n, 4) fir n > 4,

2,3 €’ CBmd (n,5) fir n > 5,

2,3,4 €’ CcErd (n, 6) fiir n > 6,
2,3,4,5 €’ CFd(n,m) fir n>7,m > 7.

3.4. Konkatenation
Wir untersuchen den Raum der Regelkomplexitit unter Konkatenation.
Lemma 3.18 — Kommutativitit von CPred

Fiir n,m € Nyg gilt
ctrod(n,m) = cPd(m, n).
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3.4. Konkatenation

Beweis: BEs sei k € CP™4(n,m). Dann existieren zwei kontextfreie Sprachen L und J mit
Prod(L) = n, Prod(J) = m und Prod (L - J) = k. Nach Satz 3.13 gilt Prod ((L - J)") =
Prod(L - J). Weiterhin kann das Faktum (L-J)% = J% . L® aus der Definition 2.6
abgeleitet werden. Die Kombination der beiden Tatsachen ergibt

k =Prod(L-J) = Prod ((L-J)*) =Prod(J" - L*%).

Da Prod(J%) = Prod(J) = m und Prod (L") = Prod(L) = n gelten, erhalten wir
k€ CPd (m, n). Somit ist CY°d(n, m) € CF™4(m, n). Dass andersherum CF™4 (m,
n) C CP*d(n, m) korrekt ist, kénnen wir analog zeigen. Folglich ergibt sich CF™4 (n,
m) = CPd (m, n). O

Lemma 3.19 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitdt unter
Konkatenation
Unter den Voraussetzungen n,m € Ny gelten

i. 0¢ CPd(n,m) firn>1,m>1,
ii. 1¢ CPd(n,m) fir n> 2,
iii. {1} = CcProd(1,1),
iv. {0} = CPd(n,0),

v. n+2,... ¢ CPod(n 1) firn > 1,
vi. n4m+2,... ¢ CPd(n m).

Beweis: Es seien L und J zwei kontextfreie Sprachen, fiir die Prod (L) = n, n € Ny, und
Prod(J) = m, m € Ny, gelten.

Zui. Es seien n > 1, m > 1 und Prod (L-J) = 0. Dann muss nach Lemma 3.1 L-J = ()
gelten. Dies impliziert L = () oder J = (). Ebenfalls wegen Lemma 3.1 folgen sofort
Prod (L) = 0 oder Prod(J) = 0, und damit n = 0 oder m = 0, was den Voraussetzungen
widerspricht.

Zu ii. Es sei Prod(L - J) = 1. Dann gilt wegen Lemma 3.1 L-J = {w}, w € T,
fiir ein beliebiges Alphabet T'. Die einzigen Moglichkeit ist L = {wr}, wr, € T™, und
J =A{ws}, wy € T*, fir wpwy = w. Lemma 3.1 liefert direkt Prod (L) = n = 1 und
Prod(J) =m = 1.

Zu iii. Es seien Prod(L) = 1 und Prod(J) = 1. Dann gelten wegen Lemma 3.1
L ={wr}, wp € T*, und J = {wy}, wy € T*, fur ein beliebiges Alphabet T'. Wir
erhalten L-J = {wrwy}, was nach demselben Lemma Prod (L-J) = Prod ({wrw;}) =1
zur Folge hat.

Zu iv. Es sei Prod(J) = m = 0. Aufgrund von Lemma 3.1 gilt J = (). Infolgedessen
erhalten wir L - J = L -0 = (), und damit Prod (L - J) = Prod (§)) = 0 (Lemma 3.1).

Zu v. Es seien G = (N, T, P, S) mit L(G) = L, Prod(G) = Prod(L) = n > 1
und G’ = (N, T', P!/, S’) mit L(G’") = J, Prod(G’) = Prod(J) = 1 regel-minimale
kontextfreie Grammatiken, fiir die wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit S” ¢ N
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3. Regelkomplexitat

und S” ¢ N’ voraussetzen. Nach Lemma 3.1 gilt J = {w'} mit w’ € T"*. Wir koénnen
nun stets die kontextfreie Grammatik

(NU{S"}, TUT, PU{S" - Su'}, ")

angeben, die L-J mit genau Prod (G)+1 Regeln erzeugt. Mithin erhalten wir Prod (L-J) <
Prod(G)+1=n+1.

Zu vi. Wéhlen wir die Grammatiken G mit L(G) = L und G’ mit L(G’) = J aus dem
Beweis des Lemmas 2.8 so, dass Prod (G) = Prod (L) = n und Prod (G’) = Prod(J) =m
gelten, sind in G. mit L(G.) = L - J hochstens n + m + 1 Regeln enthalten (Beweis zu
Lemma 2.8). Folglich gilt Prod(L - J) < Prod(G.) =n+m + 1. O

Lemma 3.20 - Es gilt 2, 3,4 € CFrd(2,2)
Es gilt 2,3,4 € CP™d(2,2).

Beweis: Es seien T  ein Alphabet mit mindestens 4 Buchstaben und paarweise verschiedene
a,b,c,deT.

Es sei L = {a}*. Nach Lemma 3.3 gilt Prod(L) = 2. Weiterhin ist die Aussage
L-L={a}"-{a}" ={a}" = L korrekt, also auch Prod(L - L) = Prod (L) = 2.

Es seien L = {a}" und J = {b}". Nach Lemma 3.3 gelten Prod(L) = 2 und
Prod(J) = 2. Die Konkatenation der beiden Sprachen ist L -J = {a}" - {b}". Es sei
G = (N, T, P, S) eine regel-minimale kontextfreie Grammatik, die L - J erzeugt. Da
|L-J| = |N| gilt, folgt nach Lemma 2.23 die Regelkomplexitiat Prod (L-J) > 2 und zudem
die Existenz einer Schleifenableitung A =* zAy fir A € N und z,y € T*, xy # A
sowie die Ableitung A =—* w, w € T, die mithilfe von 2 Regeln realisiert werden.
Existierte nur eine Schleifenableitung, so miissten = € {a}" und y € {b}" gelten. Dann
aber konnten die Buchstaben a und b nicht unabhingig in Bezug auf die Anzahl ihrer
Vorkommen in den generierten Wortern erzeugt werden. Folglich ,fehlten® Worter, die
in L - J vorkommen. Infolgedessen gibt es eine weitere Schleifenableitung. Diese bedingt
mindestens eine weitere Regel. Mithin gilt Prod (L) = Prod (G) > 3. Andererseits erzeugt
die kontextfreie Grammatik

({S},{a,b},{S — aS,S — Sb,S — ab},S)

die Sprache L-J mit genau 3 Regeln, also Prod (L-J) < 3. Zusammen gilt Prod (L-J) = 3.

Es seien L = {a, b} und J = {¢, d}. Nach Lemma 3.8 gelten Prod(L) = 2 und
Prod(J) = 2. Als Konkatenation der beiden Sprachen erhalten wir L - J = {a, b} - {c,
d} = {ac, ad, be, bd}. Aus Lemma 3.1 folgt Prod(L - J) > 3. Durch Ausprobieren
aller kontextfreien Grammatiken, die genau 3 Regeln haben, die als Terminale nur a,
b, ¢ und d enthalten (dirfen nur begrenzt haufig vorkommen), und damit héchstens
3 Nichtterminale (jedes Nichtterminal bedingt mindestens eine Regel, diirfen nur begrenzt
hiufig in Regeln vorkommen), erkennen wir, dass es mit genau 3 Regeln nicht moglich
ist, die Sprache L - J zu erzeugen. Es folgt Prod (L - J) > 4. Die kontextfreie Grammatik

({S},{a,b,c,d},{S — ac,S — ad, S — be, S — bd},S)
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3.4. Konkatenation

erzeugt die Sprache L - J mit genau 4 Regeln. Mit Obigem folgt Prod (L -J) =4. O

Lemma 3.21 - Es gilt n € CF™4(n, 2)
Fiir n € Ny, n > 2, gilt n e ¢Prod (n,2).

Beweis: Es seien T, ein Alphabet mit mindestens n — 1 Buchstaben, paarweise verschie-
dene b,a; € T,,, 1 < i <n — 2, sowie

Ly ={a1,... an_o}" - {b}*,
J = {b}*.

Fiir das in Lemma 2.10 definierte X erhalten wir im Fall von L,, die Menge X = {ay,
... ap—2,b}. Folglich muss es in einer regel-minimalen kontextfreien Grammatik, die L,
generiert, mindestens n — 1 Regeln geben. Jede dieser Regeln enthéilt mindestens ein
Terminal auf der rechten Seite. Daher bendtigen wir zudem eine Regel mit nur A auf der
rechten Seite, um auch das Wort A € L,, erzeugen zu kénnen. Mithin gilt Prod (L,,) > n.
Die kontextfreie Grammatik

({S},T, P, S)

mit
P,={S—>\S—=SbU{S—>aS|1<i<n-—2},

die L,, mittels n Regeln generiert. Mit Obigem folgt Prod(L,) = n.
Aufgrund von Lemma 3.3 gilt Prod (J) = 2.
Die Konkatenation von L, und J ergibt

Ln -J = {al, . ,an_Q}* . {b}* . {b}* = {al, e ,an_g}* . {b}* = Ln.

Von oben entnehmen wir daher das Ergebnis Prod (L, - J) = Prod (L) = n. O

Lemma 3.22 — Es gilt n + m + 1 € CF™4(n, m)
FirneNg,n>2, undmeNg, m>2 giltn+m+1¢€ C.Pmd(n,m).

Beweis: Es seien T}, ,,, ein Alphabet mit mindestens n + m + 2 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,d,e,c;, f; € Tym, 1 <i<n—-1,1<j<m-—1,und C,, = {cy, ...,
Cn—l}a Fm = {f1, ey fm—l} sowie

L, = {aia:bi

1>0,x € Cn},
Im = {dil‘ei

iZO,xEFm}.

Aufgrund von Lemma 3.9 ergeben sich Prod (L,,) = n und Prod(J,,) = m.
Wir zeigen im Folgenden, dass die Regelkomplexitét fiir

Ly - I = {aixbidﬂ'yeﬂ‘ } i>0,j>0,0€Chyc Fm}

n + m + 1 betrégt.
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Es sei Grm = (Nnym, Tnoms Pnm, S) eine regel-minimale kontextfreie Grammatik, die
L,, - Jy, erzeugt. Nach Lemma 2.14 ist G, ,, reduziert. Da Ly, - Jp,, eine unendliche Sprache
ist, muss es nach Lemma 2.16 eine Schleifenableitung A =* uAv fiir A € N,, ;,, und
u,v € Ty ™, uv # A, geben. Die Woérter u und v diirfen kein ¢;, 1 <4 <n — 1, oder fj,
1 < j < m—1, enthalten — anderenfalls existierte eine Ableitung A =* uAv =* u?Av?,
in der das Wort u?Av? mehr als ein ¢; bzw. fj enthielte, und folglich nicht Teil eines
Wortes aus L, - J,, sein kann. Weiterhin kénnen in v und v keine zwei verschiedenen
Buchstaben vorkommen, da u?Av? dann ein ungiiltiges Teilwort generierte. Fiir v und
v gilt also u,v € B fir B € {{a}", {b}", {d}", {e}"}. Aufgrund der Reduziertheit von
Gn,m gibt es die Ableitung

S =* v Av' =" WP AvPy =" dlabidiye’ € Ly, - Jy,

fir o', v" € T), " und p, i, j € Ny sowie z € Cp, und y € F,,,. Wir untersuchen nun alle
moglichen Falle fir v und v (uv # A):

e ue B, v=X\
— Aus u € {a}" folgt
S —=* w/uP T APty = w/uP T AN
=" a”‘“‘xbidjyej ¢ Ly - Jm.

— Die restlichen Félle v € B\ {a}" fithren analog zu einem nicht in L, - J,,
vorhandenen Wort.

e Fiir u = A\, v € B zeigen wir analog zum vorherigen Fall, dass ungiiltige Worter
erzeugt wiirden.

o Fir

(u,v) € {b}" x {a}* U
{d}" x {a} " U{d}" x {b}" U
{e}” x {a}"Ufe}” x {b}" U{e}" x {d}"

(Falle mit ,falscher® Buchstabenreihenfolge):
— Aus u € {b}", v € {a}" folgt

S =—* v/ Av' = w'uAvv’ = ' Aglly

= u/blpally’ ¢ Ly - I

fir A =" w, w € T),»* (Reduziertheit).

— Die restlichen Fille erzeugen analog ungiiltige Worter.

e u,v € C fir C € B (Fille mit gleichen Buchstaben):

50



3.4. Konkatenation

— Aus u € {a}", v € {a}" folgt

S =* y/uP Tt APty —* ai+|u‘+|”|xbidjyej ¢ Ly - Jm.

— In den iibrigen Féllen entstehen analog ungiiltige Worter.

o Fir
(u,v) € {a}" x {d}" U{a}" x {e}" U
{0} x {d} T U{b}" x {e}”

(Falle mit ,falschem“ Buchstabenpaar):
— Aus u € {a}", v € {d}" folgt

S =" y/uP Tt APty =% ai+|“‘xbidj+|”‘yej ¢ Ly - Jp.

— In den anderen Féllen entstehen analog Worter, die nicht in L,, - J,,, enthalten
sind.

e ue{a}t,ve{b}":
S =" WPt APty = gl gpp vl @i el |
Offenbar gilt a*“zbi*1Vldiyel € L,, - J,, genau dann, wenn |u| = |v] ist.
o ue {d}", ve{e}": analog zum vorherigen Fall.

In G, missen beide zuvor ermittelten Schleifenableitungen Ay, =* uiAgvg, k € {1,
2}, mit Ay € Ny und uy € {a}", v1 € {b}" sowie ug € {d}*, va € {e}", wobei
|ug| = |vk| gilt, vorkommen, da sonst nicht alle unendlich vielen Wérter mit beliebig
vielen Vorkommen von a, b und d, e generiert werden kénnten. Offenbar ist Ay = As
nicht moglich, da sonst beispielsweise A7 =—* u1 Ajv1 =" ujus A1v9v1 ableitbar wire,
was zu einem ungiiltigem Teilwort fihrte. Des Weiteren gilt S # Ag: Ware A1 = S,
gibe es die Ableitung S =* u1Sv1. Aulerdem gibt es wegen der Reduziertheit eine
Ableitung S =* u/ Ay’ fur gewisse u/,v" € T, ,,*. Mithin existierte eine Ableitung
S =* u1Sv; =" ugu'ug Asvav'vy, die zu einem nicht validen Wort fiithrte (kein Wort
aus Ly, - J, endet auf v; € {b}"). Analoges gilt fiir den Fall Ay = S. Insgesamt sind
in P, ,, mindestens 3 Regeln fiir die Ableitungen S ="* u}, Ayvy, u, vy, € T ", und
A =" up Ay, fiir k € {1,2} vorhanden — nédmlich Regeln pg, pa, und pa, mit S, A
bzw. Ay auf der linken Seite —, da S # A; # As # S gilt.

Die Existenz der Ableitung A; =" uj Ajv1 (u1 # A, v1 # \) bedingt, dass es eine
Ableitung der Form A; =* wy mit wy € {a}" - C, - {b}" fiir jeden Buchstaben aus C,,
geben muss, da in den Wortern aus Ly, - Jp, nur zwischen a und b genau ein Buchstabe
aus C,, vorkommen darf. Analog gibt es eine Ableitung der Form A, =* ws mit
we € {d}" - F,, - {e}" fiir jeden Buchstaben aus F.

In der Regel pg darf kein Buchstabe aus C, U F;,, vorkommen, da diese Regel bei
der Ableitung S =* uj, Ayv}, angewendet wird und dort A, =* wy, abgeleitet werden
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darf — wy enthélt bereits einen Buchstaben aus C,, U F,,,. Analoges gilt auch fir die
Regeln p4, . Keine der 3 Regeln pg, pa, und pa, enthélt einen Buchstaben aus C), U F3,.
Dartiber hinaus existiert keine Regel, auf deren rechter Seite mehr als ein Buchstabe
aus Cj, U F,,, vorkommt. Somit muss es fiir jeden der (n — 1) 4+ (m — 1) Buchstaben
aus Cp, U F,, mindestens eine separate Regel geben. Insgesamt folgt Prod (L, - J,,) >
3+(n—1)+(m—-1)=n+m+1.

Die kontextfreie Grammatik

({S7S1752}7Tn,mvpn,mas)
mit
P = {5 — 515,51 = aSib, Sy — dSoe} U
{1 =c|1<i<n—-1}U{Sy— fi|1<i<m-—1}

erzeugt die Sprache Ly, - J,,,. Wir zéhlen n +m + 1 Regeln. Mit Obigem folgt Prod (L,, -
Im) =n+m+ 1. O
Lemma 3.23 — Es gilt n + 1 € CF™d(n,2)

Fiir n € Nog, n > 4, gilt n+ 1 e ¢Frod (n,2).

Beweis: Es seien T, ein Alphabet mit mindestens n — 1 Buchstaben, paarweise verschie-
dene a,b,c,d; € T,, 1 <i <n —4, sowie

L, = {aia:bi
J={c}".

i>lLze{c) uld,... dua}},

Aufgrund von Lemma 3.11 erhalten wir Prod (L,,) = n und wegen Lemma 3.3 die Aussage
Prod(J) = 2. Die Konkatenation der beiden Sprachen ergibt L, - J = {a’zb’|i > 1,
z € {c}TU{dy, ..., dua}} - {c}T. Analog zum Beweis von Lemma 3.11 muss eine
regel-minimale kontextfreie Grammatik, die L,, - J generiert, auch die dort ermittelten
Regeln enthalten. Da die Erzeugung das zusétzlichen {c}* eine ,unabhingige* Schleife
bedingt, kommt mindestens eine weitere Regel hinzu. In der Tat geniigt die kontextfreie
Grammatik
({S, S1,S2}, Ty, Py, S)

mit
P,={S— 515} U
{51 — CLSlb}U {Sl — adib\ 1< < 77,—4} U{Sl — aSgb}U
{SQ — CSQ, SQ — C},
die L,, - J mittels n + 1 Regeln erzeugt. Mithin gilt Prod (L,, - J) = n + 1. O

Lemma 3.24 — Es gilt n + m € CF™d (n, m)
Fiir n € Ng, n > 3, und m € Ng, m > 2 gilt n + m € CF™4 (n, m).
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Beweis: Es seien T}, ,,, ein Alphabet mit mindestens n + m + 2 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,d, e, a, ¢, fj € Tym, 1 <0 <n—2,1<j<m-—1, und

L, = {aixbi

iZO,xE{cl,...,cn,g}}-{a},

T = {dixei i>0,2¢€ {fl,...,fm_l}}.

Die Regelkomplexitét von Ly, lesen wir aus Lemma 3.10 ab und die von J,,, aus Lemma 3.9
und erhalten Prod (L,,) = n bzw. Prod (J,,) = m.
Fiir die Konkatenation von L, und .J,, erhalten wir

Ly-Jy = {aixbiadjyej‘izo,j >0,z €{c1,...,cn2},y € {fl,...,fm_l}}.

Wir kénnen den Beweis des Lemmas 3.22 so abwandeln, dass er Prod (L, - J,,) > n+m
liefert — es muss lediglich « eingefiigt werden. Eine kontextfreie Grammatik, die L,, - J»,
generiert, ist

({57 Sl’ 82}7Tn,m7 Pn7m7 S)

mit
Pn’m = {S — S1aS5, 51 — aS1b, So — dSQ@} U
{51—>Ci’1§i§n—2}U{52—>fi| 1§i§m—1},
Tn,m = {a7 b7 da €, Oé} U {Cb ceey Cnf2} U {fla ceey fmfl} .
Wir zéhlen n + m Regeln. Insgesamt resultiert Prod (L, - Jp,) = n + m. O

Lemma 3.25 — Es gilt n +m — 1 € CP™d (n, m)
Fiir n € Ng, n > 3, und m € Ng, m > 3, gilt n +m — 1 € C'™4 (n, m).

Beweis: Es seien T}, ,,, ein Alphabet mit mindestens n + m + 1 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,d, e, a, ¢;, fj € Ty, 1 <0 <n—2,1<j<m~—2, und

L, = {aiz‘bi

i>0,2€{en,...,enn}}{a},

Km:{di:vei iZO,xE{fl,...,fm,Q}}-{a}.

Wir zeigen Prod (Ly,) = n, Prod (K,,) = m und Prod (L, - K,,) = n+m— 1: Lemma 3.10
liefert die Aussagen Prod(L,) = n und Prod(K,,) = m. Durch eine leichte Variation
des Beweises zum Lemma 3.24 lésst sich Prod (L, - K;,) > n + m — 1 ermitteln —
der Buchstabe f,,_1 muss dort getilgt und ein weiteres a hinzugefiigt werden. Die

kontextfreie Grammatik
({57 517 52} 7T1’L,m7 Pn,'rm S)

mit

Pn,m :{S—)SlOéSQO[, S1 — aS1b, S, —)dSQG}U
{Sl—>clf1§Z§n—2}U{Sg—>fl|1§z§m—2},
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3. Regelkomplexitat

Tn,m = {avb)da ¢, a} ) {Cl,. . -,Cn_Q} U {f17 o ')fm—2}

erzeugt Ly, - K, mittels n + m — 1 Regeln. Daher gilt Prod(L,, - K;,) =n+m—1. O

Lemma 3.26 — Es gilt n +m — 2 € CF™d (n,m)
Fiir n € Ng, n > 5, und m € Ny, m > 4, gilt n +m — 2 € C'™4 (n, m).

Beweis: Es seien T}, ,,, ein Alphabet mit mindestens n + m — 3 Buchstaben, paarweise
verschiedene a,b,c,e, f,a,d;,g; € Ty, 1 <i<n—5,1<7<m—4, und

L, = {aia:bi

K, = {eixfi

i>lze{c} Uld,...,dps}}-{a},

iZ1,x€{c}+u{gl,...,gm,4}}.

Die Komplexitédten Prod(L,) = n und Prod (K,,) = m entnehmen wir Lemma 3.12
bzw. Lemma 3.11. Um Prod (L, - K;,) = n + m — 2 zu zeigen, kénnen wir strukturell
so wie im Beweis zum Lemma 3.24 verfahren. Dabei muss beachtet werden, dass die
Regeln zur Erzeugung der Wérter aus {c} ", die zweimal als Teilwérter in einem Wort aus
L, - K, vorkommen kénnen, nicht ,,doppelt“ vorhanden sein miissen. Dadurch ,sparen’
wir 2 Regeln, bezogen auf die Summe der Anzahl der Regeln von regel-minimalen
Grammatiken fur L,, und K,,. Die kontextfreie Grammatik

¢

({S, Slv 527 Sc} ) Tn,ma Pn,m, S)
mit

Py =48 — S1a5,51 = aSib, S — eSaf} U
{51 > di|1<i<n—-5}U{Sy—g|l<i<m-—4}U
{S1 — aS¢b,S2 — eS.f,S. — ¢S¢, Se — ¢},

Tom ={a,b,c,e, f,a} U{di,...,dn—5}U{g1,. ., Gm—-a}

erzeugt L, - K,, mittels n +m — 2 Regeln. Es folgt Prod(L,, - K,,) =n+m — 2. O
Lemma 3.27 - Esgilt n+2,...,n+m —3 € C,P“’d(n,m)
Fiir n € Ng, n > 5, und m € Ng, m > 5, gilt n+2,...,n+m —3 € C'™(n,m).

Beweis: Es seien k € Nop,n+2 < k <n+m—3,und p = (n + m) — k. Ferner
seien Ty, y, 1 ein Alphabet mit mindestens k — 4 Buchstaben, paarweise verschiedene
a,d' b,b d, e, ci,c, fj € Ty, 1 <i<n—p—1,1<¢d<m-p—-1,1<j<p-2,
und Gy = {e1,. s enp1}, Cp = 1{ch, s pp 1}y F = {f1,. .-, fp—2} sowie

Rymp = {dixei

i>0,z ¢ Fk} :
Lymp = {aimbi

{ > ny € Cn,k} ' Rn,m,ka

Kpmi = {a”xb”

7 2 O,.’L’ e C;n,k} . Rn,m,k-
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3.4. Konkatenation

Dann gelten nach dem Beweis von Lemma 3.22 die Aussagen Prod (L, ) = n und
Prod (K m k) = m.

Essei Gk = (Nnm k> Trm ks Poom,ks S) €ine regel-minimale kontextfreie Grammatik,
die Ly, i - K m i erzeugt. Dass Prod (G, m k) = Prod (Ly mk - Knm k) > k korrekt ist,
lasst sich zeigen, indem analog zum Beweis von Lemma 3.22 argumentiert wird. Derart
existieren in P, ,, 1 fiir jeden der k—4 Buchstaben aus C;n’ &> Cn i und F}, mindestens eine
separate Regel und dariiber hinaus mindestens 3 weitere Regeln, die Schleifenableitungen
der Form A; =* w;A;v; mit A; € Ny und ug € {a}t, v1 € {b}T, uy € {d'}",
vo € {b'}", v3 € {d}" sowie vz € {e}" fiir i € {1,2,3} erzeugen. SchlieBlich wird analog
zum Beweis von Lemma 3.22 noch mindestens 1 zusétzliche Regel mit S auf der linken
Seite benotigt. Insgesamt sind es folglich mindestens (k —4) + 3 + 1 = k Regeln. In der
Tat geniigen genau k Regeln, um L, ,, 1 - K, 1 20 generieren:

({S, SL; SK7 SK} 7Tn,m,k7 Pn,m,lm S)

mit
Pn,m,k = {S — S1,SrSK SR, S, — aSrb, S — a/SKb/,SR — dSRe} U
{St —we¢ll<i<n—p-—-1}U
{Sk = d|1<i<m-p-1}U
{Sr—=fil1<i<p-2},
Tn,m,k = {a, b, a', b/, d, 6} U Cn,k U C7/n,k U Fy,
Somit gilt letztendlich Prod (Ly, .k - Kpmi) = k. 0

Satz 3.28 — Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitit unter Konkatenation
Firn,m € Ny und m < n gelten

{0} = CFred (n, 0),

{1} = (1,1,
CProd(n,1) $0,1,n+2,... firn>2,

{2,...,5} = CPrd(2,2),
n,n+1,n+2,n+3€0?r0d(n,2) 20,1,n+4,... firn>3,

n+m—1,n+mn+m+1
e CPd(n,3) 0, 1,n+m~+2,... firn>3,
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3. Regelkomplexitat

7,...,9 e CPd(4,4) % 0,1,10,...,
n+m-—2,n+m—-—1I,n+mn+m-+1
e CPd(n,4)$0,1,n+m~+2,... firn>5,

n+2,....n+m+1
e CProd(n.m) 30,1, n+m+2,... firn>5m>5,
ctrod(n,m) = cPod(m, n).

Beweis: Der Satz ist eine Zusammenfassung der Lemmata 3.19, 3.20, 3.21, 3.22, 3.23,
3.24, 3.25, 3.26 und 3.27 unter Zuhilfenahme des Lemmas 3.18. O

Bemerkung: Es seien n,m € Ny und m < n. Im Folgenden sind die noch offenen Fille
zu den Ergebnissen aus Satz 3.28 vollsténdig dargestellt:

2,...,n+1e" CPd(n 1) fir n > 2,
2,...,n—1¢&" CPd(n, 2) fir n > 3,
2,...,n+m—2¢e’ CPd(n,3) firn >3,

2,...,6 " CProd (g 4),
2,...,n+m—3e’ CP(n, 4) fiir n > 5,

2,....,n+1€’ cProd (n,m) fiir n > 5,m > 5.
Wie in [DS08] beztiglich der Variablenkomplexitit bei der Konkatenation ist also auch

hier im Wesentlichen unklar, ob die Zahlen 2, ..., n im Raum der Regelkomplexitét
enthalten sind oder nicht. VAN

3.5. Kleene-Abschluss

Wir untersuchen den Raum der Regelkomplexitdt unter Kleene-Abschluss.

Lemma 3.29 — Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitiat unter Kleene-Abschluss
Unter den Voraussetzungen n € Ny gelten

i {1} = ¢ (0),

il {1,2} = Rl (1),
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3.5. Kleene-Abschluss

iii. 0¢ C4(n),

iv. 1¢ Cd (n) fir n > 2,
v.2,...,n+1¢€ Cgr*(’d(n) fiir n > 2,
vi.n+2¢€ Cgrf’d (n) fir n > 2,

vil. n+3,... ¢c%?duw.

Beweis: Zu i. Aufgrund des Lemmas 3.1 folgt aus Prod (L) = 0 die Tatsache L = 0,
und damit L* = (* = {A\} (Lemma 2.7). Dasselbe Lemma liefert dann Prod (L*) =
Prod({\}) = 1.

Zu ii. Wegen Lemma 3.1 erhalten wir aus Prod (L) = 1, dass L = {w} mit w € T™ fiir
ein Alphabet T ist. Falls w = X gilt, folgt L* = {\}* = {\}. Lemma 3.1 entnehmen wir
dann sofort Prod (L*) = Prod ({\}) = 1. Fiir den Fall w # X\ geben wir die kontextfreie
Grammatik

G=(N,T,{S - wS,S — A},9)

an, die sicher L* = {w}" erzeugt. Dies impliziert Prod (L*) < Prod(G) = 2. Bezug
nehmend auf Lemma 2.23, bendtigen wir fiir eine regel-minimale kontextfreie Grammatik,
die L* = {w}" (JL*| = |N|) erzeugt, mindestens zwei Regeln. Damit gilt Prod (L*) > 2
und insgesamt Prod (L*) = 2.

Zu iii. Aufgrund des Lemmas 2.7 Anstrich i gilt L* # () fiir alle kontextfreien Sprachen
L. Wegen Lemma 3.1 folgt dann immer Prod (L*) > 1.

Zu iv. Aus Prod (L*) = 1 folgt aufgrund des Lemmas 3.1 L* = {w} mit w € T™* fiir
ein Alphabet T. Fiir w kommt wegen Lemma 2.7, Anstrich ii nur A infrage. Damit
erhalten wir als einzige Moglichkeiten entweder L = () oder L = {A\} und schliefilich
wegen Lemma 3.1 Prod (L) = 0 bzw. Prod (L) = 1.

Zu v. Es seien fir n > 2 und 2 < k < n + 1 die Variable T} ein Alphabet mit
mindestens &’ Buchstaben, paarweise verschiedene a;,b € Ty, 1 <1i < k' — 1, sowie

K =k—1,
Lm:{wugigy—1MQRﬂogign—H}
Die Sprache L, j, lasst sich als Ly, ;, = Ay U B,, ;, mit
Ak:{ai‘ 1§’L§k/—1}

und
ank:{bQi‘Ogign—k’}

darstellen. Die Alphabete der Sprachen Ay und B,, ;, sind disjunkt und nach den Lemma-
ta 3.8 und 3.2 gelten Prod (A;) = k' —1 = k—2 bzw. Prod (B, ;) = n—k'+1 =n—k+2.
Mithin ergibt sich unter Berticksichtigung von Satz 2.22 Prod (Ly, 1) = Prod (AyUB,, ) =
(k—=2)+(n—k+2)=n.
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3. Regelkomplexitat

Die Anwendung des Kleene-Abschlusses auf L,, ; bringt
Lng* = ({ai| 1 <i <K =11 U {b})7,

wodurch wir Lemma 3.7 anwenden kénnen und Prod (L, ;") = k' + 1 = k erhalten.
Zu vi. Es seien fiir n > 2 die Variable T;, ein Alphabet mit mindestens n+1 Buchstaben,
paarweise verschiedene a,b,c; € T, 1 <7 <n—1, und

L, = {aixbi

iZO,xE{cl,...,cn_l}}.

Nach Lemma 3.9 erhalten wir Prod(L,,) = n.

Es sei G, = (Np, Ty, Py, S) mit T,, = {a, b} U{c1,...,cp—1} und L(G,) = L,,* eine
regel-minimale kontextfreie Grammatik. Nach Lemma 2.14 ist G,, reduziert. Die Existenz
der Ableitung S =* X\ € L,,* bedingt eine Regel B — \ € P, fiir B € N,,. Wenden wir
Lemma 2.10 auf L,,* an, erhalten wir {¢; |1 <1i <n — 1} fir das dort definierte X. Es
folgt C; — w,, € P, fiir gewisse C; € N,, und w, € (N, U{c;})", |we;|e; > 1, und alle 4,
1 <i<n—1. Aufgrund von acib € L,* muss es eine Regel geben, in der ein Buchstabe
a vorkommt. In den Regeln B — A und C; — w., kommt kein a vor. Folglich existiert
eine weitere Regel A — w4 € P, fir A € N, und wq € (N, UT,)" mit der Bedingung
|lwale > 1. AuBlerdem folgt aus S ="* ac;b die Tatsache |wal, < 1, also |wal, = 1.
Insgesamt enthélt P, somit mindestens 2 + (n — 1) Regeln.

Wir werden nun zeigen, dass Gy, enthielte sie nur 2 + (n — 1) Regeln, L,,* nicht
erzeugen kénnte. Die Ableitung S =* ¢; € L,,* impliziert |wc,|., = 1. Da w4 ein a
enthélt, kann die Regel A — w4 nicht bei S =* ¢; angewendet worden sein. Deshalb
bleibt als einzige Moglichkeit fiir C; nur S iibrig. Analog leiten wir B = S, also § — A,
her.

Wenn A # S und |we, |4 > 1 gélten, wire S =" ¢; nicht realisierbar — es wiirde immer
auch ein a erzeugt werden. Gélten A # S und |w,|a = 0, fande die Regel A — w4 nie
Anwendung. Wir schlussfolgern hieraus A = S, also S — wa.

Fiir alle m € Ny existiert die Ableitung S =" a™c¢1b™. Die Buchstaben a" kénnen
nicht mithilfe von S — w,, erzeugt werden, da sonst |we, |s > 1 gelten miisste und mit
jeder neuen Anwendung von S — w,, ein weiteres c; zur Ableitung hinzuk&dme. Daher
bleibt nur |wals > 1 iibrig.

Das Terminalwort w'y in der Ableitung S =— wq =—* w/y € T,," enthilt, wenn
Ci = we; = S — we, nicht angewendet wird, sondern nur S — A, kein ¢;, und ist somit
kein Wort von L,,*. Folglich gilt |wa|s = 0. Dieser Widerspruch zur obigen Aussage
|lwals > 1 lésst sich nur auflésen, indem wir die Annahme, dass G,, nur 2 + (n — 1)
Regeln enthilt, fallen lassen. Es gilt Prod (G),) > n + 2. Insgesamt erhalten wir unter
Beachtung der kontextfreien Grammatik

({8, 5"}, T, Py, S)

mit
P, ={5—=85,8=5X58 —=aSb}U{S —¢|l1<i<n-1},
die L,* mittels n + 2 Regeln erzeugt, die Aussage Prod(L,*) =n + 2.
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Zu vii. Wahlen wir die Grammatik G mit L (G) = L aus dem Beweis des Lemmas 2.8 so,
dass Prod (G) = Prod (L) = n gilt, sind in Gy mit L (G(j«) = L* hochstens n + 2 Regeln
enthalten (Beweis zu Lemma 2.8). Folglich gilt Prod (L*) < Prod(G+) = n + 2. O

Satz 3.30 — Raum der Regelkomplexitat unter Kleene-Abschluss
Fiirn € Ng gelten

{1} = CPd (o),
{L 2} = CSE*Od(l)a
{2,...,n+2} = Cgﬂ(’d(n) fiirn > 2.

Beweis: Der Satz ist eine Zusammenfassung des Lemmas 3.29. (|

Bemerkung: Satz 3.30 lasst keine Falle offen. A

3.6. Homomorphismus

Wir untersuchen den Raum der Regelkomplexitidt unter Homomorphismus.

Lemma 3.31 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitat unter
Homomorphismus

Unter den Voraussetzungen n € Ny und einem beliebigen Homomorphismus h gelten die

Aussagen

i. {0} = CE(0),
ii. 0¢ CPd(n) fir n > 1,

iii. n41,... ¢ CPd(n),

Beweis: Es sei L eine kontextfreie Sprache, auf die der Homomorphismus h angewendet
werden kann.

Zu i. Das Lemma 3.1 liefert fiir Prod (L) = 0 als einzige Moglichkeit L = ), womit
sofort h(L) = h(0) = ) und Prod(h(L)) = Prod (0) = 0 folgen.

Zu ii. Soll Prod (h(L)) = 0 sein, so kommt wegen Lemma 3.1 nur h(L) = ) infrage,
was unmittelbar zu L = () und Prod (L) = Prod () = 0 fiihrt. Vorausgesetzt wird aber
Prod(L) =n > 1.

Zu iii. Wahlen wir die kontextfreie Grammatik G' aus dem Beweis des Lemmas 2.8
so, dass L(G) = L und Prod (G) = Prod (L) = n gelten, sind in G}, mit L(Gy) = h(L)
genau Prod (L) Regeln enthalten (Beweis zu Lemma 2.8). Folglich gilt Prod (h(L)) <
Prod(Gy) = Prod (L) = n. O
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3. Regelkomplexitat

Lemma 3.32 — Es gibt ein h, sodass 1,...,n € C;™4(n) gilt
Fiir ein Alphabet T' mit mindestens 3 Buchstaben, paarweise verschiedene a,b,c € T
und n € Ny, n > 1, sowie den (nicht-l16schenden) Homomorphismus

h: {a,b,c}* — {a,b}" mit h(a) =a,h(b) =b,h(c)=b
gilt 1,...,n € CE™d(n).
Beweis: Es seien n > 1 und 1 < k < n sowie

L= {aQi ’ 1<i<k— 1} U {bzn_2i02i

k<i<n}
eine kontextfreie Sprache. Wir kénnen die Sprache L, ;, in
Kk:{a2i’1§i§k—1}

und
Qni = {b2n72i02i ‘ kE<i< n}

zerlegen (L, = K U@y k). Die Alphabete der Teilsprachen Kj und @, j sind disjunkt.
Lemma 3.2 liefert Prod (Kj) = k — 1. Die Regelanzahl Prod (Q,, ;) bestimmen wir im
Folgenden.

Es sei Gp = (N, T, P,j, S) eine regel-minimale kontextfreie Grammatik mit
L(Gnk) = Qnj- Wir diirfen T' = {b, ¢} annehmen. Im Falle von k = n, also |Q, x| = 1,
lesen wir aus Lemma 3.1 Prod (@), z) = 1 ab. Fiir die tibrigen Fille gilt: Nach Lemma 2.14
ist G, 1, reduziert, und nach Lemma 2.21 existieren in G, j, keine isolierten Nichtterminale.
Es muss daher wenigstens zwei verschiedene Ableitungen

S =" rAy mit x,y € T,
S =" pAq mit p,q € T*

fiir jedes A € N, A # S, geben (zAy # pAq). Nach Lemma 2.15 gelten ferner
A="ueT",
A= veT"

wobei u # v ist. Substituieren wir nun A in den obigen Ableitungen, entstehen

S =" zuy € Qni,
S =" zvy € Qui,
S =" puq € Qn,
S =" pvq € Qn -

Aufgrund der Tatsache, dass alle Worter aus @y, die Lédnge 2" haben, ergeben sich
hieraus die verscharfenden Eigenschaften |u| = |v| und |zy| = [pq|.
Wir betrachten nachstehend konkret die drei vollstdndigen Félle fiir das Ableiten von
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3.6. Homomorphismus

Wortern aus @y, . Aus
S =" zxAy = VAW & —* bub’ @ =22 ¢ Qn.k

fiir j € No und §/,i € N folgt uw = b2" =24~ Fiir v muss dann v € {b}* wegen

S =" Ay =" bobl & € Qn.k

gelten. Es existiert allerdings kein v € {b}", fiir das gleichzeitig |v| = |u| und v #
u = b2" 2777 wahr ist. Somit kann dieser Fall nicht eintreten (Analoges gilt fiir

S =" pAq).
Der Fall

S =" 2y =" IAS =0 dud =" € Qua

fir j/ € Ng und 7,7 € N sowie v € {c}" kommt in analoger Weise nicht infrage (Analoges
gilt fir S ="* pAq).
Es verbleibt der Fall
S =" xAy = YA —* piych = p2" 2121 ¢ Qn ks
S =" 2xAy = W1AG —* pipdt = p2" 22622 ¢ Qn
S =% pAq = b2 A2 =* bruc? = b2 2% € Q.
S =" pAq = b2 A =" b = b 24 € Qi

(6.1)

fir j1,71, 72,75 € No, 44 € Nund ¢ € {1, 2, 3, 4}. Er impliziert v = b™¢*! und
v = b"2c*2 fir ry, s € No, 70 + s # 0 und ¢t € {1, 2}. Dariiber hinaus muss s; < s2
ohne Beschrankung der Allgemeinheit wegen |b™¢*1| = [b™2¢2| und b™ ¢! # b"™2¢%2 sein.
Analog muss ohne Beschrénkung der Allgemeinheit j; < jo gelten, da |1 Acit| = b2 Ac2|
und b1 AcTt # b2 Ac?? eingehalten werden miissen. Wir ersetzen nun « und v in den
Terminalwortern der Ableitungen in (6.1) und betrachten die Anzahl der Buchstaben c:

|51 = 51 + §1 = 29,
|c52c0t| = s + j1 = 22,
12| = 51 + jo = 279,
52672 | = 59 + jo = 24,

(6.2)

Offenbar resultieren 24 > 2%, 22 > 2% und 2% > 2 ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit. Durch Gleichsetzen und Faktorisierung der Gleichungen in (6.2) kommen wir
auf

21'4 — 22'1 (_1 4 22'3*1'1 4 2i2*i1>

was zu einem Widerspruch fithrt, da —1 4 237% 4 2271 picht durch 2 teilbar ist (i3 =11
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3. Regelkomplexitat

und i = i1 sind oben ausgeschlossen worden). Damit ist auch der letzte Fall unméglich.

Aufgrund der Reduziertheit von G, ;, — Lemma 2.14 — kénnen wir jeden Ableitungs-
schritt in Ableitungen der Woérter aus @, x, der mehr als ein Nichtterminal enthélt,
auf einen solchen mit einem Nichtterminal vereinfachen. Da die oben betrachteten drei
Félle nicht moglich sind, kann es keine zwei verschiedenen Ableitungen S =—* z Ay
und S =* pAq mit einem Nichtterminal A € N \ {S} geben. Damit wire A ein
isoliertes Nichtterminal, das allerdings nach Lemma 2.21 in G, ; nicht existiert. Mithin
befindet sich ausschliellich S in N. Fiir jedes Wort in @, ;, muss es genau eine Regel
in P, gegeben, da @, ; endlich ist und es somit keine Regel der Form S — xSy mit
z,y € (TU{S})" geben darf. Wir konstruieren nun eine regel-minimale kontextfreie
Grammatik G, , die @y, 1 erzeugt:

Gn»k = ({S} ’ {b7 C} ) Pn,ka S) )
Pog = {5 22 ‘ k<i< n}

Damit ergibt sich Prod (Qy %) =n —k+ 1.
Wie oben erwihnt, sind die Alphabete von Kj und @, ) disjunkt. Zusammen mit
Satz 2.22 erhalten wir

Prod (L, ) = Prod (K, UQnk) =(k—1)+(n—k+1)=n.
Wenden wir den Homomorphismus h auf L,, ; an, erhalten wir die Sprache
b (L) = {a® ‘ 1<i<k-1pu{e*}.

Die Alphabete der Teilsprachen {a% |1 < i < k — 1} und {b*"} sind disjunkt, woraus
sich letztendlich
Prod(h(Lpg)) =(k—1)+1=k

ergibt. U
Satz 3.33 — Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitat unter

Homomorphismus
Es sein € Ny.

1. Fur einen beliebigen Homomorphismus h gelten

{0} = ¢ (0),
chrodn) 40,n+1,... firn>1.

11. Es existiert ein Homomorphismus h, fiir den die folgenden Aussagen korrekt sind:

{0} = C{(0),
{1,...,n} = CPd(n) firn > 1.
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3.7. Inverser Homomorphismus

1it. Fiir die Menge aller Homomorphismen Hom gelten
{0} = Clion (0),
{1,...,n} = CEd () firn > 1.

Beweis: Anstrich i und ii sind eine Zusammenfassung der Lemmata 3.31 und 3.32. Der
Anstrich iii ergibt sich aus den Anstrichen i und ii. a

Bemerkung: Es sei n € Ny. Im Folgenden sind die noch offenen Fille zu den Ergebnissen
aus Satz 3.33 vollstdndig dargelegt:

« Es sei ein beliebiger Homomorphismus h gegeben. Gilt 1, ..., n € CE*4(n) fiir
n>17

A

3.7. Inverser Homomorphismus

Wir untersuchen den Raum der Regelkomplexitit unter inversem Homomorphismus.

Lemma 3.34 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitat unter
inversem Homomorphismus
Fiir einen beliebigen Homomorphismus h gilt {0} = CEﬂOd (0).

Beweis: Es sei L eine kontextfreie Sprache, auf die der inverse Homomorphismus h™
angewendet werden kann. Lemma 3.1 entnehmen wir, dass fiir Prod (L) = 0 nur L = ()
infrage kommt. Es folgen h™' (L) = h™' ()) = () und somit Prod (h™" (L)) = Prod(0) =0
aufgrund desselben Lemmas. (|

Lemma 3.35 — Es gibt ein h, sodass 0,...,n € CE_‘EOd (n) gilt
Fiir ein Alphabet T' mit mindestens 3 Buchstaben, paarweise verschiedene a,b,c € T
und n € Ny sowie den Homomorphismus

h: {a,b}" — {a,b,c}* mit h(a) =a,h(b) =c
gilt 0,...,n € CI4(n).

Beweis: Es sei
Lok ={a®|1<i<kfu{p* | k+1<i<n]

eine kontextfreie Sprache fiir n € Ngp und k € Ny, 0 < k < n. Wir setzen K}, = {a¥ |1 <
i <k}und Q= {(b* |k+1 <i<n}. Esgilt Ly = K UQy, k. Nach den Lemmata 3.2
und 3.1 (im Fall P, = 0 oder @, = () sind Prod (K}) = k sowie Prod (Qn %) =n — k
giiltig. Die Alphabete der Sprachen K}, und @), ; sind disjunkt. Mithin gilt

Prod (K}, UQn,k) =k+(n—k)=n
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3. Regelkomplexitat

unter Zuhilfenahme des Satzes 2.22.
Fiir den inversen Homomorphismus auf L, ;, erhalten wir

b (L) = {0 [1<i <k} = K,

und damit Prod (h™ (L, )) = Prod (K}) = k. O

Lemma 3.36 — Es gibt ein h,, x, sodass k € CE::‘;‘i (n) gilt

Es sei Ty, = {a; |« <1 <y} fiir x,y € Ny, 2 < y, ein Alphabet. Unter den Vorausset-
zungen n € N und k£ € N sowie Homomorphismen

hpp: Trg™ — T1p" mit hy g (a;) = a1,1 <@ <Kk,
gilt k € Cﬁrf_ll (n).
Beweis: Es sei

Ln = Tl,n

eine kontextfreie Sprache. Mittels Lemma 3.8 erhalten wir fiir die Menge T, , fiir
x,y € No, <y, als Anzahl der Regeln Prod(7},) =y — x + 1. Daher gilt Prod(L,) =
Prod(Th,)=n—-1+1=n.

Wenden wir den inversen Homomorphismus auf L,, an, so erhalten wir

hmk_l (Ln) = {CLZ‘ 1< < k‘} = Tl,k:~
Mit Obigem schlussfolgern wir

Prod(hy, ' (Ln)) =Prod(Ti ) =k —14+1=k.

Satz 3.37 — Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitat unter inversem
Homomorphismus
FEs sein € Ny.

i. Fiir einen beliebigen inversen Homomorphismus h™ gilt

{0} = C4(0).

ii. Es existiert ein inverser Homomorphismus ", fir den die folgenden Aussagen
korrekt sind:

{0} = ¢ (0),
0,...,n € CI%Y(n) fiirn > 1.

64



3.8. Schnitt mit reguldrer Sprache

iti. Fir die Menge aller inversen Homomorphismen Hom™ gelten

{0} = Gl (0),

Hom™

N= Cgfﬁ.l (n) firn > 1.

Beweis: Anstrich i und ii sind eine Zusammenfassung der Lemmata 3.34 und 3.35.
Anstrich iii ergibt sich aus Anstrich ii und Lemma 3.36. O

Bemerkung: Es seien n,k € Ng. Im Folgenden sind die noch offenen Félle zu den
Ergebnissen aus Satz 3.37 vollstandig dargelegt:

o Es sei ein beliebiger inverser Homomorphismus h™' gegeben. Gilt k € Cg_rf’d (n) fir
n>17

A

3.8. Schnitt mit reguldrer Sprache
Wir untersuchen den Raum der Regelkomplexitit unter Schnitt mit regulédrer Sprache.
Lemma 3.38 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitdt unter

Schnitt mit reguldrer Sprache
Unter den Voraussetzungen n € Ny und einer beliebigen reguléren Sprache R gelten

i. {0} = CErd(n) fiir R =0,

i. {0} =CR(0),
iii. {0,1} = CEd(n) fiir n > 1 und |R| =1,
iv. {0,1} = CEr9(1) fiir R # 0,

Beweis: Zu i. Es sei L eine beliebige kontextfreie Sprache. Offenbar gilt fiir R = () die
Aussage
Nr (L) =Ny (L) = 0.

Nach Lemma 3.1 ergibt sich
Prod (Ng (L)) = Prod (Ng (L)) = Prod (0) = 0.

Zu ii. Fir eine kontextfreie Sprache L mit Prod (L) = 0 kommt nach Lemma 3.1 nur
L = () in Betracht. Es folgt
N (L) =Nr (0) =0

fiir eine beliebige reguldre Sprache R. Nach Lemma 3.1 erhalten wir

0.

Prod (Ng (L)) = Prod (Ng (0)) = Prod (0)
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3. Regelkomplexitat

Zu iii. Es sei L eine beliebige kontextfreie Sprache und R = {w}, w € T™ fir ein
Alphabet T'. Dann gelten

Nr (L) = Ngwy (L) = {w}
im Fall von w € L und
MR (L) = Ngwy (L) =0

im Fall w ¢ L. Nach Lemma 3.1 ergeben sich

Prod (Mg (L)) = Prod (Nyy (L)) = Prod ({w}) = 1

bzw.

Prod (N (L)) = Prod (Ngyy (L)) = Prod () = 0.

Zu iv. Es soll Prod (L) = 1 fiir eine kontextfreie Sprache L gelten. Nach Lemma 3.1
kommt dann nur L = {w}, w € T*, fiir ein Alphabet T infrage. Wegen R # () existiert
ein w’ € R. Setzen wir L = {w'}, erhalten wir

N (L) = Nr ({w'}) = {w'},
was nach Lemma 3.1 die Tatsache
Prod (i (L)) = Prod (s ({u'})) = Prod ({u'}) = 1
liefert. Setzen wir nun L = {a} fir ein a € T, a ¢ Alph(R), gilt
Nr (L) = Nr ({a}) = 0.
Lemma 3.1 liefert
Prod (Ng (L)) = Prod (Ng ({a})) = Prod (0) = 0.
Der Schnitt von L = {w} mit R # () ist stets entweder
Ne (L) = Nr ({w}) =0

oder
Nr (L) = Nr ({w}) = {w}

je nachdem, ob w ¢ R bzw. w € R gilt. Aufgrund von Lemma 3.1 gilt also immer
Prod(Ng (L)) = 0 bzw. Prod(Ng (L)) = 1. O

Lemma 3.39 - Es gibt ein R, sodass 0,...,n € CE:’d (n) gilt

Fiir ein Alphabet T und a € T sowie n € Ny und die regulidre Sprache
R={a}"

gilt {0,...,n} = Cl;rROd (n).

Beweis: Es seien T ein Alphabet mit mindestens 2 Buchstaben, paarweise verschiedene
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3.8. Schnitt mit reguldrer Sprache

a,b €T und 0 < k < n sowie

Lok ={a® |1<i<kfu{p?

1<i<n—kj.
Die Sprache L, j, lasst sich mittels

Akz{a2"}1gigk},
Bmk:{bﬂlgign—k}

als Ay U B,, ), ausdriicken. Nach den Lemmata 3.2 und 3.1 (falls Ay = () oder B, ;, = 0)
gelten Prod (Ay) = k und Prod (B, ;) = n — k. Da Aj; und B, disjunkt sind, diirfen
wir Satz 2.22 anwenden und erhalten

Prod(Ly, ;) = Prod (A, U By, 1)
= Prod (A4j) + Prod (B, 1)
=k+(n—k)=n.

Es gilt NR (Lnx) = {aQi |1 <i<k}= A Wie zuvor folgt
Prod (Mg (Lnk)) = Prod (Ag) = k.

Es sei L eine kontextfreie Sprache und Gy = (N, T, Pr, S1) eine regel-minimale
kontextfreie Grammatik, die L erzeugt. Wir zeigen nun Symb (Mg (L)) < n. Die Sprache
Nr(L) =N (a}* (L) enthélt nur Worter, die génzlich aus dem Buchstaben a bestehen
und in L enthalten sind. Aufgrund dieser Tatsache kdnnen wir leicht eine kontextfreie
Grammatik G konstruieren, welche die Sprache Ng (L) erzeugt, indem wir alle Regeln p,
die in Ableitungen der Art S;, =¢,, w, € {a}" angewendet werden, in G einfiigen. Die
Regeln p bestehen neben dem Pfeil nur aus Symbolen aus Ny U {a, A\}. Somit gilt stets

Symb (Mg (L)) = Symb (G) < Symb (Gr) = Symb (L) = n.

Lemma 3.40 - Es gibt ein R,,, sodass 0,..., m € Clg::’d (n) gilt
Unter den Voraussetzungen n € N, n > 2, und m € N, m > 2, sowie einem Alphabet T,
a € T und der reguliren Sprache R, = {a® |1 <i < m} gelten

i. 0,1 € CErd(p),

MR
i, 2,...,me Chrd(2),
Prod .
iii. 2,...,m € Cr%(n) fir n > 3.

Beweis: Es seien T ein Alphabet mit mindestens 2 Buchstaben und paarweise verschiedene
a,beT.
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3. Regelkomplexitat

Zui. Fir k € {0,1} sei

Lmk:{fﬂlgigk}u{ﬁi

1<i<n-—kj
eine kontextfreie Sprache. Die Sprache L, ; lisst sich mittels
Ak:{afﬁgigk},
Buy = {0*|1<i<n—k}

als A U B, ausdriicken. Nach den Lemmata 3.2 und 3.1 (falls Ay = 0) gelten
Prod(Ay) = k und Prod(B,, ;) = n — k. Da die Alphabete von Aj; und B, j disjunkt
sind, diirfen wir Satz 2.22 anwenden und erhalten

Prod (Ln,k) = Prod (Ak U Bn,k)
= Prod (A4j) + Prod (B, 1)
=k+(n—k)=n.

Es gilt Nr,, (Ln k) = {a® |1 < i < k}. Wegen Lemma 3.2 folgt daraus
Prod (M, (Ln)) = Prod ({a |1 <i <k}) = k.
Zu ii. Fur 2 < k < m sei

Lm,k = {ai

eine kontextfreie Sprache. Nach Lemma 3.3 gilt

Prod (Lyx) = Prod ({a’| i > 27 F+1}) = 2.

Es gilt Nr,, (Lmx) = {a® |m —k +1 <i < m}. Lemma 3.2 liefert
Prod (Mg, (Lm ) = Prod ({a* ] m—k+1<i<m}) =k
Zu iii. Furn > 3 und 2 < k < 'm sei

Ln,k = {ai

1<i<ttu{p[1<i<n-3}
eine kontextfreie Sprache. Die Sprache L, j ldsst sich mittels

Ak:{ai
Bn:{b2"(1§7;§n—3}

1§i§2k},

als Ay U B,, ausdriicken. Nach Lemma 3.5 gilt Prod (Ax) = 3 und nach Lemma 3.2 sowie
3.1 (falls B,, = 0) Prod (B,,) = n— 3. Die Alphabete von A und B, sind disjunkt. Daher

68



3.8. Schnitt mit reguldrer Sprache

diirfen wir Satz 2.22 anwenden und erhalten
Prod(L,, ;) = Prod (A U By,) = Prod (Ax) + Prod(B,) =3+ (n — 3) = n.
Es gilt Nr,, (Lnx) = {a? |1 < i < k}. Aufgrund von Lemma 3.2 folgt

Prod (Ng,, (Ln,x)) = Prod ({azi ’ 1<i< k:}) =k.

Satz 3.41 — Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitat unter Schnitt mit
regularer Sprache
FEs sei n € Ny.

i. Fiir eine beliebige requldre Sprache R gelten

{0} = CEPY(0),
)

{0,1} = CPmd(l , falls R # 0,
{0} = CErd(n), falls R =0,
{0,1} = CPrOd (n) firn > 1, falls |R| = 1.

11. Es existiert eine regquldre Sprache R, fiir welche die folgende Aussage korrekt sind
{ n} — CProd( )

Es existieren ein m € Ng und eine requlire Sprache R,,, fiir welche die folgenden
Aussagen korrekt sind:
{0} _ CProd (O),
(0.1) = CF2 ),
0,...,max({n,m}) € CPmd (n) firn > 2.

7ii. Fiir die Menge aller Schnitte mit requldrer Sprache Reg gelten
{0} = Crig' (0),
{0,1} = Crp' (1),

No = Cﬁg‘gd (n) firn > 2.

Beweis: Anstrich i und ii sind eine Zusammenfassung der Lemmata 3.38 und 3.39 und
3.40. Anstrich iii ergibt sich aus Anstrich i und Anstrich ii. O

Bemerkung: Es seien n,k € Ng. Im Folgenden sind die noch offenen Félle zu den
Ergebnissen aus Satz 3.41 vollstandig dargelegt:
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3. Regelkomplexitat

o Gegeben sei eine beliebige regulire Sprache R mit |R| > 2. Gilt k € ng’d (n) fir
n > 27

A
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4. Symbolkomplexitat

Zu Beginn bestimmen wir im Abschnitt 4.1 die Symbolkomplexitét einiger Sprachen,
die wir in den folgenden Abschnitten verwenden werden. In diesen bestimmen wir (in
Teilen) die Rdume der Symbolkomplexitét unter den Operationen Spiegelbild (in 4.2),
Vereinigung (in 4.3), Konkatenation (in 4.4), Kleene-Abschluss (in 4.5), Homomorphismus
(in 4.6), inverser Homomorphismus (in 4.7) und Schnitt mit regulérer Sprache (in 4.8)
analog wie wir es in Kapitel 3 beziiglich der Regelkomplexitit getan haben.

4.1. Allgemeines
Wir geben die Symbolkomplexitéiten einiger Sprachen, die wir spater benétigen werden,

an.

Lemma 4.1 — Kontextfreie Sprachen mit der Symbolkomplexitat hochstens 8
Die folgenden Aussagen sind fiir kontextfreie Sprachen L wahr, wobei a,b,c,d,e € T,
T = Alph (L), nicht notwendig verschieden seien:

i. Es gilt Symb (L) = 0 genau dann, wenn L = {) ist.
ii. Es gilt nie Symb (L) = 1.
iii. Es gilt Symb (L) = 2 genau dann, wenn L = {\} ist.

3 genau dann, wenn L = {a} ist.

(
iv. Es gilt Symb (L
v. Es gilt Symb (L
(

)
)
) = 4 genau dann, wenn L = {ab} ist.
)=5

vi. Es gilt Symb (L) =5 genau dann, wenn L = {abc} oder L = {\,a} ist.

vii. Es gilt Symb (L) = 6 genau dann, wenn L = {abed}, L = {\, ab}, L = {a, b},
a # b, oder L = {a}" ist.

viii. Wenn L = {a}", L = {ab}", L = {abede} oder L = {a,bc} ist, gilt Symb (L) = 7.
ix. Wenn L = {abc}” ist, gilt Symb (L) = 8.

Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) mit L(G) = L eine symbol-minimale kontextfreie
Grammatik.

Zu i. Es sei
Symb (L) = Symb(G) = 0.
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Es existiert also keine Regel in G. Damit gibt es kein v € T, fir das S =* v gilt,
woraus unmittelbar L = L(G) = () folgt. Wir geben nun direkt eine symbol-minimale
kontextfreie Grammatik an, welche die Sprache () erzeugt:

(0,0,0,X).

(Eine Grammatik mit weniger als 0 Symbolen existiert nicht.)

Zu ii. Es sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Aus |P| = 0 folgt
Symb (G) = 0 und aus |P| > 1 folgt Symb(G) > 2 (eine kiirzeste Regel hat immer
die Form A — A\, A € N). Mithin existiert Symb (G) = 1 nicht, und daher auch keine
kontextfreie Sprache L mit Symb (L) = 1.

Zu iii. Betrachten wir Symb (L) = 2, so erhalten wir P = {S — A} als einzige
Méglichkeit, und damit L = {\}. Demgegeniiber impliziert L = {A} direkt P = {S — A},
und damit Symb(G) = Symb (L) = 2. Die Ungleichung Symb (L) < 2 ist wegen der
zuvor behandelten Félle nicht erreichbar.

Zu iv. Aus Symb (L) = 3 folgt P = {S — a} als einzige Option. Mithin steht L = {a}
fest. Zum anderen kann wegen des Vorherigen fiir L = {a} nicht Symb (L) < 3 gelten.

Zu v. Die Aussage Symb (L) = 4 impliziert P = {S — ab} als erschopfende Moglichkeit.
Es ergibt sich L = {ab}. Aufgrund des Obigen folgt auBerdem, dass fiir L = {ab} die
Aussage Symb (L) < 4 nicht wahr ist.

Zu vi. Fiir Symb (L) = 5 ergeben sich ausschliellich

P ={S — abc} oder
P={S—>\S—a}.

Andere Kombinationen fiithren zu keiner symbol-minimalen kontextfreien Grammatik.
Somit gilt L = {abc} oder L = {\, a}. Die Sprache L = {abc} kann wegen des zuvor
Betrachteten nicht mit weniger als 5 Symbolen erzeugt werden, Analoges gilt fiir L = {\,

a}.
Zu vii. Aus Symb (L) = 6 folgen ausschlieflich

P ={S — abcd},

P={S— )5S — ab},

P={S—a,S—b},a#b, oder

P ={S —aS,S — A} (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit).

Weitere Kombinationen fithren zu keiner symbol-minimalen kontextfreien Grammatik.
Die moglichen erzeugbaren Sprachen sind demnach L = {abcd}, L = {\, ab}, L = {a, b}
oder L = {a}"*. Da diese Sprachen in keinem der zuvor behandelten Fille auftreten, sind
sie nicht mit weniger als 6 Symbolen erzeugbar.
Zu viii. Da in den zuvor gezeigten Fillen L = {a}" nicht vorkommt, muss Symb (L) > 7
korrekt sein. Fiir
P={S—aS,S—a}

erzeugt G die Sprache L mithilfe von 7 Symbolen, also Symb (L) < 7. Aus den beiden
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Relationen folgt Symb (L) = 7. Analoges gilt fiir L = {ab}", L = {abcde} und L = {a,
bc} — die entsprechenden Regelmengen sind

P={S —abS,S — \},
P ={S — abcde} bzw.
P={S—a,S—bc}.

Zu ix. Setzen wir
P ={S — abcS,S — A},

erzeugt G die Sprache L mithilfe von 8 Symbolen, also Symb (L) < 8. Wir zeigen
nachstehend Symb (L) > 8. Es sei G' = (N', 7", P',S") mit T" = {a,b,c¢} und L(G') = L
eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik, fiir die Symb (G’) < 7 gilt. Aus der zuvor
erfolgten Betrachtung der Sprachen und Symbolkomplexitidten wissen wir Symb (G) > 7 —
es folgt Symb (G’) = 7. Aufgrund von A € L muss es eine Regel A — ) fiir A € N’ geben.
Des Weiteren muss G nach Lemma 2.16 eine Schleifenableitung B =>* xBy fiir B € N’
und z,y € T"", xy # ), erzeugen. Nach Lemma 2.23 existieren in P’ mindestens 2 Regeln,
die aus insgesamt 5 Symbolen der Art Pfeil und Nichtterminal bestehen. Es kommt
mindestens der Buchstabe a und damit 1 weiteres Symbol hinzu. Wir nehmen nun an,
G’ enthélt mindestens 3 Regeln. Eine 3. Regel besteht dann aus mindestens 2 Symbolen.
Zusammen erhalten wir mindestens 8 Symbole, was Symb (G’) = 7 widerspricht. Mithin
enthilt G’ genau 2 Regeln. Da die Schleifenableitung B =* xBy und \ mittels genau
2 Regeln und genau 7 Symbolen zu erzeugen sind, bleiben nur A — A\ und B — z fiir
z€ (T"UN')*, |z] =3 und |z|g > 1 iibrig.

o A = B # S’: Nicht moglich, da es in G keine Regel mit S’ auf der linken Seite
gibe, und so nur () erzeugt wiirde.

o A=5"+# B: Nicht moglich, da S" — X\ die einzige Regel mit S auf der linken Seite
wére, und damit nur die Sprache {\} generiert wiirde.

o A +# B = 5" Nicht moglich, da jedes Vorkommen von A auf der rechten Seite einer
Regel durch A ersetzt werden konnte, und somit die nutzlose Regel A — X\ getilgt
werden konnte. Folglich wiirden weniger Symbole benétigt, und die geforderte
Minimalitat wiirde verletzt werden.

e A= B=_5"Fird,e € T' ergeben sich die Fille:
-8 =\ 5 — §'8'S": Nicht moglich, da L(G’) = {\} folgte.

- S" =\ 8 — dS’S’" (ohne Beschrankung der Allgemeinheit): Nicht moglich,
da d € L(G’") folgte.

— §"—= )\, S — deS’ (ohne Beschrankung der Allgemeinheit): Nicht moglich,
da de € L(G) folgte.

Es sind alle Moglichkeiten ausgeschopft, L durch G’ mittels héchstens 7 Symbolen zu
erzeugen. Mithin gilt Symb (L) > 8. Zusammen mit der obigen Aussage Symb (L) < 8
erhalten wir schliefllich Symb (L) = 8. O
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Lemma 4.2 — Die Symbolkomplexitat einer kontextfreien Sprachen L ist
mindestens |Alph (L)| + 2

Fiir jede kontextfreie Sprache L # () gilt Symb (L) > |Alph(L)| + 2, und die Regel-

menge einer jeden symbol-minimalen kontextfreien Grammatik, die L erzeugt, enthélt

mindestens alle Buchstaben aus Alph (L) sowie ein Nichtterminal und einen Pfeil.

Beweis: Es sei G = (N, T, P, S) mit L(G) = L und Symb(G) = Symb(L). Jeder
Buchstabe aus Alph (L) kommt in L mindestens einmal vor. Daher muss jeder Buchstabe
aus Alph (L) auch mindestens einmal auf den rechten Seiten der Regeln aus P vorkommen.
Mithin gilt Symb (G) > |Alph(L)|. Des Weiteren muss es in P mindestens eine Regel
geben, wodurch 2 zusétzliche Symbole vorhanden sind: ein Nichtterminal und ein Pfeil.
Insgesamt erhalten wir Symb (L) = Symb (G) > |Alph(L)| + 2. O

Lemma 4.3 — Symbolkomplexitat von {a™}
Es seien T ein Alphabet und a € T. Dann existiert fiir jedes n € N?! ein 7, € No, sodass
folgende Aussagen gelten:

i. Symb({a™}) = n,

ii. fir jedes m € N und m > n + 1, existiert ein m,,, sodass Symb ({a™}) = n,
Symb ({a™}) = m und 7, > 7, + 1 gelten,

iii. jede symbol-minimale kontextfreie Grammatik, die {a™} erzeugt, generiert keine
Schleifenableitungen.

Beweis: Zu i. Ein Beweis befindet sich in [Gru72] (Beweis zu Theorem 1) in kurzer Form.
Wir geben im Folgenden einen darauf aufbauenden, ausfithrlichen Beweis an, mit dem
wir spater auch noch die Giiltigkeit des Anstrichs ii zeigen kénnen.

Wir beweisen zunéchst die Aussage

Symb ({a”"“}) < Symb ({a™}) + 1. (1.1)

Es sei dazu G,, = (Ny, {a}, P,, S) eine symbol-minimale kontextfrei Grammatik mit
L(G,) = {a™}. Nach Lemma 2.14 ist G,, reduziert. Da G,, genau ein Wort erzeugt,
existiert fiir ein gewisses p, € N eine Ableitung der Form

S= w1y == wp,, =0a"" fir w, € (N,U{a})",1 <i<p,.

Somit existiert die Regel S — w;, € P,. Wegen Lemma 2.16 erzeugt G,, keine Schlei-
fenableitung, woraus wir folgern, dass in wy ,, kein S vorkommt. Wir konstruieren nun
die kontextfreie Grammatik

G, = (N, {a},P.,S)
mit

P, = (P, \{S = wi,}) U{S = wina}.
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Die Grammatik G/, generiert offenbar nur ein Wort, und es existiert die Ableitung
S —= W1 ,na _ ... = Wp, n@ = a™aq = (],Tr"+17

weswegen L(G!) = {a™T!} gilt. Sie besteht aus genau einem Symbol mehr als G,
woraus

Symb ({a“"“}) < Symb (L(G,,)) = Symb (G,) + 1 = Symb ({a™}) + 1

folgt (G, ist nicht zwingend symbol-minimal).

Mittels vollstandiger Induktion werden wir zeigen, dass zu jedem n ein 7, so existiert,
dass Symb ({a™}) = n gilt.

Fiir n = 2 erhalten wir nach Lemma 4.1 als einzige Moglichkeit 2 = Symb ({\}) =
Symb ({a"}), und wegen 2 = Symb ({a™}) = Symb ({a°}) die Aussage 72 = 0.

Es gelte nun Symb ({a™}) = k, k € N?!. Wir legen die Menge

Gep = {G] G € CF,L(G) = {a'} i € No, Symb (G) < k}
fest, die alle kontextfreien Grammatiken enthélt, die aus hochstens k& Symbolen bestehen
und eine Sprache der Form {a’}, i € Ny, erzeugen (eine solche Grammatik gibt es stets).

Offenbar existieren nur endlich viele kontextfreie Grammatiken, welche aus héchstens
kE Symbolen bestehen. Mithin ist <, endlich. Daher ist

imax,k: = max ({’L‘ G e ggk,L(G) = {az} ,i € No})

bestimmbar. Es gilt Symb ({a’maxk}) < k, da es eine Grammatik in %<y, gibt, die {a’max*}
generiert. Durch Umformung entsteht die dquivalente Aussage

Symb ({aim"v’“}) +1<k+1. (1.2)

Aufgrund der Wahl von iyay i als groBter Potenz existiert keine Grammatik in ¥<y, die
{atmax k1Y erzeugt. Folglich gilt

Symb ({a/mr 1) > k41, (1.3)
Wir substituieren 7, in der Ungleichung (1.1) mit 4y 4 und erhalten
Symb ({abs L) < Symb ({aimsr}) +1. (1.4)
Aus den Ungleichungen (1.2), (1.3) und (1.4) folgt
k41 < Symb ({abmr 1) < Symb ({abor }) +1 < k41,

woraus wir Symb ({a’max#T1}) = k + 1 ablesen. Somit haben wir zu

Symb ({a™}) = k
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den Nachfolger
Symb({a”’““}) =k+1 fir Tht1 = imax,k +1

gefunden.

Zu ii. Aus dem Beweis zu Anstrich i lesen wir ab, dass imax r > 7 gilt, da ipaxp die
groBte Potenz ist und eine Grammatik in ¥, existiert, die {a™ } erzeugt (Symb ({a™*}) =
k). Hieraus folgt sicher imax 1 +1 > 7, + 1. Dem Beweis zu Anstrich i folgend, ergibt sich

Symb({a““l}) =k+1 fir mgq = Tmax,k + 1.
Zusammen ergeben sich

Symb ({a™*}) = k,
Symb ({a™+1}) =k + 1,
Tp+1 = T + 1.

Fiir m = n + 1 ersetzen wir k durch n und erhalten aus Obigem
T = Tpg1 = T + 1.
Fir m > n 4 2 folgt aus
T 2 Tmp—1+12>-2>m +1

die Aussage m,, > m, + 1.

Zu iii. Da {a™} eine endliche Sprache ist, folgt die Aussage direkt aus Lemma 2.16.

Bemerkung: Aufgrund von Lemma 4.1 wissen wir bereits
o m =0, folglich {a™} = {a’} = {\},
o w3 =1, folglich {a™} = {a'},
e 4 =2, folglich {a™} = {a?},
o 75 =3, folglich {a™} = {a?},

o 7 =4, folglich {a™} = {a’}.

Lemma 4.4 — Symbolkomplexitat von {w} U {\}
Fiir ein Alphabet T und w € Tt ist Symb ({w} U {A}) = Symb ({w}) + 2 wahr.

Beweis: Es sei L = {w} U {\}. Weiterhin sei G = (N, T, P, S) eine symbol-minimale
kontextfreie Grammatik, die L generiert. Nach Lemma 2.14 ist G reduziert. Um X € L
zu erzeugen, muss eine Regel A — A\ € P, A € N, existieren. Wegen Lemma 2.17 muss
es neben A =* X\ noch eine Ableitung A =—* w', w’ € T, geben, und aufgrund
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der Reduziertheit von G besteht eine Ableitung S =* x Ay, =,y € T*. Wéare zy # A
moglich, gibe es die Ableitungen S =* xy € T* und S =* zw'y € T, mithin zwei
unterschiedliche von \ abweichende Terminalworter. Die Sprache L enthélt aber nur ein
Wort, dass nicht A ist — ein Widerspruch. Daher ist ausschlieflich S =* A fir A méglich
und korrekt. Es ergeben sich insgesamt S =—=* A =*w' € Lund S =* A =* \ € L,
ergo w' = w. Dies und die von G verlangte Minimalitdt lassen nur noch A = S zu —
ansonsten gibe es ,iiberfliissige” Regeln mit .S auf der linken Seite.

Da aufgrund von Lemma 2.16, Anstrich i in G keine Schleifenableitung der Form
S =* xSy fiur z,y € T*, xy # A existiert, wird die Regel S — X\ wahrend der
Generierung von w nicht verwendet. Das Streichen von S — X in G lieferte folglich eine
symbol-minimale kontextfreie Grammatik G’, die L \ {\} = {w} erzeugte. Infolgedessen
erhalten wir genau Symb (G’) + 2 = Symb ({w}) + 2 Symbole in G. O

Lemma 4.5 — Initialschleifenableitung fiir {a}"
Fiir ein Alphabet T, a € T und L = {a}" generiert jede symbol-minimale kontextfreie
Grammatik, die L erzeugt, eine Initialschleifenableitung.

Beweis: Es sei G = (N, {a}, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L und
Symb (G) = Symb (L). Nach Lemma 4.1 gilt Symb (L) = 7 = Symb (G). Die Grammatik
G enthéalt hochstens 2 Regeln, da bereits ab 3 Regeln, aufgrund der Beschrénkung von
7-Symbolen, auf den rechten Seiten der Regeln insgesamt nur noch 1 Symbol vorkommen
diirfte, und L damit sicher nicht erzeugt werden kénnte.

Nach Lemma 2.16 erzeugt GG eine Schleifenableitung der Form A =* zAy fir
A€ N und z,y € {a}*, zy # X\. Wir kénnen diese mit den héchstens 2 Regeln von
G nur erzeugen, wenn A = S ist — durch Aufstellen aller moéglichen Grammatiken
mit 7 Symbolen und hoéchstens 2 Regeln sieht man, dass kein von S verschiedenes
Nichtterminal existieren kann. O

Lemma 4.6 — Erweiterung des Satzes 2.22 im Fall von {a}"
Es seien T ein Alphabet, a € T und L; = {a}" sowie Ly eine kontextfreie Sprache, fiir
die a ¢ Alph(Ly) und A\ ¢ Lo gelten. AuBlerdem sei Gy = (Na, Ta, P2, S2) eine symbol-
minimale kontextfreie Grammatik mit L (G2) = L2 und Symb (G2) = Symb (L2), die
keine Initialschleifenableitung erzeugt.

Unter diesen Voraussetzungen gibt es eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik
G mit L(G) =11 U Ls:

G = ({S},{a},{S — aS,S —a},9),
Symb (G) = Symb (G;) =7,

falls L (G2) = 0 ist.

G = (({S, A} U No) \ So, {a} UTy, P, S) mit
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P={S—> A A—=aA;A—a}U{S = w|Sy—>weQ}U(P\Q2),
Symb (G) = Symb (G2) + 10

fir Q2 = {S2 — w|S2 - w € P} und S, A ¢ Ny (ohne Beschrankung der
Allgemeinheit), falls L(G2) = 0 nicht gilt. In diesem Fall erzeugt G keine Initial-
schleifenableitung.

Beweis: Nach Lemma 4.1 gelten Symb () = 0 und Symb (L;) = 7. Im Fall von Ly = ()
folgt Ly U = Ly, und damit Symb(G) = Symb(L;) = 7. Die Konstruktion von G
entnehmen wir dem Beweis zu Lemma 4.1.

Essei Lo # (). Wir konstruieren eine kontextfreie Grammatik G' = (N', {a}UT5, P’, S"),
die Ly U Ly mit genau Symb (L1 U Lg) Symbolen erzeugt. Wir verwenden die Erkenntnis
aus dem Beweis zu Satz 2.22, dass wir dazu eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik
G} = (Ni,{a}, P{,S}) fir L, finden miissen, die keine Initialschleifenableitung erzeugt
(ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte Ni N No = (). Offenbar muss es nach
Lemma 2.16 eine Schleifenableitung A :>Z,1 rAy fir A€ N{ und z,y € {a}", zy #
in G} geben. Dariiber hinaus muss die Schleifenableitung A :>*G’1 Ay mit einer
Ableitung A :>*G’1 w fir w € {a}” beendet werden kénnen (Begriindung analog zum
Beweis von Lemma 2.14). Im Ubrigen gilt A # S}. Eine Schleifenableitung A :>*G'1 T Ay
muss flir ein n € N mittels der Regeln

A1 — ugAgvy, Ay — ugAgva, ..., Ap_1 — Un_1Anvn_1, Ay — uy A1, (1.5)

fir A= Ay, A; € Nj, A; # Aj, sowie u;,v; € (N]U{a})", wobei 1 <i<n,1<j<n
und ¢ # j gelten, realisiert werden. Weiterhin benétigen wir Regeln fiir A :>*G,1 w.
Dies konnen nicht nur Regeln aus (1.5) sein, da nach jedem Ableitungsschritt stets
ein Nichtterminal im abgeleiteten Wort stiinde — es gibt also mindestens eine weitere.
Offenbar sind dann die Regeln A — uwAv flir uv = a sowie A — A, die beziiglich der
Anzahl der Symbole kleinsten Regeln, die eine Schleifenableitung A :>E,1 xAy und
eine Ableitung A :>Z,/1 w ermoglichen. Wir benétigen zusétzlich eine Regel, welche
die notwendige Ableitung S} :>E/1 W Av' fiir w/,v" € (N] U {a})" ermoglicht. Die
hinsichtlich der Anzahl der Symbole kleinste ist dann S} — A.

Die Regeln S] — A, A — uAv (uv = a) und A — X erzeugen die Sprache Ly = {a}*
nicht. Da L mit nicht weniger als in den zuvor genannten Regeln verwendeten Symbolen
generiert werden kann, miissen wir davon ausgehen, dass ein weiteres Symbol benétigt
wird. Tatséchlich erzeugt die kontextfreie Grammatik

G = ({S1,A} . {a},{S1 = A, A= aA A —a},S))

die Sprache L; mit einem weiteren Symbol. Wir erhalten Symb (G}) = 10.
An dieser Stelle konnen wir den Beweis zum Satz 2.22 (Fall iii) folgen und konstruieren
die kontextfreie Grammatik

G = ((N{ U NQ) \82, {a} UTQ,P/, Si)
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mit
P ={S] 2 A A= aA, A= a}U{S] > w| S = weQ}U(P\Q2),
ng{52—>w152—>w6P2},

die L; U Ly symbol-minimal erzeugt. Wir zdhlen Symb (G’) = Symb (G2) + 10. O

Lemma 4.7 — Symbolkomplexitit von {a1,...,an,}

Es seien n € N, T}, ein Alphabet mit mindestens n Buchstaben und a; € T;,, 1 < i < n,
paarweise verschieden. Dann gilt fiir die kontextfreie Sprache L, = {a; |1 < ¢ < n} die
Aussage Symb (L,,) = 3n.

Beweis: Wir wenden Lemma 2.10 an, indem wir das dort definierte X als X = {a; |1 <
i < n} = L, feststellen. Mithin existiert in jeder kontextfreien Grammatik, die L,
erzeugt, mindestens eine separate Regel fiir jedes a;, 1 < ¢ < n, mit mindestens einem q;
auf der rechten Seite — diese Regeln bestehen folglich jeweils aus mindestens 3 Symbolen.
Insgesamt erhalten wir Symb (L) > 3n.

Die kontextfreie Grammatik

Gn=({S},{a;|] 1 <i<n}, P,>S)

mit

P,={S —a;|1<i<n}
erzeugt die Sprache L,, mit Symb(G,,) = 3n Symbolen. Mithin gilt Symb (L,) < 3n,
und zusammen mit dem Obigen erhalten wir Symb (L, ) = 3n. O

Lemma 4.8 — Symbolkomplexitit von {ai,...,an}"

Es seien n € N, T), ein Alphabet mit mindestens n Buchstaben und a; € T),, 1 < i <n,
paarweise verschieden. Dann gilt fiir die kontextfreie Sprache L,, = {a; |1 <1i < n}" die
Aussage

4n+2 fuirn<3

Symb (L,) =
ymb (La) {3n+6 sonst.

Beweis: Fall 1: n < 3. Die kontextireie Grammatik
G = ({S} a1 <i<n}, P, 9)
mit
Pl ={S—aqS|1<i<n}U{S— A}
erzeugt die Sprache L,, mit Symb(G),) = 4n + 2 Symbolen. Mithin gilt Symb (L,,) <
dn + 2.
Es sei nun G,, = (Np, Ty, Py, S) mit T, = {a;|1 < i < n} eine (reduzierte)

kontextfreie Grammatik, fiir die L(G,) = L,, und Symb(G,) = Symb(L,,) gilt. Fiir
jedes a;, 1 <1i <n, muss es eine Ableitung S =>* a; € L,, in G, geben. Das erzwingt
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die Existenz einer Regel A; — w; € P, mit A; € N,,, w; € ({a;} UN,,)" und |w;lq, = 1.
Es gibt also fiir jedes a;, 1 < i < n, eine separate Regel mit a; auf der rechten Seite
(Lemma 2.10). Des Weiteren existiert die Ableitung S =* . Folglich muss es eine Regel
A — )\, A € N, geben. Insgesamt erhalten wir mindestens 3n + 2 Symbole (Jw;| > 1).

Offenbar ist fiir jedes i, 1 < i < n, die Sprache {a;}" eine Teilsprache von L,,. Daher
muss es eine Schleifenableitung B; =* x; B;y; fiir B; € N, und z;,y; € {a;}", xiy;i # \,
geben. Fiir |w;| = 1 ermoglichen die zuvor ermittelten Regeln A; — w; — genauer
A; — a; —und A — X solche Schleifenableitungen nicht allein. Wegen Symb (L,,) < 4n+2
und Symb (G,) > 3n + 2 kann es hochstens n weitere Symbole in G,, geben, die zur
Realisierung der Schleifenableitungen beitragen. Eine zusédtzliche Regel C' — w¢ fiir
C € N, und we € (N, UT,)" wire der Beschriankung |w.| < n — 2 unterlegen (n < 3,
daher konnte es nicht mehr als eine zusétzliche Regel geben). Die rechte Seite w¢ dieser
Regel miisste aber mindestens die Lange 2 haben, damit eine Schleifenableitung entsteht.
Folglich kann es keine zusétzliche Regel geben. Somit verbleibt nur die Md&glichkeit
|w;| > 2. Dies muss fiir jedes i, 1 < i < n, gelten, da jede Teilsprache {a;}" erzeugt
werden muss und dort ausschliefllich der Buchstabe a; vorkommt. Mithin erhalten wir
Symb (Gj,) > 4n+ 2 und mit obiger Aussage Symb (L,) < 4n+ 2 insgesamt Symb (L, ) =
4dn + 2.

Fall 2: n > 4. Die kontextfreie Grammatik

G, =({S} {a;i| 1<i<n}, P,S8)
mit

P ={S—a|1<i<n}uU
{S§ = 55,5 = A}

erzeugt die Sprache L,, mit Symb (G)) = 3n + 6 Symbolen. Mithin gilt Symb (L,,) <
3n + 6.

Es sei Gy, = (Np, Ty, Py, S) mit T,, = {a; |1 < i < n} eine (reduzierte) kontextfreie
Grammatik, fir die L(G,) = L, und Symb(G,) = Symb(L,) gilt. Wie im zuvor
betrachteten Fall n < 3 begriinden wir die Existenz der Regeln A; — w; € P, mit
A; € Ny, w; € ({a;} UN,)" und |wjle, = 1 fiir 1 < i < n und die Existenz der Regel
A — A\, A € N,. Insgesamt erhalten wir folgerichtig ebenso mindestens 3n + 2 Symbole
(lwi] = 1).

Wie im vorherigen Fall ist fiir jedes i, 1 < ¢ < n, die Sprache {a;}" eine Teilsprache von
L,,. Daher muss es eine Schleifenableitung B; =* z; B;y; fir B; € N,, und z;,y; € {a;}",
x;y; # A, geben. Fiir |w;| = 1 ermoglichen die zuvor ermittelten Regeln A; — w; — genauer
A; — a; —und A — X solche Schleifenableitungen nicht allein. Im Gegensatz zum obigen
Fall muss hier fiir n > 5 eine zusétzliche Regel existieren, da hochstens (3n+6)—(3n+2) =
4 Symbole hinzukommen und fiir |w;| > 2 mindestens n Symbole statt nur 4 Symbole
hinzukdmen. Eine zusédtzliche Regel, welche die Schleifenableitungen realisieren, muss
hier aus mindestens 4 Symbolen bestehen. Fiir n = 4 existiert entweder eine zuséitzliche
Regel oder es werden 4 weitere Symbole in den bereits ermittelten Regeln verwendet (wie
oben) — die Symbolanzahl ist gleich. Mithin erhalten wir Symb (G,,) > 3n+2+4 = 3n+6
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und mit obiger Aussage Symb (L,) < 3n + 6 insgesamt Symb (L,,) = 3n + 6. O

Lemma 4.9 — Symbolkomplexitat von {a;---a,}
Fir n € N, ein Alphabet T;, mit mindestens n Buchstaben und paarweise verschiedene
a; € Ty, 1 <i<n,sowie L, = {ay---a,} gilt Symb(L,) =n+ 2.

Beweis: Aufgrund von Lemma 4.2 folgt Symb (L) > |Alph(L,)| +2=n+ 2.
Die kontextfreie Grammatik

({S}v{a17--~7an}7{s_>al"'an}ws)

erzeugt L, mit n 4+ 2 Symbolen. Mit Obigem folgt Symb (L,) = n + 2. O

Lemma 4.10 — Symbolkomplexitédt von {a; ---a,}"
Fir n € N, ein Alphabet T,, mit mindestens n Buchstaben und paarweise verschiedene
a; € T, 1 <i < mn, sowie L, = {ay ---a,}" gilt Symb(L,) =n +5.

Beweis: Es sei Gy, = (N, Ty, Py, S) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik mit

L(Gy) = Ly,. Da L, eine unendliche Sprache ist, enthilt G,, nach Lemma 2.23 mindestens

5 Symbole der Art Pfeil und Nichtterminal. Offenbar miissen die n Buchstaben a4, ...,

an in den Regeln von G, vorkommen. Zusammen folgt Symb (L,,) = Symb(G,,) > n+ 5.
Die kontextfreie Grammatik

({S}.{a1,..-,an},{S = ai---a,S,S — A}, 9)

generiert L, mit n + 5 Symbolen. Mittels der obigen Aussage erhalten wir daher
Symb (L,) =n + 5. O

Lemma 4.11 — Symbolkomplexitit von {a; - - - a,}* ohne Initialschleifenableitung
Es seien n € N, T, ein Alphabet mit mindestens n Buchstaben und a; € T),, 1 < i < n,
paarweise verschieden sowie L, = {aj - --a,}". Fiir eine kontextfreie Grammatik G, die
L,, mit moglichst wenigen Symbolen erzeugt und keine Initialschleifenableitung generiert,
gilt Symb (G),) = n + 8. Auflerdem enthélt G,, nicht die Regel S — .

Beweis: Es sei G,, = (N, Ty, Py, S) mit L(G),) = L,, eine symbol-minimale kontextfreie
Grammatik ohne Initialschleifenableitung. Es kann analog zum Beweis von Lemma 2.14
gezeigt werden, dass G, reduziert ist. Offenbar miissen die n Buchstaben ay,...,a, in
den Regeln von G, enthalten sein (Lemma 4.2). Es folgt Symb (G,) > n.

Nach Voraussetzung und Lemma 2.16 muss es in G, eine Schleifenableitung der Form
A =* zAy fur ein A € N, \ {S} und z,y € T,,*, zy # A, und eine Ableitung der
Form A =* w, w € T,* geben. Nach Lemma 2.23 kénnen diese Ableitungen nur
mithilfe von mindestens 2 Regeln, die aus mindestens 5 Symbolen der Art Pfeil und
Nichtterminal bestehen, erzeugt werden. Aulerdem darf bei diesen Regeln kein S auf
der linken oder rechten Seite stehen. Zusammen mit der obigen Aussage erhalten wir
daher Symb (Gy) > n+5.
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Wegen der Reduziertheit von G,, existiert ferner eine Ableitung S =—* uAwv fir
u,v € T,,*. Dies impliziert eine Regel S — v/ A'v' fir v/,v" € (N, \ {S})UT,)* und
A" € N, \ {S}. Eine der kiirzesten Regeln hat dann die Form S — A’ und besteht daher
aus 3 Symbolen. Gemeinsam mit der vorherigen Betrachtung erhalten wir Symb (G,,) >
n+5+3=n+8.

Wir konstruieren nun die kontextfreie Grammatik

Gl = ({S, A} {a1,...,an},{S = A, A= a;--a,A,A— A}, 9),

die L,, mit Symb(G},) = n + 8 Symbolen erzeugt. Dies impliziert zusammen mit der
vorherigen Aussage, dass G, die Sprache L,, ohne S-Schleifenableitungen mit minimaler
Symbolanzahl generiert.

Es gibt keine symbol-minimale kontextfreie Grammatik G, = (N, T/, P!, S), die L,
ohne S-Schleifenableitungen erzeugt und eine Regel S — A enthélt. Dies begriinden wir
mit folgender Tatsache: Die Grammatik G, wurde so konstruiert, dass sie nur solche
Regeln enthilt, die im ersten Teil des Beweises verlangt wurden — nédmlich 2 Regeln, bei
denen kein S auf der linken oder rechten Seite vorkommen darf und eine Regel der Form

S — WA fiir W/, 0" € (N, \ {S}HUT,)". O

Lemma 4.12 — Symbolkomplexitit von {a™c;y - cpb™ |m > 0}
Fir n € N, ein Alphabet T;, mit mindestens n+2 Buchstaben und paarweise verschiedene
a,b,c; € Ty, 1 <i <mn, sowie L, = {a™cy---c,b™|m > 0} gilt Symb(L,) =n+ 7.

Beweis: Es sei G, = (N, T, Py, S) mit T,, = {a, b, c1,...,c,} eine symbol-minimale

kontextfreie Grammatik, die L,, erzeugt. Nach Lemma 4.2 miissen alle Buchstaben aus

Alph(L,) = T, in P, vorkommen. Somit enthéilt P, mindestens n+2 Symbole. Da L,, eine

unendliche Sprache ist, existieren nach Lemma 2.23 in P,, weiterhin mindestens 5 Symbole

der Art Pfeil und Nichtterminal. Zusammen gilt folglich Symb (L,,) = Symb (G),) > n+7.
Die kontextfreie Grammatik

{S},Tn,{S — aSb,S = c1---¢cn},S)
generiert L, mittels n + 7 Symbolen — also Symb(L,) < n + 7. Mit Obigem folgt
Symb (L,) =n+7. O

Lemma 4.13 — Symbolkomplexitdt von {a™c; - - - ¢, b™ | m > 0}*
Fiir n € N, ein Alphabet 7}, mit mindestens n+ 2 Buchstaben und paarweise verschiedene
a,b,c; € Ty, 1 < i < n, sowie L, = {a"cy - c,b™ | m > 0} gilt Symb(L,*) =n + 13.

Beweis: Die kontextfreie Grammatik
G, = ({S,5} {a,b} U{c1,...,cn}, P, S)
mit

PT/L:{S—)SS’,S—))\,S/—>aS/b’S/_>cl...Cn}
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erzeugt L,* mittels n 4+ 13 Symbole.

Es sei G,, = (Np, Ty, P, S), T, = {a,b} U{c1,...,cn}, mit L(G,) = L,* eine symbol-
minimale kontextfreie Grammatik. Lemma 2.14 begriindet die Reduziertheit von G,,.
Aufgrund von G, gilt Symb (G,) < Symb (G)) = n + 13. Nach Lemma 4.2 kommen alle
Buchstaben aus T, in Regeln von P,, vor, woraus Symb (G,,) > n + 2 folgt.

Die Existenz der Ableitung S —* \ € L,,* bedingt eine Regel B — X\ € P, fiir
B e N,

Aus S —="* ¢y - ¢, € L," folgt das Vorhandensein mindestens einer Regel C — w¢ €
P, fiir ein C € N, und we € (N, U{c1,...,c,})", wobei fiir mindestens ein i, 1 < i <mn,
die Aussage |wcle, > 1 gilt — es kommen also weder a noch b vor.

Aufgrund von S =* acy - - - ¢,b € L,,* muss es eine Regel geben, in der ein Buchstabe
a vorkommt. In den Regeln B — A und C' — w¢ kommt kein a vor. Folglich existiert
eine weitere Regel A — wy € P, fir A € N,, und wy € (N, U Tn)Jr mit der Bedingung
|lwale > 1. AuBerdem folgt aus dem nur einmaligen Vorkommen von a in S =*
acy - - - ¢, b die Tatsache |wal, < 1, zusammen also |wa|, = 1. Insgesamt enthélt P, somit
mindestens 3 Regeln.

Wir werden nun zeigen, dass G, enthielte sie nur 3 Regeln, L,* nicht erzeugte.
Angenommen, in G, gibt es genau 3 Regeln. Die Ableitung S =—* ¢1---¢, € L,*
impliziert |wc|., = 1. Da wa ein a enthalt, kann die Regel A — w4 nicht bei § =*
c1 - - - ¢, angewendet worden sein. Deshalb bleibt als einzige Méglichkeit fiir C' nur S iibrig.
Analog leiten wir B = S, also S — A, her. Wenn A # S und |we|4 > 1 géilten, wére
S =" ¢1 - - - ¢,, nicht realisierbar, da stets auch ein a erzeugt werden wiirde. Gélten A # S
und |we|a = 0, finde die Regel A — w4 nie Anwendung. Wir schlussfolgern hieraus
A =S5 also S — wy. Fiir alle m € Ny existiert die Ableitung S =* a"¢; - - - ¢, 0. Die
Buchstaben a™ konnen nicht mithilfe von S — w¢e erzeugt werden, da sonst |we|s > 1
gelten miisste und mit jeder erneuten Anwendung von S — wg¢ ein weiteres ¢; zur
Ableitung hinzukdme. Daher bleibt nur |wa|s > 1 iibrig. Das Terminalwort v/, in
der Ableitung S = w4 =" w/y € T,,* enthélt, wenn C — wc = S — wc nicht
angewendet wird, sondern nur S — A, kein ¢;, und ist somit kein Wort von L,,*. Folglich
gilt {wa|s = 0. Dies widerspricht dem zuvor Festgestellten |w4|s > 1. Somit missen wir
die obige Annahme, dass G,, nur 3 Regeln enthélt, fallen lassen — es gilt | P,| > 4.

Angenommen, es gilt |P,| > 5. Dann enthélt P,, mindestens 5 Pfeile und mindestens
5 Nichtterminale auf den linken Seiten von Regeln. Auflerdem kommen die n + 2
Buchstaben aus T;, hinzu. Da L,,* eine unendliche Sprache ist, muss GG;, nach Lemma 2.16
eine Schleifenableitung generieren. Mit den bereits gezdhlten Symbolen in P, ist dies nicht
moglich, weil es dann kein Nichtterminal auf der rechten Seite einer Regel gibe, was aber
eine Voraussetzung zur Erzeugung einer Schleifenableitung ist. Somit kommt mindestens
1 weiteres Nichtterminal dazu. Insgesamt erhalten wir 54+5+ (n+2)+1 =n+ 13
Symbole. Da die Grammatik G/, von oben L,* mittels 4 Regeln sowie n 4+ 13 Symbolen
erzeugt, wir zuvor |P,| > 4 festgestellt haben und |P, | > 5 die Existenz von mindestens
n + 13 Symbolen in P, impliziert, diirfen wir |P,| = 4 schlieflen.

Insgesamt bestehen die 4 Regeln in P, aus mindestens folgenden Symbolen:

o 4 Nichtterminale von den linken Seiten der Regeln und 4 Pfeile (8 Symbole),

o die Buchstaben ¢y, ..., ¢, sowie a und b (n + 2 Symbole),
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e 2 Nichtterminale auf der rechten Seite einer Regel und 1 weiteres Nichtterminal
auf der rechten Seite einer der anderen Regeln A — wy, B — A oder C — w¢,
damit die beiden verschiedenen Schleifenableitungen X =—* ¢ --- ¢, X, X € N,,
(ohne Beschrankung der Allgemeinheit) und Y =* aY'b, Y € N,,, (a und b kénnen
nicht anders mit gleicher Anzahl generiert werden) gewéhrleistet werden kénnen
(3 Symbole).

Somit gilt Symb(G,,) > n + 13, und mit der zum Anfang festgestellten Eigenschaft
Symb (Gy) < n + 13 folgt das Resultat Symb (G,,) = n + 13. O

Lemma 4.14 — Symbolkomplexitat von {a} U {a™}
Fir n € N, n >4, ein Alphabet T, a € T'und L,, = {a} U {a™} gilt Symb(L,) =n+ 3.

Beweis: Es sei G,, = (Ny, {a}, P,, S) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik
mit L(G,,) = L,,. Nach Lemma 2.14 ist G}, reduziert. Wir betrachten die moglichen
Ableitungen fir a € L, in G,, also

S = uAiut U140 =" a (1.6)

fir r € No und u, u; € {a}* sowie A; € N,,, A; # S, fiir 1 < i < r. Die Bedingung A; # S
gilt, da L, eine endliche Sprache ist und somit keine Schleifenableitungen existieren
(Lemma 2.16).

Es sei nun r > 2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ergeben sich nur die Moglich-
keiten

u=a,u; =\A; ="\ (1.7)
und
u:ui:)\,Al:>*a,Aj:>*>\fﬁrjEN72§j§T, (18)

um die Ableitung (1.6) zu realisieren. Im Fall (1.7) gelten nach Lemma 2.17 auch
A; =* a" und Ay =* a* fiir ki, ko € N. Daher konnen wir die folgenden Worter
ableiten:

S = uAiuy - up_1Au, = aAy - A, =" ad,
S = udiug - Ur—1 Apuy = ady - Ay =" ad® )\,
S = udiuy - Up_1Ayuy = ad; - A, = aa* a2,
Wir kénnen demnach 3 unterschiedliche Worter erzeugen. Die Sprache L, enthélt
allerdings nur 2 Worter — ein Widerspruch. Fiir den Fall (1.8) ergibt sich in &hnlicher Weise
ein Widerspruch. Nach Lemma 2.17 existieren weiterhin die Ableitungen A; =* a**
fitr k1 € NZ* (es gilt a®' # a) und Ay =>* a*2 fiir kg € N. Somit kénnen wir mindestens
3 unterschiedliche Worter ableiten:
S = uAiuy - up_1Aru, = Ao A =7 al\,
S = udiug - ur_1Apuy = Ay - Ay = aa™?,

S = udiuy U1 Apuy = Ay - A, =" a¥1a"2,
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S = udjuy - up_1Apuy = Ay - A, =* oM.
Insgesamt ist daher der Fall » > 2 auszuschlieflen.
Wir priifen den Fall 7 = 1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ergeben sich nur
u=a,u; =\ A ="\ (1.9)

und
u=u; =\ A; =" q, (1.10)

um die Ableitung (1.6) zu realisieren. Fiir den Fall (1.9) gilt nach Lemma 2.17 die
Aussage A =* a¥ fiir k € N. Da a™ neben a das einzige weitere Wort in L,, ist, folgt
aus S = aA; =" ad® = a™ der Wert k = m, — 1. Fiir die Ableitung S = a4,
kommt als kiirzeste Regel nur S — aA; infrage — und wie oben gezeigt, gilt A; # S. Da
es in L, genau 2 Worter gibt und A; =* X sowie A; =* ™! gelten, ergibt sich
L(Gn, A1) = {\,a™1}. Nach Lemma 4.4 stimmt die Aussage

Symb (L (Gy, A1) = Symb ({a™ '} + 2.

Wir bestimmen als Niichstes eine untere Schranke fiir Symb ({a™~'}). Dazu verwenden
wir die Aussage (1.1) aus dem Beweis von Lemma 4.3:

Symb ({a™}) < Symb ({a™1}) + 1.
Nach Lemma 4.3 fuhrt dies zu
Symb ({a™~1}) > Symb ({a™}) =1 =n - 1.
Es folgt
Symb (L (G, A1)) = Symb ({a™ ' }) 42> (n— 1) +2=n+ 1.

Es sei nun G4, n, = (Np, {a}, Pa, n, A1) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik,
die L(Gy, A1) erzeugt. Nach Vorherigem ist Symb (G4, ,,) > n + 1. Wir zeigen nun
folgende Aussage: Die Regelmenge P, von G, muss mindestens so viele Regeln enthalten
wie Py, . Wére das nicht so, konnten wir eine kontextfreie Grammatik mit Regeln aus
P, zur Generierung von L(G,, A1) konstruieren, indem wir nur die Regeln wéhlten,
die bei den Ableitungen A; =* X\ und A; =* a™ ! verwendet werden und sicher
nur L(G,, A1) = {\, a™ 1} erzeugen. Diese Grammatik bestiinde dann aus weniger
als n + 1 Symbolen — ein Widerspruch zur angenommenen Minimalitdt. Damit gilt
Symb (G,,) > n + 1. Da die oben festgestellte Regel S — aA; nicht in den Ableitungen
A; =* Aund A; =* a™ ! benutzt wird, kommen noch 4 Symbole dazu: Symb (G,,) >
(n+1)4+4 =n-+5. Fir den Fall (1.10) gilt neben A; =* a nach Lemma 2.17 die
Aussage A; =>* o/ fiir j € N% ! Da L, nur die beiden Worter a und a™ enthilt, folgen
sofort S = A =* a und S = A} =" @/ = ¢™. Damit ist A; ein kontextfreies
Nichtterminal — dies widerspricht Lemma 2.19. Mithin tritt der Fall (1.10) nicht ein.
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Es sei r = 0. Dann ist u = a, und es muss die Regel S — a in P, geben. Da es
keine Schleifenableitungen in G,, gibt, kommt S auf keiner rechten Seite einer Regel
aus P, vor. Daher findet die Regel S — a bei der Ableitung von ™ keine Anwendung.
Somit konnen wir aus Gy, eine kontextfreie Grammatik G/, konstruieren, die alle Regeln
enthélt, die fir die Erzeugung von a™ notwendig sind. Die Grammatik G), erzeugt
dann a™ mit mindestens Symb (a™) = n Symbolen. Mithin gilt fiir G,, die Aussage
Symb (L,,) = Symb (G,,) > n + 3. Folglich ist G,, minimal, wenn r = 0 gilt.

Es sei G, = (N}, {a}, P}, S) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik mit
L(G]) = {a™}. Nach Lemma 4.3 ist Symb(G),) = n. Die Grammatik G}, enthélt
keine Initialschleifenableitungen (Lemma 2.16). Unter Zuhilfenahme von GJ, erzeugt die
kontextfreie Grammatik

(N;,{a},P,U{S = a},9)
die Sprache L,, mit Symb(G),) + 3 = n + 3 Symbolen zum Schluss minimal. O

Lemma 4.15 — Symbolkomplexitat von {ab™} und {acb™}
Es seien T ein Alphabet, a,b, ¢ € T paarweise verschieden und n € N?1,

i. Fir L,, = {ab™} gilt Symb (L,) =n+ 1.

ii. Fir L, = {acb™} gilt Symb(L,) =n + 2.

Beweis: Zu i. Es seien L, = {b™} sowie G|, = (N}, T', P!, S"), T' = {b}, mit
L(G!) = L}, und Symb(G),) = Symb(L}). Nach Lemma 2.14 ist G}, reduziert. Es
existiert eine Regel S" — w € P! fiir w € (N, UT’)". Weiterhin gilt S/ = w =* b™,
da b™ das einzige Wort in L/ ist. AuBerdem existieren aufgrund von Lemma 2.16,
Anstrich i keine Schleifenableitungen in G’. Anderten wir daher S’ — w zu S’ — aw,
erzeugten wir ausschlielich das Wort ab™, also L,. Mithin gilt

Symb (L) < Symb (L) +1=n+1

(die Addition von 1 rithrt vom zusétzlichen a her).

Es sei G,, = (N, T, Py, S), T = {a, b}, mit L(G,,) = L, und Symb(G,,) = Symb(L,,).
Aufgrund von Lemma 2.14 ist G, reduziert. Da L,, aulerdem nur ein Wort beinhaltet,
kommt a genau einmal in genau einer Regel aus P, vor — anderenfalls hétte das einzige
Wort in L,, mehr als nur ein Vorkommen von a oder es gébe zwei Ableitungen, die zu ab™
fiihrten. Wiirden wir das a aus der entsprechenden Regel in P, streichen, erzeugten wir
die Sprache L], = {b™}. Wie wir aus Lemma 4.3 wissen, ergibe sich Symb (L) = n. Es
muss ferner Symb (L],) < Symb(L,) — 1 (die Subtraktion von 1 rithrt vom gestrichenen
a her), also

Symb (L) > Symb (L)) +1=n+1

gelten. Mit dem vorhergehenden Ergebnis — Symb(L,,) < n+ 1 — resultiert Symb (L,,) =
n+ 1.
Zu ii. Der Beweis kann analog zum Beweis von Anstrich i gefiihrt werden. O
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Lemma 4.16 — Raum der Symbolkomplexitat fiir Symbolkomplexitat 1
Es seien n € N und z; € Ny, 1 <4 < n. Fir eine n-stellige Operation o,,, unter der die
kontextfreien Sprachen abgeschlossen sind, gelten

o )= Cgi’mb (1, ..., @), wenn fiir mindestens ein = € {z1, ..., z,} die Aussage
z = 1 stimmt,

o 1¢ O™ (g, 7,).

Beweis: Die Aussage von Lemma 4.1 Anstrich ii, dass Symb (L) = 1 fiir eine kontextfreie
Sprache L nie gilt, fithrt zu den beiden zu beweisenden Aussagen. O

4.2. Spiegelbild

Wir untersuchen den Raum der Symbolkomplexitét unter Spiegelbild.

Satz 4.17 — Raum der Symbolkomplexitdt unter Spiegelbild
Firn € Ng gelten

(0} = ¢ ),
{n} = C?;gnb (n) firn > 2.

Beweis: Die Aussage ) = C25™ (1) entnehmen wir Lemma 4.16. Ansonsten kann der

Beweis analog zu Satz 3.13 gefiihrt werden. g

4.3. Vereinigung
Wir untersuchen den Raum der Symbolkomplexitit unter Vereinigung.
Lemma 4.18 — Kommutativitat von Caymb

Fir n,m € Ny gilt
CH™ (n,m) = CI™ (m,n).

Beweis: Die Falle n = 1 oder m = 1 sind in Lemma 4.16 behandelt worden. Fiir die
iibrigen Félle kann analog zum Beweis von Lemma 3.14 verfahren werden. U

Lemma 4.19 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Vereinigung
Unter den Voraussetzungen n,m € Ng L gelten

i. 0¢ coymb (n,m) fir n > 2,
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ii. {n} = CJ"™" (n,0),

iii. n e CY™ (n,n),

iv. n+m+4,... ¢Caymb(n,m) firn>2und2<m<5

v.n+m+7,... ¢ Caymb(n,m).

Beweis: Es seien L und J zwei kontextfreie Sprachen, fiir die Symb (L) =n, n € fo L
und Symb (J) = m, m € NZ!, gelten.

Zu i. Es sei Symb (L U J) = 0. Dann muss nach Lemma 4.1 L U J = ) gelten. Dies
impliziert L = () und J = (). Ebenfalls wegen Lemma 4.1 folgen sofort Symb (L) = 0 und
Symb (J) = 0, und damit n =m = 0.

Zu ii. Es sei Symb(J) = m = 0. Aufgrund von Lemma 4.1 gilt J = (). Infolgedessen
erhalten wir LU J = LU () = L, und damit Symb (L U J) = Symb (L) = n.

Zu iii. Wir setzen L = J und erhalten Symb (L) = Symb (J) = n. Es gilt LUJ = L = J,
und damit Symb (L U J) = n.

Zu iv. Es seien n > 2 und 2 < m < 5. Weiterhin seien J,, eine kontextfreie Sprache
sowie G = (N, T, P,S) mit L(G) = L, Symb(G) = Symb (L) = n und Gy, = (N, Tin,
Py, S’) mit L(Gy,) = Jm, Symb(G,,) = Symb (J,,) = m, kontextfreie Grammatiken,
fiir die wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit S” ¢ N und S” ¢ N,,, voraussetzen.
Fiir gewisse a, b, ¢ € T}, gelten nach Lemma 4.1 und dessen Beweis

PQZ{S,*))\},
sz{S/—>a}7
P4:{S/—>ab},

Ps = {S" — abc} oder Ps={S" = \,S" = a}.
Wir konnen nun stets die kontextfreie Grammatik
(NU{S"},TUTy, P).,S")

mit

Pl =PU{S8" = Stu{S" s w|S s we Py,,weT,*}
angeben, die L U J,, mit genau Symb (G) + Symb (G,,) + 3 Symbolen erzeugt. Mithin
erhalten wir Symb (L U J,;,) < Symb (G) 4+ Symb (G,) +3 =n+m + 3.

Zu v. Wéhlen wir die Grammatiken G mit L(G) = L und G’ mit L(G’) = J aus dem
Beweis des Lemmas 2.8 so, dass Symb (G) = Symb (L) = n und Symb (G’) = Symb (J) =
m gelten, dann zéhlen wir in Gy mit L(Gy) = L U J hochstens n + m + 6 Symbole
(Beweis zu Lemma 2.8). Mithin gilt Symb (L U J) < Symb(Gy) = n + m + 6. O

Lemma 4.20 — Spezielle Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Vereinigung
Unter den Voraussetzungen n,m € N? ! gelten
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{2} = CO™(2,2),
ii.
(5} = CI™ (3,2),
(3,6} = C"™"(3,3),
1ii.
{6} = CI™ (4,2),
{7} =CP™ (4,3),
4,8 € O™ (4,4) % 2,3,5,6,
iv.
{57 7} = CLSJymb(
5,8 € CY™P(
9 e Cymb(
5,10 € CHY™(

ot

2),

,3) % 2,3,4,6,
4)$2,...,6,
5) % 2,3,4,6,

[SA NN N

)

6 € CY™ (6, m) fiir 2 < m < 6,

vi.
6 € CY™(7,2),
7,m+10€ CHY™ (7,m) fir 3<m < 7.

Beweis: Es seien L und J zwei kontextfreie Sprachen sowie T' ein beliebiges Alphabet
und nicht notwendig verschiedene Buchstaben a, b, ¢, d € T. Weiterhin seien n, m € N?1,

Zu i. Es sei Symb (L) = Symb(J) = 2. Dann gilt nach Lemma 4.1 ausschlieflich
L=J={\}. Esfolgt LUJ = {A}U{A} ={A}, und nach Lemma 4.1 Symb (LU J) =
Symb ({A\}) = 2.

Zu ii. Es seien Symb (L) = 3 und Symb(J) = 2. Aufgrund von Lemma 4.1 gelten
ausschliefllich L = {a} und J = {\}. Wir erhalten LUJ = {a}U{A} = {\,a}. Lemma 4.1
liefert Symb (L U J) = Symb ({\,a}) = 5.

Fiir den Fall Symb (L) = 3 und Symb (J) = 3 gelten nach Lemma 4.1 ausschlie§lich
L = {a} und J = {b}. Ist @ = b, folgt LU J = {a} U {a} = {a}, und damit wegen
Lemma 4.1 Symb (L U J) = Symb ({a}) = 3. Ist a # b, folgt LU J = {a} U {b} = {a, b},
und aufgrund von Satz 2.22 und Lemma 4.1

Symb (L U J) = Symb ({a} U {b}) = Symb ({a}) + Symb ({b}) =3+ 3 =6.
Zu iii. Es seien Symb(L) = 4 und Symb(J) = 2. Dann gelten nach Lemma 4.1
ausschliefllich L = {ab} und J = {A}. Es folgt LU J = {ab} U {A\} = {\, ab}, und nach

Lemma 4.4 sowie Lemma 4.1

Symb (L U J) = Symb ({ab} U {\}) = Symb ({ab}) + Symb ({\}) =4+ 2 = 6.
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Es seien Symb (L) = 4 und Symb (J) = 3. Aufgrund von Lemma 4.1 gelten ausschlief3-
lich L = {ab} und J = {c}. Wir erhalten LU J = {ab} U{c} = {ab, c}. Nach Lemma 4.1
gilt dann Symb (LU J) =T7.

Fiir den Fall Symb (L) = 4 und Symb (J) = 4 gelten nach Lemma 4.1 ausschlieflich
L = {ab} und J = {cd}. Ist ab = cd, folgt LU J = {ab} U{ab} = {ab}, und damit wegen
Lemma 4.1 Symb (L U J) = Symb({ab}) = 4. Haben ab und cd keine gemeinsamen
Buchstaben, folgt L U J = {ab} U {cd} = {ab, cd}, und aufgrund von Satz 2.22 und
Lemma 4.1

Symb (L U J) = Symb ({ab} U {cd}) = Symb ({ab}) + Symb ({cd}) =4+ 4 = 8.

Gilt ab # cd, folgt LU J = {ab, cd}. Da keine kontextfreie Sprache aus Lemma 4.1 diese
Form hat, ergibt sich Symb (LU J) > 7.

Zu iv. Der Beweis kann analog zu den Beweisen der zuvor betrachteten Aussagen
erfolgen.

Zuv. Es seien L = {a}" und J,,, = {a™}, 2 < m < 6. Nach den Lemmata 4.1 und 4.3
gelten Symb (L) = 6 und Symb (J,,,) = m. Vereinigen wir die beiden Sprachen, erhalten
wir LU Jp, = L. Somit gilt Symb (L U J,;,) = Symb (L) = 6.

Zu vi. Nach Lemma 4.1 gilt Symb (L) = 7 fir L = {a}*. Dasselbe Lemma impliziert
J = {\}, wenn Symb (J) = 2 gelten soll. Es ergibt sich

LuJ={a}" U{\} ={a}",
und nach Lemma 4.1
Symb (L U J) = Symb ({a}") = 6.

Wir setzen J,, = {a™} fiir 2 < m < 7. Nach Lemma 4.3 gilt Symb(.J,;,) = m. Wir
erhalten
LU Jy ={a}"U{a™}={a}" =L,

und damit
Symb (L U Jy,,) = Symb (L) = 7.

Waihlen wir J,,, = {b™}, b # a, so erhalten wir LU J,,, = {a}" U {b™ }, und wegen
Lemma 4.6 die Aussage

Symb (L U J;;,) = Symb ({a}" U {b™™}) = m + 10.

Lemma 4.21 — Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter Vereinigung
Unter den Voraussetzungen n,m € Néé L gelten

i. 2,...,5¢C§Jymb(n,m) firn > 6 und 2 < m < n,
ii. me Caymb (n,m) fir n > 13 und 13 < m < n,

iii. nECSymb(n,m) firm>5und 2<m<n-—3,
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iv. n e ngmb (n,m) fir n > 13 und 3 < m < n,
V. n—{—mECaymb(n,m) firn>3und 2 <m <n,
vi. 23,...,n € C™ (n,m) fiir n > 23 und 13 < m < n,

Vii. n+3,...,n+m—2€C§Jymb(n,m) fir n > 13 und 5 < m < n.

Beweis: Es seien T ein beliebiges Alphabet und nicht notwendig verschiedene Buchstaben
a,b,c,deT.

Zui. Firn > 6 und 2 < m < n seien L, und J,, kontextfreie Sprachen, fiir die
Symb (L,) = n und Symb (Jp,) = m gelten. Weiterhin sei K), eine kontextfreie Sprache
mit Symb (K),) =p fir p € N, 2 < p < 5. Wir nehmen nun an, es gilt L, C K. Fir K,
kommen nur die in Lemma 4.1 angegebenen Sprachen infrage. Wir erhalten nun die
folgenden Aussagen:

o Aus L, C Ky = {\} folgt L, = 0 oder L,, = {\},

o aus L, C K3 = {a} folgt L, =0 oder L, = {a},

o aus L, C K4 = {ab} folgt L,, = () oder L,, = {ab},

o aus L, C K5 = {abc} folgt L, = 0 oder L,, = {abc},

o aus L, C K5 = {\,a} folgt L, =0, L, = {\,a}, L, = {\} oder L,, = {a}.

Nach Lemma 4.1 gilt dann 0 < Symb(L,,) = n < 5. Das widerspricht der Voraussetzung
n > 6. Mithin gilt L, C K, nicht. Bilden wir die Vereinigung von L,, und J,,, erhalten
wir Ly, U J,,, # K, fiir alle moglichen p, 2 < p < 5. Somit gilt stets Symb (L;,, U Jp,) # 2,
.5,
Zu ii. Fir n > 13 und 13 < m < n seien

Ln = {aﬂ'n}’
T = {a}* U {p™m-10)

Nach Lemma 4.3 gilt Symb (L,) = n, und nach Lemma 4.3 sowie Lemma 4.6 gilt
Symb (Jp,) = 10+ (m — 10) = m.

Aus L, U J,, = Jy, folgt Symb (L, U Jp,) = Symb (J,,) = m.
Zu iii. Fur n > 5 und 2 < m <n — 3 setzen wir

Ln,m = {aﬂ-m} U {bﬂn_m} )
I ={a™™}.

Im Fall m = 2 wenden wir die Lemmata 4.3 und 4.4 an, wodurch wir

Symb (Ly ) = Symb({A}U{d™2}) =2+ (n—-2)=n
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sowie

Symb (J2) = Symb ({\}) =2
erhalten. Die Vereinigung der beiden Sprachen liefert L, o U Jo = Ly, 2. Es folgt
Symb (ng U JQ) = Symb (ng) =n.

Im Fall m > 3 gilt Alph({a™}) N Alph({6"™»—m}) = (. Daher dirfen wir Satz 2.22
anwenden und erhalten mittels Lemma 4.3

Symb (Ly, ) = Symb ({a™™}) + Symb ({d™™}) =m + (n —m) = n.

Nach Lemma 4.3 gilt
Symb (J,,,) = Symb ({a™™}) = m.

Die Vereinigung der beiden Sprachen ist Ly, »,, U Jp, = Ly, 1. Mithin gilt
Symb (Ly, m U Jp) = Symb (Ly, ) = n.
Zu iv. Fir n > 13 und 3 < m < n setzen wir
L = {a}* U {7},
I ={a™™}.
Nach den Lemmata 4.3 und 4.6 erhalten wir
Symb (L) = 10 + Symb (b™- 1) =10+ (n — 10) = n

sowie

Symb (J,,) = Symb ({a™™}) =m

aufgrund von Lemma 4.3. Die Vereinigung der beiden Sprachen ergibt L, U J,,, = L.
Dies impliziert
Symb (Ly, U Jp,) = Symb (Ly,) = n.

Zuv. Firn > 3 und 2 < m < n seien

Ln = {aﬂn}a
T = {b™} .

Dann gelten Symb(L,,) = n und Symb(J,,) = m wegen Lemma 4.3. Die Aussage
Symb (L, U Jpn) = n+m ist im Fall von m > 3 aufgrund von Alph (L,) N Alph(J,,) =0
sowie Satz 2.22 korrekt, und im Fall m = 2 wegen Lemma 4.4.

Zu vi. Firn > 23, 13 <m < n und 23 < k < n seien

Ln — {aﬂn—(k—m)} U {bﬂ'k—QO} U {C}Jr7
Im ={a}T U {cm10}.

Wir legen A, = {a™—¢=10}, By = {b™-20} und C' = {c}" fest, wobei L, = A, U
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4.3. Vereinigung

By, U C gilt. Die Aussagen Symb (A, ;) = n — (k — 10), Symb(B;) = k — 20 und
Symb (C') = 7 lesen wir aus Lemma 4.3 bzw. Lemma 4.1 ab. Folglich ergibt sich wegen
der Disjunktheit der Alphabete von A, j, By, und C mittels Satz 2.22 und Lemma 4.6
die Symbolkomplexitét

Symb (L,) = Symb (A, 1 U B, UC)
= Symb (4, U By) + Symb (C) + 3
= Symb (A4, ) + Symb (By) + Symb (C) + 3
=(n—(k—-10))+(k—20)+7+3=n.

—_~

In analoger Weise zeigen wir

Symb (J,,) = Symb ({a}* U {¢™10})
= Symb ({a}") + 3 + Symb ({¢™1°})
=743+ (m—10)=m.

Die Vereinigung von L, und J,, ist

Ln U Jm — {awnf(lﬁlo)} ] {bﬂk—Qo} U {C}+ U {a}+ U {Cwm_w}
= {a}T U{p™ U {c}"

Die Alphabete der Sprachen {a}*, {b™-20} und {c}" sind disjunkt. Demzufolge erhalten
wir durch neuerliche Anwendung der oben benannten Sédtze und Lemmata die Aussage

Symb (L, U Jp,,) = Symb ({a}™ U {d™20} U {c}")
= Symb ({a}* U {b™20}) + Symb ({c}") + 3
— Symb ({a}*) +3 + Symb ({420} + Symb ({c}) + 3
7434 (k—20)4+T+3 =k

Zuvii. Firn > 13,5 <m<nundn+3 <k <n+m— 2 legen wir

L, ={a™ "} U{b}",

Jm — {C"Tk—n} U {bﬂ—mf(kfn)}
fest. Wir setzen A, = {a™-1°} und B = {b}", wobei L, = A, U B gilt. Die Symbol-
komplexitédten Symb(A,) = n — 10 und Symb (B) = 7 lesen wir aus Lemma 4.3 bzw.

Lemma 4.1 ab. Infolgedessen ergibt sich wegen der Disjunktheit der Alphabete von A,
und B mittels Lemma 4.6 die Aussage

Symb (L,,) = Symb (4, U B)
= Symb (A,) + Symb(B) + 3
=(n—-10)+7+3=n.

Analog erhalten wir aufgrund des Lemmas 4.3, des Lemmas 4.4 und des Satzes 2.22
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Symb (Jy,) = Symb ({¢™n} U {pm-(k-m })
= Symb ({c™"}) + Symb ({p"m—(k-m) })
=(k—n)+ (m—(k—n)) =m.

Die Vereinigung von L, und J,, ist

Ln ] Jm — {awn_w} ] {b}+ U {Cﬂk—n} U {bﬂ'mf(kin)}
— {awnfm} U {b}+ U {Cﬂk_n}
=L, U{c™"}.

Die Alphabete der Sprachen L, und {¢™-"} sind disjunkt. Daher erhalten wir durch
abermalige Anwendung der zuvor genannten Lemmata die Symbolkomplexitét

Symb (L, U Jy,) = Symb (L, U {¢™=n})
= Symb (L,) + Symb ({¢™"})
=n+(k—n)=k.

Lemma 4.22 - Esgeltenn+m +3,n+m+ 6 € ngmb (n, m)
Unter den Voraussetzungen n,m € Ng ! gelten

i. n—l—m—i—GEngmb(n,m) fir n > 6 und 6 < m <mn,
ii. n—i—m—|—3€CSymb(n,m) firn>6und 3 <m < n.

Beweis: Zu i. Es seien Tj, ,,, ein beliebiges Alphabet mit mindestens n+4m—10 Buchstaben
und paarweise verschiedene a;, b; € Tj, , fiir 1 <7 <mn—5,1 <7 <m — 5 sowie n > 6,
6 <m<nund

L, = {al cet an—5}*a
Ty = {b1 -+ bys )"

Fiir diese Sprachen gelten Symb (L,,) = n bzw. Symb (.J,,,) = m, und fiir die Vereinigung
dieser Symb(L,, U J,;,) = n + m + 6. Die Aussagen Symb (L,,) = n und Symb (Jp,) = m
ergeben sich aus Lemma 4.10.

Es sei Gnm = (Nn,ms Tnoms Po,m, S) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik
mit L(Grm) = LnUJdm, T = {a1, ..., an—5}, To = {b1, ..., bm—5} und T}, ,, = TOUTS,.
Wir diirfen Gy, ,, als reduziert annehmen (Lemma 2.14).

Wir zeigen zunéchst, dass es in G, ., keine Initialschleifenableitungen gibt: Géabe es
eine Schleifenableitung S =* xgSyg fir x5,ys € Thm™, xsys # A, wire fiir § =~
ai---ap € L, und S =* by ---b,, € Jp, eines der dann ableitbaren Terminalworter
xsay - apys oder xgby - - - bpysg nicht in L, U J,, enthalten, da Buchstaben aus T und
Buchstaben aus T, in einem Wort vorkimen.

Nach Lemma 2.19 enthélt G, ,,, keine kontextfreien Nichtterminale. Folglich gibt es
fir jedes A € Ny \ {S} eine Ableitung S =* x4 Ay fir z4,ya € (Npym UTnm)",
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4.3. Vereinigung

zaya # A. Wegen der Reduziertheit von Gy, p,, diirfen wir sogar z4,ya € 5, " annehmen.
Ferner existiert wegen der Reduziertheit und Lemma 2.17 eine Ableitung A =" w4 fiir
wa € Ty ™. Zusammen erhalten wir die Ableitung

S =" 2 0Ays =" TAoWAYA € Tn,m+.

Es gilt xqwaya € L, U J,,, und damit entweder zpowaya € L, oder zowaya € Jn,
(wegen Alph(L,) N Alph(J,,) = 0). Mithin erhalten wir entweder wyq € T2 oder
wy € Tb+ Aus Ableitungen der Form § =—* xAAyA flir xA,yA € Thm™, :IJAyA # A,
folgt stets o'y, vy € T2*, wenn wy € T2" ist und o'y, 9y € TP, wenn wy € Tb ist —
ansonsten wire ein Wort ableitbar, das Buchstaben aus 7¢ und Buchstaben aus 77,
enthielte. Somit ist jedes von S verschiedene Nichtterminal von G, ,, entweder an der
Generierung von Wortern aus L,, oder von denen aus J,, beteiligt — also nicht an einem
Wort aus L, und einem aus J,, zugleich. Mithin kénnen wir fiir jede Regel mit A auf der
linken Seite sagen, ob sie entweder an Ableitungen fiir Wérter aus L, oder J,, beteiligt
ist.
Allgemein hat eine Regel mit S auf der linken Seite die Form

S — xXix1 - Tr1 Xy

fir o, z; € Ty und X; € Ny, flir 1 <4 <7 und r € Ny. Da kein Wort aus L, U Jy,
Buchstaben aus 7% und Buchstaben aus T, enthilt, gilt sogar entweder zxy - - -z, € T4
oder zx1- -z, €T, ,ﬂ’l*. Aufgrund der Tatsache, dass fiir jedes Nichtterminal A # S aus
Gy,m determiniert ist, ob es entweder an der Ableitung fiir Worter aus L, oder Jp,
beteiligt ist, ist dies damit — bis auf S — A — auch fiir Regeln S — X121 - - 2,1 X,z
gegeben.

Wir konstruieren nun aus Gy, ,, eine kontextfreie Grammatik Gy, , die L, erzeugt,
indem wir in G, alle Regeln aus G, ,, aufnehmen, die an Ableitungen zur Erzeugung
der Worter aus L, beteiligt sind. Wie wir oben gesehen haben, sind — bis auf eventuell
S — A — diese Regeln nicht an der Generierung von Wortern aus .J,,, beteiligt. Auflerdem
existieren keine Initialschleifenableitungen in Gy, . Folglich ist G, eine kontextfreie
Grammatik, die L,, ohne Initialschleifenableitungen erzeugt. Nach Lemma 4.11 gilt dann
Symb (Gr,) > (n—5)+8 = n+ 3. Im Fall von Symb (G, ) = n+ 3 folgt nach demselben
Lemma, dass in Gy, die Regel S — X nicht enthalten ist. Andererseits kann die Regel
S — X\ enthalten sein, wenn Symb (G, ) > n + 4 ist.

Aus G, konnen wir analog zu G, eine kontextfreie Grammatik G j,, konstruieren,
die J,, generiert. Es gelten die zu G, analogen Aussagen hinsichtlich der Symbolanzahl
fir Gy, .

Wir unterscheiden 2 mogliche Falle:

o Ist die Regel S — X in G, und G, enthalten, gelten Symb(Gp,, ) > n+ 4 und
Symb (G, ) > m+ 4. Es folgt

Symb (G, m) > Symb(Gp,,) + Symb(Gy,,) — 2
>n+4)+(m+4)—-2=n+m+6.
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Es miissen 2 Symbole abgezogen werden, da wir sonst die Symbole von § — A
doppelt zahlen wiirde.

o In den anderen Fillen gilt Symb (G, ) > n+ 3 und Symb(G,,) > m+ 3. Es folgt

Symb (G, m) > Symb(Gp,,) + Symb(G,,)

>
>(n+3)+(m+3)=n+m+6.

(In diesem Fall kommt S — A hoéchstens einmal vor.)

Insgesamt erhalten wir Symb (G, ) > n + m + 6.
Die kontextfreie Grammatik

({5, s Sb} s Tom, P U P, S)
mit
Pl ={S — S4,Sq — a1 an—5Sa,5 — A},
P2 ={S — S}, S, — by -bpm_55y, Sy, — A}
erzeugt Ly, ,, mittels n + m + 6 Symbole. Zusammen mit der obigen Aussage folgt

Symb (Gpm) = Symb (L, m) =n + m + 6.
Zuii. Firn > 6 und 3 < m < n legen wir

L, = {Gl T an—S}*a
Jm = {bl te bme}

fest. Aus Lemma 4.10 und Lemma 4.9 folgen die Aussagen Symb(L,) = n bzw.
Symb (Jp,) = m.

Den Rest des Beweises fiihren wir analog zum Beweis von Anstrich i durch. Offenbar
enthélt jede kontextfreie Grammatik, die J,, erzeugt, nicht die Regel S — X (S sei das
Startsymbol), da das leere Wort nicht in J,,, vorkommt. Wir geben eine symbol-minimale
kontextfreie Grammatik an, die L,, U J,, generiert:

({Sasaysb}a{a'lv"‘7an—57b17"‘7bm—2}aP7?UP7I;L75)

mit
Pr? = {S_> Saasa _>a1"‘an—5Sa7Sa — )\}7
Pl ={S by by o).
Schlussendlich gilt Symb (L, U Jp,) = n + m + 3. O

Satz 4.23 — Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitat unter Vereinigung
Firn,m € Ny und m < n gelten
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4.3. Vereinigung

{n} = CH™ (n,0) fir n #1,
h = C¥mP(1,0),

{2} = ™ (2,2),
{5} = CI"™(3,2),
{6} = C5™ (4,2),
{5,7} = CI™ (5,2),
6,8 € C¥™(6,2)$0,...,5,12,...,
6,7,9 € CY™(7,2) $0,...,5,13,...,
n,n+2ECSymb(n,2) 20,...,5,n+6,... firn>8§,
{3,6} = CI™ (3,3),
{7} = CI™ (4,3),
5,8 CY™(5,3)%0,...,4,6,12, ...,
6,9,12 € C™(6,3) $0,...,5,13,. ..,
n,n+3,n+6€CSymb(n,3) 20,...,5,n+7,... firn>717,

4,8 € O™ (4,4)%0,...,3,5,6,12, ...,
9e P (5,4)%0,...,6,13,.. .,
6,10,13 € CO™(6,4) $0,...,5,14,. ..,
n,n+4,n+7€C8ymb(n,4) 20,....,5n+8,... firn>T1,

5,10 € CY™(5,5) % 0,...,4,6,14,. ..,
6,11,14 € C™>(6,5) 3 0,...,5,15,...,
n,n+5,n+8€CSymb(n,5) 20,...,5,n+9,... firn>7,
n,n+3,n+5,n+8608ymb(n,5) 20,....,5,n+9,... firn>13,

6,12,15,18 € CO™(6,6) $ 0,...,5,19, . ..
7,13,16,19 € CY™(7,6) $0,...,5,20,. ..
14,17,20 € C3™P(8,6) $ 0,...,5,21, . ..
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n,n+6n+9,n+ 12

e CY™ (n,6)$0,...,5,n+13,... firn>09,
nn+3n+4,n+6n+9n+ 12

e C¥™P(n,6)$0,...,5,n+13,... firn>13,

n+mn+m-+3,n+m-+6

€CY™ (n,m) 20,....5n+m~+7,... firn>7m>T;
n,n+m,n+m+3,n+m+6

e CY™ (n,m) 30,....5,n+m+7,... firn>10,7<m<n-—3;
nn+3,...,n+m—2n+mmn+m+3,n+m+6

€ CY™ (n,m) 20,....5,n+m~+7,... firn>13,m>T;
m,n,n+3,...,n+m-2n+mn+m+3,n+m+6
eCP(nm)30,....5,n+m+7,... firn>13,m > 13;
m,23,...,n,n+3,...,n+m—=2n+mmn+m+3,n+m+6
eCY™ (n,m) 20,....,5n+m+17,... firn>23m>13;

o™ (n,m) = CF™ (m,n).

Beweis: Der Satz ist eine Zusammenfassung der Lemmata 4.16, 4.19, 4.20, 4.21 und 4.22
unter Zuhilfenahme des Lemmas 4.18. O

Bemerkung: Es seien n,m € Ny und m < n. Im Folgenden sind die noch offenen Fille
zu den Ergebnissen aus Satz 4.23 vollstdndig dargestellt:

7,9,10,11 €’ CY™ (6,2),
8,10,11,12 €’ C¥™P(7,2),
6,....n—1,n+1,n+3,....n+5€ C¥P(n,2) fiir n > 8,
7,9,10,11 €’ CY™ (5,3),
7,8,10,11 €’ C™ (6, 3),
6,....n—1n+1l,n+2n+4n+5€’ ngmb(n,?)) fiir n > 7,

7,8,10,11,12 €’ ¢HymP
7,8,9,11,12 €’ Cymb

6,....n—1,n+1,n+2n+3,n+5n+6¢’ ngmb
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7,8,9,11,12,13 €’ CY™ (5, 5),
7,...,10,12,13 €’ CI™" (6, 5),
6,....n—1,n+1,....,n+4n+6n+7€ CY(n,5) fir 7<n <12,
6,....n—1n+ln+2n+4n+6n+7¢€’ ngmb(n,S) fir n > 13,

7,...,11,13,14,16,17 €’ CY™ (6, 6),
6,8,...,12,14,15,17,18 €’ C¥™(7,6),
6,...,13,15,16,18,19 €’ CY™"(8,6),
7,...,n—1n+1,....n+dn+7n+8n+10,n+ 11
e’ ™ (n,6) fir 9 < n < 12,
7,....,n—1n+1,n+2n+5n+7n+8n+10,n+ 11
e’ ™ (n, 6) fiir n > 13,

6,....n+t+m—-1n+m+1I,n+m+2n+m+4dn+m+5

e’ Csymb(n,m) fir7<n<9m>70d. 7<n<12.m>n-—3;
6,....n—1,n+1,...n+m—-1,n+m+I,n+m+2n+m+4,n+m-+5
€’ CH™ (n,m) fir 10<n<12,7<m<n-—3;
6,....n—1,n+1,n+2,
n+m—I,n+m+1l,n+m+2,n+m+4n+m+5

e’ Ciymb(n,m) firn > 13,7 <m < 12;

6,.... m—1m+1,....n—1n+1,n+2
n+m—-—1,n+m+1I,n+m+2n+m+4n+m-+5

€’ CH™ (n,m) fiir 13 < n < 22,m > 13;

z,n+1,n+ 2,
n+m—1I,n+m+l,n+m+2,n+m+4n+m+5

e’ Ciymb(n,m) firm=#xeN,6<x<22, und n > 23,m > 13.

4.4. Konkatenation

Wir untersuchen den Raum der Symbolkomplexitét unter Konkatenation.

Lemma 4.24 — Kommutativitit von CSy™P
Fiir n,m € Ny gilt

CSYMb (1, m) = CMP (;m, n).
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Beweis: Der Beweis kann analog zum Beweis von Lemma 3.18 gefiihrt werden. 0

Lemma 4.25 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Konkatenation
Unter den Voraussetzungen n,m € Ng ! gelten
i.
{0} = ™™ (n,0),
{n} = C¥"(n,2),

ii.
0,2,3 ¢ CSymb (n,m) fur n > 3 und m > 3,
4 ¢ CVmP(n m) fiir n >4 und m > 3,
5¢ CVP (n m) fiir n > 5 und m > 3,

iii.
6 ¢ C5Y™mP (1, 3) fiir n > 6,
6 ¢ CSYmP (n, 4) fiir n > 6,

iv.
n+m+5,... ¢ CVP(n m).

Beweis: Es seien L und J zwei kontextfreie Sprachen, fiir die Symb (L) = n, n € N3, und
Symb (J) =m, m € Nﬁ ! gelten sowie T ein beliebiges Alphabet und nicht notwendig
verschiedene Buchstaben a, b, c,d,e € T.

Zu i. Es sei Symb (J) = m = 0. Aufgrund von Lemma 4.1 gilt J = (). Infolgedessen
erhalten wir L-J = L -0 = (), und damit Symb (L - J) = Symb () = 0 (Lemma 4.1). Im
Fall von Symb (J) = m = 2 ergibt sich mithilfe von Lemma 4.1 L-J = L-{\} = L, und
somit Symb (L - J) = Symb (L) = n.

Zu ii. Wegen Anstrich i diirfen wir im Folgenden m > 3, also Symb(J) = m > 3,
annehmen.

Wir betrachten den Fall Symb (L -J) = 0, n > 3. Lemma 4.1 impliziert dann L - J = ().
Da Symb (L) = n > 3 gelten soll, ist die Gleichung L - J = () nach Lemma 4.1 nicht
losbar — sie wére es nur fir L = () oder J = (), dann aber gilten Symb (L) = 0 oder
Symb (J) = 0. Fiir den Fall Symb (L - J) = 2, n > 3 erhalten wir L - J = {A}. Auch
diese Gleichung ist nicht unter den gegebenen Bedingungen lésbar. Analoges gilt fiir den
Fall Symb (L - J) = 3, n > 3 und der resultierenden Gleichung L - J = {a}. Auch die
Ergebnisse der letzten beiden Félle Symb (L - J) =4, n > 4 und Symb(L-J)=5n>5
lassen sich mithilfe von Lemma 4.1 auf gleiche Weise zeigen.

Zu iii. Es sei Symb(J) = 3. Nach Lemma 4.1 erhalten wir J = {a}. Fiir den Fall
n > 6, Symb (L - J) = 6 entstehen unter Beachtung desselben Lemmas die moglichen
Gleichungen

L-J=0L-{a} = {bcde},
L-J=L-{a}={\bc},

100



4.4. Konkatenation

L-J=L-{a}={b,c}(b+#c) oder
L-J=L {a} ={b}".

Offenbar existiert kein L fiir Symb (L) = n > 6, das auch nur eine dieser Gleichungen
16st. Analoges lasst sich im Fall von Symb(J) = 4, also J = {ab}, zeigen.

Zu iv. Wéhlen wir die Grammatiken G mit L(G) = L und G’ mit L(G’) = J aus dem
Beweis des Lemmas 2.8 so, dass Symb (G)) = Symb (L) = n und Symb (G’) = Symb (J) =
m gelten, dann zéhlen wir in G. mit L(G.) = L - J hochstens n +m +4 Symbole (Beweis
zu Lemma 2.8). Mithin gilt Symb (L - J) < Symb(G.) = n +m + 4. O

Lemma 4.26 — Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitdt unter Konkatenation
Es gelten

i.

{4} = Cmb (3. 3),

| {5} = CSmb(4,3),
{6} = CHmb (4, 4),

iii.

{6, 7} = C™P(5,3),

)%0,....,6
)%0,....6,
)%0,...,5
)$0,....5

Beweis: Es seien L und J zwei kontextfreie Sprachen sowie T' ein beliebiges Alphabet
und nicht notwendig verschiedene Buchstaben a,b,c,d,e € T.

Zu i. Es sei Symb (L) = Symb (J) = 3. Dann gelten nach Lemma 4.1 ausschliellich
L = {a} und J = {b}. Es folgt L -J = {a} - {b} = {ab}, und nach Lemma 4.1
Symb (L - J) = Symb ({ab}) = 4.

Zu ii. Es seien Symb (L) = 4 und Symb(J) = 3. Aufgrund von Lemma 4.1 gelten
ausschliefllich L = {ab} und J = {c}. Wir erhalten L-J = {ab}-{c} = {abc}. Lemma 4.1
liefert Symb (L - J) = Symb ({abc}) = 5.

Aus Lemma 4.1 folgen fiir den Fall Symb (L) = 4 und Symb(J) = 4 die Aussagen
L = {ab} und J = {ed}. Mithin gilt L -J = {ab} - {ed} = {abed}, und schlieBlich
Symb (L - J) = Symb ({abed}) = 6.

Zu iii. Es seien Symb (L) = 5 und Symb(J) = 3. Nach Lemma 4.1 gelten dann allein
L = {abc} oder L = {\,a} und J = {d}. Die moglichen Konkatenationen ergeben

9
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{abc} - {d} = {abed},
{\,a}-{d} ={d,ad}.

Lemma 4.1 liefert fiir diese Sprachen Symb ({abcd}) = 6 bzw. Symb ({d, ad}) = 7.
Fiir den Fall Symb (L) = 5 und Symb(J) = 4 gelten aufgrund von Lemma 4.1 die
Aussagen L = {abc} und J = {de}. Die Konkatenation ergibt

L-J={abc} -{de} = {abcde} ,

was nach demselben Lemma Symb (L - .J) = Symb ({abcde}) = 7 ergibt. Es kann dartiber
hinaus nie Symb (L - J) € {0,...,6} gelten, da die einzige weitere Moglichkeit L = {\,
a} konkateniert mit J = {de} — also {de, ade} — keine Sprache aus Lemma 4.1 ist.

Die Aussage fiir Symb (L) = 5 und Symb(J) = 5 ergibt sich analog zu den vorherigen
Aussagen.

Zu iv. Die Aussagen konnen wie zuvor mit dem Lemma 4.1 bewiesen werden. Es seien

o Symb (L) =6 und Symb (J) = 3: Aus L = {abcd} und J = {e} folgt Symb (L-J) =
Symb ({abcde}) = 7.

e Symb (L) =6 und Symb(J) = 5: Aus L = {a}* und J = {\, a} folgt Symb (L-J) =
Symb ({a}") = 6.

e Symb(L) =6 und Symb(J) = 6: Aus L = {a}* und J = {), aa} folgt Symb (L -
J) = Symb ({a}") = 6.

Die Aussagen Symb (L -J) ¢ {0, ..., 6} oder Symb(L - J) ¢ {0, ..., 5} ergeben sich
analog zum Anstrich iii durch Lemma 4.1 und durch das Bilden der Konkatenationen
aller moglichen Sprachen fiir L und J. 0

Lemma 4.27 - Esgilt n 4+ 4,...,n+m — 2 € C™P (n,m)
FirneNg,n>6,und me Ny, 6 <m <n,giltn+4,...,n4+m—2¢c C¥ (n m).

Beweis: Es seien T, ,, ein beliebiges Alphabet mit mindestens n + m — 4 Buchstaben
und paarweise verschiedene a;,bj,cp € Ty i fir 1 <i<n—-2-2,1<j<m—z -2,
1 <p<ux, pe N sowie
r=n+m-—k+2,
Ln,m,k’ = {al o Qp—g—2°C1 C:B} y
Jn,m,k = {bl cobpg2-c1- Cx}
und k € Ng,n+4 < k < n+m—2. Wir werden Symb (Ly, 5, ;) = 7, Symb (Jy, 1) = m und

Symb (Ly, p k- Jn,m.k) = k zeigen. Aufgrund von Lemma 4.2 wissen wir Symb (Ly, y, k) > n.
Die kontextfreie Grammatik

({S} aAlph (Ln,m,k)v {S — a1 Ap_gp_2C1 " Cz} R S)

erzeugt offenbar L,, , 1, mit 24+n—x—2+2 = n Symbolen. Mithin gilt Symb (L, 1) = n.
Analog beweisen wir Symb (J,, 1) = m.
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Es sei
w:al."an—x—2'Cl"'cx'bl"'bm—w—2.cl'..cx'

Fiir die Konkatenation ergibt sich Ly, ,, 1 - Jymk = {w}.

Wir bestimmen nun die Symbolkomplexitiat der Sprache {w}. Dazu sei G = (N, T, P,
S) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik mit L (G) = {w}. Wenn G nur eine
Regel hat, muss diese S — w sein, und es folgt Symb (G) = n + m — 2 (Lemma 4.2).

Wir nehmen nun an, dass G genau zwei verschiedene Regeln p und ¢ hat (p # q).
Gébe es nur ein Nichtterminal, hétten die beiden Regeln die Form

p=35—=>uXiuy - Up_1 XUy,
qg=S — vYiv1 - vs_1YsUs

fir r,s € Ng und u, u;,v,v; € T* sowie X; = S, Y; = Sfir1 <i<rund 1< j <s.
Offenbar kommen S — A oder S — S nicht infrage. Weiterhin darf nicht r = s =0
gelten, da G sonst die zwei verschiedenen Worter « und v erzeugte. Gelten hingegen r > 1
oder s > 1, befindet sich in der Regel p oder ¢ mindestens ein S auf der rechten Seite,
und da S — S nicht moglich ist, muss die rechte Seite aus mindestens zwei Buchstaben
bestehen. Damit entstehen allerdings Schleifenableitungen fiir S und folglich unendlich
viele Worter.

Angenommen, in G finden zwei verschiedene Nichtterminale S und A Anwendung
(S # A). Dann haben die beiden Regeln die Form

p = S — qu’U,l <. -ur_erur,
qg=A — vYiv1 - vs_1YsUs

fur r, s € No und w, u;, v,v; € T* sowie X;,Y; € {S, A} fir 1 <i<rund 1< j <s. Die
Mboglichkeiten S — A\, A — A, S — S und A — A konnen wir ausschlieen. Aulerdem gilt
X; # S, da sonst Schleifenableitungen entstiinden. Des Weiteren ist s = 0, anderenfalls
gibe es fiur A keine terminierende Regel (es wére kein Terminal-Wort ableitbar). Offenbar
wére g nutzlos, wenn r = 0 wire. Gélte r = 1, so konnten wir das einzige Nichtterminal
A auf der rechten Seite von p durch v — die rechte Seite von g — ersetzen und erhielten
weniger Symbole. Wiare r > 3, gdbe es im einzigen Wort w aus Ly ;i - Jpmk drei
Vorkommen von v, was nicht der Fall ist, da jeder Buchstabe aus T hochstens zweimal
auftritt. Mithin gilt » = 2. Da nur das Wort ¢; - - - ¢, genau zweimal in w vorkommt,
kann v ausschliellich ein Teilwort von ¢j - - - ¢; sein. Daher miissen die iibrigen in w
vorkommenden Buchstaben in p enthalten sein. Wir erhalten

Symb(G) = 2+ |w|+2 -2 |v|) + (2+ |v])
= |w| — |v| + 6.

Der Term |w| — |v| + 6 wird moglichst klein, wenn v = ¢; - - - ¢, gilt, also |v| moglichst
grof3 ist. Folglich erhalten wir
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Symb (G) = |w|—z+6
=n—z—-24z)+(m—oz—-2+2)—x+6

=n+m-—x+2
=n+m—(n+m-—~k+2)+2
=k.

Indem wir

p=58—ar-an_z 2Ab1- by 24,
g=A—c1- ¢
setzen, vergewissern wir uns, dass die vorherige Betrachtung eine korrekte kontextfreie
Grammatik liefert, die Ly, », 1 - Jp,m r mit £ Symbolen erzeugt.
Zuletzt nehmen wir an, dass in G mindestens drei Regeln enthalten sind. Mit den

insgesamt
m—z—=2)+(m—z—2)+z=n+m-—xz—4

verschiedenen in w vorkommenden Buchstaben und den linken Seiten und Pfeilen der
Regeln zdahlen wir mindestens

(n+m—-z—4)+6=n+m—-x+2==%
Symbole. Mithin kénnen wir mit drei und mehr Regeln Ly, 1, 1. - Jp m r mit nicht weniger
als k Symbolen erzeugen. Es ergibt sich Symb (Ly, m k- Jnm i) = k. a
Lemma 4.28 — Es gilt n + m + 4 € CSy™mP (n,m)

Firn € Ng, n > 8, und m € Ny, 8 < m < n, gilt n+m+4€C.Symb(n,m).

Beweis: Es seien T, ,,, ein Alphabet mit mindestens n +m — 10 Buchstaben, a,b,d, e, ¢;,
fi€Thmfirl <i<n-—Tund 1< j<m— 7 paarweise verschieden sowie

L, = {aicl . --cn,7bi ‘ 1> 0} ,
I ={d'fr fnre’

z'zo}.

Aufgrund von Lemma 4.12 ergeben sich Symb (L,,) = n und Symb(J,,) = m.
Wir zeigen im Folgenden, dass die Symbolkomplexitét fiir

Ly Jpy = {aicl . Cn_7bidjf1 .. fm_7€j ’ i>0,j> 0}

n + m + 4 betrégt.

Es sei Gpm = (Nnm, Tnms Pam, S) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik,
die Ly, - Jp, erzeugt (Lemma 2.14). Wir kénnen nun so wie im Beweis zum Lemma 3.22
argumentieren, indem wir dort Cy, = {c1 -+ - ¢p—7} und Fy, = {f1 - -+ fin—7} festlegen. Zwar
wird in dem Beweis eine regel-minimale kontextfreie Grammatik verwendet, allerdings
ist die fiir uns jetzt wichtige Aussage von der Regelminimalitét unabhangig: P, ,, enthélt
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4.4. Konkatenation

mindestens 5 Regeln pg, p1, p2, p. und py derart, dass pg, p1, p2 keine Buchstaben aus
Woértern aus C, U F},, enthalten, dass hingegen Buchstaben aus Wortern aus C,, U Fy, in
Pf, P vorkommen, dass p1, p2 an der Realisierung je einer der Schleifenableitungen S #
Ay =" upAgvg, k € {1,2}, mit Ay € Ny und ug,v; € {a,b}" sowie ug,vs € {d, e},
wobei |ug| = |vg| gilt, beteiligt sind und dass in pg das Nichtterminal S auf der linken
Seite steht. Weiterhin wissen wir aufgrund von Lemma 4.2, dass alle Buchstaben aus

Alph(Ln ’ Jm) = {CL, bv d, €,C1,. .. 7Cn777f11 c '7fm77}

mindestens einmal in den Regeln aus P, ,, vorkommen miissen.
Wir geben die kontextfreie Grammatik

G;z,m = <{Sv S1, 52} 7Tn,ma P’r/z,m’ S)
mit
PrlL,m = {S — 5159, 51 — aS1b, Sy — nge} U
{S1 = enrpU{S2— fi- f7}

an, die L, - J,, erzeugt und aufgrund der vorherigen Aussagen nicht mit weniger Symbolen
konstruiert werden kann (die beiden Regeln fir die beiden Schleifenableitungen konnen
nicht kiirzer sein und die S-Regel auch nicht). Es folgt

Symb (Ly, - Jp,) = Symb(G%7m> =18+ (n—7)+(m—-T7)=n+m+4.

Satz 4.29 — Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitdt unter
Konkatenation
Firn,m € Ng und m < n gelten

{0} = C¥™ (n,0) fiir n # 1,
P = C%™mP(1,0),

)= C5mb(n, 1),

{n} = CmP(n_2) fiirn > 2,

{4} = ¢ (3,3),
{5} = Cmb (4, 3),
{6,7} = CSmb (5, 3),

7€ 0P (6,3)%0,...,6,14,. ..,
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C_Symb(n"s)%O,...,G,n—i—&... firn>17,

{6} = C™P (4, 4),
7€ CMP(5.4)%0,...,6,14,.. .,
CH™b(6.4) $0,...,6,15,.. .,
Y™ (n,4) $0,...,6,n+9,... firn>7,

CSmb(5.5) $0,...,6,15,. ..,
6 CY™(6,5)%0,...,5,16,...,
CSMb (. 5) % 0,...,6,n410,... firn>7,

6,10 € C™P(6,6) 0,...,5,17,...,
Comb(n 6)%0,...,5,n+11,... firn>T1,

n+4,n+5eC¥(n7)30,...,5,n+12,... firn>7,

n+4,....n+m-—-2,n+m-+4
e CmP(n m)$0,...,5,n+m+5,... firn>8m>S8,

CSYmb (1 m) = CSMP (1 p).

Beweis: Der Satz ist eine Zusammenfassung der Lemmata 4.16, 4.25, 4.26, 4.27 und 4.28
unter Zuhilfenahme des Lemmas 4.24. Il

Bemerkung: Es seien n,m € Ny und m < n. Im Folgenden sind die noch offenen Fille

zu den Ergebnissen aus Satz 4.29 vollsténdig dargestellt:

8,...,13 &’ Cmb (g, 3),
7,...,n+7€e" CM(n 3) fiirn > 7,

8,...,13 " Comb (5 4),
7,...,14 " CSmP (6 4),

7,....n+8¢€’ C_Symb(n,4) fiirn > 7,

7,...,14 € %P (5. 5),
7,...,15 €’ C%mb (6, 5),
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4.5. Kleene-Abschluss
7,...,n+9¢e’ CMP(n 5) fiirn > 7,

7,8,9,11,...,16 €’ C3™P (6, 6),
6,...,n+10 €’ C™P (n, 6) fiir n > 7,

6,....,n+3,n+6,...,n+11
e’ CHmb (n, 7) fiir n > 7,

6,....n+3,n+m-—-1,...n+m+3
e’ C,Symb(n,m) fir n > 8, m > 8.

Wie in [DS08] beziiglich der Variablenkomplexitét bei der Konkatenation ist also auch hier
im Wesentlichen unklar, ob die Zahlen 2, ..., n im Raum der Symbolkomplexitit enthalten
sind oder nicht. Analoges hatten wir in der Bemerkung zu Satz 3.28 festgestellt. A

4.5. Kleene-Abschluss

Wir untersuchen den Raum der Symbolkomplexitit unter Kleene-Abschlus.

Lemma 4.30 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Kleene-Abschluss
Unter der Voraussetzung n € Néé L gelten

i 0¢CH (n),

.. Symb ..

ii. 2,...,5¢ C()* (n) fir n > 3,
i n+7,... ¢ CH (n),

Beweis: Es sei L eine kontextfreie Sprache mit Symb (L) = n.

Zu i. Nach Lemma 2.7 gilt stets A € L* und nach Lemma 4.1 kommt fiir Symb (L*) = 0
nur L* = () in Frage — ein Widerspruch.

Zu ii. Nach Lemma 4.1 gilt L # () und L # {\}, wenn n > 3 wahr ist. Somit existiert
in L immer ein Wort w # A. Aus Lemma 2.7 lesen wir dann |L*| = |N| ab. Fiir jede
kontextfreie Sprache J in Lemma 4.1 mit Symb(J) < 5 gilt |J| € Ny. Folglich kann
L* = J nicht gelten, und wir erhalten abermals aufgrund von Lemma 4.1 Symb (L*) > 6.

Zu iii. Wahlen wir die Grammatik G mit L (G) = L aus dem Beweis des Lemmas 2.8
so, dass Symb (G) = Symb (L) = n gilt, sind in G+ mit L(G(y+) = L* héchstens n + 6
Symbole enthalten (Beweis zu Lemma 2.8). Folglich gilt Symb (L*) < Symb(Gy+) =
n + 6. g
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4. Symbolkomplexitét

Lemma 4.31 — Spezielle Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Kleene-Abschluss
Es gelten

{2} = G (0),
{2} = G (2),
{6} = C"™(3),
{7} = ™ (4),
{6,8} = CX™ (),
6,7 € CPE™(6) # 11,

Beweis: Es seien L eine kontextfreie Sprache, T ein Alphabet und nicht notwendig
verschiedene Buchstaben a,b,c,d € T'.

Nach Lemma 4.1 kommt fiir Symb (L) = 0 nur L = ) infrage. Der Kleene-Abschluss
liefert L* = (* = {A}. Dasselbe Lemma legt Symb ({\}) = 2 dar.

Fiir Symb (L) = 2 gilt nach Lemma 4.1 ausschlieflich L = {\}. Es folgt L* = {\}" =
{A\}. Lemma 4.1 liefert Symb ({\}) = 2.

Aus Symb (L) = 3 folgt aufgrund von Lemma 4.1 L = {a}. Demselben Lemma
entnehmen wir Symb (L*) = Symb ({a}*) =

Nach Lemma 4.1 gilt Symb (L) = 4 nur, wenn L = {ab} ist. Nach demselben Lemma
gilt fiir L* = {ab}" die Symbolanzahl Symb (L*) = Symb ({ab}") =

Fir Symb (L) = 5 gelten nach Lemma 4.1 einzig L = {abc} oder L = {\, a}. Dasselbe
Lemma liefert Symb ({abc}*) = 8 bzw. fiir {\,a}" = {a}" die Aussage Symb ({)\,a}") =
Symb ({a}") =

Im Fall von Symb (L) = 6 kommen nach Lemma 4.1 ausschlieBlich L = {abcd}, L = { ),
ab}, L = {a,b}, a # b, oder L = {a}" infrage. Dasselbe Lemma zeigt Symb ({\, ab}") = 7,
da {\, ab}* = {ab}”, und fiir ({a}*)" = {a}” die Aussage

Symb (({a}")") = Symb ({a}") =
Die Sprache {abcd}™ kénnen wir mit
({S},{a,b,c,d},{S — abcdS,S — A}, S)

erzeugen und erhalten daher Symb ({abed}™) < 9. Analog erhalten wir fiir {a, b}" mittels
der kontextfreien Grammatik

({S}.{a,b},{S = aS,5 = bS,5 = A},95)

die Aussage Symb ({a,b}") < 10. O

Lemma 4.32 — Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitidt unter Kleene-
Abschluss
Unter der Voraussetzung n € N? L gelten
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i. 6¢ C(S)y*mb (n) firn > 7,

ii. 10,...,n € CY™ (n) firr n > 10,

ifi. n+3 € CX™ (n) fir n > 3,
iv. n+6¢€ Cf’){mb (n) fur n > 8.

Beweis: Zu i. Wir setzen L, = {a} U {a™3} und erhalten aufgrund von Lemma 4.14
die Aussage Symb (L,) = n. Die Anwendung des Kleene-Abschlusses ergibt L,* = {a}",
woraus nach Lemma 4.1 Symb(L,,*) = 6 folgt.

Zu ii. Es seien k € N, 10 < k < n, T}, ein beliebiges Alphabet mit mindestens k' + 1
Buchstaben und paarweise verschiedene a;,b € T}, fiir 1 <7 < k' sowie

n=n-5k=%k-09,
Ln,k = {a1 oo ak/} U {b} U {bﬂ"'—k/}.

Wir kénnen L, in Ay = {a1---ap} und B, = {b} U {b™'—¥} zerlegen: L, =
A U By ;. Aus Lemma 4.9 lesen wir Symb (Ag/) = k' + 2 ab und aus Lemma 4.14 die
Aussage Symb (B, ;) = (n' — k") + 3. Satz 2.22 liefert

Symb (Ly, ;) = Symb (Ays) + Symb (B, 1)
=(K'+2)+ (n' — k' +3)
=n'+5=(n-5)+5=n.

Der Kleene-Abschluss von Ly, i, ist Ly, " = ({a1 -+ arr } U {b})" und wird zum Beispiel
von der kontextfreien Grammatik

Gy = ({S},{az| lfigk/}U{b},Pk,S)

mit
P]CZ {S—)al---ak/S,SﬁbS,S—))\}
erzeugt. Daher gilt Symb (L, ;") < k' +9 = k.

Es sei G = (Npk, Tk, Pok, S) eine symbol-minimale kontextfreie Grammatik,
die Ly 1" erzeugt. Aus A € L, ;" folgt die Existenz einer Regel A — A fiir A € N, ;.
Die mogliche Ableitung S =* b impliziert B — wy, € P, fir B € Ny und wy, €
({b} UN,, )" unter der Bedingung |wp|, = 1. Aufgrund der Ableitung S =* a; - - - ay
muss es Regeln geben, in denen die Buchstaben aus {a; |1 < i < k’} enthalten sind.
Da keine Buchstaben aus {a;|1 < i < ¥’} in A — X\ und B — w, vorkommen, muss
es mindestens eine weitere Regel C' — w € P, fiir C € Ny, und w € (T, U N, )"
geben, in der Buchstaben aus {a; |1 < i < k’} vorkommen. Insgesamt ergibt sich aus
A — X\, B — wp, C — w und den Buchstaben ay, ..., ay die Aussage Symb (L, ;") =
Symb (G i) > k' +7 =k — 2. Mit Obigem erhalten wir k — 2 < Symb (L, ;") < k.

Im Falle von Symb(G,%) = k — 2 sind wegen wp, = b und w = a;---ap kei-
ne Schleifenableitungen realisierbar, was Lemma 2.16 widerspridche. Die Annahme
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Symb (G, k) = k — 1 bedingt folgende mdégliche Félle:
o |wp| =2, also |wp|x =1 fiir ein X € N, und w =ay - - - ap,
o |Jwp| =1, also wy, =b,und |w| =K + 1, |w|e, = 1,1 < i <K, |w|, =1 fiir ein
x e {b} U Nn,k
Es ist egal, wie wir X oder x wihlen: Entweder kénnten nie die Worter b und b?
gemeinsam generiert werden oder nie die Woérter ay - - - ap und (ay - - - ap)?.

Zum Schluss bleibt der Fall Symb (G, ;) = k iibrig. Setzen wir etwa Gy, = Gy, so
erhalten wir Symb (L, ;") = k.

Zu iii. Es seien T, ein beliebiges Alphabet mit mindestens n — 2 Buchstaben und
paarweise verschiedene a; € T, fiir 1 < i <n — 2. Wahlen wir die kontextfreie Sprache
L, ={a;1---an—_2}, erhalten wir nach Lemma 4.9 die Aussage Symb (L,,) = n, und nach
Lemma 4.10 die Aussage Symb (L,*) =n + 3.

Zu iv. Es seien T), ein beliebiges Alphabet mit mindestens n — 5 Buchstaben und paar-
weise verschiedene a, b, ¢; € T), fiir 1 <i < n—7. Wir setzen L, = {a™c1 - 70" |m >
0} und erhalten nach Lemma 4.12 die Aussage Symb (L,,) = n, und nach Lemma 4.13
die Aussage Symb (L,*) = n + 6. O

Satz 4.33 — Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitat unter Kleene-
Abschluss
Fiir n € Ng gelten

{2} cR (0),
cSymb<1>,
{2} = C™(2),
{6} = C™™(3),
{1} = cSymb (4),
{6,8} = CSymb<5>,

6,7 € C3U™(6) #0,...,5,11,...,

6,10 € CSymb(7) 30,...,5,14, ...,

6,11,14 € CSymb(s) 30,...,515,...,

6,12,15 € CSymb(9) $0,...,5,16,. ..,

6,10,....,n,n+3,n+6 ¢ Csymb(n) $0,...,5,n+7,... firn>10.

Beweis: Der Satz ist eine Zusammenfassung der Lemmata 4.16, 4.30, 4.31 und 4.32. [

Bemerkung: Es sei n € Ny. Im Folgenden sind die noch offenen Fille zu den Ergebnissen
aus Satz 4.33 vollstdndig dargestellt:

8,9,10 €’ C%&mb(ﬁ),
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7,8,9,11,12,13 € C™°(7),
),
)

9

7,...,10,12,13 € CSymb 8

(
(
7,...,11,13,14 €’ CSymb (9
(

7,8,9,n+1,n+2n+4,n+5¢€’ CSym]O n) fir n > 10.

4.6. Homomorphismus

Wir untersuchen den Raum der Symbolkomplexitidt unter Homomorphismus.

Lemma 4.34 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Homomorphismus
Fiir zwei Alphabete X, Y, einen Homomorphismus h: X* — Y* und n € N? L gelten

i 0¢CY™ (n) fiir n > 2,
ii. {0} = CR™(0),
i, {2} = CYY™(2),
iv. 3+ (n—2)-max({|h(a)||a € X}),... ¢ CI™ (n) fiir n > 3.

Beweis: Es sei L eine kontextfreie Sprache, fiir die Symb (L) =n, n € N?fl, gilt.

Zui. Es sei Symb (h (L)) = 0. Dann erhalten wir nach Lemma 4.1 die Sprache h (L)
woraus wir L = () folgern. Aufgrund von Lemma 4.1 ergibt sich Symb (L) = Symb (0)) =
Fiir n > 2 gilt nach Lemma 4.1 die Aussage L # (), und damit Symb (L) # 0.

Zu ii. Ist Symb (L) = 0, so folgt L = () (Lemma 4.1), und aufgrund dessen h(L) =
h (@) = 0. Nach Lemma 4.1 benétigen wir fiir () genau 0 Symbole, mithin gilt die Aussage
Symb (h(L)) = Symb (0) =

Zu iii. Lemma 4.1 liefert fiir Symb (L) = 2 die Sprache L = {\}. Die Anwendung
eines Homomorphismus ergibt h(L) = h({\}) = {A}. Lemma 4.1 begriindet dann
Symb(h (L)) = Symb (1 ({A})) = Symb({A}) = 2.

Zu iv. Der folgende Beweis verwendet die Konstruktion aus dem Beweis von Lemma 2.8
beziiglich des Homomorphismus. Wir wahlen zunéchst einen Buchstaben

0,
0

amax € {a] a € X, |h(a)] =max ({|h(d')|| ' € X})},
dessen Bild nach Anwendung des Homomorphismus h die grofite Wortlange hat. Mithilfe
VOn amax Und n € N, n > 3, konstruieren wir die kontextfreie Grammatik

Gamaxn = ({S} ,{@max} {S - a&;i} :S) ;

fir die

Symb (L (G )) S Symb (GamaX7n) =n

Gmax,T
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gilt. AnschlieBend erstellen wir die kontextfreie Grammatik

Ghameen = ({5}1,Y. {8 = b (ai2)}.5)

wie im Beweis zu Lemma 2.8, die sicher die Sprache h(L(G,,,. . »n)) generiert. Wir
errechnen

Symb (h (L (GamaX7n))) S Symb (Ghyamax/n) = 2 + (n - 2) : |h(amax)|‘

Wir haben amax, Gapax,n UDd Ghgpoen S0 gewdhlt, dass es keine symbol-minimale
kontextfreie Grammatik G, mit Symb(G,,) = n, L,, = L (G},) und keine symbol-minimale
kontextfreie Grammatik Gy, mit L(Gy ) = h(Ly) derart gibt, dass Symb(Gy,) >
Symb (G g,0.,n) + 1 gelten kann. Wir haben die Anzahl der zu ersetzenden Buchstaben
maximiert und ersetzen Buchstaben durch Buchstaben mit maximaler Lange. Dariiber
hinaus ist im Beweis zu Lemma 2.8 eine Konstruktion, die auch fiir Gy, 4,,,.,n verwendet
wurde, dargelegt, mit der stets eine kontextfreie Grammatik fir h (L,,) angegeben werden
kann und die folglich aus nicht weniger als Symb (G}, ) = Symb (h(L;,)) besteht. Somit
haben wir die obere Schranke

Symb (h(Ln)) <2+ (n - 2) : ‘h(amaxﬂ
— 2+ (n=2) - max({Ih()] | & € X))

gefunden. O

Lemma 4.35 — Es gibt ein hy, sodass k € Clslz'mb (n) gilt

Fiir ein Alphabet T" mit mindestens 2 Buchstaben, paarweise verschiedene a,b € T,
natiirliche Zahlen n € Ny, n > 3, und k € N, k£ > 2, sowie den Homomorphismus

hy: {a,b}" — {a}"

mit

hy (a) = a™,

hi (b) = A

. Symb

gilt k € Chi (n).
Beweis: Es sei

L, = {ab™ '}
eine kontextfreie Sprache. Nach Lemma 4.15 gilt Symb(L,) = n. Die Applikation
des Homomorphismus hy ergibt hy (L,) = {a™}. Aus Lemma 4.3 entnehmen wir
Symb (hg (L)) = Symb ({a™}) = k. O
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Lemma 4.36 — Es gilt {2} € Cﬁymb (n), wenn h total-lschend ist
Fiir n € N?!| zwei Alphabete X,Y und einen (total-l6schenden) Homomorphismus

h: X* - Y* mit h(z) =\ z € X,
gilt {2} € CY™ (n).

Beweis: Es sei L C X* eine kontextfreie Sprache mit Symb (L) = n. Die Anwendung
des Homomorphismus h ergibt h(L) = {A\}. Aus Lemma 4.1 lesen wir Symb (h(L)) =
Symb ({\}) = 2 ab. O

Lemma 4.37 — Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitdt unter einem
speziellen Homomorphismus

Fiir ein Alphabet T' mit mindestens 3 Buchstaben, paarweise verschiedene a,b,c € T

und n € Ng I sowie den Homomorphismus

h: {a,b,c}" — {a,c}" mit h(a) =a,h(b) =\, h(c)=c
gelten
i 2e Y™ (n) fiir n > 2,
ii. 3. CY™P (n) fiir n > 3,
iii. 4 € CPY™ (n) fiir n > 4,
: Symb .
iv. 5,...,n—1€ C"""(n) fir n > 6,

V. nE C}Slymb (n) fir n > 2.

Beweis: Zu i. Flir n > 2 legen wir
Ln — {bﬂ'n}

fest. Nach Lemma 4.3 gilt Symb(L,,) = n. Aus h(L,) = {A} folgt aufgrund von
Lemma 4.1 die Aussage Symb (h(L,)) = Symb ({\}) = 2.
Zu ii. Fir n > 3 sei
L, = {ab™ '}.

Nach Lemma 4.15 gilt Symb (L, ) = n. Die Anwendung des Homomorphismus h ergibt
h(Ly) = {a}. In Bezug auf Lemma 4.1 erhalten wir Symb (h(L,)) = Symb ({a}) = 3.
Zu iii. Fur n > 4 erhalten wir mit der Sprache

L, = {acb™?}

analog zum Beweis von Anstrich ii die Aussage Symb (L,) = n und Symb (h(L,)) =
Symb ({ac}) = 4.
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Zuiv. Firn > 6 und 5 < k <n — 1 setzen wir
K =k—2,
Ly ={a™}U{b™m-+}.

Da L, aus der Vereinigung der beiden Mengen {a™ } und {b"»-*'} besteht und beide
Mengen keine Buchstaben gemeinsam haben, diirfen wir Satz 2.22 anwenden, woraus
sich unter Beriicksichtigung von Lemma 4.3

Symb(Ly ) = Symb ({a™ }) + Symb ({57 }) = &' + (n — k) = n
ergibt. Die Anwendung des Homomorphismus h auf L,, ;, liefert die Sprache
h(Loi) = {a™} U {A}.
Aus Lemma 4.3 und Lemma 4.4 lesen wir
Symb (h(Ly 1)) = Symb({a™}) + 2=k +2=(k—2) +2 =k

ab.

Zu v. Fir n > 2 legen wir
L, ={a™}

fest. Nach Lemma 4.3 gilt Symb(L;,,) = n. Die Anwendung des Homomorphismus h
ergibt h(L,) = {a™} = L,,. Es folgt Symb (h(L,)) = Symb(L,) = n. O

Satz 4.38 — Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitat unter
Homomorphismus
Es sein € Ng.

i. Fiir zwei Alphabete X,Y und einen beliebigen Homomorphismus h: X* — Y*
gelten

{0} = ¢ (0),
0=Cpr™ (),
{2} =™ (2),

CR™ (n) 3 0,1,3+ (n —2) - max ({|h ()| | « € X}),... firn> 3.

1. Es existiert ein Homomorphismus h, fiir den die folgenden Aussagen korrekt sind:

{0} = Y™ (0),
0= C"™ (),
{2,...,n} = C}Slymb(n) fiir n > 2.
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1it. Fiir die Menge aller Homomorphismen Hom gelten

{O} CSymb 0

Hom ’

)
);
2),
n) firn > 3.

Symb
CHom 1

(
(
{2} Cliom (
(

Hom

N;‘é CSymb

Hom
Beweis: Anstrich i und ii sind eine Zusammenfassung der Lemmata 4.16, 4.34 und 4.37.
Insbesondere verwenden wir in Anstrich ii konkret den Homomorphismus h: {a,b}* —

{b}* mit h(a) = a, h(b) = \, fiir den unter den Voraussetzungen n, k € N?! und n > 3
die Aussage

k¢ CY™ () fiir k> 3+ (n — 2) -max ({|h(z)|| z € X})
=34 (n—2) -max({h(a),h(b)})
=34 (n—2) -max({1,0})
=3+(n—-2)-1
=n+1
gilt. Der Anstrich iii ergibt sich aus dem Anstrich i und dem Lemma 4.35. U

Bemerkung: Es seien n € Ng. Im Folgenden sind die noch offenen Félle zu den Ergebnissen
aus Satz 4.38 vollstandig dargelegt:

o Es seien zwei Alphabete X,Y, ein beliebiger Homomorphismus h: X* — Y* und
m =max ({|h(z)||z € X}) gegeben.

3,...,n firm=1

? ~Prod -
e C fi > 3.
3,....24(n—2)-m ﬁirm22} w () fiirn 2

Fiir m = 0 ist h ein total-l6schender Homomorphismus wie in Lemma 4.36.

4.7. Inverser Homomorphismus

Wir untersuchen den Raum der Symbolkomplexitét unter inversem Homomorphismu.
Lemma 4.39 — Es gilt {0} = Symb (0)

Fiir einen inversen Homomorphlsmus h' gilt {0} = C}Sglmb (0).

Beweis: Es sei L eine kontextfreie Sprache mit Symb (L) = 0. Dann folgt L = () nach

Lemma 4.1, und aufgrund dessen h™ (L) = h' (#) = (). Nach Lemma 4.1 benétigen wir
fiir § genau 0 Symbole — mithin gilt Symb (h™ (L)) = Symb () = 0. O
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Lemma 4.40 - Es gibt kein h, sodass 0 € C™" (2) gilt
Fiir einen inversen Homomorphismus h™ gilt 0 ¢ Cﬁ?’lmb (2).
Beweis: Es gibt nach Lemma 4.1 nur eine kontextfreie Sprache L, fiir die Symb (L) = 2
gilt — ndmlich L = {\}. Offenbar ist A € h'* (L) = h™* ({\}) korrekt, da h(\) = A
stimmt. Soll fiir eine kontextfreie Sprache J allerdings Symb (J) = 0 gelten, so folgt nach

Lemma 4.1 unmittelbar J = ) als einzige Moglichkeit. Mithin kann Symb (h™* (L)) =0
nicht gelten. O

Lemma 4.41 — Es gibt ein hy, ,, sodass 3k € Cizm_kf (n) gilt

Fiir n € N?', n > 3, k € N, zwei Alphabete X}, = {a;|1 < i <k}, Y = {a} und den
Homomorphismus

hyn: X" = Y  mit hyp(a;) =a™ fir 1 <i <k
gilt 3k € cﬁzjh (n).

Beweis: Es sei L, = {a™}. Nach Lemma 4.3 gilt Symb (L,,) = n. Die Anwendung des
inversen Homomorphismus ergibt hy ™" (Ly,) = {a; |1 < ¢ < k}. Lemma 4.7 liefert

Symb (hg " (Ly)) = Symb ({a; | 1 <i < k}) = 3k.

h
Fir k € N, zwei Alphabete X; = {a; |1 <i <k}, Y = {a} und den Homomorphismus

Lemma 4.42 — Es gibt ein hy, sodass 3k + 6 € Csz_rfb (2) gilt

hp: X" = Y mit hg(a;) = A fir 1 <i <k
gilt
4k +2 furk <3

e COYub g9y,
3k + 6 sonst } byt (2)

Beweis: Nach Lemma 4.1 kommt nur L = {\} als eine Sprache mit der Symbolkom-
plexitdt 2 infrage. Die Anwendung des inversen Homomorphismus ergibt hy™ (L) =
hi ' ({A}) = {a; |1 < i <k} Lemma 4.8 liefert

4k +2 firk <3

Symb (hy, " (L)) = Symb ({a; | 1 <@ < k}*) =
ymb (hy™ (L)) ymb({ai |1 =i < k}7) {3]<:+6 sonst.

Lemma 4.43 — Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitdt unter einem
speziellen inversen Homomorphismus
Es seien n € N2!' und X = {a,b}, Y = {a,b,c} zwei Alphabete sowie
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4.7. Inverser Homomorphismus

h: X* — Y* mit h(a) =¢,h(b) =b
ein Homomorphismus. Dann gelten
i. 0€ C}Sl?'lmb(n) fir n # 2,
i {2} = C9(2),
iii. {0,3} = CI™ (3),
iv. {0,4} = C™ (4),
v.2,...,n—3,n¢€ Clsl,ylmb(n) fiir n > 5.

Beweis: Zu i. Fir n € Ngl, n # 2 sei

I — 0 firn=0
{a™} sonst

eine kontextfreie Sprache. Fiir n = 0 gilt aufgrund des Lemmas 4.1 die Aussage
Symb (L,,) = Symb (@) = 0 und fiir n > 3 gilt wegen Lemma 4.3 die Aussage Symb (L,,) =
Symb ({a™}) = n.

Durch die Anwendung des inversen Homomorphismus h' ergibt sich h™* (L,) = 0.
Lemma 4.1 begriindet Symb (h™ (L,,)) = Symb () = 0.

Zu ii. Es sei L eine kontextfreie Sprache mit Symb (L) = 2. Aus Lemma 4.1 le-
sen wir dann L = {\} ab. Die Anwendung des inversen Homomorphismus h ergibt
h'' (L) =h' ({\}) = {\}. Lemma 4.1 erneut anwendend, erhalten wir Symb (h™" (L)) =
Symb ({A}) = 2.

Zu iii. Es sei L eine kontextfreie Sprache mit Symb (L) = 3. Nach Lemma 4.1 gilt
dann L = {z} fiir ein x € Y. Hieraus ergeben sich die folgenden moglichen Félle:

o Aus z =a folgt h'' (L) =h"'({a}) =0,
o aus x = b folgt h™* (L) = h" ({b}) = {b},
o aus z =c folgt h'' (L) =h"'({c}) = {a}.

Aufgrund von Lemma 4.1 kommen somit nur Symb (h™ (L)) = Symb (h™ (0)) = 0 bzw.
Symb (b (L)) = Symb (h™* ({b})) = Symb (h" ({a})) = 3 infrage.

Zu iv. Die gewiinschte Aussage ldsst sich mithilfe von Lemma 4.1 analog zum Beweis
der Aussage in Anstrich iii zeigen.

Zuv.Firn>5und 2 <k <n-— 3 sei

Ly ={a™*}U{b™}

eine kontextfreie Sprache. Wir deklarieren A, , = {a™-*} und By, = {b™} — es gilt
L, = Ay xUBy. Aufgrund von Lemma 4.3 erhalten wir die Aussagen Symb (4,, ) = n—k
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4. Symbolkomplexitét

und Symb (Bj) = k. Daraus ergibt sich wegen der Disjunktheit der Alphabete von A, j
und Bj mittels Satz 2.22 und Lemma 4.4 die Symbolkomplexitét

Symb (Ln,k) = Symb (An,k U Bk) = Symb (An,k) =+ Symb (Bk)
=(n—k)+k=n.

Es gilt h' (L, ;) = {b™}. Aus Lemma 4.3 lesen wir
Symb (b (Lnk)) = Symb ({0™}) = k

ab.
Umn € Csymb( ), n > 5, zu zeigen, setzen wir

Ln={b™}.

Lemma 4.3 liefert Symb(L,) = n. Die inverse Anwendung von h ergibt h™' (L,,)
{v™} = L,,. Mithin gilt Symb (h*(L,)) = Symb (L,) = n.

O

Satz 4.44 — Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitat unter inversem
Homomorphismus
Es seien n € Ny und k € N.

i. Fiir einen beliebigen inversen Homomorphismus h™ gelten

it. Es existiert ein inverser Homomorphismus h, fir den die folgenden Aussagen
korrekt sind:

0,2,...,n 3n€CSymb(n 2 1 fiirn >5.
iti. Fir die Menge aller inversen Homomorphismen Hom™ gilt

{0} = %™ (0),

Hom’
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4.8. Schnitt mit reguldrer Sprache

Symb
Hom 1 (1 ’

2,6,10,14 3k+6€Csymb1(2 30,1 fir k > 4,
0,3k € C2™ (3) % 1,
0,4,3k € C2™ (4) % 1,

0,2,...,n—3,n,3k € CY"™ (n) 31 fiir n > 5.

)
)
)
)

Beweis: Die Anstriche i, ii und iii sind eine Zusammenfassung der Lemmata 4.16, 4.39,
4.40, 4.41, 4.42 und 4.43. g

Bemerkung: Es seien n,k € Ng. Im Folgenden sind die noch offenen Fille zu den
FErgebnissen aus Satz 4.44 vollstdndig dargelegt:

o Gegeben sei ein beliebiger inverser Homomorphismus h™:

ke’ e (2) fiir k > 2,
0,k e’ Csymb(n) fir k> 2,n > 3.

o Fiir den in Anstrich ii verwendeten inversen Homomorphismus:

n—2,n—1n+1,...¢€ Csymb( ) fiir n > 5.

o Fir die Menge aller inversen Homomorphismen Hom™:

3,4,5,7,8,9,11,12,13,15,16,17,3k + 7,3k + 8 €” C}Y™", (2) fir k > 4,
2,3k +1,3k +2 €’ CO™P (3),

2,3k +1,3k+2 €’ CI™ (4)
n—2n-13k+1,3k+2¢’ Csymbl(n)fl'irn25.

4.8. Schnitt mit regularer Sprache

Wir untersuchen den Raum der Symbolkomplexitat unter Schnitt mit reguldrer Sprache.

Lemma 4.45 — Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Schnitt mit reguldrer Sprache
Fiir eine beliebige regulire Sprache R und n, k € N?! gelten

i. {0} =G (0),

ii. 0 € Csymb( ) fiir n > 3,
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iii

{0} AER| sy
{2} sonst } B Cm};‘ @),
iv. 01U
{z|z € {3}, Alph(R) N R # 0} = CH™ (3),
{o]2 e {4}, Aph(R)P N R # 0} = CET™(4),

{o}u
{z|xe {2}, e R}U
{z]ze{3},\¢ R,Alph(R)NR# 0} U
{z]z e {5}, € R,Alph(R)NR# 0} U
{o]ze {5}, A (R N R #0} = C3™ (5),
vii.
AMeR&2€ C%%mb(n) fiir n > 6,
Alph(R)NR# 0D < 3 € C%};mb (n) fiir n > 6,
Alph(R)?>NR # 0 < 4 € C™ (n) fir n > 7.
Beweis: Es seien L eine kontextfreie Sprache, T ein Alphabet und nicht notwendig
verschiedene a,b,¢c € T. Aufgrund der Endlichkeit von Alph(R) existiert stets ein
Alphabet X, sodass X und Alph(R) disjunkt sind. Wir wéhlen einen Buchstaben
x € X —esgilt z ¢ Alph(R).
Zu i. Es sei Symb (L) = 0. Nach Lemma 4.1 gilt dann stets L = (). Somit folgt

und daraus mithilfe von Lemma 4.1 die Aussage
Symb (Mg (L)) = Symb (@) = 0.

Zu ii. Fir die kontextfreie Sprache L,, = {™}, n > 3, erhalten wir nach Lemma 4.3
die Aussage Symb ({z™}) = n. Der Schnitt mit R ergibt

N (Ly) = Nr ({z™}) =0,
da der Buchstabe z nicht in Alph (R) enthalten ist. Lemma 4.1 zufolge gilt dann
Symb (Ng (L)) = Symb () = 0.

Zu iii. Es sei Symb (L) = 2. Nach Lemma 4.1 kommt dann nur L = {\} infrage. Im
Fall von A € R folgt stets
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4.8. Schnitt mit reguldrer Sprache

Nr (L) = Nr ({A}) = {7},

und damit
Symb (Mg (L)) = Symb ({A}) = 2

mithilfe von Lemma 4.1. Im Fall A ¢ R folgen stets

Nr (L) = Nr ({A}) = {0}
und
Symb (Mg (L)) = Symb ({0}) =0

unter Beachtung von Lemma 4.1.

Zu iv. Es sei Symb (L) = 3. Nach Lemma 4.1 gilt dann L = {a}. Ist a nicht in R
enthalten, folgt
Nr (L) = Nr ({a}) = {0},

und damit

Symb (Mg (L)) = Symb ({0}) = 0

unter Zuhilfenahme von Lemma 4.1. Ist ¢ in R enthalten, gelten andererseits

Nr (L) = N& ({a}) = {a}
und
Symb (N (L)) = Symb ({a}) = 3

(Lemma 4.1).

Wir konstruieren die kontextfreie Sprache J = {z}, fiir die nach Lemma 4.1 immer
Symb (J) = 3 gilt. Es folgen

Nr(J) =Nr({z}) =0
und
Symb (Ng (J)) = Symb (#) =0

(Lemma 4.1). Gilt Alph(R) N R # 0, setzen wir J = {y} fiir ein y € Alph(R) N R,
wodurch nach Lemma 4.1 die Bedingung Symb (J) = 3 nicht verletzt wird. Es folgen

Nr (J) =Nr({y}) = {y}

und
Symb (Mg (J)) = Symb ({y}) =3
(Lemma 4.1).

Zu v. Den Beweis kénnen wir mithilfe von Lemma 4.1 analog zum Beweis von
Anstrich iv fithren. Statt L = {a} verwenden wir L = {ab}, und anstelle von J = {z}
die Sprache J = {zx} bzw. statt J = {y} die Sprache J = {yz} fiir y, 2 € Alph(R)?NR,
falls Alph(R)? N R # 0 gilt.

Zu vi. Es sei Symb (L) = 5. Aus Lemma 4.1 lesen wir die Moglichkeiten L = {abc}
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oder L = {\,a} ab.
In den Fallen, in denen abc ¢ R und A, a ¢ R sind, gelten

MR (L) =0

und
Symb (Ng (L)) = Symb (#) =0
(Lemma 4.1).
Im Fall von A ¢ R und a € R folgen
Nr (L) = Nr({A a}) = {a}

und
Symb (N (L)) = Symb ({a}) = 3

durch Setzen von L = {\, a} und mithilfe von Lemma 4.1. Analoges gilt fir A € R,a € R,
nur dass Symb (Ng (L)) = 5 folgt.

Gilt abc € R, erhalten wir, indem wir L = {abc} verwenden und Lemma 4.1 anwenden,
Nr (L) = Ng ({abc}) = {abc}

und
Symb (Mg (L)) = Symb ({abc}) = 5.

Wir setzen J = {zxzz}. Nach Lemma 4.1 gilt Symb (J) = 5. Es ergeben sich
Nr(J) = Nr {zzz}) =0

und
Symb (Ng (J)) = Symb (#) = 0

(Lemma 4.1).
Fiir den Fall A € R gelten unter Verwendung von J = {\, z} (Symb(J) = 5 nach
Lemma 4.1) die Aussagen

Ne(J) = MR ({A z}) = {A}

und

Symb (N (7)) = Symb ({A}) = 2

(Lemma 4.1).
Gelten A ¢ R und Alph(R) N R # 0, kénnen wir L = {\,y} fiir ein y € Alph(R) N R
wéahlen (Symb (L) = 5 nach Lemma 4.1), und es folgen

Nr (L) = Nr({Ay}) = {y}

sowie

Symb (Mg (L)) = Symb ({y}) = 3
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wegen Lemma 4.1. Analoges gilt fiir A € R und Alph(R) N R # 0, nur dass die Aussage
Symb (Ng (L)) = 5 folgt.

Gilt Alph(R)> N R # 0, setzen wir L = {uvy} fiir ein uvy € Alph(R)? N R. Nach
Lemma 4.1 erhalten wir Symb (L) = 5. Es folgen

Nr (L) = Nr ({uvy}) = {uvy}

und
Symb (Mg (L)) = Symb ({uvy}) =5,

indem wir Lemma 4.1 anwenden.

Zu vii. Gilt A € R, kénnen wir die kontextfreie Sprache L,, = {\, 2™~2}, fiir die nach
den Lemmata 4.3 und 4.4 die Aussage Symb(L,,) = 2+ (n —2) = n korrekt ist, angeben
(n > 6), und es folgen

AR (Ln) = Nr({X, 2™ 72}) = {A}

sowie

Symb (Mg (Ln)) = Symb ({A}) = 2

mithilfe von Lemma 4.1. Gilt andererseits A ¢ R, folgt fiir eine kontextfreie Sprache
L, mit Symb(L,) = n stets A ¢ N (Ly,). Lemma 4.1 impliziert dann die Aussage
Symb (N (L)) # 2.

Gilt Alph(R) N R # 0, kénnen wir die kontextfreie Sprache L,, = {y, ™3} fiir ein
y € Alph(R)N R und n > 6 angeben, fiir die nach Satz 2.22 und Lemma 4.3 die Aussage
Symb (Ly) = 3+ (n — 3) = n wahr ist. Es ergeben sich

Nr (Ln) = Nr ({y,2™*}) = {y}
und
Symb (Mg (Ln)) = Symb ({y}) = 3

aufgrund von Lemma 4.1. Gilt andererseits 3 = Symb (Mg (L)) fiir eine kontextfreie
Sprache L,, mit Symb (L,) = n, folgt nach Lemma 4.1 die Tatsache {y} = Ng (Ly,) fiir
ein y € Alph(Ng (Ly)), und mithin gilt y € R.

Analog zum vorherigen Absatz kann die letzte Aussage bewiesen werden, indem
Ly, = {uv,z™} fiir uv € Alph(R)?> N R und n > 7 gesetzt wird. O

Lemma 4.46 - Es gibt ein R, sodass 2,...,n —3,n € Cg;"d (n) gilt
Fiir ein Alphabet T, a € T und die regulire Sprache R = {a}* sowie n € Ng 1 gelten

i. 2,...,n—3602};{mb(n)%n-ﬁ-l,... flir n > 5,
ii. ne Crs-ﬁ;mb (n) firn > 2.

Beweis: Es seien T ein beliebiges Alphabet mit mindestens 2 Buchstaben und paarweise
verschiedene a,b € T sowie k € Ng L
Zui. Firn>5und 2 <k <n — 3 sei

Ly ={a™}U{b™*}
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eine kontextfreie Sprache. Wir setzen Ay = {a™} und By, = {b™*} —es gilt L, =
A UB,, ;.. Aufgrund von Lemma 4.3 erhalten wir die Symbolkomplexitéten Symb (A4y) =
k und Symb (B, ;) = n — k. Daraus ergibt sich im Fall von k = 2, also A = {\}, wegen
Lemma 4.4 sowie im Fall von k& > 3 wegen der Disjunktheit der Alphabete von A und
By, . unter Anwendung des Satzes 2.22 die Aussage

Symb (Ly, ;) = Symb (A U By, ;) = Symb (Ay) + Symb (B,, )
=k+(n—k)=n.

Fiir den Schnitt von L, mit R ergibt sich

MR (Lnk) = ﬂ{a}* ({a™ U {o™*}) = {a™} = Ay,

woraus

Symb (Mg (Lnk)) = Symb (Ay) = k

folgt.

Es sei L eine kontextfreie Sprache und G = (N, 11, Pr, S1) eine regel-minimale
kontextfreie Grammatik, die L erzeugt. Wir zeigen nun Symb (Ng (L)) < n. Die Sprache
Nr (L) =N (a)" (L) enthélt nur Worter, die aus dem Buchstaben a bestehen und in L
enthalten sind, oder das leere Wort A, falls A € L ist. Aufgrund dieser Tatsache kénnen
wir leicht eine kontextfreie Grammatik G konstruieren, die die Sprache Ny (L) erzeugt,
indem wir alle Regeln p, die in Ableitungen der Art S, =, w, € {a}” angewendet
werden in G einfligen. Die Regeln p enthalten nur Buchstaben aus Ny U {a}. Somit gilt

stets
Symb (Ng (L)) = Symb (G) < Symb (Gr) = Symb (L) = n.

Zu ii. Fir n > 2 legen wir die kontextfreie Sprache
Ly = {a™}
fest. Lemma 4.3 impliziert Symb (L, ) = n. Wir erhalten
AR (Ln) = Ny ({a™) = {a™} = Lo,

woraus sofort Symb (Ng (L)) = Symb (L,,) = n folgt. O

Lemma 4.47 - Es gibt ein Ry, sodass k € C%"l;mb (n) gilt
k

Unter den Voraussetzungen n € N, n > 13, und k € N, k > 3, sowie einem Alphabet T,
a € T und der regulidren Sprache Ry = {b™} gilt k € C%ﬁ::b (n).

Beweis: Es seien T ein Alphabet mit mindestens 2 Buchstaben und a,b € T paarweise
verschieden sowie

Lo = {a™ 1} U {b}*.

Wir legen A, = {a™~-1°} und B = {b}* fest, wodurch sicher L, = A, U B gilt. Die
Symbolkomplexitaten Symb (A,) =n — 10 und Symb (B) = 7 lesen wir aus Lemma 4.3
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bzw. Lemma 4.1 ab. Infolgedessen ergibt sich hinsichtlich der Disjunktheit der Alphabete
von A, und B mittels Lemma 4.6 die Aussage

Symb (Ly) = Symb (A, U B) = Symb(A,) + Symb (B) + 3
=(n—-10)+7+3=n.

Die Schnittmenge Ng, (Ly) ist Rj. Lemma 4.3 impliziert Symb(Ry) = k, woraus
Symb (N, (Ln)) = Symb (Ry) = k folgt. O

Satz 4.48 — Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitat unter Schnitt mit
regularer Sprache
FEs sein € Ny.

i. Fir eine regulire Sprache R und nicht notwendig verschiedene a,b,c € Alph(R)
gelten

{0} = CR™(0),

{2} re R} _ Symb(2)’

{0} sonst Mk
{0} u
{z| 2 € {3}, Alph(R) N R # 0} = CI™ (3),
{0} u
{o]2 e {4}, AL (RN R #0} = CH™ (1),
{0} u

{z|ze {2}, e R}U
{z|ze{3},\¢ R,Alph(R)NR#0}U
{z|ze {5}, € R,Alph(R)NR#0}U
{x‘xe{f)},Alph( )3 OR#(Z)} Symb(5)
OeCSymb(n)iélfiirnZG,
/\€R<:>2€Csymb(n) fiirn > 6,
Alph(R)N R # 0 < 3 € C™ (n) fiir n > 6,
Alph(R)?NR #0 < 4 € C™ (n) firn > 7.

)

1. Es existiert eine reguldre Sprache R, fiir die die folgenden Aussagen korrekt sind:

{0} = C2™(0),
@ CSymb(l),
{2} = CR™(2),
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4. Symbolkomplexitét

{0,3} = CE™(3),
{0,4} = CFI™ (4),
{0,2,5} = C™ (5),

0,2,... 3n€CSymb(n)§z§1,n—|—1,...ﬂirnZG.

111. Fir die Menge aller Schnitte mit reguldrer Sprache Reg gelten

{0} = CRia" (0),

0= Cr” (1),

{0,2} = CRE"(2),

{0,3} = CRIZ"(3),

{0,4} = CR™ (4),

{0,2,3,5} = CRL2" (5),
0,2,.. -3, nEC%ﬁ?b(n)ﬁ 1 fiir n > 6,

Ngl ls-_{ye{;b (n) firn > 13.

Beweis: Anstrich i und ii sind eine Zusammenfassung der Lemmata 4.16, 4.45 und 4.46.
Anstrich iii folgt aus Anstrich i und ii sowie Lemma 4.47. O

Bemerkung: Es seien n,k € Ng. Im Folgenden sind die noch offenen Félle zu den
Ergebnissen aus Satz 4.48 vollstandig dargelegt:

o Gegeben sei eine beliebige regulire Sprache R. Gilt k € CE;Od (n) fir £ > 5 und

n > 67
o Existieren reguldre Sprachen, sodass n —2,n—1,n+1,... € CSngnb (n) fir 6 <
n < 12 gilt?

A
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5. Ergebnisse und Aussicht

Wir fassen die Ergebnisse der Abschnitte 3 und 4 im Folgenden zusammen. Hierbei
ignorieren wir einige — flir prinzipielle Aussagen nicht notwendige — Ergebnisse, um
eine bessere Ubersicht zu erhalten. Es seien n,m € Ny und stets m < n. Dann gel-
ten die im Folgenden dargestellten Aussagen iiber die Rdume der Regelkomplexitét
und Symbolkomplexitit sowie iiber die maximal moglichen Regelkomplexititen und
Symbolkomplexitéten:

Zur Regelkomplexitat (aus Abschnitt 3)
e Spiegelbild nach Satz 3.13:

CPi (n) = {n}.
max (Cgﬁ’d (n)) =n.
e Vereinigung nach Satz 3.17:
6,...,n+m+2ec CEd(n,m) = CEd(m,n)

2n+m+3,... firn>2m>2,

max (CBmd (n, m)) =

n flirm=20

2 firn=1m=1
max (CBrod (m,n)) _ ur n , M

n+2 firn>2m=1

n+m-+2 sonst.

o Konkatenation nach Satz 3.28:

n+2,...,n+m+1¢eCPd(n,m)=CPod(m,n)
Pn+m+2,... firn>5m>5,

max (C_Pmd (n, m)) =

0 flir m =0

1 fi =1 =1
max (C.Pmd (m, n)) = arn=m

noch offen firn>2,m=1

n+m+1 sonst.

o Kleene-Abschluss nach Satz 3.30:
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5. Ergebnisse und Aussicht

{1} firn=20
Chrd(n) = { {1,2} firn=1
{2,...,n+2} sonst,
1 firn=20
max (CgﬂOd (n)) =142 firn=1

n+ 2 sonst.

e Homomorphismus nach Satz 3.33:
Fiir einen beliebigen Homomorphismus h gelten

ciedn) 2n+1,...,

max (Cﬁmd (n)) <n.
Es existiert ein Homomorphismus h, fiir den gelten

CProd (1) — {{0} firn=20

B {1,...,n} sonst,

max (CErOd (n)) =n.
Fiir die Menge aller Homomorphismen Hom gelten

{0} firn =20

CProd n) =
tom (1) {{1,...,71} sonst,

max (CPmd (n)) =n.

Hom

e Inverser Homomorphismus nach Satz 3.37:
Fiir einen beliebigen inversen Homomorphismus h™ gelten

Cﬁ_rlod (n) und max (Cﬁ_rf)d (n)) sind noch unbekannt.
Es existiert ein inverser Homomorphismus h™, fiir den gelten

{0} = 4 (0),
0,...,n € Cy(n) fir n > 1,

0 firn=20
ma. CP_rod n —
X( bt ( )) {noch offen sonst.

Fiir die Menge aller inversen Homomorphismen Hom™ gelten

{O} — CProd L (O),

Hom™

N = cbred, (n) fir n > 1,

Hom-™
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max (CPYOd ) (n)) — {0 fir n =0

Hom* nicht existent sonst.

e Schnitt mit reguldrer Sprache nach Satz 3.41:
Fiir eine beliebige regulére Sprache R gelten

CErROd (n) und max (CErROd (n)) sind noch unbekannt.

Es existiert eine reguldre Sprache R, fiir die gelten

{0,...,n} = Cg;‘)d (n),
max (CE;Od (n)) =n.
Es existiert fiir ein frei wihlbares k € Ny eine reguldre Sprache Ry, fiir die gelten
_ (Prod
{0} = €704 (0),
{0.1) = CE2t (1),

0,...,max({n, k}) € CEd(n) fiir n > 2,

Ry
n firo<n<l1
max (CEd(n)) = -
( MRy ( )) {noch offen sonst.

Fiir die Menge aller Schnitte mit regulérer Sprache Reg gelten
{0} = Crez' (0),
{01} = CRez* (1),
Ny = ng%d (n) fur n > 2,
{n fuiro<n<1

max (CPrOd n ) =
Reg (n) nicht existent sonst.

Zur Symbolkomplexitat (aus Abschnitt 4)
e Spiegelbild nach Satz 4.17:

CSymb () — {(Z) firn=1

0% {n} sonst,

max (CSymb( )) _ {nicht existent firn=1

05

n sonst.

e Vereinigung nach Satz 4.23:

23,...,n,n+3,....,n+m— 2,

n+m+6 e CY™ (n,m) = C¥ (m,n)
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5. Ergebnisse und Aussicht

Pn+m+7,... firn>23,m>13,

max (Caymb (n, m)) =

n firn#1,m=20

nicht existent firn=1o0od. m=1

noch offen firn>22<m<3
max (Caymb (m,n)) = ¢ noch offen fir4<n<54<n<5

n+7 firn>6,m =4

n+ 8 firm>6,m=5

n+m-+6 sonst,

max (Caymb (n, m)) <n-+m+6.

o Konkatenation nach Satz 4.29:

n+4,...,n+m—2n+m+4eC¥®(n m)=CH (m, n)
2n+m+5,... firn>8m>8§,

max (C_Symb (n, m)) =

0 firn#1,m=20
nicht existent firn=1o0d. m=1

max (C,Symb (m, n)) =qn fiir n >2,m =2
noch offen firn >3,3<m<7
n+m+4 sonst,

max (C,Symb (n, m)) <n+m+4.

o Kleene-Abschluss nach Satz 4.33:

10,...,n,n+6€C(S)}imb(n)3§n+7,... fir n > 10,

2 firn=20
nicht existent firn =1
2 firn=2
Symb
max(C% (n)) =

(0 ()) n—+3 fir3<n<5s
noch offen fir6<n<7
n+6 sonst,

max <C?)3lmb (n)) <n+6.

e Homomorphismus nach Satz 4.38:

Fiir einen beliebigen Homomorphismus h, wobei X der Definitionsbereich von h sei,
gelten
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C™ (n) # 3+ (n—2) - max ({|h(2)|| = € X}),... fiir n >3,
max (G (n)) <3+ (n — 2) - max({|h(2)| | # € X}),... fir n>3.

Es existiert ein Homomorphismus h, fir den gelten

{0} firn=20

Cﬁymb (n) =<0 firn=1
{2,...,n} sonst,

max (C}Slymb (n)) =

nicht existent firn =1
n sonst.

Fiir die Menge aller Homomorphismen Hom gelten

{0} firn=0
CSymb (n) = 0 firn=1
Hom {2} firn=2
N?!  sonst,
0 firn=0
Symb nicht existent fiirn =1
max (G ()) = 2 fiir 1 = 2
nicht existent sonst.

e Inverser Homomorphismus nach Satz 4.44:
Fir einen beliebigen inversen Homomorphismus h™ gelten

Csymb( ) und max (Csy b (p, )) sind noch unbekannt.

Es existiert ein inverser Homomorphismus h™, fiir den gelten
2,.. 3n€CSymb( ) fiir n > 5,
max (C}Sly1 mb (n)) ist noch unbekannt.

Fiir die Menge aller inversen Homomorphismen Hom™ gelten

2,...,n—3,n,3k€CIS{ymk_)1(n) fir alle k € N,n > 5,
om

Symb 0 firn=20
max (C)77 (n) ) =
( Homl( )) {nicht existent sonst.

e Schnitt mit reguldrer Sprache nach Satz 4.48: Fiir eine beliebige regulére Sprache R
gelten
Csymb( ) und max (Csymb( )) sind noch unbekannt.
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5. Ergebnisse und Aussicht

Es existiert eine regulédre Sprache R, fiir die gelten
2,...,n—3,neC¥™(n)¢n+1,... firn>6,
max (Crswimb (n)) =n.

Fiir die Menge aller Schnitte mit regulérer Sprache Reg gelten

{0} firn=20
0 firn=1

Cf{g;d (n) = {0,n} f{ll" 2<n<4
{0,2,3,5} firn=5
noch offen fiir 6 <n <12
Ngﬂ sonst,
0 fir n=20
nicht existent fiirn =1

max (C%}ggnb (n)) =qn fir2<n<5

noch offen fir 6 <n <12
nicht existent sonst.

Die tatsédchlich gefundenen Rdume der Regel- und Symbolkomplexitdt kénnen in
den einzelnen Sitzen nachgelesen werden. Dariiber hinaus gibt es zu jedem Satz eine
Bemerkung, die die noch offenen Félle aufzeigt.

Wir treffen nun Aussagen iiber die Vollstdndigkeit der gefundenen Rdume der Regel-
und Symbolkomplexitédt. Vollstdndig oder im Wesentlichen vollstandig sind die Rdume
der Regel- und Symbolkomplexitit unter:

Spiegelbild, Vereinigung, Kleene-Abschluss, Homomorphismus (ein konkreter,
alle), inverser Homomorphismus (nur alle unter Regelkomplexitit), Schnitt mit
reguldrer Sprache (eine konkrete, alle).

,Im Wesentlichen vollstandig“ soll heiBen, dass nur einige Zahlen in CX (n) oder CX (n,
m) fir K € {Prod, Symb}, eine Operation o und n > n’, m > m’ fiir recht kleine Zahlen
n’,m’ € Ny nicht bekannt sein diirfen. Unvollstindig sind die Rdume der Regel- und
Symbolkomplexitéit unter:

Konkatenation, Homomorphismus (allgemeiner), inverser Homomorphismus
(aufer alle unter Regelkomplexitit), Schnitt mit reguldrer Sprache (allgemeine).

Fiir einen beliebigen Homomorphismus kennen wir immerhin eine Abschitzung fir die
maximale Regel- und Symbolkomplexitit, wihrend dies fiir inversen Homomorphismus
und Schnitt mit reguldrer Sprache im Allgemeinen noch unbekannt ist.

Beziehen wir uns auf den in Abschnitt 1.1 dargelegten mdoglichen praktischen Nutzen,
geniigen bereits die im Wesentlichen vollstdndigen Raume der Regel- und Symbolkom-
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plexitat — denn die Regel- oder Symbolanzahl der praktisch verwendeten Grammatiken
diirften eher grofler sein. Dennoch wiére die vollstdndige Bestimmung der Rdume min-
destens aus theoretischer Sicht wiinschenswert. Weiterhin steht die Bestimmung der
unvollsténdigen Rdume der Regel- und Symbolkomplexitat aus. Nicht unerwéahnt soll
bleiben, dass in einigen Lemmata (z. B. Lemma 3.22) die Regel- oder Symbolkomplexitét
nur tiber die Anzahl verschiedener Buchstaben erhoht wird. Dies widerspricht im ge-
wissen Sinne der Praxis, in der die Anzahl der verschiedenen Buchstaben in aller Regel
beschréankt ist. Es wére folglich gut, wenn die héhere Komplexitét iber die Struktur einer
Sprache und nicht iiber die Anzahl verschiedener Buchstaben erreicht werden konnte.
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A. Anhang

A.2. Satz-/Lemma-/Definitions-Verzeichnis

Nr. S. Beschreibung

2.1 7 Buchstabe, Alphabet, Wort, Sprache.

2.2 8 Konkatenation zweier Worter, Potenz eines Wortes.

2.3 8 Grammatik, kontextfreie und regulére.

2.4 8 Ableitungsrelation, Ableitung, Schleifenabl., Initialschleifenabl.

2.5 9 Sprache einer Grammatik, Sprachmengen.

2.6 9 Operationen auf Sprachen.

2.7 11 | Fakta tiber den Kleene-Abschluss.

2.8 11 | Abgeschlossenheit kontextfreier Sprachen unter Operationen.

2.9 13 | Separate Regeln fiir nicht gemeinsam vorkommende Buchstaben.

2.10 | 13 | Separate Regeln fiir allein vorkommende Buchstaben.

2.11 | 13 | Regel-/Symbolanzahl, Regel-/Symbolkomplexitét.

2.12 | 14 | Rdume der Regel-/Symbolkomplexitét.

2.13 | 15 | Reduzierte kontextfreie Grammatik.

2.14 | 15 | Minimale Grammatiken sind reduziert.

2.15 | 15 | Anzahl der von Nichtterminalen erzeugten Worter in regel-minimalen
Grammatiken.

2.16 | 15 | Sprachméchtigkeit und Schleifenableitungen in reduzierten
Grammatiken.

2.17 | 16 | Ableitungseigenschaften in minimalen Grammatiken.

2.18 | 16 | Kontextfreies Nichtterminal.

2.19 | 17 | Keine kontextfreien Nichtterminale in minimalen Grammatiken.

2.20 | 17 | Isoliertes Nichtterminal.

2.21 | 18 | Regel-minimale Grammatiken enthalten keine isolierten Nichtterminale.

2.22 | 18 | Partition einer kontextfreien Sprache beziiglich der
Regel-/Symbolkomplexitét.

2.23 | 22 | Mindestanzahl von Regeln und Symbolen unendlicher kontextfreier
Sprachen.

3.1 23 | Kontextfreie Sprachen mit der Regelkomplexitit hochstens 2.

3.2 25 | Regelkomplexitét von {a2 |n < i < m}.

3.3 27 | Regelkomplexitit von {a%|i > p}.

34 27 | Regelkomplexitit von {a',a®,a,...}.

3.5 28 | Regelkomplexitit von {a%|n < i < m}.
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A.2. Satz-/Lemma-/Definitions- Verzeichnis

Nr. S. Beschreibung

3.6 29 | Regelkomplexitit von {a2 |n < i < m} mit Erweiterungen.

3.7 | 30 | Regelkomplexitit von {a;|1 <i<n}" und {a;|1 <i<n}"

3.8 32 | Regelkomplexitét von {a; |1 <i < n}.

3.9 32 | Regelkomplexitit von {a‘xb®|i > 0,2 € {c1,...,cn1}}

3.10 | 33 | Regelkomplexitit von {a’zb’|i > 0,2 € {c1,...,cn2}} - {a}.

3.11 | 35 | Regelkomplexitit von {a‘xb’|i > 1,2 € {c}"U{d1,...,dn_a}}.

3.12 | 38 | Regelkomplexitit von {a’zb’|i > 1,z € {c}" U {d1,...,dn_5}}{a}.

3.13 | 38 | Raum der Regelkomplexitit unter Spiegelbild.

3.14 | 39 | Kommutativitdt von CBrOd.

3.15 | 39 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitét unter
Vereinigung.

3.16 | 40 | Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitédt unter Vereinigung.

3.17 | 45 | Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitiat unter Vereinigung.

3.18 | 46 Kommutativitit von CFrod,

3.19 | 47 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitét unter
Konkatenation.

3.20 | 48 | Es gilt 2,3,4 € CPrd(2,2).

3.21 | 49 | Es gilt n € CP™4(n,2).

3.22 | 49 | Esgilt n4+m+1¢e CPd(n, m).

3.23 | 52 | Esgilt n+1 e CFd(n,2).

3.24 | 52 | Esgilt n4+m € CP™d(n,m).

3.25 | 53 | Esgilt n4+m —1¢c CPd(n, m).

3.26 | 54 | Bsgilt n+m —2¢€ CP™d(n,m).

327 | 54 |Esgiltn+2,...,n4+m—3ec CPd(n m).

3.28 | 55 | Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitidt unter Konkatenation.

3.29 | 56 | Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitit unter Kleene-Abschluss.

3.30 | 59 | Raum der Regelkomplexitit unter Kleene-Abschluss.

3.31 | 59 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitit unter
Homomorphismus.

3.32 | 60 | Es gibt ein h, sodass 1,...,n € C™4(n) gilt.

3.33 | 62 | Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitéit unter
Homomorphismus.

3.34 | 63 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitdt unter inversem
Homomorphismus.

3.35 | 63 | Es gibt ein h, sodass 0,...,n € CEﬂOd (n) gilt.
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Nr. S. Beschreibung

3.36 | 64 | Es gibt ein hy, s, sodass k € Cﬁi‘fl (n) gilt.

3.37 | 64 | Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitit unter inversem
Homomorphismus.

3.38 | 65 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Regelkomplexitdt unter Schnitt
mit regulérer Sprache.

3.39 | 66 | Es gibt ein R, sodass 0,...,n € Cﬁg’d (n) gilt.

3.40 | 67 | Es gibt ein R,y,, sodass 0,...,m € CErR‘f (n) gilt.

3.41 | 69 | Teilbestimmung des Raums der Regelkomplexitit unter Schnitt mit
regulérer Sprache.

4.1 71 | Kontextfreie Sprachen mit der Symbolkomplexitdt héchstens 8.

4.2 74 | Die Symbolkomplexitét einer kontextfreien Sprachen L ist mindestens
|Alph (L)| 4 2.

4.3 74 | Symbolkomplexitét von {a™ }.

4.4 76 | Symbolkomplexitdt von {w} U {A}.

4.5 77 | Initialschleifenableitung fiir {a}*.

4.6 77 | Erweiterung des Satzes 2.22 im Fall von {a}".

4.7 79 | Symbolkomplexitit von {a,...,an}.

4.8 79 | Symbolkomplexitit von {a1,...,a,}".

4.9 81 | Symbolkomplexitét von {aj - --ap}.

4.10 | 81 | Symbolkomplexitéit von {aj ---a,}".

4.11 | 81 | Symbolkomplexitdt von {aj ---a,}" ohne Initialschleifenableitung.

4.12 | 82 | Symbolkomplexitiat von {a"cy - --c,b™|m > 0}.

4.13 | 82 | Symbolkomplexitit von {a™cy - - c, 0™ |m > 0}".

4.14 | 84 | Symbolkomplexitét von {a} U {a™ }.

4.15 | 86 | Symbolkomplexitdt von {ab™ } und {acb™ }.

4.16 | 87 | Raum der Symbolkomplexitat fiir Symbolkomplexitét 1.

4.17 | 87 | Raum der Symbolkomplexitét unter Spiegelbild.

4.18 | 87 | Kommutativitit von C¥™P,

4.19 | 87 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitét unter
Vereinigung.

4.20 | 88 | Spezielle Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitat unter
Vereinigung.

4.21 | 90 | Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitdt unter Vereinigung.

4.22 | 94 | Es gelten n+m+3,n4+m+6 € C™ (n,m).

4.23 | 96 | Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitét unter Vereinigung.

424 | 99 | Kommutativitit von C5Y™P,
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Nr. S. Beschreibung

4.25 | 100 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitét unter
Konkatenation.

4.26 | 101 | Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitét unter Konkatenation.
427 | 102 | BEsgilt n+4,...,n4+m —2¢e C¥™(n m).
4.28 | 104 | Es gilt n+m+4 € C™ (n,m).

4.29 | 105 | Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitét unter
Konkatenation.

4.30 | 107 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitét unter
Kleene-Abschluss.

4.31 | 108 | Spezielle Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitédt unter Kleene-
Abschluss.

4.32 | 108 | Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitét unter Kleene-Abschluss.

4.33 | 110 | Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitit unter Kleene-
Abschluss.

4.34 | 111 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitit unter
Homomorphismus.

4.35 | 112 | Es gibt ein hy, sodass k € Cﬁzmb (n) gilt.
4.36 | 113 | Es gilt {2} € Clslymb (n), wenn h total-16schend ist.

4.37 | 113 | Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitit unter einem speziellen
Homomorphismus.

4.38 | 114 | Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitét unter
Homomorphismus.

439 | 115 | Es gilt {0} = C2™ (0).
4.40 | 116 | Es gibt kein h, sodass 0 € C)™ (2) gilt.
441 | 116 | Es gibt ein hy,, sodass 3k € CY"™ (n) gilt.

4.42 | 116 | Es gibt ein hy, sodass 3k + 6 € Cii’ﬂlb(Z) gilt.

4.43 | 116 | Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitdt unter einem speziellen
inversen Homomorphismus.

4.44 | 118 | Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitét unter inversem
Homomorphismus.

4.45 | 119 | Allgemeine Ergebnisse zum Raum der Symbolkomplexitit unter
Schnitt mit regulérer Sprache.

4.46 | 123 | Es gibt ein R, sodass 2,...,n—3,n € ng’d (n) gilt.
4.47 | 124 | Es gibt ein Ry, sodass k € CrS-’ﬁ;Tb (n) gilt.

4.48 | 125 | Teilbestimmung des Raums der Symbolkomplexitét unter Schnitt mit
regulérer Sprache.
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A. Anhang

A.3. Ehrenerklarung

Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit ohne unzuléssige Hilfe Dritter und
ohne Benutzung anderer als der angegebenen Hilfsmittel angefertigt habe; verwendete
fremde und eigene Quellen sind als solche kenntlich gemacht. Insbesondere habe ich
nicht die Hilfe einer kommerziellen Promotionsberaterin / eines kommerziellen Promo-
tionsberaters in Anspruch genommen. Dritte haben von mir weder unmittelbar noch
mittelbar geldwerte Leistungen fiir Arbeiten erhalten, die im Zusammenhang mit dem
Inhalt der vorgelegten Dissertation stehen. Ich habe insbesondere nicht wissentlich:

Ergebnisse erfunden oder widerspriichliche Ergebnisse verschwiegen,

statistische Verfahren absichtlich missbraucht, um Daten in ungerechtfertigter
Weise zu interpretieren,

fremde Ergebnisse oder Verodffentlichungen plagiiert,

fremde Forschungsergebnisse verzerrt wiedergegeben.

Mir ist bekannt, dass Verstofle gegen das Urheberrecht Unterlassungs- und Schadens-
ersatzanspriiche der Urheberin / des Urhebers sowie eine strafrechtliche Ahndung durch
die Strafverfolgungsbehdrden begriinden kann. Die Arbeit wurde bisher weder im Inland
noch im Ausland in gleicher oder dhnlicher Form als Dissertation eingereicht und ist als
Ganzes auch noch nicht verdffentlicht.!

Magdeburg, den 08.11.2019
Dipl.-Inform. Ronny Harbich

'Die Ehrenerklirung wurde aus der Promotionsordnung vom 7. Januar 1999 (19. Dezember 2012)
i. d. F. v. 2. Mai 2018 der Fakultét fiir Informatik der Otto-von-Guericke-Universitdt Magdeburg —
gemaf der Pflicht durch diese — zitiert.
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