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1. Einleitung

Magnetismus ist ein physikalisches Phanomen, dass der Mensch bereits seit mehreren
tausend Jahren kennt (fritheste bekannte Aufzeichnungen gehen zuriick auf Thales von
Milet im Jahr 624 v. Chr.), die erste Formulierung einer vollstdndigen phdnomenologischen
Theorie gelang allerdings erst im Jahr 1864 durch James Clark Maxwell (Maxwell-Gleichun-
gen). Die Grundlagen fiir ein wirkliches Verstdndnis lange bekannter Phdnomene, wie dem
Para- oder dem Ferromagnetismus in Festkorpern, konnten aber erst mit der Entwicklung
einer Theorie der Quantenmechanik gelegt werden, wobei insbesondere die Entdeckung des
Elektronenspins im Jahre 1925 von elementarer Bedeutung war. Man erkannte in der Folge,
dass die Grundbausteine der Materie (die Atome und Molekiile) ein eigenes, mit ihrem
Spin verkniipftes, magnetisches Moment tragen und dass die magnetischen Eigenschaften
von Festkorpern gerade auf die kollektiven Wechselwirkungen dieser durch die klassische
Physik nicht erklarbaren Momente zuriickgeht.

Eines der bedeutendsten, erst durch die neue Theorie beschriebenen, Phénomene inner-
halb des Quantenmagnetismus, ist das Konzept der Frustration. Sie spielt eine besondere
Rolle bei den sogenannten Antiferromagneten, in denen sie in der Regel geometrische
Ursachen hat (man spricht hier auch von geometrischer Frustration). In einem Antiferro-
magneten sind die einzelnen magnetischen Momente bestrebt sich antiparallel zueinander
auszurichten, dies ist allerdings nur dann eindeutig moglich, wenn es keine zuséatzlichen
konkurrierenden Bindungen zwischen direkten oder indirekten gemeinsamen Nachbarn gibt.
Ein typisches Beispiel dafiir ist die Orientierung von drei sogenannten Ising-Spins, die zu
einem Dreieck angeordnet sind und jeweils nur zwei mégliche Zustdnde einnehmen kénnen
(sieche Abbildung [1.1]). In dieser Konstellation ist es nicht mehr moglich alle Paarbindungen

A e A A

Abbildung 1.1.: Beispiel fiir die geometrische Frustration antiferromagnetisch gekoppelter Ising-
Spins auf einem Dreieck. Dargestellt sind zwei der sechs moglichen Zustdnde, mit ihren in rot
hervorgehobenen ,,unbefriedigten” Bindungen.

gleichermafen zu ,befriedigen”, die Frustration hat auferdem zur Folge, dass es mehr als

nur einen moglichen Kompromisszustand gibt. Dies ist ein gutes Beispiel fiir das Konzept



1. Einleitung

der Entartung in der Quantenmechanik und insbesondere auch dafiir, wie die Frustration
zu ihrer Verstarkung beitrdagt. In der Folge sind die Energieniveaus makroskopisch grofser
Zahlen von Spintragern, wie sie in Festkorpern relevant sind, hochgradig entartet, wenn
die zugrunde liegenden Gitterstrukturen durch Dreiecksanordnungen gepriagt sind (ein
Beispiel dafiir ist das in dieser Arbeit untersuchte Kagomegitter).

In der modernen Festkorpertheorie erkannte man, dass hochgradig entartete Systeme
auch stiarkeren Quantenfluktuationen unterliegen und daher tendenziell keine kollektive
magnetische Fernordnung aufweisen. Dies gilt insbesondere fiir den Grundzustand (7" =
0K), fiir den thermische Fluktuationen keine Rolle mehr spielen. Stattdessen zeigte sich,
dass Antiferromagneten eine Vielzahl méglicher und teilweise sehr exotischer Zustéande (z.B.
Spin-Fis, Valence-Bond-Zustinde und diverse Varianten von Spinflissigkeiten) besitzen,
deren Zustandekommen und Stabilitat bis heute nicht vollstdndig verstanden ist.

Eines der erfolgreichsten Modelle zur Beschreibung des Quantenmagnetismus in nicht-
metallischen kristallinen Festkorpern ist das sogenannte Heisenberg-Modell. Es beschreibt
den Festkorper als eine periodische Anordnung von lokalisierten spintragenden Teilchen,
die ausschlieflich iiber ihre magnetischen Momente (d.h. im Spinraum) wechselwirken. Ein
,Spin“ wird dabei durch eine komplexe Wellenfunktion beschrieben, die sich naheliegender-
weise durch die Eigenfunktionen oder auch Eigenzustdnde der sogenannten Spinoperatoren
darstellen lassen:

§2 S, My = h2s(s+1 §,Ms)
| ) ( )| ) my € {-s,-s-1,--+ ,5-1,s},2s € Ny, (1.1)

S, |s, mg) = hmy|s, my)
wobei fiir die Spinoperatoren die folgenden Vertauschungsrelationen gelten:
(52,59 =0, [9% 8" =ihS°, (a,b,c)= (x,y,2) und zyklisch vertauscht. (1.2)

Im Hamiltonoperator des Heisenberg-Modells wird die Wechselwirkung zwischen zwei

solcher ,Spins“ iiber das Produkt der Vektorspinoperatoren vermittelt:

A A A

A

7Sz (1.3)
Die Stérke der Austauschwechselwirkungen wird dabei iiber die Vorfaktoren J;; bestimmt,
wobei man im Fall von J;; < 0 eine ferro- und bei J;; > 0 eine antiferromagnetische
Kopplung zwischen den Gitterpldatzen ¢ und j vorliegen hat. Zusatzlich ist es noch moglich,
externe Magnetfelder oder beliebige Anisotropien zu beriicksichtigen. Auch ohne an dieser
Stelle zu sehr auf die mathematischen Details einzugehen, ldsst sich dennoch bereits erahnen,
dass exakte analytische Untersuchungen solcher Modelle ein nicht-triviales Unterfangen

darstellen. Es ist tatsdchlich so, dass es bisher nur fiir einen Bruchteil aller méglichen



Varianten gelungen ist, exakte Losungen zu finden und das auch nur fiir sehr einfache
Gittertypen wie die eindimensionale lineare Kette. Das bedeutet, dass man zu ihrer
Untersuchung in der Regel auf numerische Methoden angewiesen ist.

Die Auswahl geeigneter numerischer Methoden und Techniken ist grof und ihre Eignung
héngt nicht zuletzt von der konkreten Problemstellung ab, aber manchmal kénnen einzelne
Aspekte bereits zum Ausschluss oder zur klaren Bevorzugung einer bestimmten Methode
fiihren. Zu den etablierten Methoden gehoren beispielsweise die Ezakte Diagonalisierung,
die Quanten-Monte-Carlo-Methode, die Greenfunktionsmethode, die Spinwellentheorie, die
»Density Matriz Renormalization Group (DMRG) sowie die in dieser Arbeit verwendete
,, Coupled Cluster Method* (CCM).

Eine ausfiihrliche Beschreibung all dieser Methoden geht deutlich iiber den Rahmen dieser

Arbeit hinaus, fiir einen groben Uberblick lassen sie sich aber wie folgt zusammenfassen:

e Die Ezakte Diagonalisierung basiert auf der exakten Losung des Eigenwertproblems
eines endlichen Ausschnittes des zu beschreibenden Gitters, von dem dann auf die
Eigenschaften des unendlichen Systems geschlossen wird. Da die Diagonalisierung
von Matrizen mit zunehmender Grofse schnell an technische Grenzen stoft, ist diese
Methode in erster Linie fiir ein- und zweidimensionale Modelle pradestiniert, wobei

sie dort aber in der Regel weniger genau als andere Methoden ist.

e Die Quanten-Monte-Carlo-Methode gilt als sehr genaue Methode fiir beliebigdi-
mensionale Modelle, ist aber nicht auf frustrierte Modelle anwendbar (Stichwort:

,Vorzeichenproblem®).

e Die Greenfunktionsmethode ist eine universelle Methode, die sich zur Anwendung
auf beliebig-dimensionale Modelle und dabei sowohl zur Untersuchung von Grundzu-
standseigenschaften als auch fiir angeregte Zustande eignet. Im Allgemeinen sind

ihre Resultate aber nicht ganz so gut wie die von spezialisierteren Methoden.

e Die Spinwellentheorie basiert auf einer Entwicklung der Spinoperatoren nach Ord-
nungen des Kehrwertes der Spinquantenzahl s, in der Konsequenz ist sie fiir Systeme

mit kleinem s (insbesondere s = 1/2) weniger gut geeignet.

e Die DMRG gilt als eine der besten und genauesten Methoden zur Untersuchung
eindimensionaler Systeme. Bei hoherdimensionalen Systemen ist sie weniger gut
geeignet, insbesondere die Untersuchung dreidimensionaler Systeme ist mit ihr

praktisch nicht moglich.

e Die , Coupled Cluster Methode* zahlt, zumindest auf dem Feld der Quantenspinsys-
teme, zu den neueren Methoden und ist daher noch weniger stark verbreitet. In den
letzten Jahren konnte allerdings gezeigt werden, dass sie eine sehr universelle Me-

thode ist, die praktisch kaum Einschréinkungen ihres Anwendungsbereiches aufweist.



1. Einleitung

Ihre Starken liegen zwar in erster Linie bei der Berechnung von Grundzustandseigen-
schaften, dort ist sie aber auf praktisch beliebigdimensionale Modelle mit komplexen
Mehrteilchen-Basen (bestehend aus Spintragern mit unterschiedlichem Spin), auf
kollineare und nicht kollineare sowie frustrierte Systeme anwendbar und kann ihre
dabei ermittelten Resultate mit den besten spezialisierten Methoden messen bzw. ist

ihnen teilweise sogar iiberlegen.

Wie bereits angedeutet, wird im Rahmen dieser Arbeit ausschlieflich mit der CCM gear-
beitet, die dabei ermittelten Resultate werden aber, sofern vorhanden, den Literaturdaten

anderer Methoden gegeniibergestellt.

Aufbau der Arbeit

Im ersten auf diese Einleitung folgenden Kapitel (Kapitel 2) werden die wichtigsten Grund-
lagen der Coupled Cluster Methode erldutert. Ein besonderer Schwerpunkt liegt hierbei
auf den Unterschieden zwischen der seit iiber 20 Jahren duflerst erfolgreich angewende-
ten Standardvariante der CCM und einer im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelten
Implementierung, welche die Untersuchungen bestimmter FEigenschaften von Systemen mit
dimerisierten Grundzustandsphasen moglich machen soll.

Das dritte Kapitel dieser Arbeit stellt die Ergebnisse eines Teiles der im Zuge dieser
Dissertation durchgefithrten und bereits verdffentlichten Forschungsarbeiten dar. Der
thematische Schwerpunkt liegt dabei auf der Anwendung der CCM auf das Modell des
Heisenberg-Antiferromagneten auf dem Kagomegitter (KHAFM). Beim isotropen KHAFM
handelt es sich um ein Modell, fiir das inzwischen als gesichert gilt, dass es nur fiir hohere
Werte der Spinquantenzahl (s > 1) einen magnetisch ferngeordneten Grundzustand besitzt.
Die Natur des Grundzustandes fiir niedrigere Werte, insbesondere fiir s = 1/2, ist bis heute
nicht eindeutig geklart und daher immer noch Gegenstand zahlreicher Forschungsarbeiten.
Das Ziel der hier vorgestellten Untersuchungen war daher auch die Erlangung neuer Er-
kenntnisse beziiglich der Mechanismen, die zur Entstehung oder der Unterdriickung von
Fernordnung fiihren.

Dabei wurde zunéchst der Einfluss des Spins bzw. der Spinquantenzahl untersucht, wobei
sich in erster Linie die Frage stellte, ob es mit der CCM moglich ist, den bereits erwahnten,
bei hoheren Spinquantenzahlen als gesichert geltenden, Ubergang in einen magnetisch
ferngeordneten Grundzustand zu beschreiben. Hierbei gelang es auferdem, neue Erkennt-

nisse iiber die Struktur moglicher kurzreichweitig geordneter Grundzustandsphasen im

Fall s = 1/2 zu gewinnen.
Die letztgenannten Ergebnisse fithrten schlieklich direkt auf die Fragestellung, ob ande-
re Faktoren, wie beispielsweise die in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen zum

Einfluss von Anisotropien im Spinraum und dem Ubergang zu einem dreidimensionalen
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(geschichteten) Modell, zur Stabilisierung der kurzreichweitigen Grundzustandsordnungen
beitragen konnen und damit zur Entstehung echter magnetischer Fernordnung im Spin-1/2
KHAFM fiihren.

Das vierte und abschlieftende Kapitel befasst sich mit einer neuen, d.h. mit der CCM
bisher nur indirekt untersuchten Klasse von Systemen, bei denen dimerisierte bzw. ,, Va-
lence-Bond“-artige Grundzustandsphasen auftreten. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dafiir
ein eigenes Programmpaket entwickelt, das, angelehnt an das bereits bewahrte Standard-
programm: Crystallographic Coupled Cluster Method (CCCM) von Damian Farnell und
Jorg Schulenburg [1], die Verwendung eines alternativen, fiir dimerisierte Grundzusténde
besser geeigneten Ansatzes erlaubt. Im ersten Teil dieses Kapitels wird die Methode
daher exemplarisch auf eines der bestverstandenen Modelle iiberhaupt (die lineare Kette)
angewendet, um aus dem Vergleich der dabei ermittelten Daten mit den bereits bekannten,
teilweise exakten Resultaten eine erste Abschétzung der Moglichkeiten dieser neuen CCM-
Implementierung (ab jetzt DCCM) zu gewinnen. Im weiteren Verlauf wurde die DCCM
dann noch, mit dem sogenannten zweidimensionalen J-J'-J;-Modell und dem Heisenberg-

Modell auf dem Star-Gitter, auf zwei anspruchsvollere Modelle angewendet.
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

Die Coupled-Cluster-Methode (im Folgenden abgekiirzt durch ,,CCM") ist in der hier be-
trachteten Variante eine Methode zur Untersuchung von Vielteilchensystemen, konkreter
von Quantenspinsystemen. Im Wesentlichen bildet sie das Problem der ndherungsweisen
Berechnung von Eigen- und Erwartungswerten des Hamiltonoperators und anderer Syste-
mobservablen auf (nichtlineare) Gleichungssysteme ab, welche dann mittels numerischer
Verfahren gelost werden.

Die CCM wurde ab dem Ende der 1950er Jahre hauptsichlich von F. Coester und
H. Kiimmel entwickelt, allerdings urspriinglich zur Untersuchung von kernphysikalischen
Modellen [2-6]. Ab 1966 hielt die CCM durch eine erste Arbeit von J. Cizek [7] Einzug in die
Quantenchemie und setzte sich in diesem Feld in den folgenden Jahren als Methode erster
Wahl durch. In den 1990er Jahren wurde sie erstmals auch als Methode zur Untersuchung
von Quantenspinsystemen formuliert |8, |9] und konnte sich danach, insbesondere in
den letzten 10 Jahren, aufgrund ihrer universellen Anwendbarkeitf!] und der sehr guten
Qualitéat ihrer Resultate neben den Monte-Carlo-Methoden, der DMRG, der Exakten
Diagonalisierung und anderen Vielteilchenmethoden und Techniken etablieren.

Wie bereits in der Einleitung zu dieser Arbeit beschrieben, gibt es verschiedenste Modelle
zur Beschreibung von Quantenspinsystemen, da sich die vorliegende Arbeit allerdings
ausschliefslich mit dem Heisenberg-Modell befasst, ist der hier vorgestellte Formalismus
auch nur auf dieses Modell anwendbar. Die CCM an sich ist aber viel allgemeingiiltiger und
durchaus auch auf andere Modelle fiir stark korrelierte Systeme anwendbar. Ein Beispiel
dafiir ist die erfolgreiche Anwendung auf das Hubbard-Modell |10].

2.1. Theoretische Grundlagen

Der in diesem Abschnitt beschriebene Formalismus der CCM basiert urspriinglich auf
einer umfangreichen Ausarbeitung von Raymond F. Bishop [9, 11], auf die der interessierte
Leser hiermit verwiesen wird.

In der Einleitung wurde zwar bereits auf die verschiedenen Varianten des Heisenberg-

Modells hingewiesen, fiir den nun folgenden Formalismus spielt es im Grunde aber keine

!Besonders hervorzuheben sind dabei ihre Anwendbarkeit auf beliebigdimensionale und frustrierte
Systeme.

13



2. Die Coupled-Cluster-Methode

Rolle, ob der Hamiltonoperator Anisotropien, aufsere Magnetfelder oder Wechselwirkungen
zwischen beliebig weit entfernten lokalisierten Spins bertiicksichtigt. Fiir die in dieser Arbeit
behandelten Systeme lauft es aber prinzipiell immer auf eine Austauschwechselwirkung

der folgenden Form hinaus:

(2.1)

Dieser Hamiltonoperator beschreibt eine paarweise Wechselwirkung spinbehafteter Objekte,
die an festen Orten auf einem regelméafigen aber unendlich ausgedehntem Kristallgitter
lokalisiert sind. Die ,Stérke” dieser Austauschwechselwirkung zwischen den einzelnen Spins
wird durch den skalaren Vorfaktor J;; vermittelt, kann bei der Beriicksichtigung von

Anisotropien aber auch noch von der Raumrichtung abhéngig sein:

0= (58050 + J4SUSY + J58:57) (2.2)
J

In den in dieser Arbeit untersuchten Modellen kann sich auferdem auf uniforme Wechsel-

wirkungen beschrénkt werden, d.h. dass ihre Stérke nicht direkt von den Gitterplatzen

7 und j abhéngt, sondern nur von ihrem geometrischen Abstand, womit man es dann

nur noch mit Wechselwirkungen zwischen direkten Nachbarn J;, zwischen iibernichsten

Nachbarn .J5, usw. zu tun hat.

2.1.1. Der Grundzustand

Der gesamte Formalismus der CCM baut im Wesentlichen auf folgendem exponentiellen

Ansatz fiir den Grundzustand des Spinsystems auf:

[To) = e [Dp); S= s,C]. (2.3)
I#£0

Der Vektor |®) ist der so genannte Modellzustand (auch: Referenzzustand) und S der
Korrelationsoperator, der als Linearkombination sogenannter Clusteroperatoren {C’T} ge-
bildet wird. Der Modellzustand kann zunéchst als beliebiger Zustand des Hilbertraumes
des Quantensystems angesehen werden, darf in der Praxis allerdings nicht orthogonal zum
Grundzustand des Modells sein. Entscheidend fiir die CCM ist das folgende erweiterte
Normierungsschema:

(Do W) = (Pg|Dg) = 1. (2.4)

14



2.1. Theoretische Grundlagen

Die Voraussetzung fiir einen Grundzustandsansatz der Form ([2.3)) ist, dass die mit Hilfe

der Clusteroperatoren aus dem Modellzustand erzeugten Vektoren
{CT190)} (2.5)

eine Basis des (abzéhlbar unendlich dimensionalen) Hilbertraumes bilden. Die Clusterope-

ratoren miissen deshalb eine Vollstédndigkeitsrelation erfiillen:

Zé} |Bo) (Bo| Cr =1; Cf=1=Ch. (2.6)
1

Fiir den hier beschriebenen Formalismus ist es aufserdem notig, dass die Clusteroperatoren

untereinander vertauschen:

(C1.CY =0=1[C,C)) (2.7)

und die folgende Eigenschaft besitzen:
Cr|®o) = 0= (D| CT; VI #0. (2.8)

Nicht notwendig aber hilfreich ist die Forderung nach der Orthonormalitit der aus |®g)

konstruierten Basiszustande:

(@] C1CT | Do) = 61 (2.9)

Eine konkretere Konstruktion der Clusteroperatoren und des Modellzustands ist in der
CCM zunéchst nicht nétig. Prinzipiell reicht es an dieser Stelle aus, den Modellzustand als
eine Art Vakuumzustand und die Clusteroperatoren als Erzeugungsoperatoren anzusehen
(dhnlich der Fockdarstellung in der zweiten Quantisierung).

Es ist offensichtlich, dass eine Zustandskonstruktion der Form (2.3 mit zum Modell-
zustand passend gewihlten Clusteroperatoren im Wesentlichen eine Linearkombination
von Basiszustdnden des Hilbertraumes ist und als solche jeden Zustand, insbesondere den
Grundzustand, beschreiben kann. Aufgrund der Exponentialkonstruktion treten allerdings

zusétzliche, scheinbar redundante Terme auf:

~

S‘ — Sléq + Sgég + .. ; eé |(I)O> = <1 + Sléq + Sgég + 81826’-{_ ;‘1‘ o ) |(I)0>

und da die Clusteroperatoren vollstandig sind, muss es weitere Operatoren (nebst zuge-
horigem Korrelationskoeffizienten) geben, die mit diesen Termen identisch sind (sofern
die Operatorprodukte einen giiltigen Ausdruck bilden, nédheres dazu in den folgenden
Abschnitten):

AT iVl

01(1,2) = (C,|C;.

Hierbei handelt es sich um eine Besonderheit der CCM, die es ermoglicht den Korrelations-
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

operator einfach an irgendeiner Stelle abzubrechen ohne die so genannte ,Size-extensivityf]
zu verlieren, dies ist eine wichtige Voraussetzung um eine Approximationshierarchie in den
Formalismus der CCM einzufithren und wird noch genauer beschrieben.

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels wird genauer auf die Bedeutung der
Wahl eines geeigneten Modellzustands und damit einhergehend auch der Wahl einer dazu
passenden Menge an Clusteroperatoren eingegangen, insbesondere auch darauf, was einen

geeigneten Modellzustand ausmacht.

2.1.2. Berechnung der Grundzustandsenergie

Fiir die Grundzustandsenergie Fj eines durch den Hamiltonoperator H beschriebenen

Quantensystems gilt ganz allgemein:
H Do) = Ey | ) . (2.10)
Wird der Grundzustandsansatz der CCM in diese Gleichung eingesetzt, ergibt sich
<e—5ﬁe3 - E0> |Bp) = 0. (2.11)

Den Ausdruck e=S HeS nennt man die Ahnlichkeitstransformation des Hamiltonoperators.
Diese Transformation spielt eine zentrale Rolle in der CCM (siehe Abschnitt [2.1.5). Nun
wird Gleichung ([2.11)) linksseitig mit (®o| multipliziert und es ergibt sich folgender Ausdruck

fiir die Grundzustandsenergie:
Eo = Eo({s1}) = (@] e S He® |Dy) . (2.12)

Die eigentliche Schwierigkeit bei der Berechnung der Grundzustandsenergie liegt in der
Bestimmung der Korrelationskoeffizienten {s;}, da es bei einer exakten Beschreibung von
Modellen auf unendlich ausgedehnten Gittern unendlich viele davon gibt (einen fiir jeden
Cluster C’}) Dieses Problem wird spéter durch die Einfithrung einer Approximation gelost,
die nétigen Bestimmungsgleichungen kann man aber bereits an dieser Stelle ganz allgemein
aus durch sukzessive Projektion auf bzw. Multiplikation mit (®o| C; erhalten. Durch
Ausnutzung von ([2.8)) ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

(Bo| Cre S He® | o) = 0; VI #0. (2.13)

2Im Prinzip handelt es sich um die Eigenschaft, dass bei Aufteilung des Systems in zwei nicht mehr mitein-
ander wechselwirkende Teilsysteme sowohl der Hamiltonoperator separiert, die Grundzustandsenergie
sich in der Folge als Addition der Teilenergien zusammensetzt und die Wellenfunktion faktorisiert.
Siehe dazu Abschnitt 3.3 in [9).
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2.1. Theoretische Grundlagen

Dieses Gleichungssystem wird auch Ket-Gleichungssystem genannt und ist offensichtlich
nichtlinear in den Korrelationskoeffizienten s;. Im néchsten Abschnitt wird sich zeigen,
dass es dquivalent zu einer notwendigen Extremalforderung an den Grundzustand des
Hamiltonoperators ist.

Die eigentliche Losung dieses Gleichungssystems kann unter den gegebenen Umstédnden,
d.h. bei Betrachtung unendlich grofser Systeme, nur ndherungsweise mit Methoden der

Numerik geschehen. Eine Beschreibung des genauen Vorgehens bzw. der verwendeten
Methoden erfolgt im Anhang dieser Arbeit (siehe Abschnitt [A.1]).

2.1.3. Berechnung von Erwartungswerten anderer

Systemobservablen

Bei der Untersuchung von Quantenspinsystemen sind neben der Grundzustandsenergie auch
andere Observablen von Interesse. Typischerweise méchte man Korrelationsfunktionen,
Magnetisierungen oder andere Ordnungsparameter bestimmen. Das heifst, man hat einen

Operator A und méchte dessen Erwartungswert im Grundzustand berechnen:
<A> = (Vo A|‘I’0>-

Eine Besonderheit der CCM ist aber, dass der fiir die Berechnung von Erwartungswerten
notige Bra-Grundzustand eigenstandig parametrisiert wird (d.h. nicht bereits durch die

Parametrisierung des Ket-Zustands festgelegt ist):

(Uo| = (@] Se™5; S=1+Y 5Cr. (2.14)
I#£0

Zunichst bedeutet dies, dass die, ohnehin nur fiir endlichdimensionale Vektorriume giiltige?}

Hermitizitatsbeziehung zwischen Bra und Ket-Zustand:
(To| = (|%0))" (2.15)

nicht explizit gefordert wird, sie gilt nur im exakten Fall und geht im Allgemeinen unter
einer Naherung des Korrelationsoperators verloren. Aufserdem ist die Parametrisierung des
Bra-Zustandes nur linear in den so genannten Bra-Korrelationskoeffizienten sy, was ihre
Berechnung auf die Losung eines nur linearen Gleichungssystems abbildet. Der eigentliche
Grund fiir die Parametrisierung des Bra-Grundzustandes in der Form ist aber die

3Der Rieszsche Darstellungssatz garantiert auch in unendlich dimensionalen Hilbertriumen fiir jedes
stetige lineare Funktional bzw. jeden linearen Operator des Dualraumes, die Existenz genau eines
Zustandes |y) der die Definition (y| := (y|-) iiber das Skalarprodukt rechtfertigt. Aber auch diese
Beziehung wird an dieser Stelle nicht explizit gefordert.
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

Forderung der Giiltigkeit des Hellmann-Feynman Theoremsﬁ unter beliebigen Approxima-
tionen der Korrelationsoperatoren, d.h. nicht nur im exakten Fall. Eine explizit geforderte
Beziehung der Art wére damit nicht vertréglich (siehe dazu Abschnitt 3.5 in [9],
insbesondere Seite 37 und folgende).

Wie man leicht sieht, lasst sich das Normierungsschema nun um die ebenfalls von

der Approximation unabhéngige Beziehung:
(T W) = 1 (2.16)

erweitern. Man kann an dieser Stelle aufserdem festhalten, dass fiir die vollstandige
Beschreibung des Grundzustandes in der CCM, die Kenntnis aller Korrelationskoeffizienten
{sr, §1} notig ist. Die Berechnung beliebiger Erwartungswerte erfolgt nun einfach tiber den
Ausdruck:

(A) = (Wo| A|Wo) = (Bo| Se S Ae® |@g) = A({s1,51}). (2.17)

Die Bra-Korrelationskoeffizienten §; werden durch das Losen eines weiteren Gleichungssys-
tems berechnet, welches sich wieder durch Einsetzen des Grundzustandsansatzes in die
Schrodingergleichung (2.10)) ergibt, dieses Mal allerdings in der ,Bra“-Form:

<CI}0| [:[ = EO <{f]0| = <(I)0| g <€7$F[€S — Eo) =0. (218)

Im letzten Schritt wird diese Gleichung nun noch sukzessive rechtsseitig mit den C’} | Do)

,multipliziert® um das endgiiltige Gleichungssystem zu erhalten:
(@] S <e—3ﬁe3 - E0> CF o) = 0; VI #£0. (2.19)

Dieses Gleichungssystem ist, wie bereits erwéhnt, nur noch linear in den Bra-Korrelations-
koeffizienten (an diesem Punkt des Formalismus konnen die Ket-Koeffizienten bereits als
bekannt vorausgesetzt werden) und daher viel einfacher zu lésen. In einem weiteren Schritt
kann man noch den Ausdruck fiir die Grundzustandsenergie Fy aus den Bra-Gleichungen

entfernen, indem man die Gleichung (2.11) mit (®o| C] multipliziert und dann in die
Bra-Gleichungen ([2.19)) einsetzt:

(Bo| Se S[H, Cl]eS |g) = 0: VI # 0. (2.20)

4Das Hellmann-Feynman Theorem besagt, dass fiir einen Hamiltonoperator unter einer (infinitesimal)
kleinen Stérung: H — H' = H + M = Ey — Ej = Ey + AEy/d\ + O(\?), die Beziehung
dEy/dA = (A) (Uo|dH /dX [Pg) gilt.
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2.1. Theoretische Grundlagen

2.1.4. Die Ndherung des CCM-Formalismus

Die Grundlage fiir den Ansatz des exakten Grundzustandes in der CCM nach Gleichung
1} ist die Existenz eines vollstdndigen Satzes von Clusteroperatoren {C’}r}, der die
Konstruktion einer Basis fiir den Hilbertraum aus dem Modellzustand |®g) ermoglicht.
In diesem Sinne ist also die Grofe der Gleichungssysteme und , die zur Be-
stimmung der diesen Clusteroperatoren zugeordneten Korrelationskoeffizienten s; gelost
werden miissen, mit der Dimension des Hilbertraumes identisch. Kurz gesagt, es gibt fiir
jeden Basisvektor des Hilbertraumes einen eigensténdigen Clusteroperator und fiir jeden
Clusteroperator bzw. fiir jeden Korrelationskoeffizienten gibt es eine eigene Gleichung in
beiden Gleichungssystemen. Bei den in dieser Arbeit untersuchten Spinsystemen ist der
Modellzustand |®() typischerweise ein Produktzustand von Zusténden endlicher Spinsys-
teme (eine genaue Differenzierung erfolgt in den Kapiteln und , beispielsweise ein

Produkt von Einteilchenzustanden:

Do) = @O @ . (2.21)

Es ist nun klar, dass die Clusteroperatoren CA’}, die auf so einen Modellzustand angewendet

werden konnen, die Form von Produkten von Einteilchenspinflipoperatoren haben:
Cl =585 =5t5teSteiole---. (2.22)

Bereits die Tatsache, dass jeder beliebige endliche Clusteroperatorﬂ durch eine einfache
Verschiebung um einen Gittervektor in einen neuen giiltigen Clusteroperator transformiert
werden kann, macht deutlich, dass die exakte Behandlung von Systemen auf unendlich
ausgedehnten Kristallgittern (auf denen unendlich viele Translationen méglich sind) auch
mit der CCM so nicht moglich ist. An diesem Punkt ist es also bereits offensichtlich, dass
solche Systeme nur dann mit der CCM untersucht werden konnen, wenn es moglich ist,
die Korrelationskoeffizienten zu Clusteroperatoren, die durch Translationen miteinander
verkniipft sind, ebenfalls miteinander in eine Beziehung zu setzen (z.B. gleich zu setzen).
Hierbei handelt es sich tatsachlich um eine notwendige Bedingung, die zusammen mit
der Bedeutung und der Ausnutzbarkeit von Symmetrien in der CCM im nachfolgenden
Abschnitt 2.2] diskutiert wird.

In der Praxis spielt aber die Tatsache, dass die Clusteroperatoren auf unendlich aus-
gedehnten Gittern nicht nur beliebig verschoben werden kénnen, sondern auch beliebig
grof sein konnen, eine noch entscheidendere Rolle. Anders formuliert, eine vollstéandige
Basis des Hilbertraumes besteht beispielsweise aus allen moglichen Produktzusténden,

insbesondere auch solchen, die sich um beliebig viele Spinflips auf beliebig vielen Einteil-

®Damit ist gemeint, dass er aus einer endlichen Anzahl von Spinflipoperatoren besteht.
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

chenzustédnden (bzw. Gitterplatzen) vom Modellzustand unterscheiden. Eine Beschréankung
der Gleichungssysteme auf endlich viele Gleichungen, in der Praxis gibt es hier sogar
ganz konkrete Hochstgrenzen, erfordert daher aufterdem die Moglichkeit die Grofe der
Clusteroperatoren einzuschrénken. Hierfiir wird in der CCM ein heuristisches, aber inzwi-
schen vielfach bewihrtes, Verfahren angewendet. Gemeint ist die Einfiihrung sogenannter
hierarchischer Approximationsschemata.

Hierbei werden sémtliche Cluster nach prinzipiell austauschbaren Kriterien geordnet,
typischerweise nach ihrer Grofe, d.h. der Anzahl der Spinflipoperatoren, aus denen sie sich
zusammensetzen oder nach der Grofe der Gitterregion, auf der diese Spinflips lokalisiert
sind (in der Regel nach beidem). Die eigentliche Berechnung erfolgt dann nur unter der
Berticksichtigung der Cluster unterhalb einer vorher festgelegten Hochststufe innerhalb
dieser Hierarchie. Dadurch ist garantiert, dass die Grofe der CCM-Gleichungssysteme
in jedem Fall endlich ist und sogar an die zur Verfiigung stehenden Rechnerressourcen
angepasst werden kann. Selbstverstandlich geht diese Einschriankung mit dem Verlust der
Exaktheit einher. Es zeigt sich aber, dass auch auf der Basis solcher Approximationen
ausreichend genaue Resultate erzielt werden kénnen. Eine konkrete Darstellung der in der
CCM angewendeten Approximationsschemata ist abhéngig vom verwendeten Modellzu-

stand und den dazugehdrigen Clusteroperatoren, sie erfolgt deshalb ebenfalls erst in den

Abschnitten 2.3 und 2.4]

2.1.5. Erganzungen
Herleitung des CCM-Gleichungssystems aus einem statischen Variationsprinzip

An dieser Stelle soll nur erwihnt werden, dass sich das Ket- (2.13]) und das Bra-Gleichungs-
system ([2.20)) auch aus einem Variationsprinzip ableiten lassen. Das bedeutet konkret,

dass der Erwartungswert des Hamiltonoperators im Grundzustand
(HY = (Uo| H |Wo) = (Dg| e~ He |dy) (2.23)

stationdr ist (d.h. 6 = 0) beziiglich Variationen der unabhiingigen Variablen {s;, 3;}.

1
8;3 '~ A (@o| Se™S[H, CJled [@o) = 0; VI #£0. (2.25)
I

Diese Herleitung geht zuriick auf eine Arbeit von J. Arponen aus dem Jahr 1983 [12] und
liefert eine anschauliche Erklarung dafiir, dass die Korrelationskoeffizienten tatséchlich

den Grundzustand des Systems beschreiben.
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2.1. Theoretische Grundlagen

Ahnlichkeitstransformation

Unter Ausnutzung der Reihendarstellung der Exponentialfunktion
exp(z) = i ix" (2.26)
p — n! ? *

lisst sich die Ahnlichkeitstransformation des Hamiltonoperators als unendliche Reihe

verschachtelter Kommutatoren darstellen:

— ~ ~

H:e_gﬁe$:ﬁ+[H,S]+

~ ~

[H,8),8]+ - (2.27)

DN —

Typische Hamiltonoperatoren bestehen aus Produkttermen, die nur eine endliche Anzahl

von Operatoren enthalten. Beim Heisenberg-Modell sind es nur jeweils zwei Stiick:

g:JEZE($$+@3ﬂ+$$y (2.28)

<i,j>

in anderen Varianten oder Verallgemeinerungen des Modells konnen zusatzlich noch Terme
der Art:
§:5¢, S5, St 58 85N, &5 (2.20)

(R 10

auftreten. In jedem Fall fithrt dies dazu, dass die Ahnlichkeitstransformation (2.27) nach
einer endlichen Anzahl verschachtelter Kommutatoren abbricht, in der Regel nach der
vierten Ordnung (siehe die ausfiihrlichere Darstellung in Abschnitt [2.3.4]). Dies bedeu-
tet, dass selbst bei einer exakten Behandlung des Modells (d.h. bei nicht-gendhertem
Korrelationsoperator 3) jeder Term in den CCM-Gleichungen und nur eine
bestimmte Anzahl an Korrelationskoeffizienten ({s;},{5/}) enthalten kann, bei den in
dieser Arbeit vorgestellten Varianten der CCM sind es maximal vier Koeffizienten pro
Term bzw. Summand.

Eine weitere fiir die Praxis niitzliche Eigenschaft der Ahnlichkeitstransformation ist,

dass sie beziiglich Produktoperatoren faktorisiert:
AB = ¢ ABe® = e Ac’e S Be® = AB. (2.30)

Dies erméglicht es, die Ahnlichkeitstransformation fiir jeden Faktor einzeln durchzufiihren

und die Transformation komplizierter Operatoren auf die drei Einteilchenoperatoren

St,57,5% bzw. S%,5Y, 5% zurlickzufiihren.
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2.2. Die Bedeutung von Symmetrien in der CCM

Wie bereits im Abschnitt zu den Approximationsschemata dargelegt, berechnet man
mit der CCM in der Praxis Naherungen von Systemobservablen (typischerweise die Grund-
zustandsenergie sowie einen Ordnungsparameter), die entscheidend von dem verwendeten
Modellzustand abhéngig sind. Gleichzeitig lédsst sich die Auswahl eines Modellzustands
in der Regel nur sehr schwer formal begriinden und mitunter lassen die Riickgriffe auf
den klassischen Fall oder andere Argumente gleich mehrere Optionen zu. Unabhéngig von
der Auswahl gilt aber, dass die Konstruktion des eigentlichen Grundzustandes |Uy) in der
CCM auf der Basis beliebiger Modellzusténde |®,) moglich ist (2.3)):

W) = e [@g); S=> s,C].
I#0

Es wurde bereits erwéhnt, dass diese Universalitit durch die Verwendung der Approxi-
mationsschemata deutlich eingeschrankt wird, wodurch auch die Notwendigkeit entsteht,
dass der Modellzustand einen sogenannten endlichen ,Uberlapp® zum Grundzustand besit-
zen muss bzw. nicht orthogonal zu diesem sein darf. An dem Grundproblem, dass man
den eigentlichen Grundzustand im Vorfeld nicht kennt, d&ndert dies aber auch nichts. In
der Praxis ist es daher mitunter notwendig mehrere Ansétze zu machen und diese im
Nachhinein zu vergleichen.

Das eigentliche ,Losen* der sich aus den verschiedenen Ansétzen ergebenen nichtlinearen
Gleichungssysteme ist aufgrund ihrer Komplexitédt nur mit numerischen Methoden mdoglich.
Problematisch dabei ist aber, dass es fiir die Losungen von nichtlinearen Gleichungssystemen
im Allgemeinen keine Eindeutigkeits- und Existenzaussagen gibt. Das bedeutet, dass die
numerischen Lésungen eine in der Regel nicht abschétzbare Abhéngigkeit von der Methode
selbst und den verwendeten Startwerten aufweisen [l

Im Folgenden wird nun demonstriert, dass es moglich ist, einen Zusammenhang zwischen
den Symmetrieeigenschaften des Modellzustands und dem eigentlichen Grundzustand
herzustellen. Damit ist ganz konkret gemeint, dass es immer eine Losung fiir den Grund-
zustand gibt, nach der dieser die gleichen Symmetrien wie der verwendete Modellzustand
besitzt. Es ist aulerdem moglich, diese Losung bereits im Vorfeld zu forcieren, d.h. den
Losungsraum entsprechend einzuschrianken, was zum einen zu einer deutlichen Reduzierung
des Rechenaufwands fithrt und zum anderen eine nachtrégliche Selektion unnotig macht.
Die entscheidende Folgerung daraus ist aber, dass es damit moglich ist, die mit der CCM

berechneten Resultate nicht mehr nur einem abstrakten Grundzustand zuzuordnen. Die

6Fiir die nichtlinearen Gleichungssysteme der CCM ist es ist es daher nur in Ausnahmefiillen und durch
das geschickte Weiterverwenden von vorherigen Losungen in parametrisierten Modellen méglich, im
Vorfeld irgendwelche Aussagen iiber geeignete und ungeeignete Startwerte zu treffen, geschweige denn
dariiber welchen Effekt ihre Variation auf die Losung hat.
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Kenntnis seiner Symmetrien erlaubt es insbesondere belastbare Aussagen iiber die konkrete

Natur der Grundzustandsphase zu treffen.

2.2.1. Grundlagen

Im Allgemeinen spricht man von einer Symmetrie wenn der Hamiltonoperator des betrach-

teten Modells mit einem Transformationsoperator A vertauscht:

A

[H,Al.=0 < AHA'=H. (2.31)

Ein typisches Beispiel ist die Rotationsinvarianz des isotropen Heisenberg-Modells, dessen

Hamiltonoperator wie folgt aussieht:

H=7% §5=7% (587 + 5080 + 5:55)

<i,5> <i,5> o o e (232)
=73 (S8 VS 575,
<1,5>

wobei die Striche auf die Verwendung eines anderen Koordinatensystems hinweisen. Globale
Drehungen aller Spins bzw. ihrer lokalen Quantisierungsachsen, sind offensichtlich gleich-
bedeutend mit einem Koordinatenwechsel, also einem Ubergang zu einer ,,gestrichenen
Darstellung. Es ist daher anschaulich klar, dass H unverinderlich unter beliebigen globalen
Drehungen U(&) ist:

[HU@)]-=0 < U@)HU (&) =H, a ist beliebig. (2.33)

Eine solche globale Drehung lésst sich als Tensor- bzw. Kroneckerprodukt lokaler Drehungen

einzelner Spins schreiben:
N

U(d@) = R U(a). (2.34)

i=1
Lokale Drehungen sind unitéir U~!(a) = U'(«) und lassen sich auch als Drehungen der
Koordinatensysteme oder Basiswechsel im Spinraum auffassen. Fiir die Spinzustindd'|
bedeutet dies im Allgemeinen (Hinweis: Spinrotationen werden von den Komponenten des

Spinoperators S erzeugt und vertauschen daher mit 5’2):

U(a)|s, ms) Z a; (@) |s, 1) (2.35)

i=—5

"Gemeint sind die Eigenzustinde des $2 und des 5% Operators: 52 |s,m) = h2s(s+1) |s, ms), $% |s,ms) =
hmg |s,mg).
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Produktzusténde solcher Zustdnde sind daher im Allgemeinen (d.h. fiir beliebige Winkel)
nicht rotationsinvariant. Dies gilt insbesondere fiir entsprechende Modellzusténde, da
diese iiblicherweise aus einer, durch die Anzahl der abzubildenden Untergitter begrenzten,
Auswahl klar orientierter Spins bestehen (bezogen auf die Quantisierungsachse des ||)-
Zustands). Haufig gibt es aber Zusammenhénge zwischen den Spinorientierungen zweier
Untergitter A und B folgender Art:

U(a)l4) =|B), (2.36)

man spricht daher in diesen Féllen auch davon, dass |@| der Winkeldifferenz zwischen
diesen Zustanden entspricht.
»Symmetry Theorem of the Coupled-Cluster Method"

Es gibt aber auch Falle, in denen A nicht nur eine Symmetrie des Hamiltonoperators,

sondern zuséatzlich noch des Modellzustands ist:
A|DPg) = N\ |Dy) . (2.37)

Man kann nun zeigen, dass es dann immer moglich ist, eine Losung des CCM-Gleichungs-
systems zu finden, welche diese Symmetrie auch fiir den eigentlichen Grundzustand (2.3))

des Systems in allen Approximationsstufen garantiert:

ATo) = A |T) < [S,A]- =0, (2.38)

d.h. also, dass der approximierte Korrelationsoperator S mit A vertauscht. In einem Artikel
aus dem Jahr 1994 nennt Y. Xian dies das ,,.Symmetry Theorem of the Coupled-Cluster
Method* [13], aufserdem fiihrt er auch einen Beweis dafiir an.

Mit der Garantie fiir die Existenz einer symmetrischen Losung fiir den approximierten
Grundzustand wird es erst moglich, konsequent von den Symmetrieeigenschaften des
Modellzustands auf jene des Grundzustands zu schliefen. Von entscheidender Bedeutung
ist es aber, dass es moglich ist, eine symmetrische Losung von vornherein zu erzwingen
und damit darauf verzichten zu koénnen, die gefundene Losung umsténdlich auf ihre
Symmetrieeigenschaften hin untersuchen zu miissen. Im Vorfeld wére eine Kontrolle der zu
findenden Losung mit numerischen Methoden ohnehin praktisch unmoglich. Wie genau sich
so eine symmetrische Losung forcieren liasst, hdngt nun von der betrachteten Symmetrie

selbst ab, man kann hier zwei Arten von Symmetrien unterscheiden.
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2.2.2. Symmetrien im Spinraum

Die erste Gruppe von Symmetrien sind mit Transformationen verbunden, die nur im
Spinraum selbst wirken. Solche Operationen verdandern die Spinzustinde und die Wirkung
der Spinoperatoren auf diese, haben aber keinen Einfluss auf die Position der Spintréger
auf dem Gitter d.h. auf die Gitterplatzindizes. Fiir die CCM von Bedeutung ist hierbei
eigentlich nur die sogenannte S*-Erhaltung, gemeint ist damit die Vertauschung des
Hamiltonoperators mit einer globalen Spin-Quantisierungsachse. Im isotropen Heisenberg-

Modell gilt beispielsweise immer die folgende Vertauschungsrelation:
N
[H,57]=0, mit 5= 5. (2.39)

Die Modellzusténde, fiir die diese Symmetrien in Frage kidmen, sind offensichtlich die
Produktzustdnde aus den Einteilcheneigenzustinden der lokalen S‘f—Operatoren, oder kurz
die Eigenzusténde des S’Z—Operators. Wenn die lokalen s*-Quantisierungsachsen auf allen
Gitterplatzen identisch sind, spricht man auch von ,kollinearen Zustanden® (sieche Abschnitt
2.3.1)).

Y. Xian zeigt, dass eine entsprechende symmetrische Losung dadurch forciert werden
kann, in dem die Korrelationskoeffizienten sdmtlicher Clusteroperatoren C’} innerhalb des

Korrelationsoperators S:

S=> sCl+> s,C wobeigilt: [C], Al =0, [C},A]_#0 (2.40)
1#0 J#0

nullgesetzt werden (s; = 0), die nicht mit A (also beispielsweise mit S?) vertauschen
[13]. Der resultierende Korrelationsoperator vertauscht dann offensichtlich immer (d.h.

unabhéngig von der Losung fiir die verbliebenen s;) mit A.

2.2.3. Gittersymmetrien und fundamentale Konfigurationen

Eine zweite Gruppe von Symmetrien sind die sogenannten Gittersymmetrien {K}, wo-
mit all jene Translationen, Rotationen und Spiegelungen des Gitters gemeint sind, mit
denen das (unendlich ausgedehnte) Gitter auf sich selbst abgebildet werden kann. Das
in dieser Arbeit untersuchte Heisenberg-Modell enthélt fiir jedes Paar benachbar-
ter Gitterplatze einen Term der sich nur durch die Gitterplatzindizes von den anderen
Termen unterscheidet, damit ist leicht nachzuvollziehen, dass er unter beliebigen Umindi-
zierungen invariant bleibt, welche diese Nachbarschaftsverhéltnisse unverédndert lassen. Da
die erwahnten Gittersymmetrien auf unendlich ausgedehnten Gittern sich immer durch

solche (nichttrivialen) Umindizierungen darstellen lassen, ist klar, dass es sich dabei um
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2. Die Coupled-Cluster-Methode
Symmetrien des isotropen Heisenberg-Modells handelt:
[H,K]_ = 0. (2.41)

Die Modellzustdnde sind wiederum im Allgemeinen nur unter einer Teilmenge der Gitter-
symmetrien invariant, man kann die Menge der Symmetrien des Hamiltonoperators daher
in die Gruppe der Symmetrien die auch fiir den Modellzustand gelten {/C;} und solche fiir
die das nicht gilt {K}} aufteilen. Dabei reicht es aus, wenn der Modellzustand bis auf eine

globale Rotation invariant unter den Gittersymmetrien {;} ist:
U(@)K, |00) = |) (2.42)

Dies ist beispielsweise fiir den im nachfolgenden Kapitel vorgestellten ,,¢ = 0“-Modellzu-
stand des Kagome-Antiferromagneten der Fall (Abb. . Hier gibt es einen Zusammenhang
der Art (2.36) zwischen den drei Untergittern:

U(@l[A) =1B), U(@)|B)=|C) und U(@)|C)=|A).

Rotiert man das zugrunde liegende Kagomegitter um 120° im Uhrzeigersinn, ist anschau-
lich klar, dass erst eine zusétzliche Drehung aller Spins den urspriinglichen Zustand

wiederherstellt:

UK A @|B)R|C)®---=U@)|C)®|A) @ |B) @ - -

(2.43)
~ 4 ®|B)®IC) 8-

Da der Hamiltonoperator des Heisenberg-Modells rotationsinvariant ist (2.33)), haben die

globalen Rotationen aber keinen Effekt auf seinen Erwartungswert:

(@o| KU (@) HU(G)KC | @o) = (®ol KU (@)U (@) HUH(@U(T)K; | o)

X (2.44)
= (Og| K; T HIC; | o) .

Fiir nicht rotationsinvariante Observablen kann dies aber dennoch eine Rolle spielen, daher

wird nun noch die kombinierte Transformation eingefiihrt:
Ki(a) :=U(Q)K; (2.45)

Es ist abschliefend noch wichtig sich klarzumachen, dass die hier angesetzten globalen
Symmetrien fiir den Zustand bzw. das Modell als Ganzes giiltig sind, d.h. im Allgemeinen
gelten sie, im Gegensatz zu den Symmetrien im Spinraum (Abschnitt [2.2.2)), nicht fiir die
Einteilchenzustdnde und die lokalen Operatoren. So gilt die Symmetrie in Gleichung

fiir den gesamten Produktzustand, wiahrend fiir einen herausgegriffenen Einteilchenzustand
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2.2. Die Bedeutung von Symmetrien in der CCM

folgende Beziehung gilt:

UK Ao =U@) e Ade|l)e---

—HeB)e)e---. (246)

Analoges gilt auch fiir die Operatoren, wie hier am Beispiel eines Clusteroperators:
Cl=10858"5" 9105 ®---. (2.47)

Die Striche stehen hier fiir die lokalen Basen. Eine Gittertransformation bewirkt auch hier

zunachst eine Umordnung des Tensorproduktes:
KOIKT =58 01010 878 @ (2.48)
wahrend die Rotationen im Spinraum eine Transformation der lokalen Operatoren bewirkt:
UK CIKT U @) =5Te1ele ST s @... = (. (2.49)

Da die Gittertransformationen IC;(«) also immer eine Transformation der Clusterindizes
von [ auf J bewirken, gibt es im Gegensatz zu den Spinraumsymmetrien ([2.40) keine git-
tersymmetrischen Clusteroperatoren. Man kann stattdessen zeigen, dass der Grundzustand

genau dann symmetrisch ist:

!

1To) = i) |To) = Ki(a)ed [By) & [S,K(a)]- =0, (2.50)

wenn die Korrelationskoeffizienten der Clusteroperatoren, die durch Symmetrietrans-
formationen (gemeint sind hier die Gittersymmetrien des Hamiltonoperators und des
Modellzustands) aufeinander abgebildet werden, identisch sind. Nach (2.49)) bewirkt eine

Transformation des Korrelationsoperators eine Umindizierung der Clusteroperatoren:

K ()8Ki(a) =) sk (@) ClKi(a) = ) siCl ), (2.51)
I#£0 I#0

da der Korrelationsoperator aber zu jeder moglichen Konfiguration einen eigenen Clus-
teroperator enthilt und die Transformation K;(«) offensichtlich bijektiv ist, d.h. jeden
Clusterindex auf einen anderen Clusterindex abbildet ohne dass es dabei zu Mehrfachab-
bildungen auf einen bestimmten Index kommt, muss fiir die Korrelationskoeffizienten
gelten:

S1 = S1(1)- (2.52)

Der resultierende Korrelationsoperator fithrt dann wieder auf einen Grundzustand, der die

entsprechende Symmetrie besitzt. Auflerdem fiihrt das Gleichsetzen dieser Koeffizienten
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

schon von vornherein auf ein vereinfachtes Gleichungssystem und hat damit in der Regel
einen deutlich reduzierten Rechenaufwand zur Folge.

Die Ausnutzung der Gittersymmetrien stellt in der CCM einen der wichtigsten Schritte
iiberhaupt dar. Wie im Abschnitt bereits angedeutet wurde, hatte man es ohne
die Ausnutzung der elementaren Translationssymmetrien in jedem Fall mit unendlich
vielen Korrelationskoeffizienten zu tun, was den Anwendungsbereich der CCM auf endliche

Kristallgitter beschranken wiirde.

Fundamentale Konfigurationen

Die konsequente Ausnutzung sdmtlicher Symmetrien des Modellzustands fithrt schlussend-
lich auf die Gleichsetzung einer ganzen Gruppe von Korrelationskoeffizienten. Die mit
diesen Koeffizienten verkniipften Konfigurationen zeichnen sich ebenfalls dadurch aus, dass
sie offensichtlich mittels der Symmetrietransformationen aufeinander abgebildet werden
konnen. Dadurch ist es moglich, die ganze Gruppe durch eine beliebige Konfiguration
zu reprasentieren. Die Menge samtlicher Reprasentanten von durch Symmetrietransfor-
mationen aufeinander abbildbarer Konfigurationen nennt man im Kontext der CCM die

fundamentalen Konfigurationen des Modells.

2.3. Formulierung der CCM mit Einteilchen-

Spinoperatoren

In diesem Abschnitt wird die naheliegendste und auch verbreitetste Formulierung der CCM
vorgestellt. Es handelt sich aulkerdem um die bisher einzige Formulierung der CCM, fiir
die praxisrelevante Computerprogramme existieren, die es erlauben hohe Néherungsstufen
der CCM-Gleichungen mittels Grofrechnern zu 16sen. Ganz besonders muss hier auf
das Programm: ,Crystallographic Coupled Cluster Method* (CCCM) von Damian J.J.
Farnell und Jorg Schulenburg hingewiesen werden, mit dessen Hilfe ein Grofsteil der
Forschungsresultate der letzten Jahre erzielt wurden [1].

Die Grundidee der im Folgenden beschriebenen Variante der CCM basiert auf der
Darstellung des Hilbertraumes ‘H der auf dem Heisenberg-Modell basierenden Quan-

tenspinsysteme als Produktraum von Einteilchen-Hilbertraumen H':
H=HQH),OH; @ - @ Hy (2.53)

Die kanonische Basis des Produktraums fiir Spin-1/2-Teilchen (gemeint sind Objekte mit

Spinquantenzahl s = 1/2) besteht aus allen Produktvektoren von Einteilchen-Basisvekto-
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ren:

Als Einteilchenbasis werden iiblicherweise die S *-Eigenzustdnde verwendet:

Oz h Az h
S =35I, ST =-51, (2.55)
bzw. fiir Teilchen mit beliebigem Spin (s > %)

§2 5 s) — hQ _'_1 9 S/
: |5, M) s(s+1)[s,mg) my € {—s,—s—1,---,s—1,s}. (2.56)
S%|s,mg) = himg|s,ms)

In der CCM bilden der Modellzustand und die Clusteroperatoren eine von einander
abhéngige Einheit (|®o),{CT}), d.h. sie kénnen nicht unabhéingig voneinander gewihlt
werden. Es wurde bereits diskutiert, dass die Wahl eines passenden Modellzustands der
wichtigste Schritt bei der Anwendung der CCM auf konkrete Problemstellungen ist. In
diesem Sinne stellen die Clusteroperatoren den Teil des Tupels dar, den man nachrangig
an die Wahl des Modellzustands anpassen mochte. In der Praxis ist dies aber haufig
nicht moglich, denn ein Grofsteil des Aufwandes bei der Entwicklung eines CCM-Com-
puterprogramms steckt in den Algorithmen, mit denen die Cluster oder Konfigurationen
ermittelt werden, oder bei der Aufstellung der Bra- und Ket-Gleichungen. Die Komplexitat
dieser Kernkomponenten wird entscheidend von der Konstruktion der Clusteroperatoren
bestimmt. Es ist natiirlich klar, dass auch die Entwicklung eines fiir die Forschung relevan-
ten CCM-Computerprogramms an den Anforderungen eben dieser ausgerichtet sein muss.
Dennoch geht mit einer konkreten fiir Grofrechner geeigneten Implementierung des CCM-
Formalismus ein Teil der Flexibilitat verloren und das allein, von den Optimierungsmafs-
nahmen einmal abgesehen, durch die notwendige Festlegung auf einen konkreten Typ von
Clusteroperatoren.

Das eingangs erwihnte CCM-Programm CCCM ist spezialisiert auf einen in diesem
Abschnitt ndher beschriebenen ,Einteilchen-Formalismus®. Damit ist im Wesentlichen
gemeint, dass die CCCM Modellzustdnde voraussetzt, die sich als Produktzustéinde von
Einteilchenzusténden schreiben lassen (aber nicht notwendigerweise nur Basisvektoren
vom Typ ) Dies ermoglicht es, die Clusteroperatoren als einfache Produkte von
untereinander vertauschenden Einteilchenoperatoren zu konstruieren. In den folgenden

Abschnitten wird gezeigt, dass man sich bei der Beschreibung der Clusteroperatoren sogar
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

ausschlieklich auf Produkte von S;-Operatoren beschréinken kann:
T = S§FSHSH o T i=(iy,ig,i3, ). (2.57)

Am Beispiel eines Modellzustands bestehend ausschlieklich aus |s, —s)-Einteilchenzustén-
den ldsst sich bereits erkennen, dass die Anwendung solcher Clusteroperatoren (z.B. zur
Erzeugung aller anderen Basisvektoren) vollstdndig durch die Angabe der Anzahl der
Spinflips pro Gitterplatz beschrieben werden kann. Aufgrund der Vertauschbarkeit und der

Normerhaltung durch die Spinoperatoren werden keine weiteren Informationen benotigt:

At ni At ng - ny B
(SZI) (522) <Slk> ’87—S>i1 ® ’8’_S>i2 X ’8,—S>ik R =
|s, —s +n1>i1 ® |s,—s +n2>i2 ®-®ls, —s —|—nk>ik Q-
<

{Zlanl;zzanﬂ; T ;Zk‘ank‘}'

2.3.1. Kollineare Modellzustande

Am einfachsten sind die sogenannten kollinearen Modellzustande. Dabei handelt es sich um
Produktzusténde, die sich nur aus den Eigenzustdnden desselben S*-Operators zusammen-
setzen, also im Prinzip um die Basiszustédnde (2.54). In diesem Fall kann man die Cluster-

Erzeugungsoperatoren zunéchst einfach als Produkte der Einzelspin-Stufenoperatoren

§+|s,m5> = hls,ms+ 1), S+|s,s> =0,

i ) (2.58)
S”|s,mgs) = h|s,ms—1), S™|s,—s) =0,
bzw. im Spezialfall s = 1/2
ST =nlt)y, ST =hl), ST =0, 5[)=0, (2.59)
konstruieren:
Cl = SESE--- 57 . (2.60)

Da die Dimension des Einteilchen-Hilbertraumes d = 2s + 1 betréigt, konnen die Cluste-
roperatoren also maximal 2s Spin-Stufenoperatoren des gleichen Typs mit identischem
Gitterplatzindex enthalten.

Der einfachste Fall liegt vor, wenn s = 1/2 betriagt und der gew#hlte Modellzustand

vollstéandig polarisiert ist, d.h. nur aus identischen Einteilchen-Zustdnden besteht:

[Bo) = |1 ) (oder  [Bg) = [111 ). (2.61)
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In diesem Fall kann man die Cluster-FErzeugungsoperatoren als Produktoperatoren von nur
einem Typ von Stufenoperatoren (beispielsweise nur aus g*—Operatoren) konstruieren
Ch =355t S;H, (2.62)
die aufkerdem alle auf verschiedene Gitterplatze wirken. Mittels einer Koordinatentrans-
formation kann man das untersuchte Modell immer auf eine Form bringen, die es erlaubt
mit Clusteroperatoren vom Typ zu arbeiten. Es handelt sich dabei um eine unitére
Transformation des Modellzustands und des Hamiltonoperators (siche néchster Abschnitt).
Fiir eine Programmimplementierung ist diese Form viel besser geeignet, da es zur Beschrei-
bung eines solchen Clusters ausreicht, nur eine Liste von Gitterplatzindizes zu speichern
und nicht noch zusétzlich den Typ des an dieser Stelle wirkenden Spin-Stufenoperators

(siehe vorheriger Abschnitt).

2.3.2. Nicht-Kollineare Modellzustande

Man kann mit der CCCM auch Modellzustande verwenden, die sich als Linearkombination
der oben definierten Basiszusténde darstellen lassen, es darf sich dabei allerdings nur um

ysunverschrankte” Zustande handeln:
|®o) = (Z a(i) |s,i>> ® (Z b(7) |s',i>> ® <Z c() |3"7¢>> Q-
Z a*(n) = Z b?(n) = Z An)=---=1.

n=-—s n=—s’ n=—s"

(2.63)

Fiir Spin-1/2-Teilchen kann man zur Verdeutlichung der unabhéngig wihlbaren lokalen

Quantisierungsachsen daher auch folgende symbolisch anschauliche Schreibweise einfiihren:
[0) = )@= @ (2.64)

Lokale Koordinatentransformation

Zusténde dieser Art kann man immer mittels lokaler Koordinatentransformationen, d.h. fir

jeden Gitterplatz unabhéngig von allen anderen, auf einen voll polarisierten Produktzustand

von Typ (2.61)) abbilden:
-y =Ulyt—---), A =UAU"', (A ist eine beliehige Observable). (2.65)

Diese Transformationen sind unitér, da es sich dabei um Darstellungen der Drehgruppe

handelt. Fiir die im Hamiltonoperator des Heisenberg-Modells auftretenden Vektor-Spin-
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operatoren handelt es sich um die bekannten Drehungen im R? (Elemente der Drehgruppe
SO(3)), z.B. um Drehungen um die y-Achse:

. . S’ cosy 0 sinvy Se
S'=R,mS = |&|= 0 1 0 AR (2.66)
S —siny 0 cosvy S

Nach einer solchen Transformation sehen die ebenfalls transformierten Systemobservablen,
insbesondere der Hamiltonoperator, natiirlich deutlich komplizierter aus (in den nachfol-
genden Kapiteln folgen konkrete Beispiele), dafiir muss man im CCM-Formalismus nun
nicht mehr zwischen den verschiedenen initialen Einteilchenzusténden unterscheiden. Das
bedeutet, man kann in den Clusteroperatoren jeden Gitterplatz gleich behandeln und diese
nur aus Produkten von ST-Operatoren konstruieren (2.62)), was ein grofser Vorteil bei der

Implementierung des Algorithmus in einem Computerprogramm ist.

2.3.3. Magnetischer Ordnungsparameter

Die Wahl eines passenden Modellzustands ist nicht immer eindeutig, und in der Regel
ist sie abhéngig von den Parametern des Modells. Um die Wahl eines Modellzustands
zu rechtfertigen, kann die damit berechnete Grundzustandsenergie mit den alternativen
Modellzustédnden verglichen werden. Eine unter Umstédnden bessere Moglichkeit ergibt sich
durch die Definition eines normierten Ordnungsparameters, mit dessen Hilfe ein weiteres
Entscheidungskriterium zur Verfiigung steht. Die Grundlage fiir eine solche Definition
ist die bereits diskutierte Eigenschaft, dass mit der Wahl des Modellzustands bereits
die Symmetrien des Grundzustandsansatzes festgelegt werden (siehe Abschnitt . Der

folgende magnetische Ordnungsparameter:

=z

1 o
=_— \p0|sz 1Wo), Sist lokal, (2.67)

ist maximal (Myax = hs), wenn der Grundzustand bzw. seine Ndherung identisch mit
dem Modellzustand ist. Die Bezeichnung “magnetisch” bezieht sich auf die Ahnlichkeit zur
eigentlichen ,Magnetisierung®, bei der allerdings die globalen und nicht die lokalen (im
Sinne der lokalen Koordinatentransformation), also transformierten, gf Erwartungswerte
aufsummiert werden.

Der magnetische Ordnungsparameter ldsst sich daher auch als Maf fiir die Abweichung
von der durch den Modellzustand vorgegebenen Ordnung (Analog zur klassischen Spinori-
entierung) interpretieren und erlaubt damit eine Bestimmung der Grenzen, der mit dem
Modellzustand assoziierten Grundzustandsphasen. Wenn der Ordnungsparameter positiv

ist, ist von einem langreichweitig geordnetem Grundzustand auszugehen, ist er Null oder
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negativ ist der Grundzustand ungeordnet bzw. zumindest nicht geordnet im Sinne des

gewihlten Modellzustands.

2.3.4. Ahnlichkeitstransformation des Hamiltonoperators

Im néchsten Schritt kann nun die Ahnlichkeitstransformation des Hamiltonoperators:

H=e5HeS = Z Jije"égigjeé (2.68)
i3

durchgefiihrt werden. Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass der Hamiltonoperator
des Heisenberg-Modells im Allgemeinen (d.h. nach Durchfiihrung der lokalen Koordina-
tentransformation) aus bis zu neun verschiedenen Produkttermen der drei Operatoren
Sit, S, 57 bestehen kann, fiir welche die Ahnlichkeitstransformation wegen getrennt

durchgefiihrt werden kann:
e’SS’fS;’eS = e’sgfe‘ée"égfes; a,be{+,—,z}. (2.69)

Da aufserdem davon ausgegangen werden kann, dass die Clusteroperatoren, aus denen
der Korrelationsoperator S konstruiert wurde, von der Form 1) sind (also nur aus
S+-Operatoren bestehen), spielen bei der Ahnlichkeitstransformation nur folgende Kom-

mutatoren eine Rolle:
197,51 = —2hS76;;,  [S7, 5] =hS{éy, [SF.Sf]=0. (2.70)

Eine Vertauschung der auftretenden Spin-Operatoren wandelt diese somit sukzessive, nach

maximal 2 Vertauschungen, in S*-Operatoren um:

S™ = &% = §F,
die dann schlussendlich mit allen Clusteroperatoren vertauschen. Fiir Produkte zweier
solcher Operatoren kann die Ahnlichkeitstransformation also maximal 4 Korrelationskoef-
fizienten pro Term enthalten. Mit Ausnahme des letzten Terms kénnen die niedrigeren
Ordnungen der Ahnlichkeitstransformation allerdings noch stérende S*- und S~-Operatoren
enthalten, diese konnen aber einfach unter Ausnutzung der Vertauschungsrelationen
an die rechte Seite der Produktterme verschoben werden. Da fiir das Gewinnen der modell-
spezifischen Ket- und Bra-Gleichungen aus den Gleichungen und eigentlich nur

die ,Wirkungen® der transformierten Operatorterme auf den Modellzustand relevant sind:

SpSy|®o),  a,be {+,—, 2}, (2.71)
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kann man die entsprechend geordneten Produkte wegen
S7|®g) = —hs|®y), ST |Pg) =0; fiir alle Gitterplitze i, (2.72)

auf eine Form bringen, die in allen Ordnungen nur noch S*-Operatoren enthélt. Eine allge-
meine Darstellung der Transformation fiir beliebige Spinquantenzahlen sind beispielsweise
in |14} |15] zu finden. Fiir den Spezialfall s = 1/2 ergibt sich die folgende endgiiltige Form

aller moglichen auftretenden Terme (fiir ausfiihrlichere Herleitung siehe [15-17]).

S;7S} |®o) = 575 @), (2.73)
S; S Do) = {(2@% +AFF;Gij + FF?) S;FSH— (2Gi;F; + FiF?) Sf (2.74)

— (2GijE + F;‘QF]'> S+ Gy + FiFj] [®o) ,

SHST |®o) = (—F7SHS) + FiS}) | @) (2.75)
S; SH|®o) = (=FS}S) + FS)) |®0), (2.76)
— 1 1
S; S5 |®o) = |(Gij + FiFy) S;7S) — §E'Si+ - éFij + 4_1] |0, (2.77)
L 1
575; 00) = (5757 - 357 ) o), (278)
. 1
S:S | ®g) = (F SRR 55}) D), (2.79)
- I 1 1
SiS;|®o) = | (—FiF; — 2F;Gij) S S+ (Gyy + FiF;) S + §F}'25]'+ - EF]':| D),
(2.80)
S; 82 |®o) = | (—F7F; — 2F,Gy) S S+ (Gij + FiFy) S + %Ffsj — %F] |Dg) .
' (2.81)
Dabei wurden folgende Abkiirzungen verwendet:
N
Fe=) (14+1)) [kiy---i] S - k] + 22 (ki) S+ - - (2.82)
=0 11011
N A~
Grm = Y _(1+2)(1+1) Y [kmiy...it]S -+ S = 2[km] + 62 [kmi]S; + -+ . (2.83)
=0 (SRR}

Ebenfalls neu eingefiihrt wurde eine kompakte, auf die wesentliche Information reduzierte

Schreibweise fiir die Korrelationskoeflizienten:

[iv, . .. in] = [I] == sr. (2.84)
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Dieser Ausdruck steht also fiir den Korrelationskoeffizienten sy, der zugehorig zum Cluste-
roperator C’} vollstéandig durch die Angabe der Orte oder Gitterpliatze bestimmt ist, an
denen die S”F—Operatoren7 die diesen Cluster bestimmen, wirken. Im Fall s = 1/2 miissen
die einzelnen Gitterplatzindizes verschieden sein, da auf jeden Gitterplatz nur ein einziger
S*-Operator wirken kann. Im Allgemeinen (s > 1/2) konnen die Indizes aber durchaus

identisch sein.

2.3.5. Approximationsschemata

Im Abschnitt wurde bereits auf die Notwendigkeit der Einfiihrung bestimmter
Approximationsschemata zur Niaherung des Korrelationsoperators ([2.3)):

S=Y sCl C1=51...58
1#0
eingegangen, welche die Erzeugung eines endlichen und damit numerisch 16sbaren CCM-

Gleichungssystem erst moglich machen. In diesem Abschnitt werden nun die am héufigsten

verwendeten Schemata vorgestellt.

Das SUBn-m-Schema

Das SUBn-m-Schema berticksichtigt nur solche Clusteroperatoren CA’}, die aus maximal
n Spinflip-Operatoren (aufgrund der durchgefiihrten lokalen Koordinatentransformation
entspricht dies der Anzahl der S*-Operatoren) auf einem Bereich m zusammenhingender
Gitterplatze (siehe Abbildung bestehen. Es hat sich gezeigt, dass der Spezialfall m = n,
bei dem man also nur genauso viele Spinflips erlaubt wie es Gitterplatze im betrachteten
Bereich gibt, auch fiir Systeme mit hoherem Spin ab s = 1 noch hinreichend gut geeignet
ist [14]

Das SUBn-Schema
Das SUBn-Schema ist im Prinzip ein Spezialfall des SUBn-m-Schemas, es berticksichtigt

maximal n Spinflips, diese konnen allerdings auf dem gesamten Gitter verteilt sein:

SUBn = lim SUBn—m. (2.85)

m— 00

Dieses Approximationsschema fand vor allem durch eine Reihe analytischer Berechnungen
im Spezialfall n = 2 Beachtung |13, |18] (fiir hohere Werte von n ist es analytisch nicht

mehr realisierbar).

8 Anmerkung: fiir Spinquantenzahlen s > 1/2 sind mehrere Spinflips pro Gitterplatz méglich und mit
steigender Spinquantenzahl wird die Anzahl nicht beriicksichtigter Spinflips natiirlich immer grofer,
weshalb die Eignung des Spezialfalls m=n mit zunehmender Spinquantenzahl immer mehr abnimmt.
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O—0O0—0 O—0O0——0

*—o—0 Oo—e—=O o—OC—=©0
Abbildung 2.1.: Alle moglichen fundamentalen Spinflip-Konfiguration auf Gebieten von bis zu
m = 3 zusammenhingender Gitterpldtze auf einem isotropen Quadratgitter. Es sind dabei
maximal 2s Spinflips auf den rot markierten Gitterplatzen moglich. Fiir s = 1/2 ergeben sich
damit also sechs verschiedene Konfigurationen in SUB3-3 bzw. LSUB3. Im nicht-isotropen Fall
(bei Symmetriebrechung durch Hamiltonoperator und/oder Modellzustand) erhéht sich die Anzahl
der Konfigurationen auf insgesamt 13 (man erhélt sie durch die Anwendung von Rotationen in
90° Schritten und Spiegelungen an der x- und y-Achse auf die dargestellten Konfigurationen).

Das LSUBmM-Schema

Das LSUBm-Approximationsschema zéhlt neben dem SUBm-m-Schema zu den am hau-
figsten verwendeten. Es beriicksichtigt simtliche moglichen Spinflips auf einem Bereich
m zusammenhangender Gitterplatze. Es handelt sich ebenfalls um einen Spezialfall des
SUBn-m-Schemas:

LSUBm = SUBn—m mit n = 2sm. (2.86)

2.3.6. Extrapolation der Resultate

Grundsétzlich lasst sich festhalten, dass die im letzten Abschnitt beschriebenen Approxima-
tionen den exakten Fall umso besser beschreiben, je hoher die betrachtete Ndherungsstufe
ist. Je komplizierter die Modelle werden, d.h. je mehr Spintrager pro Elementarzelle zu
beriicksichtigen sind und je hoher die Zahl der ndchsten Nachbarn und damit die Zahl
der Wechselwirkungsterme ist, desto aufwendiger wird es Naherungsstufen zu berechnen,
welche die exakten Werte mit der gewiinschten Genauigkeit annéhern. In der Praxis ist
es haufig so, dass man mit den zum jetzigen Zeitpunkt zur Verfiigung stehenden Rech-
nerkapazititen bei den zweidimensionalen Modellen {iblicherweise die Naherungsstufen
SUBS8-8 bis SUB12-12 erreichen kann, fiir Spinquantenzahlen s > 1/2 und dreidimensionale

Modelle liegt das Maximum in der Regel darunter. Untersuchungen an eindimensionalen
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Modellen (bei denen sehr viel héhere Naherungsstufen berechenbar sind) haben gezeigt,
dass man selbst bei einer Naherungsstufe von SUB18-18 fiir die schlechter konvergierenden
Observablen, wie dem magnetischen Ordnungsparameter, immer noch nicht von einer
hinreichend genauen Approximation des exakten Wertes ausgehen kann.

Mit der zunehmenden Anzahl an mit der CCM durchgefiihrten Untersuchungen ver-
schiedenster Modelle konnte sich aber die grundlegende Erkenntnis durchsetzen, dass
die meisten (praktisch alle bisher untersuchten) Systemobservablen O eine polynomiale

Abhéngigkeit von der Approximationsstufe SUBm-m folgender Art aufweisen:

O(m) = ap + a (%) + as (%)2 + as (%)3 +- (2.87)

wobei « iiblicherweise die Werte 1,1/2 oder 2 annimmt. Es zeigte sich auerdem, dass
die Abhéngigkeit von m im Wesentlichen von der ersten Ordnung dieses Polynoms (dem
1/m*-Term) dominiert wird und alle weiteren Terme mit zunehmender Ordnung deutlich
weniger relevant werden. An dieser Stelle sollte aber nicht unerwéhnt bleiben, dass es
bisher nicht gelungen ist, diesen Zusammenhang mathematisch formal zu begriinden. Er
ist aber prinzipiell plausibel und erwies sich in der Praxis bisher als sehr erfolgreich bei
der im Folgenden beschriebenen Extrapolation des exakten Grenzfalls lim,, .., LSUBm.

Die Grundidee bei der Extrapolation des exakten Wertes fiir die untersuchte Systemob-
servable besteht darin, dass der Ansatz im Grenzfall beliebig hoher Approximati-
onsstufen seinem konstanten Term entspricht:

Til_rgo O(m) = ay.

Aufgrund der beschriebenen Existenz eines dominanten Terms ist es nun méglich, die Ko-
effizienten vor allen anderen Termen, von einem zuséatzlich berticksichtigten Korrekturterm

abgesehen, gleich Null zu setzen und damit ein Polynom mit nur noch drei Freiheitsgraden

Ous(m) = ao + i <%)a i (%)ﬁ | (2.88)

Die noch unbestimmten Koeffizienten lassen sich nun mittels eines Standardverfahrens

zu erhalten:

zur Ausgleichsrechnung, der sogenannten Methode der kleinsten Quadrate, mit Hilfe des
frei verfiigharen Programms GNUplot, aus den zuvor ermittelten Approximationen der
Observable berechnen bzw. optimieren. Hierbei ist sowohl die Wahl des Korrekturterms als
auch die willkiirlich erscheinende Begrenzung auf drei zu bestimmende Koeffizienten das
Resultat der langjahrigen Erfahrung mit der Methode. Wie schon eingangs erwéhnt, liegt
die hochste zu erreichende Approximationsstufe fiir bestimmte Modelle nur bei SUB8-8

(manchmal auch darunter) und da es unter Umsténden sinnvoll sein kann, bestimmte Ap-
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

proximationsstufen bei der Berechnung der Fitfunktion auszulassen]} kann es vorkommen,
dass bei der Berticksichtigung von mehr als drei Koeffizienten nicht gentigend Datenpunkte
zur Verfligung stehen. In der Regel ist ein zusétzlicher Term aber auch nicht nétig, um die
gewiinschte Genauigkeit zu erreichen. Ein weiteres Argument fiir die Beschrankung auf eine
feste Anzahl von offenen Parametern ist, dass damit ein einheitliches Schema festgelegt
werden kann, dass fiir sémtliche Modelle Giiltigkeit besitzt und somit eine Vergleichbarkeit
der Resultate erlaubt.

Wie schon angedeutet, hiangen die Parameter o und 3 in (2.88]) von der betrachteten

Observable ab. Fiir die Grundzustandsenergie beispielsweise erwies sich die Wahl:

co(m) = Eo/N(m) i= Oa(m) = ao + ax (%)2 +a (%)4 , (2.89)

in praktisch allen mit der CCM untersuchten Modellen als die mit Abstand geeignetste
Fitfunktion. Dies zeigte sich insbesondere auch an solchen Modellen, fiir die es sehr genaue
oder sogar exakte Vergleichsdaten gibt (wie das Quadratgitter oder die lineare Kette).

Bei anderen Observablen kann die Wahl der Exponenten durchaus auch vom untersuchten
Modell oder bestimmten Modellparametern abhéangen. Fiir den magnetischen Ordnungspa-

rameter gibt es beispielsweise zwei verschiedene Ansétze:

Mi(m) := O12(m) = ap + a1 (%) + as (%)2 (2.90)

1 ;(m) = Qo + aq (—) -+ a9 (—) s (291)
272 m m

wobei der Erste von beiden sich bisher als besonders gut fiir geordnete Phasen erwiesen

My(m) := 0O

hat und der Zweite Ubergénge in ungeordnete Phasen deutlich besser beschreibt. Ublicher-
weise berechnet man beide Extrapolationen und entscheidet sich in dem Fall, dass beide
Ordnungsparameter auf einen Phaseniibergang hinweisen, fiir den zweiten Ansatz und im
Fall, dass beide Ordnungsparameter endlich bleiben fiir den ersten Ansatz. Wenn diese
Methode nicht funktioniert, muss im Einzelfall entschieden werden ob es andere Kriterien
gibt, die einem der beiden Ansétze einen klaren Vorzug geben oder ein ganz anderer
Ansatz besser geeignet ist. Die Vielzahl an Veroffentlichungen zur CCM legen allerdings
grundsétzlich nahe, dass der Ansatz M; eine Art untere Schranke und der Ansatz M; eine
obere Schranke fiir den magnetischen Ordnungsparameter liefert.

Es kann aber auch Systemobservable geben, fiir die eine eindeutige Wahl der Parameter «

9Beispiele dafiir sind das Auslassen der SUB2-2 Daten, die oftmals die Besonderheiten des Modells nur
unzureichend erfassen und daher teilweise recht deutlich von der durch die Fitfunktion angesetzten
Abhéngigkeit abweichen. Ein anderes Beispiel ist der sogenannte ,,0dd-Even-Effekt“ (siehe Abschnitt
2.3.6). Das Ziel ist es immer mindestens vier Datenpunkte, also einen mehr als Freiheitsgrade zur
Verfiigung stehen, einzubeziehen.
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Abbildung 2.2.: Grundzustandsenergieapproximationen fiir den HAFM auf dem Quadratgitter
von LSUB2 bis LSUB12.

und S nicht méglich ist bzw. deren Wahl stark von bestimmten Modellparametern abhéangt.
Hier hat es sich als erfolgversprechend erwiesen, einen offenen Exponenten als dritten

Freiheitsgrad einzufiihren:
1\*
Oex(m) = — ] . 2.92
) =an () (2:92)

Unabhéngig von den gewéhlten Extrapolationsschemata gilt aber, dass die Resultate umso
besser werden, je hoher die Stufe der beriicksichtigten Approximationen sind, ihre Anzahl
ist von weitaus geringerer Bedeutung. In der Regel ist es bei vielen zur Verfiigung stehenden
Datensétzen (ungefahr ab sechs Datenpunkten) sogar sinnvoll, niedrige Approximations-
stufen unberiicksichtigt zu lassen, da diese haufig stérker von der ja nur ndherungsweisen

Beschreibung durch die Fitfunktion abweichen.

Odd-Even-Effekt

Bei der Verwendung von kollinearen Modellzustédnden (siehe Abschnitt tritt eine
als Odd-FEven-Effekt bezeichnete Besonderheit auf, die die gleichzeitige Beriicksichtigung
von geraden und ungeraden Approximationsstufen bei der Extrapolationen beliebiger
Systemobservablen verbietet [19]. Zur Verdeutlichung sind in der Abbildung die auf
einem Néelzustand basierenden Berechnungen der von LSUB2 bis LSUB12 approximierten
Grundzustandsenergie des HAFM auf einem einfachen Quadratgitter dargestellt.

Es zeigt sich, dass die geraden und die ungeraden Approximationsstufen fiir sich ge-

nommen durchaus ndherungsweise einem bestimmten funktionalen Zusammenhang folgen.
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

Dieser unterscheidet sich fiir beide Gruppen allerdings so stark voneinander, dass eine
Extrapolation unter Einbeziehung aller Datensétze zu offensichtlich stark fehlerbehafteten
Resultaten fiihrt. Die Ursache fiir dieses abweichende Verhalten lésst sich vermutlich
auf die besonderen Symmetrien der aus den kollinearen Modellzustanden konstruierten
Ket-Grundzustiande zuriickfiihren, bzw. auf die Auswirkungen der S*-Erhaltung auf die
Clusteroperatoren C’}L In Abschnitt wurde gezeigt, dass gerade jene Korrelationskoeffi-
zienten Null sein miissen, die zu Clusteroperatoren gehoren, die nicht mit dem S'Z—Operator
vertauschen. Fiir die kollinearen Modellzusténde lassen sich die Clusteroperatoren als
Produkte von S*- und S—-Operatoren schreiben (die lokale Koordinatentransformation

wird hier 0.B.d.A. aufser acht gelassen):

I
n
J/

Cf = S;; S;; S— S

(.

‘T ”r
CI+ CI_

Diese Operatoren vertauschen gerade dann mit 5% wenn die Anzahl der ST~ und der

S ~-Operatoren gleich ist (n™ = n™), was sich wie folgt zeigen lasst:

[5%,C1] = 157, C1.C) ] = {éaép]é*ﬁéﬁ[éz ]

Mz

152, C1LICT + Z ClL152,C1 ]

=1

ielt zeI*
N N

— R CLOL — R CLCL = it — ).
iert ier-

Dies bedeutet aber insbesondere, dass Clusteroperatoren die aus einer ungeraden Anzahl
von Spinoperatoren (egal welchen Typs) bestehen, von vornherein ausgeschlossen sind.
Fiir das LSUBm-Approximationsschema heifst das aber nichts anderes, als dass sich die
ungeraden Approximationsstufen von ihren direkten Vorgéngern nicht durch die Bertick-
sichtigung von zusétzlichen Spinflips, sondern nur durch einen zusétzlichen Gitterplatz
innerhalb der groften Konfigurationen unterscheiden konnen. Die ungeraden und geraden
Approximationsstufen lassen sich etwas anschaulicher auch dadurch charakterisieren, dass
erstere sich von ihren Vorgangern wesentlich durch zuséatzliche unverbundene und letztere
durch zusatzlich verbundene Cluster unterscheiden. Da der Odd-FEven-Effekt eine Beson-
derheit der kollinearen Modellzusténde ist und die S*-Erhaltung bei den nichtkollinearen
Modellzustéanden im Allgemeinen nicht zu einem Ausschluss sédmtlicher Clusteroperatoren
mit ungerader Anzahl an Spinoperatoren fiihrt, liegt der Schluss nahe, dass die funktionale
Abhéngigkeit der Approximationen von ihrer Stufe im Wesentlichen vom Typ der gréfsten

beriicksichtigten Konfigurationen bestimmt wird.
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Klar ist aber auch, dass diese Argumentation und das Verfahren der Extrapolation an
sich nur dann schliissig ist, wenn sowohl die Extrapolationen iiber die geraden als auch
die {iber die ungeraden Approximationsstufen im Grenzfall m — oo auf denselben Wert
hinauslaufen. Am Beispiel des Quadratgitters lasst sich in der Tat recht gut erkennen,
dass trotz der zunéchst stark verschiedenen Anstiege bei der Beriicksichtigung hoherer
Néherungsstufen, tatséchlich eine Annidherung beider Extrapolationen stattfindet (siehe
Abb. . In der Praxis hat es sich daher auch durchgesetzt, sich bei den kollinearen

Modellzustanden auf die Extrapolation der geraden Naherungsstufen zu beschrénken.

2.4. Formulierung der CCM mit Dimer-Spinoperatoren

Der im vorherigen Abschnitt beschriebene ,Finteilchen“-Formalismus ist aufgrund der
notwendigen Spezialisierung auf einen bestimmten Typ von Clusteroperatoren bei der
Implementierung der CCCM auf Modellzusténde in der Form kollinearer und nichtkol-
linearer Einteilchen-Produktzustéinde beschriankt. Die Verwendung anderer Typen von
Modellzustanden erfordert daher entweder eine Erweiterung des bisherigen oder die Ent-
wicklung eines vollig neuen Programms. Letzteres wurde fiir den Spezialfall der sogenannten
Zweiteilchen- oder Dimer-Produktzusténde (mit s = 1/2) im Rahmen dieser Dissertation
vom Autor selbststdndig durchgefiihrt. Die vielversprechenden ersten Resultate dieser
neuen CCM-Implementierung (ab jetzt DCCM) werden im néchsten Kapitel vorgestellt.
Die technischen Grundlagen und eine Beschreibung des den Dimer-Produktzustinden

angepassten CCM-Formalismus folgen in diesem Abschnitt.

2.4.1. Motivation

Der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist die Suche nach einer adidquaten
Beschreibung sogenannter ,Valence-Bond Solids“ (VBS) im Rahmen der CCM. Ein VBS
ist ein Vielteilchenzustand, der dadurch charakterisiert ist, dass jeder beteiligte Spin mit
einem seiner nichsten Nachbarn einen rotationsinvarianten Spin-0-Zweiteilchenzustand
(Singulett) bildet. Fiir Spins mit s = 1/2 ldsst sich ein Singulett (auch Valence-Bond

genannt) wie folgt darstellen:

1

V2

Hierbei handelt es sich um einen nichtklassischen, stark korrelierten Zweiteilchenzustand,

10) (I = 1) (2.93)

der sich gerade nicht mehr als Produktzustand von Einteilchenzustéinden schreiben lasst.
Dies gilt insbesondere fiir den vollstandigen VBS, der sich als Produktzustand solcher
Singuletts darstellen lasst:

Do) = |0) @ [0) @ 0).... (2.94)
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

Solche nichtmagnetischen VBS-Zusténde spielen in der Festkorperphysik eine bedeutende
Rolle in realen Materialien |20}, 21|, speziell auch bei der experimentellen Erforschung der
Bose-Finstein-Kondensation von Magnonen (d.h. den Triplett-Anregungen von Singuletts)
[22]. In der CCCM lassen sich solche VBS-Zustédnde allerdings nicht als Modellzustande
verwenden, was die Moglichkeiten der Untersuchung von Modellen, in denen sie eine Rolle
spielen, deutlich einschrankt. Im Folgenden wird daher ein Formalismus beschrieben, der

die CCM auf solche dimerisierten Systeme anwendbar macht.

2.4.2. Theoretische Grundlagen

Eine Basis des Hilbertraumes der Spin-1/2 Zweiteilchen-Zustéinde, die auch dem Fokus
auf die Singulett-Zustidnde gerecht wird, besteht aus dem Singulett-Zustand selbst und

den drei sogenannten Tripletts:

0) = = (111 — W),

| (2.95)
) =It), [2)= 7 (It + 1), 1B =Hh-
Es gilt auferdem:
(n|m) = 6. (2.96)

Aus diesen Zustanden lasst sich wieder eine Produktbasis fiir den Gesamthilbertraum

‘H konstruieren:

1), =020 @[0)®... [2,=1]0)s]0)s...
13),, = 12210 @0 ® ... |4, =132]0)2]0)e...

15),, = [0) @D @[0)&... [6)y=]))R|0)e... (2.97)

Im Umgang mit diesen Zustdnden wire eine Konstruktion der Clusteroperatoren basierend

auf der bisher verwendeten Einteilchen-Operatorbasis:
S*, 8t 8™, (2.98)

und dem Identitdtsoperator nicht geeignet, da das eigentliche Ziel, die Clusteroperatoren
{C"} moglichst einfach, idealerweise als Produkte der elementaren Operatoren zu konstru-
ieren, bereits bei einfachen Operationen (wie der Beschreibung des Ubergangs von einem

Basiszustand in einen anderen) Komplikationen verursacht. Die Einteilchenoperatoren
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erhalten beispielsweise nicht die Normierung der Basiszustéande:

§ 55 (1th — ) = (2:99)

1
VG 1) -

Ein moglicher Ausweg konnte eine Transformation T des Singulett-Modellzustands in einen

ferromagnetisch geordneten Produktzustand sein, dhnlich einer Koordinatentransformation:
1

V2

in dieser Darstellung konnte dann theoretisch mit den auch in der CCCM verwendeten

Spinstufenoperatoren (2.98)) gearbeitet werden. Eine Transformation, die dies leistet (und

auf andere Zusténde als Vernichter wirkt), hétte folgende Form:

T10) = T—= (1)) = 1) = 1), (2.100)

7= \/%_h (55 +58) (8- %), (2.101)

Eine solche Herangehensweise ist allerdings unpraktikabel, da sie die Beriicksichtigung der
S#-Erhaltung (siehe Abschnitt bei der Konstruktion der Clusteroperatoren aus den
Spinstufenoperatoren unnétig kompliziert macht. Der Ubergang zu Zweiteilchenoperationen
als elementare Konstruktionseinheiten der Clusteroperatoren ermoglicht auflerdem eine

viel kompaktere Darstellung von Singulett-Triplett-Ubergéngen.

2.4.3. Dimeroperatoren

Die nun vorgestellte Zweiteilchen-Operatorbasis geht urspriinglich auf eine Arbeit von
J.B. Parkinson aus dem Jahr 1979 zuriick [23]. Thre erste und bisher einzige Verwendung
in einem Coupled-Cluster-Ansatz wurde im Jahr 1994 von Y. Xian bei der analytischen
Losung der SUB2-Gleichungen fiir die frustrierte Heisenberg-Kette beschrieben |13] 24].
Die einfachste Basis des Vektorraums der linearen Operatoren auf dem vierdimensionalen
Hilbertraum der Zweiteilchenzusténde (im Spezialfall s = 1/2), ldsst sich konstruieren aus
allen 4 x 4-Matrizen die nur einen einzigen 1-Eintrag besitzen und an jeder anderen Stelle

nur Nulleintrage aufweisen

Ay = : . (2.102)
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Angewendet auf die kanonische Zweiteilchen-Basis (2.95]) (dargestellt als Spaltenvektoren):

0)

D

~
~
I

. 3= : (2.103)

o o o =
o O = O
S = O O
— o O O

bewirken die Dimer-Operatoren entweder eine Transformation von einem Basiszustand in

einen anderen oder sie vernichten den Zustand im Fall nicht {ibereinstimmender Indizes.

~

n) = Ay |m); 0= Aun |[k); n,m,ke{0,1,2,3}, m#k (2.104)

Es gibt also insgesamt 16 verschiedene Basis-Dimeroperatoren, die auf einfache Weise
beliebige Transformationen der vier Basisvektoren des Produkt-Hilbertraumes der Zwei-

teilchenzusténde untereinander ermoglichen (siehe auch Abb. [2.3]). Die Dimeroperatoren

quO

Abbildung 2.3.: Mittels der 16 Basis-Dimeroperatoren ist es moglich jeden Zustand der kanoni-
schen Basis (2.95) des Zweiteilchen-Produkthilbertraums in jeden anderen zu transformieren.

erfiillen folgende leicht nachpriifbare Vertauschungsrelationen:
[fll-}-, kz} = O (Azéjk — Am:) : (2.105)

der hier zuséatzlich eingefiihrte Index r beschreibt den neuen Zweiteilchengitterplatz, auf

den der Operator wirkt.
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Darstellung der Einteilchenoperatoren

Fiir den Umgang mit den Dimeroperatoren benétigt man nun noch eine Darstellung
der Systemobservablen, allen voran des Hamiltonoperators, in dieser neuen Dimeropera-
torbasis. Fiir eine vollstdndige Beschreibung reicht es aus, sich auf die Darstellung der

Einteilchenoperatorbasis:
5%, 8%, 87 und 1,

zu beschranken, wobei man aber zwischen den auf den ersten und den auf den zweiten

Gitterplatz des Dimers wirkenden Operatoren unterscheiden muss:
So=891, S¢=1s5" (2.106)

Eine solche Darstellung kann man einfach aus der Matrixdarstellung eines solchen Einteil-
chenoperators in der Zweiteilchenbasis gewinnen, fiir deren Komponenten
gilt:

(57 )im = (1] 57 [m) - (2.107)

Da die Dimeroperatoren in ihrer Matrixdarstellung nur einen einzigen 1-Eintrag und sonst
nur Nullen enthalten, kann man die Darstellung der Spinoperatoren in den Dimeroperatoren
aus einfach ablesen. Fiir den Sf—Operator ergibt sich beispielsweise folgende
Matrixdarstellung;:

00 1

. 010 o

g7 = :—<A — Ay + Ay + A ) 2.108

1 100 0 5 11 33 02 20 ( )
000 -1

Fiir die anderen Einteilchenoperatoren ist das Vorgehen analog und es ergibt sich die

folgende Darstellung aller Einteilchen-Basisoperatoren in den Dimeroperatoren:

St =5 (Au—Am+An+An), 5 =3 (An—Ag — Ap — An),
+ _ 7 _ + - —
Sy = NG <A12 + Aoz — Aro + A03> ;93 NG <A12 + Azs + Auo A03> - (2.109)
N . . . N . . .
Sy = E <A21 + Azz — Aot + Aso) , Sy = ﬁ <A21 + Azz + Aor — A30> .

Eine Umkehrtransformation lasst sich analog zu (2.107)) aus einer Darstellung der Dimer-
operatoren in der Produktbasis der Einteilchenzustédnde gewinnen. Da die Rechnung etwas

aufwendiger ist und die Darstellung fiir den Formalismus nicht direkt benétigt wird, wird
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sie hier nur der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt:

Ago = i — §1§2, Agr = —% (S’f - S;) (Sf + S;) ;

An =5 (S =5+ 5057 = 8087). Awm=——= (8- 57) (5 + ).

Aw= = (50 +50) (51-83). Au=gesisies(Siess),

A== (St =57) (Si-85).  Auw=57S) -
2.110

A= (S 83+ 8785 = 5155). Aw= 5 (ST +57) (S5+55).

Am = 3= 5i8+5 (5787 +5755). Am=——2 (S7+57) (5 + 55).

Ago—%(k‘FA;)(Sf_A; ; Ay =SS5,

An=—(5r-5) (5-%), Aw=g+885-35(5+%)

2.4.4. Die Clusteroperatoren

Im Folgenden kann immer davon ausgegangen werden, dass der Modellzustand in der
DCCM als Singulett-Produktzustand (2.94]) vorliegt. Unter dieser Voraussetzung lassen
sich die Clusteroperatoren {é}} ausschliefslich aus Produkten der drei Dimeroperatoren:

Aqg, Agg und Ay zusammensetzen:

SIEY T Tnyg ATni+l Tnytng ATni+ng+1 Tny+ng+ng
Cp = Ajp- - Ay Agg' ™ - Ay ™ Agg - Ay - (2.111)

g ~~ g

CI:Alo CI:AQO CI:A30

Alle anderen Dimeroperatoren Agy und A,; (mit n € {0,1,2,3} und i € {1,2,3}) miissen
in den Clusteroperatoren nicht beriicksichtigt werden, da ersterer auf den Singulett-
Zustand wie der Einheitsoperator wirkt und die iibrigen wie ,Vernichtungsoperatoren®.
Jeder Clusteroperator ist daher eindeutig durch die Angabe der Gitterpliatze auf denen die
drei relevanten Dimeroperatoren wirken definiert, da jeder Gitterplatz hierbei nur einmal
auftauchen kann, spielt die Reihenfolge der Dimeroperatoren keine Rolle.

Da der Korrelationsoperator S die iiber ihre Korrelationskoeffizienten gewichtete Summe
aller Clusteroperatoren ist, kann man alle Teilsummen, bestehend aus Clusteroperatoren
mit einer bestimmten Anzahl n an Dimeroperatoren, in den Operatoren S, zusammenfassen

und den Korrelationsoperator damit in einer kompakten Form wie folgt ausdriicken:

=

/2
S=Y5,. (2.112)

1

3
Il
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2.4. Formulierung der CCM mit Dimer-Spinoperatoren

In ihrer allgemeinen Form sehen die ersten beiden Teilsummen folgendermafen aus:

N/2

$ =3 [Sg}m;o @A sgf’Mgo} (2.113)
r=1
N/2

S / ! / ! !

Sy = Z [55«,12fA§0A§0 + Si?glAgoAgo + Sf«?zquoA?{o + Sf«flzngoAgo (2.114)

rr!

+ sS},AgoA;'O + 37(?2“45014%} :

Diese Ausdriicke lassen sich nun noch weiter vereinfachen, wenn man, wie in Abschnitt
beschrieben, die Symmetrien des Modells (d.h. des Hamiltonoperators und des verwendeten
Modellzustands) ausnutzt. Hierbei bietet sich ganz konkret die , S*-Erhaltung® an, die
auf die Rotationsinvarianz des isotropen Hamiltonoperators zuriickgeht (siche Abschnitt
2.2.1)) und gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass dieser mit dem Operator der totalen

Magnetisierung (in Richtung einer globalen z-Achse)

N
Si=>_5; (2.115)
=1

vertauscht. Es lédsst sich einfach nachrechnen, dass die Singulettzustdnde Eigenzusténde
dieses Operators sind (mit dem Eigenwert 0), also muss es nach Abschnitt auch eine
damit vertrigliche Losung fiir den Grundzustand ({2.3]) geben:

S, 82]- = 0. (2.116)

In Abschnitt wurde ebenfalls gezeigt, dass die notwendige Bedingung dafiir ist,
dass die Korrelationskoeffizienten s; sédmtlicher Clusteroperatoren CA’E, die nicht mit 5‘%
vertauschen, nicht weiter berticksichtigt werden miissen, d.h. von vornherein auf Null
gesetzt werden konnen.

Im Folgenden wird nun noch gezeigt, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass in den S,
nur noch solche Summanden zuléssig sind, in denen die Anzahl der Operatoren vom Typ
Ajg und Ajzg gleich ist.

Fiir die Berechnung der Kommutatorrelation (2.116]) ist es zunéchst sinnvoll, den Opera-
tor (2.115)) mittels der Transformationsgleichungen (2.109) durch die Dimeroperatoren

darzustellen:
N/2 N/2

=38 =3 (S + 55,) = h Y (AL - As).

i=1 r=1 r=1
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2. Die Coupled-Cluster-Methode
Aus den Vertauschungsrelationen fiir die Dimeroperatoren (2.105]) folgt insbesondere:

[Aqh’ AZ/O] = 67"7T’A71107 [Aqlv A;/O]
[Ag?)’ Aﬂ)] =0, [Ag37 Ag:)]

= 07 [Agla Aglo] = 07
=0, [Agy, Ay] = 6,0 A,

Im néchsten Schritt kann der Kommutator nun direkt fiir beliebige Clusteroperatoren
vom Typ (2.111]) berechnet werden:

' 1 AT Gz A A A Oz A A G2 1A
0 = [C}7 ST] = C}:Alo C}:AQO [C;:Ago ? ST] _'_ C}:Alo I:C}-IAQO ? ST] C}ZASO
+ [C;:Au) ? S%] C}ZAQO C}:ASO

= O}IAQ() {O;:Alo [O}-:Ago ? sz;] + [C}-:Al(ﬂ S’%] O}:Ago }

N/2
= hc}-:Ago Z {C;:Alo [C}-:Ag(ﬂ Ag3] - [C;:Alo ? Agl]c}-:A;go }
r=1

_ O AT T s s
- hOI:AQQ {nlcj;A100];A30 - n3CI5A100]5A30}

= hCA'}L(nl — TLg) = n ; ns.

Damit vereinfachen sich die Teilsummen des Korrelationsoperators wie folgt (wobei die

Korrelationskoeffizienten dieser neuen Formulierung entsprechend umindiziert wurden):

N/2

S1=> s Ay, (2.117)
r=1

N/2
A ! ~ ~ T 1 ~ ~
Sy = Z [Sg}Q’AgoAgo - 537{,22/145014%} ; (2.118)

N/2

Su= 3 [o0 it i — 5o A . (2.119)
Die hierbei eingefiigten Vorfaktoren dienen nur der Angleichung der Korrelationskoeffizien-
ten, auf die Darstellung haben sie keinen Einfluss.
Eine weitere wichtige Voraussetzung fiir die obige Vereinfachung des Korrelationsoperators
war die Giiltigkeit der Vertauschungsrelationen fiir die Dimeroperatoren (2.105)), insbeson-
dere beziiglich des Dimergitterplatzindexes r. Die Grundlage dafiir ist die Verwendung
gleicher Quantisierungsachsen nicht nur fiir die Gitterplédtze (1,7) und (2,7) sondern auch
auf verschiedenen Dimergitterpldtzen r und r’.
Dies spielt gerade dann eine Rolle, wenn es fiir die Triplettanregungen [11) und |].|)
glinstiger ist, sich nichtkollinear aneinander auszurichten, da diese im Gegensatz zum
Singulett und dem verbliebenen Triplett eine klare Orientierung besitzen. Fiir die in
dieser Arbeit vorgestellten Modelle ist dies allerdings nicht relevant, da die Verwendung

des rotationssymmetrischen Singulett-Modellzustands mit solchen Grundzustianden nicht
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2.4. Formulierung der CCM mit Dimer-Spinoperatoren

vereinbar ware.

2.4.5. Der Dimer-Ordnungsparameter

Fiir die CCM im Allgemeinen ist es wichtig, dass der gewidhlte Modellzustand dem
eigentlichen Grundzustand moglichst dhnlich ist, d.h. sich nur um wenige Spinflips bzw.
nur um kurzreichweitig korrelierte Cluster von diesem unterscheidet. Daher war es im
Rahmen der CCCM sinnvoll, die Ordnung der untersuchten Grundzustandsphasen als eine
Art Abweichung von der durch den Modellzustand vorgegebenen ,Spinorientierung* zu
definieren. Erreicht wurde dies durch die Bildung des Erwartungswerts der Summe aller
lokalen z-Komponenten des Spinoperators (siche: magnetischer Ordnungsparameter in
Abschnitt [2.3.3)).

Im Unterschied zur CCCM basiert die DCCM nicht auf Einteilchenzustédnden, denen
man im Sinne des Korrespondenzprinzips eine Orientierung zuordnen kann, sondern auf
den bereits beschriebenen Singuletts, die als verschrankte Zustédnde die beiden beteiligten
Einzelspins in einem Uberlagerungszustand ohne klare Orientierung beschreiben. Das
Singulett an sich ist sogar vollstdndig rotationsinvariant, d.h. sein Gesamtspin ist Null

und in der Folge auch sémtliche Spinkomponenten:
2 20 2 A N
(Si+5) 10y =0, ($7*+85%) o) =o0. (2.120)

Damit ist auch die bereits im vorherigen Abschnitt eingefiihrte totale Magnetisierung
@-115):

N
Sip=> 5
=1

immer Null, eine Eigenschaft, die sich aufgrund der S*-Erhaltung vom Modellzustand (ei-
nem Singulett-Produktzustand) auf den eigentlichen Grundzustandsansatz (2.3)) iibertragt.
Kurz gesagt: die totale Magnetisierung ist ebenfalls nicht als Ordnungsparameter geeignet,
da sie nicht zwischen dem Singulett und dem mittleren Triplett (und anderen mit der S*-

Erhaltung vertriglichen ,Anregungszustianden) unterscheidet:
2, 2 2 A .
(s1 + 52) 12) = 212, <Sf + 55) 12) = 0, (2.121)

Im Umgang mit Dimeren geht man daher einen anderen Weg und konstruiert den Di-
mer-Ordnungsparameter aus den sogenannten Paar-Korrelationsfunktionen <§Z§]> auf
direkt benachbarten Gitterplitzen. Fiir die Korrelationen auf den Dimeren selbst gilt

bekanntermafen (es handelt sich um Eigenzusténde dieses Operators):

505 3 505 3
STJSTQ |0>r = _Zh2 |0>r = <O‘r SMSM ’0>r = —th (2122)
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

sowie:
5 h2 5o h
Sr15r211,2,3), = ” 11,2,3), = (1,2,3|,5.1521/1,2,3), = 1 (2.123)

Die Korrelationsfunktionen zweier Spins, die nicht zum selben, sondern zu zwei verschiede-

nen Singuletts eines Produktzustands gehoren sind immer Null:

(01, ® (0], SyaShos 100, @ 10),, = 5 ({01, ® (0], 57,55, + 5,85, 10), ©10),.)

(0], ® (0], 57,57, |0), @ |0),, (2.124)

S 4+ NI

Hierbei wurde die Orthogonalitit der Basiszustédnde (2.96)) ausgenutzt und die folgenden

Beziehungen verwendet:

rara

1 _ 1
S+S | > ®‘O>7‘/:_§‘1>r®’3>ﬂ7 SjaS'r‘ ,a’ | > ®|0>r’:+§’1>r®‘3>

r’

T(IT‘CL 'rarzz

1 1
S S+ | > ® |O>r’ = _5 |3>r ® |]‘>7" ) S S+ | > ® |0>7"’ = +§ |3>7" ® |]‘>r’ ’

Al A 1 AL oA 1
S:,aSj’,a |0>r ® ‘O>r’ = +§ ‘2>r ® |2>r’ ) Sﬁ,asf/,a/ |O>r ® |O>r’ = _5 ’2>r ® |2>r’

(hierbei gilt a,b € {1,2},a # a’,r # " und h = 1). Fiir die anderen Zwischendimerkorrela-

tionsfunktionen, insbesondere fiir die gemischten Zusténde, ergibt sich:

U, (U a1, 011, = 2 (2.125)
2, ® @], SuSy [2), @ [2),, =0, (2.126)
B, @ (31, Srun 3), @ 3, = . (2.127)
(0], @ (1], §§b 0), ®|1),, =0, (2.128)
(0], @ (2], S0 [0), @ [2),, =0, (2.129)
(0], ® (3], §§b 0), ®13),, =0, (2.130)
(1], ® @], Shay 1, ® [2),, =0, (2.131)
(1] @ (3], SaSs 1), ®[3)., —hz?, (2.132)
(2], @ (31,0 SrSs 12), ©13),, = 0. (2.133)

Eine relativ offensichtliche Méglichkeit, aus diesen Korrelationsfunktionen einen Ord-
nungsparameter zu konstruieren, ergibt sich fiir die eindimensionalen Modelle wie die

lineare Kette. Von dieser ist schon ldnger bekannt, dass sie bei der Beriicksichtigung
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o—eo—0O0——e—0—e
2 : 2

Abbildung 2.4.: Beispiel fiir Singulettbildung auf der linearen Kette. Die Elementarzelle (grau ge-
strichelt umrahmt) enthélt negativ in den Dimer-Ordnungsparameter eingehende Dimer-Spinpaare
(rot hervorgehoben) und positiv eingehende Zwischendimer-Spinpaare (griin hervorgehoben).

antiferromagnetischer Wechselwirkungen zwischen néchsten (J;) und iibernéchsten (.J3)
Nachbarn mit einem Verhéltnis von Jy/J; = 0.5 (das sogenannte ,Majumdar-Ghosh-
Modell“) einen Grundzustand einnimmt, der durch eine Singulettbildung auf jedem zweiten
Paar benachbarter Gitterplitze gekennzeichnet ist (Abb. [25) [26]. Eine solche Ordnung
lasst sich durch die Summe aller Néchster-Nachbar-Korrelationsfunktionen abbilden, wobei

die Dimer-Korrelatoren mit einem negativen Vorzeichen versehen werden miissen |27, 28]:

D= <D> = _3 Z <<ST,1ST,2> - <S7’,2Sr+1,1>> . (2.134)

Beschrankt auf die reinen Dimer-Produktzustidnde, ware der Wert dieses Parameters
wegen der Gleichungen ([2.122)) bis (2.127) im Singulett-Produktzustand positiv und auch
betraglich am groften und negativ oder Null fiir die Triplett-Produktzustande (h = 1):

<O’T ® <0‘7" ® o D ’0>7. ® |0>7./ ® = 075,
(1,3, ® (1,3, ®---D|1,3) ®]1,3), ®--- =0, (2.135)
2,®2, @ D2, ®2), & =—025

Es ist auch klar (unter Berticksichtigung der Gleichungen ([2.128)) bis (2.133))), dass ein belie-
biger Spinflip (also der Ubergang von einem Singulett auf einen beliebigen Triplettzustand)

den Ordnungsparameter immer nur reduziert, was ein weiteres notwendiges Kriterium fiir
seine Eignung als Maf fiir die Stirke der Singulettbildung darstellt.

Man muss an dieser Stelle aber betonen, dass dieser Ordnungsparameter im reinen
Singulett-Produktzustand nicht maximal ist, da dieser kein Eigenzustand des zugrunde
liegenden Operators ist [29]. Eine im Anhang dieser Arbeit dargestellte qualitative Analyse
(siehe eines solchen Ordnungsparameters fiir ein endliches System zeigt aber, dass der
Singulett-Produktzustand zum grofsten Teil (seine Projektion hat einen Anteil von iiber
90%) im zum grokten Eigenwert gehorigen Unterraum liegt. Das tatsidchliche Maximum des
Ordnungsparameters liegt daher mit \/75 ~ 0.86602540378443864676 nur knapp 15% iiber
dem Singulettwert bei 0.75. Die Untersuchung zeigt aber auch, dass der Zustandsraum
des grokten Eigenwertes nicht zwangslaufig eindimensional ist und daher auch Zusténde

enthalten kann, die orthogonal zum Singulettzustand sind. Das bedeutet, dass die Verwen-
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@, O ® O @ O ® | O @ O ® O L O 9
(0,1) (1,1)
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y‘ﬂ
n m. :’1 = O  J O 0 | O @ O ® O L O L J
(1,0)

o—0O0——0O 6—O0——0 | &—O0——0O 6—OC—e—=O

3 3 3 3
Dcol,a: = T Dcol,y =0 Dcol,x = 21 Dcol,y =0 Dst,a: = T Dst,y =0 Dst,m = 2 Dst,y =0
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(a) Saulenartige Ordnung (columnar). (b) Versetzte Ordnung (staggered).

Abbildung 2.5.: Zwei Beispiele fiir regelméafige Dimerordnungen auf dem Quadratgitter, in den
sich durch die Rotation um 90° und die Verschiebung um einen Gittervektor ergebenden Varianten.

dung des beschriebenen Ordnungsparameters immer nur auf der Basis bereits vorhandener
Informationen iiber das zu untersuchende Modell bzw. der untersuchten Phase und ihrer

Einbeziehung bei der Interpretation des Wertes des Dimeroperators sinnvoll ist[/

Der Ordnungsparameter in zwei Dimensionen

Wihrend sich die Dimerbildung auf direkt benachbarten Gitterplétzen in einer Dimension
in der Ausbildung einer von zwei moglichen, {iber eine einfache Gittervektortranslation
verkniipften, Varianten erschopft, sind die Moglichkeiten in hheren Dimensionen deutlich
vielzéhliger. Je nach dem zugrunde liegenden Gitter kénnen sich hierbei Dimerstrukturen
ausbilden, deren Regelméfigkeit sich erst in einer deutlich vergroferten Elementarzelle
zeigt. Ein Beispiel dafiir ist der HAFM auf dem Kagomegitter, bei dem eine aus 36
Gitterpldtzen bestehende Elementarzelle vorgeschlagen wurde |30} [31].

Die beiden einfachsten Ordnungen vollstdndig dimerisierter Phasen auf dem Quadratgit-
ter, sind die sogenannte versetzte (auch: staggered) und die sdulenartige (auch: columnar)
Ordnung (siehe dazu die Abbildungen [2.5a und [2.5b)), die aufgrund der Rotations- und

Translationssymmetrien des Gitters in jeweils vier Varianten auftreten kénnen. Eine Unter-

%Das bedeutet, dass man vom Betrag des Ordnungsparameters nicht unmittelbar auf die Art der
Dimerisierung schlieffen kann, insbesondere lasst sich bei einem hohen Wert nicht direkt schlussfolgern,
dass das System einen Singulett-Produktzustand eingenommen hat.
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2.4. Formulierung der CCM mit Dimer-Spinoperatoren

scheidung der auftretenden Varianten wird durch die Konstruktion eines zweikomponentigen
Ordnungsparameters moglich, der aufterdem der zugrunde liegenden Ordnung angepasst
sein muss. Fiir die sdulenartige Ordnung eignet sich der folgende Ordnungsparameter
[32]:

Dcol,z = (_1>m‘<S(1‘i,yz‘)s($i+1,yi)>7

2| =

1

(2

(2.136)
1

Dcol,y - N

(_1)‘%' <S($i7yi)s(xiyyi+1)>'

-

i=1

Die einzelnen Komponenten sind im Prinzip identisch mit dem Ordnungsparameter der
linearen Kette , d.h. es werden immer nur solche Paarkorrelationen aufsummiert, die
auf Ketten mit einer eindeutigen Orientierung (parallel zur x- bzw. zur y-Achse) liegen. Bei
der versetzten Ordnung fithrt die Verschiebung der Dimere um einen Gitterplatz, beim

Ubergang zu einer benachbarten Kette, auf einen leicht abgewandelten Ordnungsparameter:

==

DSW»’ = (_1)|xi|+|yi‘<S(Ii7yi)s(5€i+1yyi)>7
=1
X N (2.137)
Day = N Z(_l)m”ﬂy”<S(5Ez‘7yi)S(xz‘7yi+1)>‘

=1

Mittels dieser Ordnungsparameter ist es nun moglich, den auftretenden Varianten ein
charakteristisches Zahlenpaar zuzuordnen und diese somit klar voneinander zu unterschei-
den (siehe Abbildung [2.5]). Fiir Phasen, die sich nicht als reine Dimer-Produktzustinde
darstellen lassen, gelten wieder die gleichen Uberlegungen wie bei der linearen Kette.
Grundsétzlich 1asst sich festhalten, dass der Dimeroperator abhéngig von der abzubilden-
den Ordnung konstruiert werden muss. Dies ist analog zur Konstruktion des magnetischen
Ordnungsparameters der CCCM aus den lokalen S*-Operatoren, nur dass im Dimeropera-
tor Informationen zur Lage und Orientierung der Dimere auf dem Gitter verarbeitet werden.
Mit der Kenntnis des Modellzustands ist die Konstruktion des Dimer-Ordnungsparameters
allerdings eindeutig festgelegt, weshalb es auch hier ausreicht, sich auf die Bezeichnungen
D, und D, zu beschrénken.
Es gibt allerdings auch Gittertypen, wie beispielsweise das Star-Gitter (siehe Abschnitt
, auf denen die Dimere nicht nur parallel oder senkrecht zueinander orientiert sind
und daher eine Anpassung der Ordnungsparameter an diese Strukturen erfordern. Im
Gegensatz zum magnetischen Ordnungsparameter der CCCM lassen sich die einzelnen
Dimerordnungsparameter verschiedener Gittertypen also nicht direkt miteinander verglei-
chen. Allen gemeinsam ist aber die Eigenschaft, dass sie bei der Gleichheit aller Néchster-

Nachbar-Korrelationsfunktionen Null werden.
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

2.4.6. Approximationsschemata

Die in Abschnitt beschriebene Notwendigkeit fiir die Einfiihrung von Approximati-
onsschemata gilt auch fiir die DCCM. Von einem technischen Standpunkt aus betrachtet
sind in der DCCM dieselben auf einer Hierarchie von beriicksichtigten Gitterplétzen und
den auf diesen vollzogenen ,Spin-Flips“ aufgebauten Schemata anwendbar wie auch in
der CCCM (siehe Abschnitt [2.3.5); physikalisch gesehen sind sie aber nicht unmittelbar
vergleichbar, da die Relevanz des eigentlichen Gitterplatzes in der DCCM hinter dem
Konzept des neu eingefiihrten Zweiteilchen- oder Dimergitterplatzes zuriicksteht und ein
einzelner ,,Spin-Flip“ immer eine Zweiteilchenoperation ist. Bei der Betrachtung konkreter
Modelle im letzten Kapitel dieser Arbeit, insbesondere in der Abbildung in Ab-
schnitt [£.2] wird deutlich, dass bei der Anwendung der gleichen Begrifflichkeiten wie in
der CCCM im Prinzip von einem Ubergang zu einem vollig anderen Modell auszugehen
ist, bei dem sich prinzipiell auch die Topologie d&ndern kann. Um eine Verwechslung der

Approximationen beider Methoden auszuschliefen wird den Approximationsschemata der
DCCM im Folgenden immer ein ,D* vorangestellt (DSUBn-m, DLSUBm, usw.).

Vergleichbarkeit mit den Approximationsschemata der CCCM

Das bereits beschriebene SUBn-m-Schema entspricht der Zulassung von Clustern beste-
hend aus bis zu n ,Spin-Flips* (also dem Ubergang von einem S *-Eigenzustand in einen
anderen) auf einem Gebiet von bis zu m aneinander angrenzender Gitterplitze. Uber-
tragen auf die Dimeroperatoren dndert sich bei der Anwendung des DSUBn-m-Schemas
grundséatzlich nichts, aufser dass n nun die Anzahl der ,Dimer-Flips“ angibt (wobei es
sich um Zweiteilchenoperationen handelt, da ein Dimeroperator immer zwei benachbarte
Einteilchengitterpliatze betrifft) und die Grofe m des Gebietes sich nun auf die Anzahl
benachbarter Dimergitterplitze (ein Dimergitterplatz entspricht zwei benachbarten Ein-
teilchengitterplitzen) bezieht. Ubertragen auf das SUBn-m-Schema und den normalen
Gitterplatzbegriff der CCCM entspréache dies also gerade der Zulassung von bis zu 2n
,,Spin—Flips“E auf einem Gebiet von bis zu 2m Gitterplédtzen. Dies bedeutet aber nicht, dass
man einfach eine prinzipielle Gleichsetzung von DSUBn-m und SUB2n-2m vornehmen

kann, im Allgemeinen gilt:

DSUBn—m # SUB2n—2m.

"Djes ist im iibertragenen Sinne zu verstehen, da man nicht alle Uberginge zwischen den Dimerba-
siszustdnden durch (Tensor-)Produkte von Einteilchen-Spinflipoperatoren beschreiben kann. Eine
vollstandige Basis des Zweiteilchen-Hilbertraumes der Spin-1/2-Teilchen l&sst sich aber durch die
sukzessive Anwendung von jeweils drei Zweiteilchen-Operatoren auf einen einer Basiszustdnde gewinnen.
Beispiel: 5 @ 1, 1® S5 und S ® S5 auf den Zustand [}{).
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Abbildung 2.6.: Darstellung der Relationen zwischen den LSUBm- und den DLSUBm-Konfi-
gurationen am Beispiel des zweidimensionalen .J-J’-Gitters (schwarze Linien). Beim Ubergang
zu den Dimergitterplitzen, dndern sich die néchsten Nachbarverhéltnisse (blaue Linien). @
Beispiel fiir eine LSUB4-Einteilchenkonfiguration (rote Plédtze), die nur durch eine DLSUBA4-
Dimerkonfiguration (rote Ovale) abgedeckt werden kann. (b]) Beispiel fiir eine weitere LSUB4-
Konfiguration (rote Pldtze), die aber bereits durch das DLSUB2-Schema abgedeckt wird. Beiden
Beispielen gemein ist, dass die abdeckende DLSUBm-N&aherung eine ganze Reihe weiterer LSUBm-
Konfigurationen beinhaltet, die erst in hoheren LSUBm-N&herungsstufen beriicksichtigt werden
kénnen. Das erste Beispiel macht deutlich, dass innerhalb der DLSUB4-Néherung bereits einige
LSUBS8-Konfigurationen beriicksichtigt werden.

Bei der DCCM sind pro ,,Spin-Flip* zwar immer gleich zwei Gitterplédtze betroffen, bei
diesen handelt es sich aber immer um den ,linken und den “rechten” Partner eines Dimers
bzw. Dimergitterplatzes, wihrend bei der CCCM keine Unterscheidung der Gitterplatze
vorgenommen wird. Daher kann es passieren, dass ein CCCM-Cluster auf zwei benachbarten
Gitterplatzen gerade auf zwei verschiedenen Dimergitterplitzen liegt und daher nur von
einem DCCM-Cluster abgedeckt werden kann, der ebenfalls auf zwei Dimergitterplatzen
liegt; dafiir aber gleichzeitig noch zwei weitere Gitterpliatze abdeckt, die im urspriinglichen
CCCM-Cluster nicht berticksichtigt sind (siehe Abbildung [2.64)).

Auf den eindimensionalen Gittern ist die Zuordnung relativ iibersichtlich, da der Uber-
gang zur Dimer-Beschreibung nichts an der Topologie éndert (die Kette bleibt eine
Kette, an der Anzahl und der Lage der Nachbarn andert sich nichts). Alle Cluster einer
DLSUBm-Approximation werden erst durch die CCCM-Approximationsstufe LSUB2m
mit einbezogen, aufferdem noch einige wenige Cluster, die aufgrund der Besetzung halber
Dimergitterplitze erst ab der Stufe DLSUBm + 1 auftreten:

1D : LSUB2m — 1 c DLSUBm C LSUB2m C DLSUBm + 1. (2.138)

Bei den zweidimensionalen Gittern kann es passieren, dass sich bei dem Ubergang zur
Dimer-Beschreibung die Topologie des Gitters verandert. Das heifst, dass urspriinglich direkt

benachbarte Gitterplatze nicht mehr zwangslédufig zu benachbarten Dimergitterplatzen
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2. Die Coupled-Cluster-Methode

gehoren miissen. In diesem Fall kénnen in der Naherungsstufe LSUBm Cluster auftreten,
die erstmals in der Naherungsstufe DLSUBm + 1 beriicksichtigt werden konnen (siehe
Abbildung [2.6b) [ Dabei handelt es sich aber immer um einen Bruchteil der Gesamtzahl

moglicher Cluster, fiir alle Gittertopologien muss immer gelten:

LSUBm ¢ DLSUBm C LSUB2m. (2.139)

2.4.7. Extrapolationen

Wie bereits im Abschnitt fiir die CCCM erlédutert, ist es auch mit der DCCM
notwendig, aus den verschiedenen Approximationen der Systemobservablen eine Néherung
fir den exakten Grenzfall lim,,,_,.oSUBm-m zu ermitteln. Die Uberlegungen sind dabei
prinzipiell identisch mit den in diesem Abschnitt beschriebenen, der wesentliche Unterschied
zur CCCM besteht aber darin, dass es fiir die Auswahl geeigneter Extrapolationsschemata
in der DCCM noch keine Erfahrungswerte gibt. Ob sich hier die gleichen Ansétze eignen,
muss sich erst noch zeigen und streng genommen an jedem Anwendungsfall einzeln gepriift
werden. An dieser Stelle kann aber bereits vorweggenommen werden, dass sich die Ansétze
(2.88) und in allen in dieser Arbeit vorgestellten Modellen als sehr gut geeignet
herausgestellt haben. Entsprechende Nachweise werden im Kapitel [4] fiir die vorgestellten

Modelle einzeln diskutiert. Es werden daher die gleichen Abkiirzungen verwendet wie im

Abschnitt [2.3.5] festgelegt.

12Dies ist beispielsweise der Fall bei einem LSUB2-Cluster bestehend aus zwei benachbarten Gitterplitzen,
allerdings auf zwei verschiedenen Dimergitterplatzen liegend, die selbst keine direkten Nachbarn mehr
sind (siche Abbildung [4.12b). Um beide Dimergitterplitze zu verbinden, bendtigt man nun einen
weiteren Dimergitterplatz und erhilt damit einen DLSUB3-Cluster.
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet

auf dem Kagome-Gitter

In diesem Kapitel wird die Coupled Cluster Methode nun, zunéchst in der Standardimple-
mentierung der CCCM, auf verschiedene Variationen des Heisenberg-Antiferromagneten
auf dem Kagomegitter (KHAFM) angewendet. Der KHAFM gilt als eines der anspruchs-
vollsten Modelle auf dem Gebiet des sogenannten frustrierten Quantenmagnetismus. Es
wird seit den 1990er Jahren mittels verschiedenster Methoden intensiv untersucht [30, |31,
33-50]. Dennoch gelang es bis heute nicht, die Frage nach der Natur des Grundzustan-
des bzw. nach dem Vorhandensein von magnetischer Fernordnung in allen Spezialfdllen
endgiiltig zu kldren. Auch weitestgehend ungeklért ist, welchen Einfluss Modellparameter
wie die Spinquantenzahl, mogliche Anisotropien und die Dimension des Gitters (bzw. die
Koordinationszahl) darauf haben. Diese Aspekte stellten daher auch einen Schwerpunkt der
im Rahmen der Erstellung der vorliegenden Dissertation durchgefiihrten Untersuchungen
dar und werden in diesem Kapitel ausgiebig besprochen.

Dariiber hinaus wurde die CCCM vom Autor dieser Arbeit noch auf eine Vielzahl
weiterer Modelle angewendet. Hervorzuheben sind dabei unter anderem Untersuchungen an
zweidimensionalen Modellen, wie den sogenannten Archimedischen Gittertypen 51|, einem
Ji-Jo-Quadratgitter mit Plakettenstruktur [52], auf den HAFM auf dem Dreiecksgitter |53
54|, aber auch auf dreidimensionale Modelle auf kubischen Gittern [55]. Da eine Darstellung
dieser Untersuchungen den Rahmen dieser Arbeit aber deutlich iiberschreiten wiirde, wird

auf diese im Folgenden nicht weiter eingegangen.

3.1. Das isotrope Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

Das Kagome-Gitter besteht aus gleichseitigen Dreiecken, die tiber ihre Eckpunkte (auch
Gitterpunkte) miteinander verbunden sind, so dass ihre Kanten regelméfige Sechsecke
(Hexagone) bilden (siche Abbildung3.1)). Im Modell des HAFM werden auf den Gitterpunk-
ten lokalisierte Spins angenommen, die iiber eine Wechselwirkung .J, zwischen néchsten
Nachbarn, miteinander gekoppelt sind. Der Hamiltonoperator dieses Modells hat damit

die folgende Darstellung:
H=7)Y" S8, (3.1)
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

Abbildung 3.1.: Darstellung eines Ausschnitts des Kagome-Gitters. Die Kreise markieren die
Gitterpldtze, auf denen die im Heisenberg-Modell angenommenen Spintréager lokalisiert sind. Die
drei Gitterplatze (rot markiert) beinhaltende Elementarzelle ist durch eine gestrichelte Linie
gekennzeichnet.

Fiir eine klassische Beschreibung kann man die Vektorspinoperatoren einfach als normale
Vektoren auffassen. Beschrinkt man sich zunéchst aufserdem auf ein System bestehend aus
nur zwei miteinander antiferromagnetisch (J > 0) wechselwirkender Spins, kann man sich
leicht klarmachen, dass das energetische Minimum bei einer antiparallelen Ausrichtung

der Spins zueinander erreicht ist:

5;5; = |S|? cos(a) = min (cos(a)) = cos. (3.2)

a€l0,2m)
Eine solche Konfiguration ist allerdings bereits bei drei Spins auf einem Dreieck, und damit
auch auf aus Dreiecken konstruierten Gittern (wie dem Kagome-Gitter), nicht gleichzeitig

fiir alle Spinpaare zu erreichen:
5o 2 1A, .
g SiS; = |9 5 cosa;; #  min E COS (tjj OC COS T (3.3)
— — {as;}€[0,2m) “—=
<1,7> <%,7> <1,7>

Anders formuliert: Antiferromagneten ist es im Allgemeinen (d.h. auf beliebigen Gittern)
nicht moglich, eine Spinkonfigurationen einzunehmen, bei der jedes Spinpaar, isoliert

betrachtet, ein energetisches Minimum einnimmt. Man nennt dies auch ,Geometrische
Frustration® (sieche Abbildung [3.2)).
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3.1. Das isotrope Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

klassisch

Abbildung 3.2.: Beispiel fiir die geometrische Frustration eines HAFM auf einem Dreieck (links),
nebst einer Losung fiir das klassische Modell (rechts).

3.1.1. Grundzustand und Modellzustandswahl

Im sogenannten klassischen Grenzfall fiir s — oo fiihrt die geometrische Frustration
auf Grundzusténde, die sich durch einen Winkel von 120° zwischen benachbarten Spins
auszeichnen. Die Mdoglichkeiten diese Bedingung zu erfiillen sind jedoch unbegrenzt und
fiihren zu einer riesigen nicht-trivialen Entartung des Grundzustandes, die erst durch
thermische Fluktuationen aufgehoben werden kann [56-59]. Fiir das Quantenmodell (s <
o0) konnte mittels der Spinwellentheorie gezeigt werden, dass diese Entartung zunéchst
teilweise zugunsten der koplanaren Grundzustédnde (bei denen sédmtliche Spins innerhalb
derselben Ebene liegen) aufgehoben wird [33] und unter Beriicksichtigung von héheren

Ordnungen innerhalb der Methodik sogar eine konkrete Auswahl des sogenannten ,,v/3 x
V/3“-Zustands (siche Abb. [3.3a)) auftritt |60/ 62].

(B)

(@) V3xv3 (b) ¢=0

Abbildung 3.3.: Zwei klassische koplanare Grundzustdnde bzw. Spinkonfigurationen fiir den
Heisenberg-Antiferromagneten auf dem Kagome-Gitter.

Dies wird auch als ,Order from Disorder“-Effekt bezeichnet, durch den es aufgrund

von Quantenfluktuationen (Fluktuationen fiithren eigentlich zu Unordnung) gerade zur
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

Entstehung von Ordnung (Aufhebung der klassischen Grundzustandsentartung) kommt.
Im extremen Quantenfall (s = 1/2) ist die Situation allerdings komplizierter. Man weifs
zwar, dass hier keine magnetische Fernordnung vorliegt [35, 36|, die wahre Natur des
Grundzustandes ist allerdings bis heute nicht vollstédndig geklart. Mogliche Kandidaten fiir
den Grundzustand sind beispielsweise ,Valence Bond“-Zusténde |30, [31} |34} |39, 41|, sowie
Spinfliissigkeiten ohne |38} 40| und mit [37, 42-45] Energieliicke zum ersten angeregten
Zustand (man spricht hier auch von einem ,Spingap®). Dabei liefern gerade die letztge-
nannten (und auch aktuellsten) Veroffentlichungen sehr tiberzeugende Argumente fir die
Existenz einer Spinfliissigkeit mit Gap.

Die CCM bietet sich an, das Problem der Grundzustandsauswahl aus einer anderen Per-
spektive zu untersuchen. In der CCM entspricht die Wahl eines bestimmten Modellzustands
der Festlegung der ,nullten Ordnung” einer Grundzustandsentwicklung, sie ist in diesem
Punkt der SWT nicht ganz undhnlich und erméglicht daher einen expliziten Vergleich
der durch die Modellzustéinde vorgegebenen Grundzustandsordnungen[l| Aufgrund der
hervorgehobenen Stellung der koplanaren Grundzusténde, werden in diesem Abschnitt
auch zwei verschiedene koplanare Modellzusténde verwendet und miteinander verglichen.
Dabei handelt es sich um den ,,\/§ x v/3“-Zustand (bzw. um einen aus dem klassischen
Zustand korrespondenzmiifig abgeleiteten Quantenzustand mit identischer Symmetrie),
dessen magnetische Elementarzelle dreimal so groft wie seine geometrische Elementarzelle
ist und um den ,,¢ = 0“-Zustand (siche Abbildung , dessen magnetische Elementarzelle
mit seiner geometrischen Elementarzelle identisch ist. Der letztgenannte Zustand ist ein
weiterer klassischer Grundzustandskandidat der ebenfalls die 120°-Bedingung erfiillt aber
andere Gittersymmetrien als der ,,\/§ x v/3“-Zustand aufweist. Die Auswahl der genannten
Zusténde richtet sich dabei nach dem iiblichen Vorgehen in der Literatur, in der nur
diese beiden als mogliche Grundzustandskandidaten in Betracht kommen. In den oben
bereits zitierten Quellen verlief die Grundzustandsselektion allerdings immer zugunsten
des ,v/3 x v/3“-Zustandes, d.h. der ,,g = 0“-Zustand konnte sich nicht durchsetzen.

In beiden Fallen wird der Hamiltonoperator zunachst durch eine Transformation auf
lokale Koordinaten, in denen die Einteilchenspinzustinde des jeweiligen Modellzustands
auf jedem Gitterplatz im niedrigsten gz—Eigenzustand dargestellt werden kénnen (fiir

s = 1/2 entspricht dies dem so genannten ,down‘“-Zustand):

&z’ ! h /
S7 W= =5 Wi (3.4)

an die Modellzustdnde angepasst (siehe dazu Abschnitt [2.3.2)). Da die lokale Koordina-

In der CCM wird durch die Auswahl eines konkreten Modellzustands im Wesentlichen eine Vorfestlegung
der Symmetrien des angenommenen Grundzustandes vorgenommen, d.h. der Grundzustand wird
auf einen mit diesen Symmetrien vertridglichen Unterraum eingeschrankt. Da sich die gesuchten
Grundzustandsordnungen allesamt in ihren Symmetrien unterscheiden, ist es daher méglich, eine
Selektion {iber ihre Energien durchzufiihren.
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3.1. Das isotrope Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

tentransformation konsequent auf alle Gitterplatze und Operatoren angewendet wird und
die in der CCM auftretenden Operatoren eine eindeutige Gitterplatzzuordnung aufweisen,
kann im Folgenden wieder auf den Strich zur Kennzeichnung der lokalen Koordinaten
verzichtet werden. Schlussendlich fiihrt dies in beiden Féllen auf, auf den ersten Blick,

identische transformierte Hamiltonoperatoren:

=1 ¥ {355+ D (5i8r +505, 5080 - 575)
RUNCES (3.5)
+ é (S‘jﬁj - S;Sf> _3 (Sj S+ S}S“.*) }
Der Unterschied zwischen beiden Modellzustédnden liegt in der Art und Weise wie die
Gitterplédtze den drei Untergittern A, B und C zuzuordnen sind und damit auch welche
Art von lokaler Koordinatentransformation ausgefiihrt wird (siehe dazu Abbildung [3.3)).
Es ist deshalb nicht mehr mdoglich, unter Beibehaltung der Form der summierten Terme,
eine Vertauschung von ¢ und j vorzunehmen, da diese Gitterplitze in jedem Fall zu
verschiedenen Untergittern gehoren. Jeder Modellzustand erfordert also eine eindeutige
,Direktionalitat” bei der Summation iiber die Paare benachbarter Gitterplatze, welche
durch den Pfeil unter dem Summationszeichen angedeutet wird. Die obige Form des
transformierten Hamiltonoperators erfordert eine zyklische Summation iiber die

Untergitter:
> =) ¢ (i,j))EAxBUBxCUC XA (3.6)
<imj>  <ig>

Fiir weitere Details zur Bindungsdirektionalitit sei auferdem auf andere Arbeiten wie z.B.

[63] verwiesen.

Quantenfluktuationen

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass der ,,v/3 x v/3- und der ,,¢ = 0“-Zustand im
klassischen Modell energetisch identisch sind, im Quantenfall (d.h. fiir 1/2 < s < 00)
findet allerdings eine Aufhebung dieser Entartung aufgrund des Auftretens von Quanten-
korrekturen statt (im Rahmen der nichtlinearen SWT, siehe oben). Wie bereits erwdhnt,
spricht man hierbei auch oft verallgemeinernd von Quantenfluktuationen und meint die
Tatsache, dass die sich korrespondenzméfig aus den klassischen Zustdnden ergebenden
Quantenzustande keine Eigenzustdnde des Hamiltonoperators sind. Am koordinatentrans-
formierten Hamiltonoperator kann man sehr deutlich erkennen, welche Anteile fiir

die Quantenfluktuationen verantwortlich sind, versieht man all diese Terme mit einem
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

Vorfaktor A ergibt sich der folgende Operator:

=7 {—%Sfﬁj + §A (528 + 875, — 815 - 5787)

<i—j> (3'7)

v (878 + 8787) - I (3187 + 58 |

Setzt man A = 0 verbleibt im Wesentlichen eine Summe von ngj—Termen, deren Grundzu-
stand, da es sich ja um lokale Koordinaten handelt, gerade der gewéahlte Modellzustand ist.
Dies gilt fiir alle moglichen Modellzusténde, die mit der oben erwéhnten 120°-Bedingung
vertraglich sind. Mit anderen Worten: bei A = 0 sehen alle koordinatentransformierten
Hamiltonoperatoren gleich aus, sie haben die gleiche Grundzustandsenergie und ihre Grund-
zusténde entsprechen den gewdhlten Modellzusténden (die lokalen Koordinatensysteme
unterscheiden sich natiirlich weiterhin). Fiir A = 1 liegt wieder das volle Heisenberg-Modell
und damit auch der volle Einfluss der Quantenfluktuationen vor. Im weiteren Verlauf dieses
Kapitels wird zur Untersuchung dieses Ubergangs, mit dem modifizierten Hamiltonoperator
gearbeitet und im Rahmen der CCM fiir verschiedene Werte von \ ausgewertet. Die
Einfiihrung eines solchen A-Faktors ist angelehnt an andere Arbeiten, die im Kontext
anderer Methoden, aber auch mit der CCM fiir den HAFM auf dem Dreiecksgitter, ein

solches Vorgehen bereits demonstrierten |64} 65].

3.1.2. Berechnete Ndherungsstufen und Extrapolationen

Zur Untersuchung dieses Modells wurden die Grundzustandsenergie und der magnetische
Ordnungsparameter fiir die Spinquantenzahlen s = 1/2,1,---,7/2 berechnet. Im Fall
s = 1/2 konnten Resultate bis zur Naherungsstufe LSUB10 (SUB10-10) und fiir alle anderen
Spinquantenzahlen bis zur Naherungsstufe SUB8-8 bestimmt werden. Zur Verbesserung der
Resultate wurden diese ,,Rohdaten” mit den im Rahmen der CCM erprobten Methoden in
den exakten Grenzfall SUBoo-co extrapoliert, wobei sémtliche Naherungsstufen beginnend
bei SUB4-4 bis zur hochsten berechneten Niaherungsstufe einbezogen wurden. Bevor die
eigentlichen Resultate dieser Untersuchungen im néchsten Abschnitt ndher betrachtet
werden, werden nun zunéachst die fiir die verschiedenen Systemobservablen verwendeten

Extrapolationsschemata eingefiihrt und auf ihre Eignung gepriift.

Grundzustandsenergie

Fiir die Grundzustandsenergie wurde die folgende Abhéngigkeit von der Approximations-
stufe angenommen (fiir Details siche Abschnitt [2.3.6]):

En(m) = (m):og,4:a+b(%>2+c(l>4; 0= Ex(m—o0).  (3.8)

E
N m
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3.1. Das isotrope Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

Zur Veranschaulichung der Eignung der gewéahlten Extrapolationsvorschrift, sind die
ermittelten Fitfunktionen und deren zugrunde liegenden Rohdaten in Abbildung [3.4] am
Beispiel des ,,¢ = 0“-Modellzustands fiir die Spinquantenzahlen s = 1/2 und s = 1 fiir
verschiedene Werte des Parameters \ dargestellt. Der Vollstandigkeit halber sind die
analogen Darstellungen fiir den ebenfalls untersuchten Bereich héherer Spinquantenzahlen,
einschlieRlich der Resultate fiir den ,,v/3 x v/3“-Modellzustand, als Anhang dieser Arbeit
angefiigt (siehe Abschnitt bzw. die darin aufgefithrten Abbildungen und .
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Abbildung 3.4.: Darstellung der Grundzustandsfitfunktion En(m) und der zugehérigen SUBm-
m Rohdaten fiir den ¢ = 0-Modellzustand des KHAFM (A = 1) fiir s = 1/2 (links) und s = 1
(rechts).

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Fitfunktion (3.8)) den Verlauf der approximierten
Grundzustandsenergien sehr gut beschreibt, insbesondere auch gut genug, um die sich dar-
aus ergebende Verbesserung der Naherung fiir die exakte Grundzustandsenergie (Grenzfall:

m — o0o) rechtfertigen zu konnen.

Magnetischer Ordnungsparameter

Aufgrund der in der Einleitung beschriebenen Situation, dass der KHAFM fiir Spinquan-
tenzahlen s > 1 eine magnetische Fernordnung aufweist, fiir kleinere Spinquantenzahlen
allerdings, dem allgemeinen Konsens nach, ungeordnet ist, werden fiir dieses Modell bei-

de Standardextrapolationen mit festem Exponenten (O1 s und O;) berechnet (siche

Abschnitt [2.3.6)):

13
2°2

[SI3Y

M, (m) = Orjasje = a+ b (l)% e (i) , (3.9)

My(m) = Ors = a+ b (%) be (%)2 (3.10)

Eine grafische Darstellung zur Verdeutlichung der prinzipiellen Eignung der Fitfunktionen
erfolgt in Abbildung wieder am Beispiel des ,,q = 0“-Modellzustands fiir die Spin-
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

quantenzahlen s = 1/2 und s = 1. Die Darstellung der iibrigen Datensétze ist wieder im
Anhang zu finden (siche Abb.: [A.5] |A.6] |A.7, [A.8).
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Abbildung 3.5.: Darstellung der Fitfunktion fiir die magnetischen Ordnungsparameter M;(m)
(oben) und My(m) (unten) einschlieklich der verwendeten SUBm-m Rohdaten, fiir den ,,g = 0%-
Modellzustand des KHAFM (A = 1) fiir s = 1/2 (links) sowie s = 1 (rechts).

Es ist grundsétzlich erkennbar, dass beide Ansétze fiir die Abhéngigkeit des magneti-
schen Ordnungsparameters von der SUBm-m-Approximationsstufe M;(m) und My(m),
die numerisch ermittelten Rohdaten sehr gut beschreiben. Es gibt allerdings dennoch
Argumente, die das M;-Schema recht eindeutig (auch fiir hohere Spinquantenzahlen)
als die bessere Wahl erkennen lassen, diese konnen aber erst im néchsten Abschnitt im
Zusammenhang mit den konkreten Resultaten néher erlautert werden.

Es ist weiterhin erkennbar, dass die Qualitdt beider Ansdtze mit zunehmender Spinquan-
tenzahl abnimmt (siehe Abb.: [A.5} [A.6} [A.7] [A.8). Dies ist vermutlich auf die Tatsache

zuriickzufithren, dass das SUBm-m-Approximationsschema (im Gegensatz zum LSUBm-

Schema) mit bei htheren Spinquantenzahlen immer weniger als eine Hierarchie von beriick-
sichtigten Clustergrofien aufgefasst werden kann, da fiir eine vollstdndige Beschreibung
aller Cluster einer bestimmten Grofte immer weniger Spinflips zur Verfiigung stehen und

diese daher erst in hoheren Néaherungsstufen erfolgen kannﬂ Die grafische Darstellung der

2Ein Objekt mit Spinquantenzahl s kann 2s + 1 (ms = —s,—s+1,--- ,5 — 1, s) Zustéinde einnehmen,
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3.1. Das isotrope Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

Rohdaten macht aber deutlich (siehe Abbildungen im Anhang), dass diese unvollstéandige
Einbeziehung von Clustern nur zu einer Art Schwankung um den ,idealen“ Verlauf fiihrt
und daher durchaus mit einer Regression bzw. einem Fit vertrdglich sind (analog zu
Messfehlern die sehr gut bei entsprechender Anzahl von Datenpunkten kompensiert werden

kénnen).

3.1.3. Resultate
Der Fall s =1/2

Besonders interessant ist der Fall s = 1/2, von dem man, wie bereits in der Einleitung
beschrieben, heute recht sicher weifs, dass er keine magnetische Fernordnung besitzt bzw.
diese von den Quantenfluktuationen unterdriickt wird. In diesem Zusammenhang ist das
Modell bereits recht gut untersucht und es stellt sich daher zundchst die Frage, ob die
CCM in der Lage ist, diese Resultate zu bestétigen. Eine Ubersicht der berechneten Daten
der Grundzustandsenergie und des magnetischen Ordnungsparameters ist in der Tabelle
[3.1] zu finden.

Die Untersuchung des magnetischen Ordnungsparameters zeigt deutlich, dass dieser mit
steigender LSUBm-N&herungsstufe sehr schnell abnimmt und in (fast) allen Extrapola-
tionen fiir das volle Heisenberg-Modell (A = 1) verschwindet. Die implizierte Ausnahme
betrifft die M,-Extrapolation im Fall des ,,v/3 x v/3“-Modellzustands deren Wert bei
0.0019 liegt. Dies ist allerdings unproblematisch, da der Wert relativ klein ist und in
Abschnitt bereits diskutiert wurde, dass die Msy-Extrapolation den magnetischen
Ordnungsparameter in der Regel deutlich iiberschitzt und aufserdem im Fall eines tatséch-
lich verschwindenden Ordnungsparameters durch die (erfahrungsgeméf) besser geeignete
M;-Extrapolation ersetzt werden sollte. Eine Darstellung des Ordnungsparameters iiber
den Parameter \ (siehe Abbildung zeigt, dass eine signifikante Verminderung des
Ordnungsparameters bei beiden Modellzusténden erst ab A\ &~ 0.6 beginnt und die mit dem
Anstieg dieses Parameters assoziierte Zunahme von Quantenfluktuationen in beiden Fallen
zu einem Verschwinden der Fernordnung bereits oberhalb von A\ = 0.9 fithrt. Wesentliche
qualitative Unterschiede zwischen den beiden Modellzustandsansétzen lassen sich allerdings
nicht erkennen.

Der Vergleich der Grundzustandsenergien zeigt allerdings eine sowohl mit dem Para-
meter A, als auch mit der Ndherungsstufe zunehmende Energiedifferenz zwischen beiden
Modellzustandsansétzen, die auch in den Extrapolationen nicht verschwindet (siche Ab-
bildung . Letzteres kann durchaus als Hinweis auf eine energetische Selektion des

ausgehend von einem festen Anfangszustand (beispielsweise m; = —s), bendtigt man 2s Spinflips um
den ganzen Zustandsraum abzudecken. Im SUBm-m-Approximationsschema stehen allerdings fiir die
zusammenhéngenden Cluster der Linge m (also die groftmoglichen Cluster) auch nur m Spinflips zur
Verfligung. Es kann also pro Gitterplatz nur einen einzigen Spinflip geben. Eine Einbeziehung weiterer
Spinflips kann daher erst in hoheren Stufen oder fiir Cluster geringerer Lénge erfolgen.
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Tabelle 3.1.: Zusammenfassung der Grundzustandsresultate fiir s = 1/2 im isotropen Fall (A =
1). Bei den aufgefiihrten extrapolierten Werten, handelt es sich um den normalen Ansatz (i3.8))
fiir die Energie und um den Ansatz M, 1} fiir den magnetischen Ordnungsparameter.

V3 x V3 €o M
LSUB4 -0.408728  0.320702
LSUB5 -0.414235  0.291917
LSUB6 -0.418052  0.272109
LSUBT -0.420677  0.248989
LSUBS -0.423554  0.219994
LSUB9 -0.424962  0.204661
LSUB10 -0.426485  0.187634
Extrapoliert (4-10) -0.4318 <0
Extrapoliert (6-10) -0.4336 <0
q= 0 €0 M
LSUB4 -0.408066  0.322860
LSUB5 -0.414418  0.286462
LSUB6 -0.420078  0.248078
LSUB7 -0.423126  0.225356
LSUBS -0.426054  0.202074
LSUB9 -0.427952  0.186435
LSUB10 -0.429413  0.172742
Extrapoliert (4-10) 10.4357 <0
Extrapoliert (6-10) -0.4372 <0
weitere Resultate

SE: Singh und Huse (2007) [31] -0.432 —
MERA: Evenbly und Vidal (2010) [66] -0.4322 —

ED: Léuchli et al. (2011) [43], N =42 (Var. a) -0.437999 —
ED: Léuchli et al. (2011) [43], N =42 (Var. b) -0.438143 —
DMRG: Yan et al. (2011) [42] -0.4379 —
DMRG: Depenbrock ef al. (2012) [44] 0.4386(5)

,q = 0“-Ansatzes verstanden werden; aufgrund des in beiden Féllen verschwindenden
Ordnungsparameters, ist allerdings eine entsprechend ferngeordnete Phase ausgeschlossen.
Der direkte Vergleich mit den Resultaten anderer Methoden, macht aufterdem deutlich,
dass die extrapolierte CCM-Grundzustandsenergie des selektierten ,,g = 0“-Zustandes,
deutlich niher an den Literaturdaten liegt (siche Tab. [3.1). Hervorzuheben sind dabet,
neben den Resultaten einer Reihenentwicklung (SE) um einen Dimer bzw. ,Valence Bond*-
Grundzustand [31], dem ,,Multiscale Entanglement Renormalization Ansatz (MERA)
der mit ey = —0.4322 eine obere Grenze fiir die echte Grundzustandsenergie liefert [66]
und den Daten einer exzakten Diagonalisierung (ED) des Modells fiir zwei verschiedene
Elementarzellen mit jeweils 42 berticksichtigten Gitterplatzen [43], insbesondere die mittels
der ,, Density Matriz Renormalization Group“-Technik (DMRG) bestimmten Resultate [42,
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Abbildung 3.6.: Darstellung des magnetischen Ordnungsparameters fiir beide Modellzusténde
iiber den Parameter A. Die oberen Abbildungen zeigen die LSUBn-Resultate sowie die daraus
ermittelten Extrapolationen fiir den Fall s = 1/2, die unteren Abbildungen zeigen Extrapola-
tionen (SUB4-4 bis SUBS8-8) fiir alle untersuchten Werte von s. Verwendet wurde immer die

1 3
Extrapolationsvorschrift: My(m) =a+b(1)? +¢(%)2.

44|, die als die genauesten heutzutage zur Verfiigung stehenden Naherungen fiir die exakte
Grundzustandsenergie gelten. Hier zeigt sich aukerdem, dass die Extrapolation bei der nur
die Approximationen ab LSUB6 einbezogen wurden, deutlich bessere Resultate liefert; die
Ursache dafiir ist, dass bei der Ermittlung der Parameter der Fitfunktion kein Unterschied
zwischen den niedrigeren aber ungenaueren und den hoheren aber deutlich genaueren
Approximationsstufen gemacht wird. Man kann also auch hier wieder festhalten, dass es
ausreicht einen oder zwei zuséatzliche Approximationsstufen mehr bei der Extrapolation zu

berticksichtigen, als die Fitfunktion Freiheitsgrade besitzt.

Hohere Spinquantenzahlen: s > 1

Eine Ubersicht der ermittelten Resultate fiir die hoheren Spinquantenzahlen ist in Tabelle
zu finden. Fiir den Bereich s > 1 lésst sich klar festhalten, dass beide Extrapolationen
des magnetischen Ordnungsparameters endlich sind und mit hoherem s weiter zunehmen.

Dies ist ein deutlicher Hinweis auf eine langreichweitige magnetische Ordnung im isotropen
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Abbildung 3.7.: Extrapolierte Grundzustandsenergiedifferenzen AE = E 5, 5 — Ey—o darge-
stellt iber den Parameter A, im Fall s = 1/2 (links) inklusive der berechneten Approximationen,
sowie in einem Vergleich aller Spinquantenzahlen (rechts). Verwendet wurde die Extrapolations-

vorschrift Ex(m) = a+b (%)2 +c (%)4, wenn nicht anders angegeben immer unter Einbeziehung
der Naherungsstufen SUB4-4 bis SUBS8-8.

KHAFM (A = 1), ein Resultat das durch die hier beschriebenen Untersuchungen erstmalig
festgestellt und veroffentlicht [67] und spéater auch durch Arbeiten anderer Autoren |68,
69] bestétigt werden konnte.

Fiir s = 1 ist die Situation nicht eindeutig, da die Extrapolationen, fiir beide Modellzu-
stdnde gleichermafsen, unterschiedliche Schliisse beziiglich des Auftretens von Fernordnung
fiir A\ = 1 zulassen. Neuere Untersuchungen deuten allerdings stark auf einen ungeordneten
Grundzustand bei dem KHAFM fiir s = 1 hin [46-50] und liefern damit ein indirektes
Kriterium zur Auswahl bzw. Bevorzugung der M;-Extrapolationsvorschrift fiir das gesamte
Modell, also einschliefslich der hoheren Spinquantenzahlen, da diese im Gegensatz zur Ms-
Extrapolationsvorschrift eine qualitativ korrekte Beschreibung sdmtlicher magnetischer
Eigenschaften liefert (d.h. sowohl den ungeordneten Grundzustand fiir s < 1 als auch die
Fernordnung fiir s > 1). Eine Darstellung dieser Extrapolationen fiir simtliche Werte von s
erfolgt in Abbildung[3.6] Eine ndhere Untersuchung der Art der magnetischen Fernordnung
(fiir s > 1), kann nun durch einen Vergleich der Grundzustandsenergien erfolgen. Die
grundsitzliche Uberlegung ist die, dass sich in dem Parameterbereich in dem sowohl der
auf dem ,,¢ = 0°- als auch der auf dem ,,v/3 x v/3“-Modellzustand basierende Grundzustand
eine endliche Magnetisierung besitzen, die Fernordnung des Zustands durchsetzt, der die
niedrigere Energie aufweist.

Die Betrachtung der Energiedifferenzen (sieche Abbildung zeigt, dass sich fiir s > 1
der ,v/3 x v/3“-Zustand durchsetzt, was als deutlicher Hinweis auf eine ,,v/3 x v/3“-
Fernordnung im Bereich s > 1 interpretierbar ist, wie sie auch durch die aktuelle Literatur
beschrieben wird [68], 69]. Fiir s = 1 ist die Situation vollig analog zum Fall s = 1/2, d.h.
aufgrund des verschwindenden Ordnungsparameters ist eine anschauliche Interpretation der
energetischen Selektion des auf dem ,,\/g x v/3“-Modellzustand basierenden Grundzustandes
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3.1. Das isotrope Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

Tabelle 3.2.: Zusammenfassung der Grundzustandsresultate fiir beide Modellzustéande fiir s > 1
im isotropen Fall (A = 1). Fiir den magnetischen Ordnungsparameter wurden beide verwendeten
Extrapolationsansitze aufgefithrt (M; links und Ms rechts).

V3 x /3 q=0
s=1 eo/ s> M/s eo/ s> M/s
SUBS8-8 -1.383644 0.580079 -1.379680 0.607293
Extrapoliert (4-8)  -1.4031 <0 /0.1593 -1.3965 <0 /0.2978
s=3/2 eo/s* M/s eo/s? M/s
SUBS-8 -1.257354 0.690230 -1.254588 0.709167
Extrapoliert (4-8)  -1.2680  0.0744 / 0.4174  -1.2643  0.2438 / 0.4927
s=2 eo/ s> M/s eo/ s> M/s
SUBS8-8 -1.195442 0.735642 -1.193144 0.754580
Extrapoliert (4-8)  -1.2026  0.2029 / 0.4998  -1.2000  0.3645 / 0.5700
s=>5/2 eo/s* M/s eo/s? M/s
SUBS8-8 -1.157697 0.766290 -1.155703 0.785822
Extrapoliert (4-8)  -1.1627  0.2942 / 0.5573  -1.1607  0.4586 / 0.6274
s=3 eo/s? M/s eo/s? M/s
SUBS8-8 -1.132263 0.788722 -1.130497 0.808862
Extrapoliert (4-8)  -1.1360  0.3583 / 0.5986  -1.1344  0.5256 / 0.6689
s=17/2 eo/s? M/s o/ s> M/s
SUBS8-8 -1.113941 0.806107 -1.112356 0.826827
Extrapoliert (4-8)  -1.1168  0.4062 / 0.6302 -1.1155  0.5759 / 0.7006
s — 00 eo/s? M/s eo/s? M/s
Exakt -1 1 -1 1

und insbesondere die damit einhergehende ,,Ablosung® des ,,g = 0“-Zustands nicht ohne
weitere Informationen moglich.

Es ist auflerdem ersichtlich, dass die Energiedifferenz mit steigender Spinquantenzahl
abnimmt und im Limes s — oo verschwindet, was im ferngeordneten Regime (s > 1) gerade
dem Ubergang in den, beziiglich seiner planaren Fernordnungen vollstindig entarteten,

klassischen Grundzustand entspricht.

3.1.4. Zusammenfassung

Mit der CCM wurde eine Modifikation des Heisenberg-Modells untersucht , die es
ermoglicht, {iber einen zusétzlichen Parameter, der als ein Mafs fiir die Stéarke der Quan-
tenfluktuationen interpretierbar ist, den Ubergang aus einem von quantenmechanischen
Effekten freien Grenzfall in das vollstandige Modell des KHAFM zu steuern. Im Zuge der
Untersuchungen wurde ein magnetischer Ordnungsparameter sowie die Grundzustands-
energie fiir zwei, sich aus den favorisierten planaren Grundzustandsordnungen: ,,¢ = 0 und
/3 X /3¢ (siehe Abbildung abgeleiteten, Varianten des Grundzustandes berechnet.

Dabei konnten wesentliche bereits bekannte Resultate wie das Fehlen von magnetischer
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

Fernordnung fiir s < 1 bestétigt werden. Besonders hervorzuheben ist die Tatsache, dass die
hier vorgestellten Resultate, zum Zeitpunkt ihrer Verdffentlichung im Jahr 2011, erstmals
das Auftreten eines magnetisch ferngeordneten Grundzustandes fiir s > 1 vorhersagten,
eine Aussage die spéter auch durch andere Arbeiten bestétigt wurde |68, 69]. Eine klare
Bestimmung der Art des Grundzustandes im Bereich fehlender Fernordnung ist mit den
Mitteln der CCM nicht moglich gewesen. Eine Besonderheit trat allerdings bei der Unter-
suchung des Modells im Fall s = 1/2 auf, bei dem die Betrachtung der Energiedifferenzen
auf eine von den héheren Spinquantenzahlen abweichende Selektion des Grundzustandes
(zugunsten des ,,g = 0“-Ansatzes) hinweist. Eine solche Moglichkeit wurde ebenfalls in
der Fachliteratur bis zu diesem Zeitpunkt nicht angenommen und konnte als ein Hinweis
fiir das Auftreten von kurzreichweitiger ,,q = 0“-Ordnung angesehen werden, ist aber
grundsatzlich auch mit der allgemein angenommenen Existenz einer Spinfliissigkeit mit
Anregungsliicke vereinbar.

An dieser Stelle soll aukerdem noch einmal darauf hingewiesen werden, dass die Resultate
dieses Abschnittes bereits in der Fachliteratur veréffentlicht wurden, siehe [67]. Dort findet
man auch weiterfithrende Aussagen zur s-Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie und des

magnetischen Ordnungsparameters.

3.2. Das XXZ-Modell auf dem Kagome-Gitter mit
beliebigem Spin

Die im vorherigen Kapitel dargestellten Resultate fiir den zweidimensionalen KHAFM boten
einen Einblick in die Vielzahl der moglichen Grundzusténde und die Komplexitét der diesen
zugrunde liegenden Auswahlmechanismen wie dem durch thermische Fluktuationen und
Quantenfluktuationen bedingten ,Order from/by Disorder“-Effekt (OBD). Obwohl es durch
eine ganze Reihe auf der Basis verschiedener Methoden durchgefiihrter Untersuchungen
in den letzten Jahren zu einem grofsen Zuwachs an neuen Erkenntnissen kam, ist ein
wirkliches Verstédndnis bis heute nicht erreicht. Diese Situation riickte schlieflich andere
Varianten des Heisenberg-Modells in den Vordergrund, wie das sogenannte XXZ-Modell
auf dem Kagomegitter, das durch die Einfiihrung einer Anisotropie in der Form eines

zusitzlichen Vorfaktors A vor den z-Komponenten des Spins ausgezeichnet ist:
H=7% (Sr85+818+085:8), 0<a<L (3.11)
<ij>

Die Anisotropie hat fiir 0 < A < 1 zunéchst einmal den Effekt, dass sie die klassische
Grundzustandsentartung des isotropen Modells (A = 1) zugunsten der vollstdndig in-
nerhalb xy-Ebene liegenden Zustdnde aufhebt. Dariiber hinaus findet allerdings keine

weitere Einschrankung statt, d.h. wie beim isotropen Modell ist jeder Zustand giiltig,
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3.2. Das XXZ-Modell auf dem Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

bei dem die Winkeldifferenzen zwischen allen benachbarten Spins 120° betragen. Durch
diesen zusétzlichen Parameter im XXZ-Modell wird der bereits fiir den isotropen KHAFM
beschriebene ,Order from /by Disorder“-Mechanismus (siehe Abschnitt also nicht
im eigentlichen Sinne gestort, er bietet stattdessen vielmehr die Mdoglichkeit diesen Effekt
niher zu untersuchen Pl

Motiviert durch eine Reihe von aktuellen Veréffentlichungen zu diesem Modell |45, [70],
insbesondere durch die Arbeit von Chernyshev und Zhitomirsky (CZ) [70], die sich mit der
Grundzustandsselektion zwischen den bereits eingefiihrten Zustanden mit ,,¢ = 0~ und
»V/3 % v/3“-Ordnung befasst, wurden eigene Untersuchungen mittels der CCM durchgefiihrt,
deren Resultate den wesentlichen Inhalt dieses Kapitels ausmachen und ebenfalls bereits

ver6ffentlicht wurden [71].

3.2.1. Der klassische Grundzustand und die Auswahl des
Modellzustands

Im klassischen Fall lasst sich das XXZ-Modell noch analytisch untersuchen. Beschrankt
man sich dabei auf die mindestens benotigte Anzahl von drei Untergittern (A, B und C),

so ergibt sich zunéchst der folgende Ausdruck fiir die Grundzustandsenergie (siche dazu

Abbildung [3.8):

E 2
NO =3 [§A§B cos(01) + §pSc cos(2m — 01 — 0a) + 554 cos(dz)

+ As® (cosya cosyp + COSYp COS e + €Os Y4 COs )],

(3.12)

hier steht s, fiir den Betrag der Projektion des Spinvektors des n-ten Untergitters auf die
xy-Ebene:
S, = ssiny,, n€{A, B,C}.

Es gilt aufserdem:
YA, YB; Yo € [O,W] sowie 01, 09,01 + 09 € [O, 27?).

Man kann nun zeigen, dass die Anisotropie die Grundzustédnde nicht nur fiir A = 0
sondern im gesamten untersuchten Parameterbereich: 0 < A < 1 auf die xy-Ebene (man
spricht auch von der sogenannten ,, Fasy Plane“) einschrankt (y4 = v = 7¢ = §), wobei
der Winkel zwischen den Spins 120° betréigt (6 = d; = ). Dies schlieft insbesondere
die Zusténde mit ,,¢ = 0= und ,,v/3 x v/3“-Ordnung mit ein, die im isotropen Modell als

3Durch thermische Fluktuationen und Quantenfluktuationen (hier speziell harmonische Fluktuationen
im Rahmen der linearen Spinwellentheorie) beim Ubergang zum Quantenmodell, werden aus der
hochgradig entarteten Grundzustandsmannigfaltigkeit des klassischen isotropen KHAFM zunéchst die
koplanaren Zusténde selektiert und aus diesen dann schlussendlich die Zustdnde mit langreichweitiger

,,\/g X \/3“—Ordnung, siche Diskussion in Abschnitt
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

Abbildung 3.8.: Die klassische Raumorientierung der Spins dreier Untergitter ist bestimmt durch
ihre Winkel zur z-Achse: v4,vp und ~¢, sowie die Winkeldifferenzen ihrer Projektionen auf die
zy-Ebene: §; und §5. Bis auf Rotationen aller Spins um die z-Achse ist ihre Lage damit eindeutig
beschrieben.

wahrscheinlichste Kandidaten und direkte Konkurrenten fiir bzw. um die dominierende
magnetische Fernordnung gelten. Im Rahmen der in diesem Kapitel vorgestellten Untersu-
chungen soll nun die Frage geklart werden, ob die fiir s > 1 gefundene Bevorzugung einer
V3% 1/3“-Ordnung im isotropen Modell, durch die eingefiihrte Anisotropie zugunsten einer
»,q = 0“-Ordnung veréndert werden kann und ob die Abschwichung der Quantenfluktuatio-
nen bei geringer werdendem A auch zu einer Entstehung von magnetischer Fernordnung im
Bereich s < 1 fithren kann. Wie schon in den vorherigen Kapiteln werden dafiir wieder zwei
CCM-Ansitze fiir den Grundzustand konstruiert, naheliegenderweise sowohl auf der Basis
eines ,,¢ = 0“-Modellzustands als auch eines ,,v/3 x v/3“-Modellzustands (Abb. . Die

damit berechneten Resultate werden im folgenden Abschnitt vorgestellt und ausgewertet.

3.2.2. Resultate

Mit dem Ziel der Bestimmung eines s-A-Phasendiagramms wurden auf der Basis der
beiden vorgestellten Modellzustédnde verschiedene CCM-Approximationen fiir die Grundzu-
standsenergie eg = Ey/N und den magnetischen Ordnungsparameter M berechnet. Fiir die
Spinquantenzahl s = 1/2 konnten dabei Ndherungen bis zur Stufe LSUB10 (bzw. SUB10-
10) und fiir alle héheren Werte (s = 1,---,5) bis zur Stufe SUB8-8 berechnet werden.
In jedem Fall wurde dabei der gesamte Parameterbereich 0 < A < 1 der Anisotropie
durchlaufen. Aus diesen Rohdaten wurden im néchsten Schritt Extrapolationen fiir den
exakten Grenzfall (lim,, o, SUBm-m) unter Einbeziechung der Stufen m = 4,5, --- 10 fir

den Fall s = 1/2, sowie m =4,5,--- 8 fiir s > 1 berechnet. Fiir die Grundzustandsenergie
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wurde dabei wieder der iibliche Ansatz ey(m) = Oa4:

edm):a+b(%>2+c<%>4 (3.13)

verwendet. Fiir den Ordnungsparameter wurde der Ansatz M(m) = O1/23/2:

Aﬂm):a+b(l)é+c<l), (3.14)

m m

njw

gewahlt, der sich bereits beim isotropen KHAFM (dort als Ansatz M; bezeichnet) als
die geeignetste Wahl erwiesen hatte und deshalb auch schon aus Griinden der Konsistenz
mit diesem Modell (es ist im Grenzfall A = 1 im XXZ-Modell enthalten) eine sinnvolle
Wabhl darstellt. Zusétzlich wurden aber dennoch wieder Vergleichsdaten auf der Basis des

alternativen Ansatzes M(m) = Oy a:

o = (1) e (L)

berechnet. Es zeigte sich aber auch hier, dass das Oy /2 3/2 Schema deutlich bessere Resultate
liefert (siche dazu auch die Abbildungen im Anhang . Da sich dabei aber eine
prinzipiell dhnliche Situation wie beim isotropen Modell darstellte (siehe Abschnitt [3.1.2),
wird an dieser Stelle allerdings auf eine erneute ausfiihrliche Diskussion verzichtet.

Eine einfache Darstellung der Resultate bzw. der Extrapolationen fiir die Grundzu-
standsenergie und den magnetischen Ordnungsparameter iiber den Parameter A (siehe
Abbildungen und ) zeigt, dass sich der ,,¢ = 0 und der ,,v/3 x v/3“-Fall grund-
sitzlich dhnlich sind. So zeigt die Energie fiir s = 1/2 in beiden Fillen eine nahezu
lineare Abhéngigkeit von der Stérke der Anisotropie, die fiir hohere s, insbesondere in der
Néhe von A = 1, aber wieder davon abweicht. Deutlich stérker ist die A-Abhéngigkeit
beim magnetischen Ordnungsparameter M/s. Ab s = 3/2 weist die M (A)-Kurve einen
anfinglich (beginnend bei A = 0) noch moderaten Anstieg auf, erfahrt dann aber in
der Ndhe von A = 1 einen relativ drastischen Einbruch, der sich mit steigendem s noch
stiarker auspragt. Es ldsst sich aufserdem festhalten, dass eine Verstéarkung der Anisotropie
(A — 0) die magnetische Ordnung grundsétzlich stabilisiert. Besonders interessant ist in
diesem Zusammenhang der Fall s = 1, fiir den im isotropen Modell keine Fernordnung
nachgewiesen werden konnte (sieche Abschnitt . Hier zeigt sich, dass diese potenziell
ungeordnete Phase in beiden Féllen tatsdchlich nur innerhalb einer Region A* < A <1
Bestand hat. Fir den ,,\/3 x v/3“-Zustand liegt die Grenze bei A* = 0.818 und fiir den
»,q = 0“-Zustand bei A* = 0.945, unterhalb derer die CCM einen langreichweitig geordneten
Grundzustand vorhersagt. Nicht abgebildet wurde der Fall s = 1/2, der im gesamten

Bereich 0 < A <1 keine magnetische Fernordnung aufweist.
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

A A

Abbildung 3.9.: Extrapolation der Grundzustandsenergie fiir das XXZ-Modell auf dem Kago-
megitter, basierend auf dem ,,¢ = 0“-Modellzustand (links) und dem ,,v/3 x v/3“-Modellzustand
(rechts) fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl.
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Abbildung 3.10.: Extrapolation des magnetischen Ordnungsparameters fiir das XXZ-Modell auf
dem Kagomegitter, basierend auf dem ,,g = 0“-Modellzustand (links) und dem ,v/3 x v/3“-
Modellzustand (rechts) fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl.

In Ergénzung zu den Daten des isotropen Falls (A = 1) in Abschnitt (3.1 (in den Tabellen
und [3.2)), sind die extrapolierten Resultate fiir das XY-Modell (A = 0) in der Tabelle
3.3] aufgefiihrt.

Bestimmung der Phasengrenzen

Wie schon beim isotropen Modell, werden im Folgenden nun die Grundzustandsenergiediffe-
renzen ermittelt, auf deren Basis dann eine Aussage dariiber getroffen werden kann, welche
der beiden Fernordnungen im Grundzustand vorliegt. Die Grundzustandsenergien wurden
mit einer numerischen Genauigkeit von mindestens zehn Nachkommastellen berechnet und
da die Darstellung ihrer Differenzen in der Abbildung [3.11] deutlich macht, dass deren
Grofenordnung im kritischen Bereich (d.h. vor und nach den Nulldurchgéngen: A < 0.8)

mindestens bei 10~ liegt, sind diese Resultate also durchaus relevant.
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3.2. Das XXZ-Modell auf dem Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

Tabelle 3.3.: Extrapolationen der Grundzustandsenergie und des magnetischen Ordnungspara-
meters im XY-Grenzfall (A = 0) fiir den ,,v/3 x /3 und den ,,¢ = 0“-Zustand.

V3 x V3 q=0

o/ s> M/s o/ s* M/s
s=1/2 -1.1896 <0 -1.1968 <0
s=1 -1.0578  0.8602 -1.0583  0.8589
s=23/2 -1.0347  0.9402 -1.0349  0.9368
5=2 -1.0252  0.9570 -1.0253  0.9556
s=5/2 -1.0198  0.9664 -1.0199  0.9656
s=3 -1.0163  0.9723 -1.0164 0.9719
s=17/2 -1.0139  0.9765 -1.0139  0.9762
s=4 -1.0121  0.9796 -1.0121  0.9793
s=19/2 -1.0107  0.9819 -1.0107  0.9817
5=95 -1.0096  0.9838 -1.0096  0.9836

Eine konkrete Analyse der Energiedifferenzen ldsst sich wie folgt zusammenfassen.
Innerhalb der Region 0 < A < 1 gibt es kritische, von der Spinquantenzahl abhéangige
Werte A.(s), bei denen sich die Vorzeichen der Energiedifferenzen de = el=" — 65/3 xv3
umkehren. Ganz allgemein lésst sich feststellen, dass bei A = 0 der ,,¢ = 0“-Zustand noch
fiir alle Werte von s die niedrigere Energie aufweist. Mit Abschwéachung der Anisotropie
(bzw. groker werdendem A) vollzieht sich dann ein Ubergang zum ,,v/3 x v/3“-Zustand, der
bei s = 1 beginnend sich mit der Zunahme von s immer weiter zu héheren A verschiebt

(siche Tabelle|3.4|fiir eine Ubersicht). Ebenfalls in Abbildung dargestellt, ist eine Kurve

Tabelle 3.4.: Liste der kritischen Punkte: de(s, A.) = 0.

s=3 s:% s=4 s:g s=5H §— 0

0.643 0.657 0.666 0.673 0.679 0.727

s=1 s:% s=2 s=

A, 0.281 0.525 0.588 0.62

= oot

aus dem bereits erwidhnten Artikel von CZ [70], welche die Autoren mittels nichtlinearer
Spinwellentheorie (NLSWT) fiir den Grenzfall kleiner 1/s bzw. grofer s ermittelt haben
und sehr gut mit den CCM Daten fiir die hoheren Werte von s iibereinstimmt. Diese
NLSWT-Kurve liefert also einen von s unabhéngigen kritischen Wert von A, = 0.72235,
der mit den CCM-Daten (s = 1/2,---,5) zunéchst nicht direkt iiberpriift werden kann.
Es bietet sich aber an den Fall s — oo aus den vorhandenen Daten zu extrapolieren, dafiir

wird ein einfaches Polynom zweites Grades in 1/s angesetzt:

1 1
) = b— — 3.15
e(s) =a+ . + ¢ s (3.15)

dessen Koeffizienten dann mittels der ,Methode der kleinsten Quadrate (GNUplot-Fit)
bestimmt werden. Unter Einbeziehung der Werte fiir s = 3,7/2,4,9/2,5 ergibt sich der
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

kritische Wert der Anisotropie fiir grofte s zu A, = 0.727, der gut mit dem NLSWT
Resultat iibereinstimmt.

In der SWT ist die Spinquantenzahl s ein Parameter der beliebige (d.h. auch unphysi-
kalische) Werte annehmen kann. Im Rahmen dieser Methode ist es daher moglich, eine
kontinuierliche Kurve fiir den Phaseniibergang M (s, A) = 0 anzugeben (siche dazu die aus
dem Artikel [70] von CZ entnommene Abbildung [3.12)). In der CCM ist die gequantelte
Natur des Spins allerdings ein wesentliches Element ihres Formalismus, weshalb die direkte
Berechnung einer solchen kontinuierlichen Kurve mit ihr natiirlich nicht méglich ist. Um
dennoch eine bessere Vergleichbarkeit mit den SWT Resultaten zu erméglichen, wurden die
Daten des Ordnungsparameters M fiir feste Werte von A iiber s gefittet, um daraus dann
Datenpunkte fiir eine zur SWT analoge ,yirtuelle* Ubergangslinie Ma(s.) = 0 = s.(A)
zwischen der vorherrschenden magnetisch geordneten und der ungeordneten Phase zu

gewinnen. Dabei wurde die folgende Fitfunktion angesetzt
Ma(s) = bo(A) = by (A)s™2 — by(A)s™ — bg(A)s™/2 — by(A)s2, (3.16)

wobei die Daten fiir s = 1/2 nicht miteinbezogen wurden. Zusammen mit den kritischen
Werten A, aus der Grundzustandsselektion kann damit nun ein s-A-Phasendiagramm
erzeugt werden (Abbildung rechts). Verglichen mit dem Phasendiagramm von CZ

0.014 S_S3=/; s104F T 7 T 42 e i
L s=5/2 ——
0.012 b —
s=5 ———
o 001 NLSWT ------- /
& 0.008 |
K
g‘o 0.006 4104
o 1 .-\ Il Il
! 0.004 | 03 04 05 06 07
2
0.002 i
o = :
s=
-0.002 L ! ! |
0.2 0.4 0.6 0.8 1
A A

Abbildung 3.11.: (links) Grundzustandsenergiedifferenzen des ,,¢ = 0 und des ,,v/3 x /3“-
Ansatzes fiir verschiedene Werte von s, sowie fiir s — oo der nichtlinearen SWT von CZ |70].
(rechts) s-A Phasendiagramm aus den A, (schwarz) und den virtuellen Nullstellen des magneti-
schen Ordnungsparameters Ma (s) fiir den ,,v/3 x v/3“-Zustand (rot). Der blaue Punkt entspricht
dem realen Phaseniibergangspunkt fiir s = 1.

(Abb. [3.12n) zeigen sich zunéchst deutliche Unterschiede. Die von den Autoren verwendete
Methode zur Bestimmung der Ubergénge zwischen der ,,¢ = 0 und der ,,v/3 x v/3“-geord-
neten Phase (bzw. der A,) ist nicht geeignet die Spinabhéngigkeit korrekt Wiederzugebenﬁ,

4Die SWT ist im Prinzip eine 1/s-Entwicklung und liefert daher nur Resultate fiir den Grenzfall hoher s.
In |70] ist A, daher unabhéngig von s.

76



3.2. Das XXZ-Modell auf dem Kagome-Gitter mit beliebigem Spin

weshalb diese dort nur als vertikale Linie dargestellt ist. Ein weiterer Unterschied betrifft
die bereits besprochene Ubergangslinie Ma(s.) = 0 zur ungeordneten Phase. Verglichen
mit den CCM Resultaten (aber auch mit aktuellen DMRG Resultaten, siehe |45, 72|)
impliziert diese fiir A < 1 eine deutlich vergroferte geordnete Phase, wobei der A = 1 Fall
gleichzeitig als praktisch ungeordnet dargestellt wird. Die Autoren weisen in ihrem Artikel
aber auch selbst darauf hin, dass die SWT die geordnete Phase iiberschétzt und daher fiir
kleinere Spinquantenzahlen sowie im Heisenberg-Grenzfall (A — 1) nicht wirklich geeignet
ist. Sie machen daher Vorschldge wie die angesprochenen Unzuldnglichkeiten kompensiert
werden konnten und stellen diese in einem korrigierten, aber spekulativem zusétzlichen
Phasendiagramm dar (Abb. [3.12b). Die darin dargestellte Phaseniibergangslinie s.(A) ist

—<(S=0
S=1/N96(1—A)
L 110 = 110
0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.6 0.7 0.8 0.9 1
A A

Abbildung 3.12.: (a) Methodisches und (b) spekulatives s-A Phasendiagramm von CZ |70].
Die Verwendung dieser beiden Abbildungen erfolgt mit freundlicher Genehmigung von A.L. Chernyshev
und M.E. Zhitomirsky und liegt in schriftlicher Form vor.

in guter qualitativer Ubereinstimmung mit den CCM-Resultaten. Besonders hervorzuheben
sind dabei die fehlende Fernordnung fiir s = 1/2 im gesamten Parameterbereich, die Exis-
tenz eines Phaseniibergangspunkts bei s = 1 und der durchgéngig langreichweitig geordnete
Grundzustand fiir s > 3/2 insbesondere auch im Heisenberg-Limit (A = 1). Die von den
Autoren vorgeschlagene Spinabhiingigkeit der Ubergangspunkte zwischen den geordneten
Phasen: A.(s) ist allerdings nicht mit den CCM-Resultaten vereinbar, gerade auch die im
Heisenberg-Fall fiir s = 3/2 gefolgerte Existenz eines ,,q = 0“ geordneten Grundzustandes
steht im Widerspruch zu sdmtlicher Fachliteratur [60-62, 67-69]. Die CCM wiederum
bietet, aufgrund der direkten Berechenbarkeit der relevanten Observablen fiir beliebige
Werte der Anisotropie und insbesondere auch der Spinquantenzahl, gar nicht den notigen
Spielraum, die in das Phasendiagramm einflieflenden Gréfsen anders zu interpretieren. Da
sie auflerdem in allen entscheidenden Punkten mit den als gesichert geltenden Resultaten
aus der Fachliteratur tibereinstimmt, kann an dieser Stelle davon ausgegangen werden,

dass das CCM-Phasendiagramm den korrekten Verlauf wiedergibt.
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

3.2.3. Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde der Einfluss einer ,, Fasy Plane“-Anisotropie auf die Entstehung
und Stabilitdt bestimmter Grundzustandsphasen untersucht. Insbesondere sollte die Frage
gekléart werden, ob die mit der Zunahme der Anisotropie (A — 0) verkniipfte Abschwéichung
der Quantenfluktuationen zu einer Ablosung der fiir s > 3/2 im Heisenberg-Modell bereits
nachgewiesenen ,,v/3 x v/3“-Ordnung durch eine, zu dieser in direkter Konkurrenz stehenden,
»,q = 0“-Ordnung fiithrt. Auf der Basis zweier entsprechender CCM-Grundzustandsansétze
konnte gezeigt werden, dass die dafiir notwendigen energetischen Selektionen an den
Stellen A.(s) fiir s > 1 tatséchlich auftreten. Es zeigte sich ganz grundsétzlich, dass
die Anisotropie die Entstehung von Fernordnung begiinstigt, speziell im Fall s = 1 lief§
sich an der Stelle A* = 0.818 ein Ubergang von dem noch im Heisenberg-Fall (A = 1)
ungeordneten Grundzustand in eine magnetisch langreichweitig geordnete ,,v/3 x v/3“-
Phase nachweisen, die ab A, = 0.281 schliefslich durch eine ,,g = 0 Phase abgelost wird.
Fiir s = 1/2 lief sich allerdings im gesamten untersuchten Parameterbereich 0 < A <1
keine Fernordnung nachweisen. Uber die Natur der ungeordneten Phasen kann hier nur
spekuliert werden, es ist allerdings davon auszugehen, dass die in den Untersuchungen
zum isotropen KHAFM bereits angesprochene Spinfliissigkeitsphase fiir s < 1 zumindest
in einer begrenzten Region um A = 1 weiterhin Bestand hat, eine konkrete Untersuchung
geht aber iiber die Mdoglichkeiten der CCM hinaus. Abschlieffend wird hiermit darauf
hingewiesen, dass die hier vorgestellten Ergebnisse neben dieser Arbeit aufterdem in einem
Fachartikel veréffentlicht wurden |71].

3.3. Das geschichtete Kagome-Gitter

Bei der Klarung der Frage nach der Existenz einer Spinfliissigkeit (auch ,, Quantum Spin
Liquid“ oder kurz QSL) mit Gap im Grundzustand des Heisenberg- Antiferromagneten
auf dem Kagomegitter (KHAFM) konnte die CCM nur indirekt dadurch beitragen, dass
sie deutliche Hinweise auf ungeordnete Phasen fiir die Spinquantenzahlen s < 1 lieferte.
Unter der Annahme der Existenz einer solchen QSL-Phase, stellt sich nun unter anderem
die Frage nach ihrer Bestandigkeit bei Variationen des zugrunde liegenden Modells. Es ist
beispielsweise so, dass das Heisenberg-Modell in héheren Dimensionen bzw. bei hoheren
Koordinationszahlen eine stiarkere Tendenz zur Bildung von langreichweitiger Ordnung im
Grundzustand aufweist, woraus sich schlussfolgern lasst, dass eine Spinfliissigkeit auf einem
dreidimensionalen, geschichteten Kagomegitter auch bei niedrigen Spinquantenzahlen
durch einen geordneten Zustand abgelost werden kann. Wie in den vorherigen Abschnitten
bereits deutlich gemacht wurde, gibt es zu den rein zweidimensionalen Varianten des
KHAFM eine Vielzahl an Untersuchungen; ganz im Gegensatz zu den dreidimensionalen
Modellen, wie dem in diesem Abschnitt betrachtetem ,geschichteten KHAFM*, zu denen
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praktisch keine Veroffentlichungen vorliegen. Die Ursachen dafiir sind auf die Tatsache
zuriickzufiihren, dass die meisten Methoden, die hinreichend genaue Resultate liefern
konnen, wie die exakte Diagonalisierung fiir grofe Gitterausschnitte, die ,,Density Matrix
Renormalization Group“-Technik und andere, allesamt fiir niedrigdimensionale Systeme
konzipiert wurden und daher bei den dreidimensionalen Gittern entweder nicht anwendbar
sind oder unbefriedigende Resultate liefern. Eine Ausnahme dazu stellt eine frithere Arbeit
unter Anwendung der rotationsinvarianten Greensfunktionmethode (RGM) dar [73|, die
sich ebenfalls mit dem ,,geschichteten Kagomegitter befasst.
In der CCM spielt die Dimension von Spinsystemen allerdings keine besonders hervorge-
hobene Rolle, was sie neben der schon mehrfach erwiesenen Qualitéit ihrer Resultate zu
einer idealen Methode zur Untersuchung solcher Systeme macht und damit auch einen der
Hauptgriinde fiir ihre Anwendung auf das im Folgenden ndher betrachtete Modell liefert.
Das ,,geschichtete Kagomegitter® besteht aus periodisch iibereinander geschichteten
zweidimensionalen Kagomegittern. Dabei sind die Kagome-Ebenen iiber eine zusétzliche
Kopplung J, zwischen direkt iiber- bzw. untereinander benachbarten Gitterplatzen mit-
einander verbunden, die Kopplung der Spintréger innerhalb der Ebenen wird auf Eins

fixiert (J = 1). Der resultierende Hamiltonoperator sieht folgendermafen aus:

f{ = Z 'S::i,n‘si:j,n +JL Z 'S%i,né:i,n—l-lv (317)

<i,j>n i\n

hierbei laufen die Indizes ¢ und j {iber die Gitterplédtze innerhalb einer durch den zusétz-
lichen Index n festgelegten Ebene. Des Weiteren beschrénken sich die hier vorgestellten

Untersuchungen auf den Fall s = 1/2.

3.3.1. Die Auswahl der Modellzustande

Das weitere Vorgehen verlauft nun analog zur Herangehensweise im vorherigen Abschnitt,
d.h. basierend auf den bereits eingefithrten Modellzustdnden des zweidimensionalen
KHAFM, dem ,,¢ = 0 und dem ,,v/3 x v3*-Modellzustand, werden zwei dreidimen-
sionale Modellzustinde konstruiert, die einheitlich auf jeder Ebene entweder identisch mit
dem ,,¢ = 0= oder dem ,,v/3 x v/3“-Modellzustand sind. Mischzusténde bestehend aus
unterschiedlich geordneten Ebenen sind nicht zielfithrend, da die Kopplung zwischen den
Ebenen unfrustriert ist und die Spins einer Ebene sich somit, in einer klassischen Vorstel-
lung, entweder parallel oder antiparallel zu ihren direkten Partnern in den Nachbarebenen

ausrichten.

5Streng genommen handelt es sich dabei um vier Modellzustéinde, da die Beriicksichtigung von antiferroma-
gnetischen und ferromagnetischen Zwischenschichtenkopplungen jeweils einen anderen Modellzustand
erfordern.
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

3.3.2. Resultate

Auf der Basis der genannten Modellzustdnde wurden fiir den geschichteten KHAFM (mit
s = 1/2) CCM-Approximationen fiir die Grundzustandsenergie sowie fiir den magnetischen

Ordnungsparameter bis zur Naherungsstufe LSUBS8 berechnet. Eine grafische Darstellung
der Resultate erfolgt in den Abbildungen und [3.14]
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Abbildung 3.13.: CCM-Approximationen und Extrapolation der Grundzustandsenergie fiir den
geschichteten KHAFM basierend auf einem ,,q = 0“-Modellzustand (links) und einem AV 3X /3
Modellzustand (rechts).
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Abbildung 3.14.: CCM-Approximationen und Extrapolation des magnetischen Ordnungspara-
meters fiir den geschichteten KHAFM basierend auf einem ,,¢ = 0“-Modellzustand (links) und
einem ,,v/3 x v/3“-Modellzustand (rechts).

Es zeigt sich, dass die Grundzustandsenergiekurven fiir beide Modellzustande nahezu
identisch sind und auch grundsétzlich sehr schnell konvergieren. Fiir die Extrapolationen
wurde wieder das O 4-Schema verwendet, das im gesamten Parameterbereich sehr gute und
stetige Resultate liefert (eine Darstellung der Fitfunktionen erfolgt wieder im Anhang, siche
dazu . Fiir die magnetischen Ordnungsparameter bestétigt sich ganz offensichtlich

die Annahme, dass diese mit zunehmender Zwischenschichtenkopplung |J, | > 0 endlich
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(also positiv) werden. Davon abgesehen zeigen sich auch hier keine qualitativen Unter-
schiede zwischen den verwendeten Ansitzen. Fiir die Ermittlung der Ubergangspunkte
(M(J$) = 0) wurde die schon im zweidimensionalen Fall verwendete Oy /2 3/2-Extrapolation
verwendet, die sich bei der Berechnung solcher Phaseniibergénge bereits bewéhrt hat. Es
sollte allerdings darauf hingewiesen werden, dass die unfrustrierte Natur der eingefiihrten
Zwischenschichtenkopplung J, einen Odd-Even-Effekt zur Folge hat (siehe Abschnitt.
Dieser macht es notwendig, sich bei der Berechnung der Extrapolationen auf die geraden
LSUBm-Approximationen zu beschranken. Es zeigte sich aber, dass dieser Effekt erst ab
J1 > 1 zu, zunéchst leichten aber zunehmend starker werdenden, ,Verfalschungen“ der
Extrapolationen des magnetischen Ordnungsparameters fithrt (siehe die Abbildungen
und im Anhang . Fiir J, < 1 (einschliefslich der gesamten ferromagnetischen
Region: J; < 0) ist der Effekt aber gering genug, um durch die zusétzliche Berticksichtigung
der ungeraden Naherungsstufen, auf die niedrigen und deutlich schlechteren Approxima-
tionen unterhalb der Naherungsstufe LSUB4 verzichten zu kénnen. Zusétzlich zeigte sich
auch, dass die eigentlich nur interessierenden Nullstellen der Extrapolationen so deutlich
im unproblematischen Bereich liegen, dass der Odd-FEven-Effekt praktisch vernachlissigt
werden kann.

Bei der konkreten Bestimmung dieser Phasengrenzen zeigten sich Unterschiede zwischen
den beiden Modellzustanden. Wéahrend der Ordnungsparameter fiir den ,,q = 0“-Zu-
stand innerhalb der Region: —0.154 < J; < 0.151 verschwindet, ergibt sich bei der
Verwendung des ,,\/3 % v/3“-Modellzustands eine deutlich kleinere ungeordnete Region:
—0.100 < J; <£0.102.
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Abbildung 3.15.: Energiedifferenzen der auf dem ,,¢ = 0“-Modellzustand und dem ,,v/3 x v/3“-Mo-
dellzustand basierenden CCM-Grundzustandsansétze (links) und das sich unter Einbeziehung
des magnetischen Ordnungsparameters ergebende Phasendiagramm (rechts).

Ein anschaulicheres Bild ergibt sich, wenn man die Energiedifferenzen betrachtet und die
daraus abgeleitete Zustandselektion mit den sich aus dem Verschwinden des magnetischen

Ordnungsparameters ergebenden Phaseniibergangspunkten verkniipft (siehe Abbildung
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3. Der Heisenberg-Antiferromagnet auf dem Kagome-Gitter

. An der Stelle J, = 0 zeigt sich zunéchst die schon vom zweidimensionalen Modell
bekannte energetische Selektion des ,,q = 0“-Modellzustands. Dies muss natiirlich so sein,
da das Modell an diesem Punkt vollig entkoppelte zweidimensionale KHAFM-Ebenen
beschreibt. Des Weiteren bestétigte sich die naheliegende Vermutung, dass diese Selektion
auch in einer Umgebung dieses Punktes erhalten bleibt, diese Region konnte auf der Basis
der O, 4-Extrapolation auf: —0.435 < J; < 0.310 eingegrenzt werden. Auflerhalb dieses
Bereiches weist der ,,v/3 x v/3“-Ansatz wieder durchgehend die niedrigere Energie auf.

Diese Selektion ist allerdings nur dann mit der Existenz einer langreichweitig, magnetisch
geordneten Phase assoziiert, wenn der magnetische Ordnungsparameter in dem Gebiet
endlich ist. Letzteres ist wie bereits gezeigt auch tatsdchlich nicht auf dem gesamten ,,q = 0“-
Bereich gegeben (fiir J;, = 0 und s < 1 war dies ebenfalls nicht der Fall). Die eigentliche
Besonderheit ist aber gerade, dass der Ordnungsparameter noch innerhalb dieses Bereiches
endlich wird, wie die zweite Abbildung rechts) deutlich macht und nicht erst innerhalb
der ,,v/3x v/3“-Region, die sich ja in den bisherigen Untersuchungen zum KHAFM unter den

langreichweitig geordneten Phasen immer gegeniiber der ,,q = 0“-Phase durchsetzen konnte.

Schlussendlich gibt es aber dennoch sowohl auf der ferro- sowie der antiferromagnetischen
Seite jeweils einen Phaseniibergang mindestens erster Ordnung (die beiden geordneten
Phasen zeichnen sich durch unterschiedliche Symmetrien aus) in eine ,,v/3 x v/3“-geordnete

Phase.

3.3.3. Zusammenfassung

Mit dem Ziel der Untersuchung des Einflusses einer zusétzlichen Bindung auf die Stabilitat
der im vorherigen Abschnitt abgegrenzten Grundzustandsphasen des zweidimensionalen
KHAFM, wurde das zugrunde liegende Heisenberg-Modell auf ein dreidimensionales, ge-
schichtetes Modell erweitert. Auf der Basis von aus dem Zweidimensionalen abgeleiteten
Modellzustdnden wurden die Grundzustandsenergien und die magnetischen Ordnungspara-
meter sowohl fiir den Bereich antiferromagnetischer als auch ferromagnetischer Zwischen-
schichtenkopplungen bis zur CCM-Néaherungsstufe LSUB8 berechnet und extrapoliert.
Die Ergebnisse geben deutliche Hinweise darauf, dass die bereits im Zweidimensionalen
gefundene ungeordnete Phase (wahrscheinlich eine Spinfliissigkeit mit Gap) innerhalb der
Grenzen: —0.154 < J; < 0.151 Bestand hat, dann aber stetig in zwei langreichweitig ge-
ordnete ,,g = 0“-Zwischenphasen iibergeht, welche dann wiederum nach Phaseniibergéngen
erster Ordnung an den Stellen J, = —0.435 und J; = 0.310 durch ebenfalls langreichweitig
geordnete ,,v/3 x v/3“-Phasen abgelost werden. Das Besondere an diesem Resultat ist, dass
damit erstmals Hinweise auf eine langreichweitig, magnetisch geordnete ,,¢ = 0“-Phase
fiir den KHAFM gefunden wurden. Eine Veroffentlichung der hier vorgestellten Resultate
erfolgte auferdem in [74].
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Die in diesem Kapitel untersuchten Modelle haben allesamt die Gemeinsamkeit, dass
sie sogenannte dimerisierte bzw. ,Valence-Bond Solid“-Phasen (VBS) im Grundzustand
aufweisen. Solche Phasen sind durch die Verschrénkung direkt benachbarter Spins zu
Singulett-Paaren auf makroskopischen Skalen gekennzeichnet 75| [76]. Da Singuletts kein
magnetisches Moment tragen, sind diese Phasen nicht magnetisch. Man kann aber dennoch
von einer Fernordnung (einer sogenannten ,VBS-Ordnung“) sprechen und dafiir einen
angepassten Ordnungsparameter definieren. Fiir die Untersuchung solcher Modelle wurde
im Vorfeld dieser Arbeit eigensténdig ein neues CCM-Programm entwickelt (im Folgenden
DCCM genannt), dessen Konzeption von vornherein auf die Verwendung von Singulett-
Produktzustdnden als Modellzustdnde innerhalb des CCM-typischen Grundzustandsansat-
zes ausgerichtet war; eine Moglichkeit, die das bei nahezu allen bisherigen veroffentlichten
Anwendungen der CCM ausschliefslich verwendete Standardprogramm CCCM nicht bietet.
Der Schwerpunkt der in diesem Kapitel vorgestellten Untersuchungen liegt daher auch
insbesondere auf dem Vergleich mit anderen Methoden und generell bereits bekannten
Resultaten, also auf der Uberpriifung der Konzeption und der Implementierung dieser

neuen Methode.

4.1. Das eindimensionale antiferromagnetische
Jl—Jg—Modell fiir s = 1/2

............
~~~~~~~~~~~~

~ - ~ -
————————————

Abbildung 4.1.: Darstellung des eindimensionalen Ji-Jo-Modells auf der Kette.

Das eindimensionale Ji-J,-Modell (auch: Heisenberg-Modell der linearen Kette mit

Berticksichtigung der Wechselwirkungen zwischen néchsten und iibernéchsten Nachbarn®)
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“-Phasen

gehort zu den einfachsten und daher auch viel untersuchten Modellen fiir frustrierte Quan-
tenspinsysteme iiberhaupt |27, 28|, [77-87|. Es beschreibt ein eindimensionales Gitter (also
eine Kette) von Spintrégern, die mit ihren néchsten und tibernédchsten Nachbarn wech-
selwirken. Der Hamiltonoperator des Modells mit N Gitterplatzen sieht folgendermafen
aus: v o o ) )

H= Z ( § _‘+1 + J2§Z~§Z~+2> , wobei gilt §N+1 Sy (4.1)

i=1

Die Untersuchung dieses Modells mittels der DCCM ist aus mehreren Griinden interessant,
der wichtigste ist, dass es aufgrund der Einfachheit des Modells moglich ist, in relativ
kurzer Zeit und mit geringem Ressourcenbedarf sehr hohe Naherungsstufen und damit
aussagekriftige Resultate zu berechnen[l] Ein weiterer wichtiger Punkt ist, dass in zwei
Spezialfillen des Modells exakte Vergleichsresultate zur Verfiigung stehen, an denen sich
die Qualitat der DCCM messen lésst. Fiir Jo = 0, d.h. bei ausschlieklicher Beriicksichtigung
der Wechselwirkungen zwischen néchsten Nachbarn, kann das Modell durch den bekannten
,Bethe-Ansatz analytisch gelost werden [88]. Im Spezialfall J, = J; /2 spricht man auch
vom sogenannten ,Majumdar-Ghosh-Modell“ (MG), dessen Grundzustand (ein reiner
Singulett-Produktzustand) ebenfalls bekannt ist |25, 75, [89].

Diese Arbeit beschrénkt sich auf den Parameterbereich, in dem auch die interessanten
Spezialfille liegen, d.h. auf das rein antiferromagnetische Modell (J; > 0 und J; > 0); es
wird sich aufserdem auf den Fall J; = 1 beschrankt, der bis auf eine Multiplikation mit
einer Zahl dquivalent zu (4.1)) ist:

N
A 5 2 Jy & o
H(Jy, Jo) = J1; (Sisi+1 75 S+2) = L H(1,Jy)Jy) = JLH(1,.J)).
4.1.1. Bekannte Grundzustandsphasen und die Auswabhl

geeigneter Modellzustande
Das klassische Modell

In vielen Fallen lasst sich die Wahl eines geeigneten Modellzustands durch die Kenntnis
des klassischen Grundzustands motivieren. Der Ausgangspunkt fiir seine Berechnung
ist die Hamiltonfunktion des eindimensionalen J;-Jo-Modells, die sich einfach aus dem
Hamiltonoperator durch die Interpretation des Skalarprodukts als Maf fiir den Winkel

zwischen den beteiligten Spinvektoren

S_;ZS_; — glgj = 82 COS(O&Z‘]‘)

'In hoheren Dimensionen ist das CCM-Gleichungssystem deutlich grofer, da es viel mehr Gitterplatz-
Konfigurationen zu beriicksichtigen gibt.
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4.1. Das eindimensionale antiferromagnetische J,-Jo-Modell fiir s = 1/2

ergibt. Fiir s = 1/2 lassen sich im klassischen antiferromagnetischen Modell zwei Félle
unterschieden. Im Fall J; = 1 und 0 < J; < oo kann man zeigen, dass die Winkel
« zwischen séamtlichen néchsten Nachbarn identisch sein miissen. Damit folgt fiir die
Grundzustandsenergie des klassischen Systems
1 Jo

E(a) =N ) cos(a) + 1 cos(2a) | . (4.2)
Die Minimierung dieser Energie beziiglich des Winkels « fiithrt schlieflich auf den folgenden
Ausdruck:

0 = ——sin(a) — — sin(2«)

1 . 1
le . ég N a:{ arccos (_E> , fir Jy > g

™ , sonst.

Im Parameterbereich 0 < J; < }l ist der klassische Grundzustand also néelgeordnet, dariiber
hinaus gibt es einen stetigen Ubergang (sowohl die Energie als auch den Winkel betreffend)
in eine spiralartige Phase. Im Grenzfall J, — oo kann der Spiralwinkel schlieflich nur
noch die Werte o = § +nnm (n € Ny) annehmen, was gleichbedeutend mit einem Zustand
zweier néelgeordneter Ketten ist, deren Spins senkrecht zueinander orientiert sind. Dies ist
allerdings nur ein moglicher Zustand des an diesem Punkt hochgradig entarteten Systems.
Die vollstandige Losung erhdlt man, wenn man von vornherein vom Grenzfall J;/J; — 0
ausgeht. In diesem Fall hdngt die Grundzustandsenergie nur noch vom Winkel zwischen

den iibernachsten Nachbarn v ab:

B() o 7 cos(), (4.3)

was sofort verdeutlicht, dass die néelgeordneten Jy-Ketten sogar vollstandig entkoppeln.

Das quantenmechanische Modell

Durch eine Vielzahl an Untersuchungen stellte sich allerdings heraus, dass das Quan-
tenmodell wenig mit diesem klassischen Bild gemeinsam hat. Zunéchst zeigte sich, dass
die implizierte Néelphase dort iberhaupt nicht existiert; es gilt inzwischen vielmehr als
gesichert, dass der Grundzustand fiir J, > 0 magnetisch ungeordnet ist und bis ungefahr
Jo & 0.2411 eine gaplose Spinfliissigkeit ist |78, (83, 188]. Uber diesen kritischen Punkt hinaus
offnet sich das Spingap und das System geht in einen zweifach entarteten dimerisierten
Zustand tiber 28], 81|, der an der Stelle J, = 0.5 (dem bereits erwiahnten MG-Grenzfall)
einem exakten Singulett-Produktzustand entspricht |25, |75, [89]. Erst ab J; =~ 0.68 gibt es
Hinweise auf spiralartige Korrelationen bzw. auf die mogliche Existenz eines spiralartigen

Grundzustands [84} [87].

85



4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“-Phasen

Auswahl geeigneter Modellzustande

Eine direkte Beschreibung magnetisch nicht ferngeordneter Phasen im Allgemeinen und
von Spinfliissigkeiten im Speziellen ist mit der CCM nicht moglich, dennoch gibt es bereits
eine ganze Reihe von CCM-Untersuchungen, die sich mit dem Modell der eindimensionalen
J1-Jo-Kette beschéftigen [80, [85-87]. In diesen Arbeiten konnte gezeigt werden, dass die

Verwendung eines aus dem klassischen Néelzustand abgeleiteten Modellzustands:

[Po)nee = Ty =M @heoheoll)e---, (4.4)

fiir kleinere Werte der Wechselwirkung zwischen iibernéchsten Nachbarn (J; < 0.5), durch-
aus zur Beschreibung bestimmter Eigenschaften (wie der Grundzustandsenergie) geeignet
ist. Auf der Basis dieses Néelzustandes gelang es, durch eine aufwendige Manipulation
bestimmter Korrelationskoeffizienten im Kontext der CCCM, sogar den bei Jy = 0.5 vor-
liegenden Singulett-Produktzustand exakt zu beschreiben und dessen Anwendungsbereich
damit bis auf J, < 0.6 zu erweitern [86].

Uber diesen Punkt hinaus war es nur durch die Verwendung eines spiralartigen Zustandes
moglich, der ebenfalls an den klassischen Zustand angelehnt ist, weitere und vor allem phy-
sikalisch sinnvolle Resultate zu erzielen. In die konkrete Darstellung dieses Zustandes geht
der Spiralwinkel o als Parameter ein, dieser kann durchaus deutlich von den klassischen

Werten abweichen und wird dann auch als ,Quantenwinkel” bezeichnet:

|P0)spiraa = 1) ® U (@) 1) @ U2) 1) @ UBa) ) @ - (4.5)

Die hier eingefiihrte Transformation U (c) entspricht einer Rotation im Einteilchen-Hilber-
traum um den Winkel « (siehe: lokale Koordinatentransformation in Abschnitt 2.3.2). Wie

auch im klassischen Fall, ist der Néelzustand im Spiralzustand als Grenzfall enthalten:

’(I)0>Spiral,7r = |(I)0>Née1 :

Durch die bereits in der Einleitung angesprochene Neuentwicklung einer CCM-Implemen-
tierung (der DCCM), ist es nun auferdem moglich, den im MG-Spezialfall vorliegenden
Singulett-Grundzustand direkt als Modellzustand zu wéhlen

1

V2

auf dessen Verwendung auch der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt. Die konkrete Ziel-

[@o)yp = 10)®[0)©@---5  [0) () = 1), (4.6)

stellung der im Folgenden beschriebenen Untersuchungen liegt vor allem darin, die dabei
gewonnenen neuen DCCM-Resultate mit denen anderer Methoden und insbesondere denen

der CCCM zu vergleichen. Dafiir wird es im Folgenden nétig sein, auch die mit dem Néel-
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und dem Spiralzustand berechneten CCCM-Resultate ausfiihrlicher darzustellen, es muss
an dieser Stelle daher nochmals deutlich gemacht werden, dass die dafiir verwendeten Daten
den entsprechenden Veroffentlichungen entnommen wurden, also bereits beim Erstellen
dieser Arbeit vorlagen ] Fiir einen tieferen Einblick in die Anwendung der CCCM auf

dieses Modell muss allerdings wieder auf die bereits zitierten Arbeiten verwiesen werden.

4.1.2. Die Grundzustandsenergie

Die Grundzustandsenergie der dimerisierten Phase konnte mit der DCCM auf der Basis
des angesprochenen Singulett-Modellzustands bis zur 9. Ordnung der neu eingefiihrten
DLSUBm-Néherungsstufe (siche Abschnitt berechnet werden. Fiir eine Approxima-
tion des Grenzfalls (m — oo) wurden die Resultate basierend auf den folgenden beiden
Ansitzen extrapoliert (siche Abschnitt [2.3.6)):

Eo.a/N(m) := Ocx(m) = a0 + ax (%> “2 (4.7)
4.7

Fou/N(m) := Oy.a(m) = bo + by (%)2 by (%)4

Eine Diskussion ihrer Eignung fiir das vorliegende Modell erfolgt in Abschnitt Eine
grafische Darstellung der Ergebnisse im Bereich: 0 < .J; <1 findet man in Abbildung [4.2]
Hervorzuheben ist zunéchst, dass die DCCM im gesamten untersuchten Parameterbereich
sehr gut mit den Ergebnissen einer exakten Diagonalisierung basierend auf einer aus
36 Gitterplitzen bestehenden Elementarzelle iibereinstimmtf’] Insbesondere werden die
exakten Grundzustandsenergien aus der Bethe-Losung und im Spezialfall des Majumdar-
Ghosh-Modells sehr gut, im zweiten Fall sogar exakt, reproduziert (siche Tabelle .
Letzteres muss natiirlich so sein, weil es mit der DCCM moglich war, den bekannten
Grundzustand als Modellzustand zu wéhlen, weshalb alle Approximationsstufen bereits
das exakte Resultat liefern. Es wird aufserdem deutlich, dass die gendherten Energien
sehr schnell konvergieren und das sogar im Bereich der klassischen Néelphase (J; < i), in
welcher der Modellzustand in direkter , Konkurrenz“ zum Néel-Modellzustand der CCCM
steht.

Fiir einen genaueren Vergleich beider Methoden werden nun zunéchst die CCCM-Re-
sultate fiir den Spiral- und den Néelzustand néher betrachtet. Bei ihrer Neuberechnung
wurden dabei, je nach dem verwendeten Modellzustand und der verwendeten Losungs-

methode, alle geraden Approximationen (zur Vermeidung des Odd-Even-Effektes, siehe

2Da es fiir die Erzeugung bestimmter Darstellungen, Abbildungen etc. nétig war einige Daten nachzu-
rechnen, wurden grundsétzlich alle in dieser Arbeit verwendeten CCM-Fremdresultate neu berechnet.
In keinem Fall kam es dabei zu Abweichungen von den Literaturdaten.

3Die Daten wurde mittels des frei verfiigharen von J. Schulenburg entwickelten Programms Spinpack
berechnet [90].
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Tabelle 4.1.: Zusammenfassung der Grundzustandsresultate fiir das eindimensionale Ji-Js-
Modell basierend auf dem Néel- und dem Singulett-Modellzustand. Hierbei steht eq fiir die
Grundzustandsenergie pro Gitterplatz, M fiir den magnetischen Ordnungsparameter und D fiir

den Dimer-Ordnungsparameter.

Resultat €o D/M
Jp =0
Singulett DLSUB2 -0.426777 0.451184
Singulett DLSUB3 -0.437056  0.317272
Singulett DLSUB4 -0.440048 0.251299
Singulett DLSUB5 -0.441273  0.212217
Singulett DLSUB6 -0.441891 0.186032
Singulett DLSUB7 -0.442245 0.167023
Singulett DLSUBS -0.442467 0.152454
Singulett DLSUB9 -0.442616 0.140850
Extrapoliert: Ogy (3 —9) -0.443036 0.048810
Extrapoliert: Oey (5 —9) -0.443101  0.033660
Extrapoliert: O 4 (3 —9) -0.443170 0.109815
Extrapoliert: Oz4 (5 —9) -0.443153  0.094676
Extrapoliert: Oy 2 (3 —9) — 0.051460
Extrapoliert: Oy (5 —9) — 0.044089
Extrapoliert: Oy/23/2 (3 —9) — <0
Extrapoliert: O1/23/2 (5 —9) — <0
Extrapoliert: Oy /5 (3 —9) — <0
Extrapoliert: Oy/5 (5 —9) — <0
Néel LSUB6 -0.440024  0.207885
Néel LSUBS -0.441366  0.182972
Néel LSUB10 10.441995  0.165624
Néel LSUB12 10.442340  0.152627
Néel LSUB14 -0.442550  0.142405
Néel LSUB16 -0.442688  0.134084
Extrapoliert: O 4 (6 — 16) -0.443134 —
Extrapoliert: O /232 (6 — 16) — 0.010308
Exakt (Bethe) -0.44315 —
Jo=0.5

Singulett DLSUBm (m =2 —-9) -0.375 0.75
Extrapoliert -0.375 0.75
Néel LSUB6 -0.372673  0.068928
Néel LSUBS -0.374086  0.020567
Néel LSUB10 -0.374840 <0
Néel LSUB12 -0.375181 <0
Néel LSUB14 -0.375190 <0
Neéel LSUB16 -0.374997 0.001223
Extrapoliert: O 4 (6 — 16) -0.375392 —
Exakt (MG) -0.375 0.75
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Abbildung 4.2.: Approximierte sowie extrapolierte Grundzustandsenergie des Ji-Jo-Modells,
berechnet mit der DCCM, sowie die bekannten exakten Werte und den Ergebnissen einer exakten
Diagonalisierung basierend auf einer Elementarzelle mit 36 Gitterplatzen [90].

Abschnitt und [19]) bis zur Stufe LSUB16 berechnet und ebenfalls unter Verwendung
des Standardschemas fiir die Grundzustandsenergie O, 4, das auch fiir den Singulett-
Modellzustand verwendet wurde, extrapoliert. Die numerische Losung der CCM-Glei-
chungssysteme erfolgte dabei zunédchst mit dem Verfahren der Direkten Iteration. Bei
der Verwendung des Néelzustandes zeigte sich, dass das Verfahren zwar fiir Jo > 0 zu-
néichst konvergiert, mit steigender Naherungsstufe aber nur noch fiir eine immer kleiner
werdende Region um J; = 0 und bei LSUB16 schlieflich nur noch an der Stelle J, = 0
tiberhaupt Resultate liefern kann (siche dazu Abbildung links). Unter Verwendung
des alternativen Newton-Raphson Losungsverfahrens, war es allerdings moglich diese
Konvergenzprobleme bis einschlieflich der LSUB16-Approximationen teilweise zu umgehen
und somit im gesamten Bereich: 0 < J; < 0.5 Resultate zu erhalten, die sehr gut mit den
bekannten Daten {ibereinstimmen (eine Ubersicht findet sich in Tabelle |.1)). Die iiber den
Punkt J; = 0.5 hinaus berechneten Resultate, stellten sich allerdings als unphysikalisch
heraus und mussten verworfen werden, da sie offensichtliche Spriinge und Unstetigkeiten
aufwiesen und vor allem deutlich zu niedrig und nicht mit den Literaturdaten vereinbar
waren (siehe Abbildung {4.3| rechts).

Die Verwendung des spiralartigen Modellzustands ist aufgrund des offenen und varia-
tionell zu optimierenden Parameters o deutlich aufwendiger, weshalb die grofite hierbei
bestimmte Approximationsstufe nur bei LSUB12 liegt. Grundsétzlich ist es schwierig

eindeutige Kriterien fiir die definitive Eignung eines Modellzustands bzw. die physikalische
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Abbildung 4.3.: Approximierte CCCM-Grundzustandsenergien des eindimensionalen Ji-Js-
Modells basierend auf dem néelgeordneten Modellzustand, berechnet mittels Direkter Iteration
(links) und dem Newton-Raphson-Verfahren (rechts).

Korrektheit der mit Diesem ermittelten Resultate zu finden. Mit dem Spiralzustand lasst
sich aber zumindest eine notwendige Bedingung fiir die Eignung des im Vorfeld verwen-
deten Néelzustandes iiberpriifen. Da der Néelzustand ein Spezialfall des Spiralzustands
ist, sollte es einen Wertebereich der Wechselwirkungsstarke J, geben, in welchem die mit
beiden Modellzustianden ermittelten Resultate iibereinstimmen. Insbesondere sollte der
Spiralwinkel den Wert o« = m annehmen.

An dieser Stelle kann bereits vorweggenommen werden, dass dies prinzipiell auch der Fall
ist. Es zeigte sich aber, dass die Lage des Ubergangspunkts insbesondere davon abhingt

welches numerische Losungsverfahren verwendet wird.

Unphysikalische Losungen bei Verwendung des Spiralzustands

Wenn die Direkte Iteration und das Newton-Raphson-Verfahren ohne gezielte Manipulation
oder Abweichung von ihren jeweiligen Standardstartwerten unterschiedliche Losungen
fiir das CCM-Gleichungssystem liefern, ist dies in der Regel ein Hinweis auf eine pro-
blematische Region, in der unter Umstédnden keine der Losungen physikalisch relevant
ist. Die eigentliche Ursache fiir das Auftreten konkurrierender bzw. widerspriichlicher
Losungen, ist in diesem Fall allerdings auf die Existenz verschiedener lokaler Minima
der approximierten Grundzustandsenergie des Spiralzustands F(«) zuriickzufiihren. Im
Kontext der CCCM ist der Spiralzustand eigentlich eine Schar von Zusténden die durch den
Spiralwinkel parametrisiert wird und aus der schlussendlich der Zustand ausgewahlt wird,
der die approximierte Grundzustandsenergie minimiert. Im hier vorliegenden Fall zeigt
sich nun, dass der Néelzustand (o = 7) ein ausgeprégtes lokales Energieminimum dieser
Schar darstellt, was im Zusammenhang mit der bereits angesprochenen unphysikalisch
niedrigen Energie fiir Jo > 0.5 problematisch ist. Die bisherige Erfahrung mit der CCCM

zeigt allerdings, dass es beim Auftreten unphysikalischer Losungen fiir parametrisierte
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Modellzustédnde haufig moglich ist, eine lokal numerisch stabile und physikalisch sinnvollere
Losung durch die Anpassung der Startwerte zu finden (oder wie in diesem Fall, durch
die Wahl eines alternativen Losungsverfahrens). Eine Darstellung der beiden auf diese
Weise ermittelten Losungen fiir die Grundzustandsenergie und den Quantenwinkel « ist
in Abbildung @ zu finden. Es wird zunéchst deutlich, dass es eine Region J5 < J, <1
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Abbildung 4.4.: (links) Grundzustandsenergien fiir verschiedene Losungen der CCM-Gleichungs-
systeme basierend auf dem néel- und dem spiralartigen Modellzustand. (rechts) Die mit der
Direkten Iteration (D.I.) und dem Newton-Raphson-Verfahren (N.R.) bestimmten zugehorigen
Spiralwinkel.

gibt, in der beide Losungen fiir den Spiralzustand identisch sind und auch physikalisch
sinnvolle Resultate fiir die Grundzustandsenergie liefern; abgesehen von einer schwachen
Abhéngigkeit von der verwendeten Nédherungsstufe kann die kritische Kopplungsstéarke
auf ungeféhr J5 = 0.72 £ 0.01 bestimmt werden. Die Abweichung dieses Resultats vom
in [87] ermittelten Wert von J5 = 0.68, ist auf die unterschiedlichen betrachteten Néhe-
rungsstufen zuriickzufithren. Ab diesem kritischen Punkt beginnen die Losungen dann
deutlich voneinander abzuweichen. Wahrend die mittels des Newton-Raphson-Verfahrens
bestimmte Losung sprunghaft in die bereits mit dem Néelzustand ermittelte unphysikali-
sche Losung tibergeht und daher direkt verworfen werden kann, macht die Betrachtung
der Grundzustandsenergie deutlich, dass die mit der Direkten Iteration bestimmte Losung
zunachst durchaus als physikalisch sinnvolle Fortsetzung der unproblematischen Region
rechts von J5 angesehen werden kann. Aber auch hier sprechen einige Punkte dafiir, auch
diese Losung ab dem kritischen Punkt J5 zu verwerfen. So konnte bereits bei der Verwen-
dung des Néelzustandes gezeigt werden, dass die exakte Grundzustandsenergie am MG-
Punkt bereits ab LSUB6 deutlich besser approximiert werden kann, als dies hier mit dem
Spiralzustand bei LSUB10 der Fall ist. Es zeigt sich aber auch, dass der Quantenwinkel
an dieser Stelle noch deutlich vom Wert fiir den Néelzustand abweicht, der eigentliche
Ubergang vollzieht sich in diesen Naherungsstufen erst bei deutlich niedrigeren Werten von
Jo, weshalb die approximierte Grundzustandsenergie auch im weiteren Verlauf deutlich
iiber der des Néelzustandes liegt. In den Naherungsstufen LSUB10 und LSUB12 zeigt sich,
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dass das Verfahren mit zunehmender Naherungsstufe immer schlechter konvergiert und es
deutet sich an, dass es in noch héheren Naherungsstufen womoglich gar keine Losungen
mehr unterhalb des kritischen Punktes J5 geben wird.

Eine mogliche physikalische Ursache fiir die beschriebenen Probleme konnte darin liegen,
dass es in der problematischen Region gar keine Spiralphase gibt und der Spiralzustand
daher gar nicht als Modellzustand geeignet ist. Es ist aber auch moglich, dass gerade die
Koexistenz mit der ebenfalls vorliegenden dimerisierten Phase die numerischen Losungsver-
fahren iiberfordert. In beiden Féllen ist es sinnvoll, sich bei der Verwendung der Resultate
fiir den Spiralzustand auf den Bereich J; > J§ zu beschrénken, was im Folgenden auch
getan wird.

Im direkten Vergleich der extrapolierten CCCM- und DCCM-Resultate zeigt sich, dass
beide Methoden im Bereich 0 < J; < 0.5 nahezu identische Resultate liefern (siche Abbil-
dung [4.54)). Die Energiedifferenzen zwischen dem Singulett- und dem Néel-Modellzustand
liegen praktisch durchgehend unterhalb von 10~ (siehe Abb. und damit bereits
in der Grofsenordnung des Fehlers, der bei der Extrapolation der Grundzustandsenergie
eingerdumt werden muss. Deutliche Abweichungen gibt es nur in der Néhe des MG-Punktes
(Jo = 0.5), die aber durch die systematischen numerischen Unsicherheiten der CCCM
erklart werden konnen, da die damit implizierte energetische Selektion des Néelzustandes
im Widerspruch dazu steht, dass die DCCM bei J, = 0.5 die exakte Grundzustandsenergie
reproduziert.

Etwas anders sieht die Situation fiir den Spiralzustand aus. Die Energiedifferenzen zum
Singulett-Modellzustand sind hier mindestens eine Zehnerpotenz grofer (siehe Abbildung
und konnten daher durchaus bereits als ein Indiz fiir die Ablésung der dimerisier-
ten Phase bei J; &~ 0.81 interpretiert werden. Aufgrund der noch fehlenden Erfahrung
mit der DCCM, ist es aber nicht auszuschliefen, dass die Energiedifferenzen zu CCCM-

Modellzustanden deutlich fehlerbehafteter sind als es hier den Anschein macht.

Eignung der Extrapolationsansitze fiir die Grundzustandsenergie

Die Berechnung einer Extrapolation in den exakten Grenzfall aus den approximierten
Daten ist in der CCM ein bewidhrtes Vorgehen, das in der Regel zu einer deutlichen
Verbesserung der Resultate fiithrt. Es geht zuriick auf die Feststellung, dass die mit der
CCCM berechneten Approximationen bestimmter Systemobservabler fast immer in einem
recht offensichtlichen Zusammenhang zueinander stehen (siche Abschnitt [2.3.6)).

In der CCCM erwies sich das O;4-Schema fiir die Grundzustandsenergie im Prinzip
bei allen untersuchten Modellen als das am besten geeignete. Es ist daher zu erwarten,
dass dies auch in der DCCM der Fall sein kénnte. Um dies zu iiberpriifen und damit
nachtraglich die Verwendung dieses Schemas im ersten Teil dieses Kapitels zu rechtfertigen,

wurde es zusammen mit dem O.-Extrapolationsschema fiir verschiedene exemplarische
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Abbildung 4.5.: Gemeinsame Darstellung der Grundzustandsenergieresultate der CCCM und
der DCCM.
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Datensétze von J; im untersuchten Parameterbereich angewendet und die dabei ermittelten
Fitfunktionen grafisch dargestellt (siehe Abbildung |4.6)).
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Abbildung 4.6.: (a)-(c) Vergleich der Extrapolationsvorschriften fiir die Grundzustandsenergie
des eindimensionalen Ji-Jo-Modells, fiir verschiedene Werte von Jo. (d) Approximierte und ex-
trapolierte Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von der Kopplungsstérke Js.

Es zeigt sich, dass auch die mit der DCCM berechneten Grundzustandsenergieapproxi-
mationen bzw. ihr funktionaler Zusammenhang: Ey/N(m) in erster Ordnung hinreichend
genau durch einen 1/m?2-Term beschrieben werden kann. Das ebenfalls getestete Extra-
polationsschema mit einem variablen oder offenen Exponenten O, scheint grundsétzlich
ebenfalls geeignet, da es in weiten Teilen Resultate liefert, die identisch mit denen des O 4-
Schemas sind, es treten hier allerdings auch abschnittsweise offensichtlich unphysikalische
Unstetigkeiten auf, die das Schema nicht ohne weiteres universell, d.h. im ganzen Parame-
terbereich, einsetzbar machen. Mit dem O, 4-Schema treten keine solchen Probleme auf,
weshalb man zumindest fiir das hier untersuchte Modell bereits sagen kann, dass es auch
fiir die DCCM zur Extrapolation der Grundzustandsenergie geeignet zu sein scheint. Es ist
aber dennoch sinnvoll dabei auf die DLSUB2-Daten zu verzichten, da sich auch hier zeigt,

dass die niedrigen Approximationsstufen vom erwarteten Verlauf deutlicher abweichen.
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4.1.3. Ordnungsparameter

Da es zur naheren Bestimmung der Natur des Grundzustandes nicht ausreicht nur seine
Energie zu kennen, werden im néchsten Schritt nun noch die Ordnungsparameter des
Modells berechnet. Fiir den néelgeordneten Modellzustand bzw. der mit diesem assoziierten

Phase, wird der bereits im vorherigen Kapitel verwendete magnetische Ordnungsparameter
E5D:
\1/0\ S7 W), S¥ist lokal,

||Mz

bestimmt (die Daten konnten ebenfalls der Fachliteratur entnommen werden, wurden
aber auch hier wieder neu berechnet). Fiir die dimerisierte Phase wurde der Dimer-

Ordnungsparameter (2.134]):
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Abbildung 4.7.: Die approximierten und extrapolierten Ordnungsparameter des Ji-Jo-Modells
auf der Kette. Dargestellt ist der magnetische Ordnungsparameter des néelartigen Modellzu-
stands M und der Dimer-Ordnungsparameter D. Fiir D wurden aufserdem die DMRG Daten
von White und Affleck dargestellt [28].

nicht relevant, da sie zum einen deutlich verschiedene Maxima besitzen und zum anderen
auch zwei vollig verschiedene physikalische Observable beschreiben. In beiden Fallen wird

ihr Verschwinden aber mit der Existenz einer Phasengrenze verkniipft; um diese genauer
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zu lokalisieren wurden die approximierten Daten wieder extrapoliert, wobei fiir beide

Modellzustande zunéchst die folgenden Zusammenhénge angesetzt wurden:

M,(m) := O15(m) = ap + a1 (%) o <%)2

ol

My(m) := Oy ja.32(m) = by + by (%)é + by (%) (4.8)
M (m) = Oux(m) = co + (%) |

Wiéhrend fiir den magnetischen Ordnungsparameter bereits geniigend Erfahrungswerte
existierten, welche die Eignung der ersten beiden Schemata belegen (der Ansatz mit
offenem Exponenten M. wird hier nicht weiter untersucht), ist die Frage nach den besten
Extrapolationsschema fiir den Dimer-Ordnungsparameter noch voéllig offen. Wie bereits im
Abschnitt erwihnt, ist es daher notig, die Eignung der etablierten und gegebenenfalls
neu eingefiihrten Extrapolationsschemata fiir jeden neuen Anwendungsfall genau zu priifen;
eine solche Uberpriifung fiir dieses Modell erfolgt im nichsten Abschnitt. An dieser Stelle
kann aber bereits vorweggenommen werden, dass unter allen gepriiften Optionen das
O1/2,3/2(m)-Schema den bereits aus [28, |83] bekannten Ubergangspunkt von der gaplosen
Spinfliissigkeitsphase in die gegapte dimerisierte Phase am besten beschreibt, im Bereich
Jo > 0.5 treten allerdings technische Probleme auf, die erst durch das Weglassen des

1/m3/2-Terms (bzw. durch das Fixieren von by = 0) geldst werden konnten:

M (m) = Oy ja(m) = b + by (%) | (4.9)

Eine Darstellung der Ordnungsparameter, inklusive ihrer Extrapolationen, sowie der
DMRG Daten aus [28] erfolgt in der Abbildung[4.7] Wobei an dieser Stelle nochmals betont
werden sollte, dass das Modell keine magnetische Fernordnung aufweist, die dargestellten
Extrapolationen des magnetischen Ordnungsparameters kénnen daher auch nicht als ein
Hinweis auf eine solche interpretiert werden. Die durchgéngig sehr niedrigen Werte der
Extrapolationen sind vielmehr als eine Bestédtigung der Annahme zu verstehen, dass
der Néelzustand im Bereich der Spinfliissigkeitsphase als Modellzustand nicht ideal ist.
Anders sieht die Situation allerdings fiir den Dimer-Ordnungsparameter aus; die unter
Verwendung der O3 3/9- bzw. M,-Extrapolation ermittelte Nullstelle bei J, = 0.2407 £
0.0001 stimmt sehr gut mit dem bereits in [28] 83| ermitteltem Ubergang in die gegapte
Grundzustandsphase bei J, = 0.2411 iiberein. Eine zusammenfassende Ubersicht der
Nullstellen aller dargestellten Extrapolation erfolgt in Tabelle [4.2]

Erwahnenswert ist auch, dass das Maximum des Dimer-Ordnungsparameters nicht genau

am MG-Punkt liegt, sondern etwas nach rechts verschoben ist. Der Grund dafiir ist, dass
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Tabelle 4.2.: Nullstellen der extrapolierten Ordnungsparameter fiir das eindimensionale Ji-Js-
Modell.

Resultat Jo
Singulett M,(m): 5-9  0.2407
Singulett M (m): 5-9  0.2490
Néel M,(m): 6-16 0.3973
Néel My(m): 6-16 0.2630
DMRG |28, 83] 0.2411

der Singulett-Zustand kein Eigenzustand dieses Operators ist (siche dazu Abschnitt .
Die Lage des Maximums zeichnet sich dabei bereits in den Approximationen ab und liegt
ab DLSUBS5 durchgehend an der Stelle J5 = 0.578 4 0.001 mit einem ab DLSUB7 nahezu
gleichbleibenden Wert von Dy = 0.7906. Unter der Extrapolation O, o verschiebt sich
dieses Resultat aber etwas auf die Werte: J, = 0.577 & 0.001 sowie D,y = 0.7909. Dies
ist auf die bereits sehr dicht liegenden Approximationen zuriickzufiihren, bei denen die
héheren Nachkommastellen einen grofseren Einfluss auf die Extrapolation haben, gleichzeitig
aber deutlich fehlerbehafteter sind. Im Rahmen der durch die Parameterwahl bedingten
Genauigkeit sind diese Ergebnisse durchaus vergleichbar mit den bereits bekannten DMRG
Resultaten von Dy, = 0.7906135 bei Jy = 0.5781 |28, 29].

Eignung der Extrapolationsansitze fiir den Dimer-Ordnungsparameter

Zur Uberpriifung der Anwendbarkeit der in der CCM iiblichen Extrapolationsschemata
auf die Approximationen des Dimer-Ordnungsparameters fiir das J;-Jo-Modell werden
zunéchst sdmtliche in Betracht gezogenen Ansétze (die bereits im vorherigen Abschnitt
genannten Formeln (4.8)) und ) fiir alle Werte von J; im untersuchten Parameterbereich
berechnet und grafisch dargestellt. Ein Gesamtiiberblick aller berechneter Extrapolationen
(sieche Abbildung macht bereits deutlich, dass diese sich auch qualitativ teilweise recht
deutlich voneinander unterscheiden. Es féllt zunachst auf, dass nur das O,z 3/2-Schema
(einschlieRlich Oy /) iiberhaupt einen verschwindenden Ordnungsparameter beschreibt.
Wobei der Ansatz mit einem freien Exponenten O in der Nahe des O, /5 3/2 Nullpunktes
ebenfalls ein lokales Minimum aufweist (bei Jo = 0.254 4+ 0.005), das mit einem Wert
von D = 0.014 relativ klein ist und aufgrund der Konstruktion des Dimer-Ordnungspara-
meters durchaus auf Zustandsanteile zuriickzufiihren sein kénnte, die vollig orthogonal
zum Singulett-Produktzustand sind. Das heifst, dieser endliche Wert ist moglicherweise
bereits ausreichend klein, um mit einem nicht (mehr) Vorhandensein einer Singulett- bzw.

Dimerordnung vertréglich zu seinf_r] Sowohl O o- als auch das Oy 4-Schema weisen wiederum

4Es ist generell noch zu kliren, ob man erst bei einem Wert von D = 0 davon ausgehen kann, dass
die dimerisierte Phase nicht mehr existent ist, oder ob dafiir vielleicht schon geringe endliche Wer-
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Abbildung 4.8.: Darstellung der berechneten Extrapolationen des Dimer-Ordnungsparameters
fiir das eindimensionale Ji-Ja-Modell, sowie der DMRG Daten aus [28].

weder einen Nullpunkt, noch ein Minimum auf und unterscheidet sich auferdem im Bereich
0.2 < Js < 0.3 deutlich von den anderen Extrapolationen. Eine néhere Betrachtung einiger
ausgewahlter Datensétze links des Majumdar-Ghosh-Punktes (J2 < 0.5) macht aufserdem
deutlich (siehe Abbildung links), dass die Werte des approximierten Ordnungspa-
rameters D(m) eine nahezu perfekte 1/1/m-Abhéngigkeit aufweisen, dies ist sowohl die
Ursache fiir abweichenden Oy - und O 4-Resultate (die Schemata sind schlichtweg nicht
geeignet zur Beschreibung dieses Zusammenhangs), als auch der Grund dafiir, weshalb das
Nullsetzen und Fixieren des Koeffizienten by im O,/ 3/2-Schema ebenfalls zu sehr guten
und in manchen Bereichen besseren Resultaten fiihrt [l

Rechts vom Majumdar-Ghosh-Punkt (J; > 0.5) ist die Situation deutlich komplexer,
so weisen nun sowohl das O~ als auch das O/ 3/2-Schema, die sich in der bisherigen
Betrachtung als unproblematisch und geeignet erwiesen haben, Probleme auf, die ihre
Anwendbarkeit in diesem Abschnitt des Parameterbereichs ausschlieften. Der offene Ansatz
Ocx weist hier ganz offensichtlich unphysikalische Unstetigkeiten und lokale Extrema auf
und das O123/2-Schema, bzw. der verwendete Losungsalgorithmus (siehe letzte Fufinote),
iiberschéitzt den Ordnungsparameter aufgrund der bereits sehr genauen und daher dicht

beieinander liegenden Approximationen in der Nahe von Jo = 0.5. Dies driickt sich

te ausreichen, wie dies beispielsweise auch beim magnetischen Ordnungsparameter in der CCCM
vorkommt.

®Die Fits wurden alle mit dem frei verfiigharem Programm GNUplot berechnet. Der verwendete Algorith-
mus basiert auf der ,Methode der kleinsten Quadrate®, die unter Umsténden recht sensibel beziiglich
der Wahl ihrer Startwerte sein kann. Das Fixieren eines ohnehin bekannten Koeffizienten kann daher
durchaus zu besseren Resultaten fiithren.
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Abbildung 4.9.: Vergleich der Fitfunktionen fiir die approximierten Dimer-Ordnungsparameter
des Ji-J2-Modells, in Abhéngigkeit von der Ndherungsstufe DLSUBm und fiir verschiedene Werte
von Js.

insbesondere darin aus, dass die Extrapolation in weiten Teilen iiber den Approximationen
liegt, sowie in der Bildung von ungewohnlichen lokalen Maxima. Mit zunehmendem
Abstand von J, = 0.5 beginnen die Approximationen sich wieder stéirker voneinander zu
unterscheiden und die Extrapolationen nehmen nachvollziehbarere Werte an. Gleichzeitig
kommt es aber auch zu Stoérungen in der vorher noch dominanten 1/1/m-Abhéangigkeit,
insbesondere bei den niedrigsten Approximationsstufen (siehe Abbildung , rechts;
man beachte aber die deutlich hohere Auflésung der y-Achse). Die Ursachen dafiir sind
vermutlich darauf zuriickzufithren, dass der im Bereich J, > 0.5 zu erwartende Ubergang
von der dimerisierten Phase in die Spiralphase, iiber eine Region der Koexistenz beider
Phasen erfolgt. Innerhalb solcher Koexistenzphasen ist die Wahl des Modellzustands nicht
eindeutig und damit auch niemals ideal, weshalb niedrigere Naherungsstufen zwangslaufig
weniger physikalisch relevant sind als dies in den angrenzenden Phasen der Fall ist. Dies
zeigt sich auch daran, dass man durch das Weglassen der niedrigsten Approximationsstufen
DLSUB3 und DLSUB4 (DLSUB2 wurde von vornherein weggelassen) einen Teil der
auftretenden Probleme kompensieren kann. Es zeigt sich aber hier wieder, dass das auf
Null setzen des by Koeffizienten im O,/ 3/2-Schema die Resultate deutlich verbessert. In
der Region J; 2 0.7 gelingt die beste Anndherung an die DMRG Daten aus 28] allerdings
durch den Einsatz des O 4-Schemas.

Zumindest fiir dieses Modell kann man also festhalten, dass die Abhéngigkeit des Dimer-
Ordnungsparameters von seinen Approximationen D(m) am besten durch den O;/, Ansatz
(also bei ausschlieflicher Beriicksichtigung der 1/1/m-Terme) beschrieben werden kann; da
dieser als Einziger den Phaseniibergang beschreiben und im restlichen Parameterbereich
ebenfalls plausible Resultate liefern konnte. Das Problem der mit dem Parameter .J,
zunehmenden Abweichung von der 1/4/m-Abhéngigkeit, kann aufgrund der ausreichenden

Menge verfiigbarer Datenpunkte durch das Weglassen der Approximationsstufen DLSUB2-4
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teilweise kompensiert werden.

4.1.4. Zusammenfassung

Mit dem Ziel einer erstmaligen Uberpriifung der im Rahmen dieser Arbeit entstandenen
Implementierung einer neuen Variante der CCM wurde diese auf das eindimensionale
Ji-Jo-Modell angewendet. Die DCCM &dhnelt dabei der in der wissenschaftlichen Praxis
bereits etablierten CCCM, unterscheidet sich von dieser aber in wesentlichen Aspekten. Das
betrachtete Modell zeichnet sich durch seine Einfachheit und der damit verbundenen groften
Zahl bereits verfiigharer Resultate anderer Untersuchungen aus, die mit verschiedensten
Methoden (einschlieflich der CCCM) ermittelt wurden. Die entscheidende Neuerung der
DCCM liegt in der Verwendbarkeit einer neuen Klasse von Modellzustédnden, die eine
bessere Untersuchbarkeit damit assoziierter Grundzustandsphasen erwarten lasst. Damit
sind die sogenannten dimerisierten Phasen gemeint, die durch die Bildung von Singuletts
auf Paaren benachbarter Gitterplédtze auf dem gesamten Gitter charakterisiert sind. Vom
eindimensionalen J;-Jo-Modell ist bereits bekannt, dass es an der Stelle J, = J;/2 im
Grundzustand in genau so einem Zustand vorliegt, was die Anwendung der DCCM geradezu
pradestiniert.

Im Zuge der durchgefiihrten Untersuchungen wurden zunéchst verschiedene Approxima-
tionen der Grundzustandsenergie berechnet (die héchste erreichte Stufe war DLSUBﬁﬂ)
und aus diesen dann Naherungen fiir die exakten Energien extrapoliert. Von besonderer Be-
deutung waren hierbei die Ergebnisse am MG-Punkt (J; = J;/2), an dem die DCCM auch
tatséchlich in allen Ndherungsstufen das exakte Resultat von £/N = —0.375 reproduzieren
konnte. Dies stellte ein entscheidendes Priifkriterium fiir die Implementierung der DCCM
dar, da die CCM schon rein konzeptionell exakte Resultate liefert, wenn der Modellzustand
dem eigentlichen Grundzustand entspricht. Auferdem hervorzuheben sind die Resultate
an der Stelle J, = 0, da das Modell an diesem Punkt ebenfalls exakt gelost ist (iiber den
bekannten Bethe-Ansatz); die Grundzustandsenergie hat hier den Wert E/N = —0.44315,
der mit dem DCCM-Resultat von E/N = —0.44317 sehr gut reproduziert werden konnte.
Ein qualitativer Vergleich mit bereits bekannten Resultaten der CCCM zeigt, dass beide
Methoden im Bereich 0 < J5/J; < 0.5 nahezu gleichwertige und vor allem auch mit der
Fachliteratur vergleichbare Resultate liefern. Die Unterschiede beider Methoden liegen
hier in erster Linie auf der technischen Seite und fiithren am Beispiel dieses Modells noch
zu keiner Bevorzugung einer der beiden Methoden; dies ist aber auch als Bestatigung der
DCCM zu werten, da die CCCM-Resultate in diesem Bereich bekanntermafsen bereits
sehr gut sind. Jenseits des MG-Punktes (fir 0.5 < J/J; < 1) éndert sich die Situation,
wahrend bei der CCCM technische Probleme auftreten, die auf die mangelnde Eignung

der verwendeten (und auch verwendbaren) Modellzustédnde zuriickzufithren sind und in

SDLSUBS lisst sich in etwa mit der Niherungsstufe LSUB18 in der CCCM vergleichen.
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4.1. Das eindimensionale antiferromagnetische J,-Jo-Modell fiir s = 1/2

der Folge zu unphysikalischen Ergebnissen fiihren, gibt es bei der DCCM prinzipiell keine
Probleme. Das heiftt, die Resultate sind durchgehend plausibel, die Approximationen
bleiben monoton und vor allem konvergieren sie relativ schnell, was immer ein deutlicher
Hinweis auf die gute Eignung des verwendeten Modellzustands (und damit auch der DCCM
als Methode) ist.

Im néchsten Schritt wurde der sogenannte Dimer-Ordnungsparameter untersucht. Dabei
wurden analog zum Vorgehen bei der Grundzustandsenergie zunéchst alle méglichen
Approximationen (ebenfalls bis zur Stufe DLSUB9) und daraus dann die Extrapolationen
berechnet. Ein direkter Vergleich mit CCCM-Daten war hierbei allerdings nicht méglich,
da der Dimer-Ordnungsparameter bei ihren typischen Anwendungsfillen, im Gegensatz
zum dort verwendeten magnetischen Ordnungsparameter, keine Rolle spielt und daher
auch bisher nicht berechnet wurde. Es zeigte sich aber, dass die ermittelte Nullstelle des
Dimer-Ordnungsparameters bei Jo, = 0.2407 sehr gut mit den bekannten DMRG Daten fiir
die Offnung des Spingaps bei .J, = 0.2411 {ibereinstimmt [28, [83]. Des Weiteren besitzt der
Dimer-Ordnungsparameter ein charakteristisches Maximum in der Ndhe des MG-Punktes
(DMRG: Jy = 0.5781, Dyppax = 0.7906135), dass mit der DCCM bereits sehr gut durch die
Approximationen beschrieben werden konnte (DCCM: J; = 0.578 +0.001, Dpax = 0.7906).

Es lasst sich also festhalten, dass die DCCM in allen untersuchten Bereichen der CCCM
gleichwertige Resultate liefert und fiir J, > 0.25 sogar besser geeignet ist. Dadurch
und gerade auch durch die Reproduktion der exakten Resultate an den Stellen Jy = 0
und Jy = 0.5 sowie der mit der DMRG nahezu identischen Lage des Maximums des
Ordnungsparameters und des Phaseniibergangs in die dimerisierte Phase kann dieser erste

Anwendungstest der DCCM als Erfolg gewertet werden.
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“-Phasen

4.2. J-J-Modell

Abbildung 4.10.: Darstellung des J-J'-Modells mit seinen zwei Untergittern und zwei verschie-
denen Austauschwechselwirkungen J und .J’ sowie der Elementarzelle.

Das J-J'-Modell ist eine Variante des Heisenberg-Modells auf dem Quadratgitter. Es
beschreibt eine auf direkte Nachbarn beschrankte Wechselwirkung der Spintrager (hier
mit s = 1/2), unterscheidet dabei aber zwischen zwei verschiedenen Bindungstypen J und

J'. Der Hamiltonoperator dieses Modells sieht wie folgt aus:

H=17Y" S5+ > 5.5, (4.10)
<ii>1 <iyj>o

hierbei lauft die Summation {iber < 7,7 >; iiber die in der Abbildung gestrichelt
eingezeichneten und die Summation iiber < 7,7 >4 iiber die mittels durchgezogener Linien
gekennzeichneten Bindungen. Da fiir die physikalischen Eigenschaften dieses Modells wie
immer nur die Verhéltnisse der Bindungsstéarken von Bedeutung sind, wird die Kopplung
J im Folgenden auf 1 fixiert. Der verbliebene Parameter J’ erlaubt nun insbesondere die
Variation zwischen vier verschiedenen Spezialfillen des Modells. Die offensichtlichsten Félle
sind das isotrope Quadratgitter fiir J' = 1 und die Stelle J’ = 0, an der dieselbe Topologie
der Bindungen wie bei einem Honigwabengitter vorliegt. Von besonderem Interesse ist
aber der Bereich J’ > 1, in dem das Modell einen Ubergang in eine dimerisierte Phase mit
,versetzter Ordnung® (siche Abschnitt vollzieht. Im Grenzfall J* — oo entspricht
der Grundzustand einem nicht entarteten Singulettproduktzustand. Im vierten Fall fir
J' — —o0 ist die ferromagnetische Bindung zwischen den jeweils zwei beteiligten Spins
(s = 1/2) so stark, dass sie sich quasi wie ein einziges Spin-1-Teilchen verhalten. Die

resultierende Topologie entspricht dann aufterdem der eines Dreiecksgitters.
Von den erwahnten Spezialfillen einmal abgesehen wurden bereits eine ganze Reihe von
Untersuchungen dieses Modells durchgefiihrt, die dabei verwendeten Methoden reichen von
der Stérungstheorie in sehr hohen Ordnungen (High Order Series Expansion) [91], Quanten

Monte Carlo Simulationen |92, 93| sowie der Spinwellentheorie und ezxakter Diagonali-
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4.2. J-J'-Modell

sierung [94], bis hin zur CCM [95, 96|, wobei letztere sich auf die Verwendung von nicht
dimerisierten Modellzusténden beschrinken (bzw. auf die CCCM). Von grofem Interesse
war dabei stets auch der Quantenphaseniibergang in der Region J’ > 1 zwischen der néelge-
ordneten Phase und der magnetisch ungeordneten (dimerisierten) Phase. Fiir diesen ergab
sich im Rahmen einer QMC-Untersuchung zunéchst ein deutlich von der angenommenen
Universalitétsklasse O(3) (entspricht jener des klassischen dreidimensionalen Heisenberg-
Modells) abweichendes kritisches Verhalten des magnetischen Ordnungsparameters, das
mit der Existenz nichttrivialer Anregungen und sogenannter Berryphasen verkniipft ist
[92]. In spateren Untersuchungen konnte allerdings gezeigt werden, dass diese von den
Erwartungen abweichenden kritischen Exponenten auf die nicht adédquate Beriicksichtigung
ungewohnlich grofser Skalenkorrekturen zuriickzufiihren ist und bei korrekter Behandlung
tatsichlich auf das urspriinglich angenommenen kritische Verhalten fithren [97].

Das Ziel dieser Arbeit ist es nun, diesen Untersuchungen die neuen DCCM-Resultate
gegeniiberzustellen, wobei das hauptsédchliche Augenmerk auf der dimerisierten Phase

liegen soll.

4.2.1. Der klassische Grundzustand und die Auswahl der

Modellzustande

In der klassischen Beschreibung des Modells ist der Grundzustand ein helixartiger Zustand,
der an der Stelle J' = —1/3 stetig (ein Phaseniibergang 2. Ordnung) in einen einfachen
Néelzustand iibergeht. Der Helixzustand lasst sich daher durch einen Kippwinkel ®

charakterisieren (fiir eine Herleitung siche [17]):

, fur J > —%

arccos(% 1—%) , fur J < —

)

1
3

der die Abweichung der einzelnen Spins von der Néelordnung beschreibt (siehe Abbildung
[95].

Die Existenz dieser klassischen Phasen liefert damit auch hier wieder Hinweise auf gleich-
artige Phasen im Quantenmodell. Im Allgemeinen miissen die klassischen Phasengrenzen
allerdings nicht mit den Grenzen der mit ihnen assoziierten Quantenphasen iibereinstim-
men (oder iiberhaupt existieren). Auch in diesem Modell zeigen CCM-Untersuchungen auf
der Basis eines helixartigen Modellzustands, dass die Néelphase im Quantenfall deutlich
iiber den klassischen Ubergangspunkt bei J' = —% hinaus (die Grenze liegt ungefahr bei
J' =~ —1.35) besteht [95], |96]. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit ohnehin auf dem rein

antiferromagnetischen Modell liegt, also auf dem Parameterbereich J' > 0, reicht es aus,
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“-Phasen

Abbildung 4.11.: Helixzustand auf dem Quadratgitter.
sich hier auf den deutlich einfacher handhabbaren Néel-Modellzustand:

Bohyea = 1L ) =N @ WD @. .. (4.11)

zu beschrinken, wobei dieser im Wesentlichen dafiir gebraucht wird, um die in [95]
vorgestellten CCCM-Resultate um die Daten der heutzutage erreichbaren LSUB10-Appro-
ximation zu ergénzen[’| Im Hinblick auf die Symmetrien des Grundzustandes sei allerdings
auf die Tatsache hingewiesen, dass der Hamiltonoperator dieses Modells aufgrund der
J’-Bindung nicht die volle Translationssymmetrie des Quadratgitters bzw. des hier ver-
wendeten Néelzustands aufweist. Der hier angesetzte Grundzustand weist deshalb auch
in der Néelphase die selben Translationssymmetrien wie in der dimerisierten Phase auf
(alle gemeinsamen Symmetrien des Modellzustands und des Hamiltonoperators iibertragen
sich auch auf den eigentlichen Grundzustandsansatz, siche dazu auch Abschnitt . Das
eigentliche Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt allerdings auf der dimerisierten Phase, fiir

die wieder ein Singulett-Modellzustand:

1

V2

gewahlt wird, wobei die einzelnen Singuletts auf den durch die J’-Wechselwirkung verbun-

denen Gitterplatzpaaren lokalisiert werden (siche Abbildung [4.12al).

[@o)yp = 10)@[0)®...; 0) (It = 1) (4.12)

4.2.2. Resultate

Unter Verwendung des bereits fiir das eindimensionale J;-J5-Modell angewendeten neuen
DCCM-Programms wurden im Parameterbereich 0 < J’ < 8 Approximationen fiir die

Grundzustandsenergie und einen Dimer-Ordnungsparameter auf der Basis des Singulett-

"Im Juni 2000 lag die technische Hochstgrenze fiir die berechenbaren Approximationen dieses Modells
noch bei LSUBS [95].
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O----- ®o—----- e—O . .

6. e B . .

(a) (b)

Abbildung 4.12.: @) Darstellung der dimerisierten Phase des J-J'-Modells fiir J' — oo. (]ED
Die neue ,Nachste-Nachbar“-Topologie, die sich bei der Interpretation eines Dimers als einzelnes
im geometrischen Schwerpunkt der beteiligten Spintrager bzw. Gitterpunkte lokalisiertes Objekt
ergibt.

Modellzustands ermittelt. Mit zunehmender Néherungsstufe wurde es allerdings schwieri-
ger, Losungen fiir niedrige Werte der Dimerkopplung J’ zu finden, dies war insbesondere
fiir den Bereich J’ < 1 auch zu erwarten, da hier die reguldre Wechselwirkung J zwischen
nachsten Nachbarn stédrker und damit relevanter fiir die Grundzustandseigenschaften ist.
Die konkreten Grenzen oder auch , Terminationspunkte” der Losungsalgorithmen lagen
fiir DLSUBG6 bei J' = 2.36 (bzw. J' = 2.15 mit dem Newton-Raphson-Verfahren) und
fiir die hochste berechnete Naherungsstufe DLSUBT bei J' = 2.40. Zur Einbeziehung der
bereits erwiahnten Néelphase wurde zusétzlich auf CCCM-Resultate aus [95] zuriickgegrif-
fen, wie bereits erwahnt, wurden diese allerdings um eigene Berechnungen der LSUB10-
Approximationen ergénzt.

Eine Darstellung der berechneten Grundzustandsapproximationen sowie die nach dem
O 4-Schema ermittelten Extrapolationen erfolgt fiir beide Modellzustande in Abbildung
.13 Es zeigt sich, dass die DLSUBn-Approximationen im gesamten Parameterbereich
sehr schnell konvergieren und sich in den héheren Naherungsstufen kaum noch voneinan-
der unterscheiden, weshalb die aus den DLSUB3 bis DLSUB7 Daten berechneten Og 4-
Extrapolationen der Grundzustandsenergie als sehr zuverldssig angesehen werden kon-
nen (siehe auch Abschnitt . Ein Vergleich mit der unter Einbeziehung der LSUBn-
Naherungsstufen: 4,6, 8, 10 berechneten O, 4-Extrapolation fiir den Néelzustands liefert
praktisch iibereinstimmende Resultate. Dies entspricht im Prinzip der Erfahrung mit der
eindimensionalen J;-Jo-Kette. Auch dort zeigte sich, dass die mit der CCCM berechnete
Energie des auf dem Néelzustand basierenden Grundzustandsansatzes in bestimmten
Bereichen sehr gut mit der des Singulett-Modellzustands iibereinstimmt. Ein genauerer
Blick auf die Energiedifferenzen (Abb. rechts) deutet zwar durchaus auf Abweichun-

gen der Grundzustandsenergien hin, bei der hier auftretenden Groéfsenordnung kann aber
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“~Phasen

nicht ausgeschlossen werden, dass diese auf die Unterschiede der verwendeten Methoden
zuriickzufithren sind. Bei den im vorherigen Abschnitt vorgestellten Untersuchungen am
eindimensionalen J;-.Js-Modell ergaben sich ja bereits Hinweise darauf, dass die CCCM
die Grundzustandsenergie innerhalb dimerisierter Phasen, bei Verwendung eines Néel-
Modellzustands, tendenziell geringfiigig unterschétzt, dies konnte auch hier der Grund fiir

die, den eigentlichen Erwartungen widersprechende, niedrigere Energie des Néelzustands
fir J' > 4 seinfl

-0.5 0.01 ‘
Neel extra O, 44,6,8,10
VB exira O, 4: 37
1 36 ------- i
0.005 | E
1.5 3
=4
o
(]
& 2 g 0
o
(]
[}
2.5 g
-0.005 - 8
-3
VB:3-7 - Neel:4-10
VB:3-6 - Neel:4-10
35 1 1 1 1 1 1 1 -0.01 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8
J J

Abbildung 4.13.: (links) Darstellung extrapolierten Grundzustandsenergie tiber die Dimerkopp-
lung J' fiir den Singulett- und den Néel-Modellzustand. (rechts) Differenz der extrapolierten
Grundzustandsenergien beider Modellzusténde.

Zur Bestimmung der Phasengrenzen ist es daher aussagekraftiger, die Ordnungsparameter
naher zu untersuchen. Im Abschnitt iiber die Ordnungsparameter der dimerisierten
Phasen wurde beschrieben, dass die Detektion von konkreten Dimeranordnungen in
zwei Dimensionen (insbesondere auf einem Quadratgitter) durch die Berechnung eines
zweikomponentigen Dimer-Ordnungsparameters moglich ist. Das hier untersuchte Modell
ist allerdings gerade so konzipiert, dass fiir J' > J eine ,versetzte” (bzw. , staggered”)
Anordnung mit parallel zur x-Achse orientierten Dimeren Vorliegtﬂ Daher miissen alle
Korrelationsfunktionen zwischen néchsten Nachbarn, die auf parallel zur y-Achse liegenden
Gitterlinien lokalisiert sind, bereits aus Symmetriegriinden identisch sein. Damit reicht es

aus, sich auf den folgenden Dimer-Ordnungsparameter zu beschrinken:

N
1 ) .
:c = N Z | z|+|y’b S( “yl)S(thl’yi)). (413)

8Tm Kontrast dazu stehen beispielsweise die Energiedifferenzen, die fiir den Vergleich der beiden Modellzu-
stinde des Kagome HAFM berechnet wurden. Diese liegen zwar in einer vergleichbaren Gréfenordnung,
sind aber mit derselben Methode ermittelt worden und weisen eine klare Tendenz auf.

9Hier ist die Orientierung im Ortsraum gemeint.
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Abbildung 4.14.: Darstellung der Ordnungsparameter des .J-J'-Modells, dabei ist M der magne-
tische Ordnungsparameter des néelartigen Modellzustands und D, der Dimer-Ordnungsparame-
ter des Singulett-Modellzustands.

Fiir den Néelzustand wurde wieder der magnetische Ordnungsparameter (2.67)):
| N
= _NZ (Wo| 7 |Wo), S57ist lokal,
=1

berechnet.

Im néchsten Schritt wurden die iiblichen Extrapolationen fiir den exakten Grenzfall
durchgefiihrt, wobei fiir eine ausfiihrliche Diskussion zur Identifikation des fiir den Di-
mer-Ordnungsparameter am geeignetsten Extrapolationsschemas zunéchst auf den direkt
nachfolgenden Abschnitt [4.2.3] verwiesen wird. Es kann aber bereits vorweggenommen
werden, dass sich die Schemata Oey und Oz 4 als gleichermafsen geeignet erwiesen, ganz im
Gegensatz zu den Schemata O 93/ und Oy, die daher auch nicht weiter berticksichtigt
werden. Fiir den magnetischen Ordnungsparameter wurde das tibliche O3 3/2-Schema
gewéhlt.

Eine Darstellung der ermittelten Resultate beider Ordnungsparameter erfolgt in Abbildung
[4.14] Hierbei wird ein wesentliches Problem offensichtlich, das den bereits angesprochenen
Terminationspunkt des verwendeten Algorithmus zur Losung des CCM-Gleichungssystems
(das Standardverfahren ist auch hier die Direkte Iteration) betrifft. Damit sind die Punkte
oder Grenzen des Modellparameterraums gemeint, ab denen keine Losungen mehr gefunden
und damit auch keine Systemobservablen mehr berechnet werden kénnen. Gewohnlich ist

es so, dass diese Punkte bei guter Eignung des verwendeten Modellzustands jenseits der
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“-Phasen

Grenzen der zugehorigen Grundzustandsphase liegen. Im vorliegenden Modell zeigt sich
nun aber, dass die berechneten Extrapolationen unter Einbeziehung der DLSUB7-Appro-
ximation bis zum Terminationspunkt bei Jip = 2.4 endlich bleiben (D, (J > 2.4) > 0.4).
Dies ist insofern problematisch, da das Verschwinden des Ordnungsparameters (D, — 0)
hier als Kriterium fiir einen Phaseniibergang dienen soll, dessen Existenz fiir niedrige
Werte von J' zu erwarten ist.

Da es bisher keine Hinweise dafiir gibt, dass die Direkte Iteration per se als Losungsverfah-
ren innerhalb der DCCM ungeeignet ist, kann zunéchst nur davon ausgegangen werden,
dass der Modellzustand trotz endlichem Ordnungsparameter spétestens ab dem Terminati-
onspunkt einfach nicht mehr gut geeignet ist. Gerade aber weil der Ordnungsparameter
endlich bleibt, liegt die Vermutung nahe, dass sich zunéchst eine Phase der Koexistenz
anschliefst, in der sowohl ein dimerisierter als auch ein néelartiger Zustand vorliegt; so eine
Phase wird beispielsweise auch fiir das J;-J;-Jo-Modell diskutiert [98]. Es ist durchaus
denkbar, dass es im Zuge der numerischen Losungsfindung aufgrund der Verschiedenheit
der Phasen zu Konflikten bei der eindeutigen Selektion eines Losungspfads kommt, die
dann zu einem Abbruch fithren["’] Mit dieser Erklérung ist insbesondere auch die Tatsache
vertraglich, dass der magnetische Ordnungsparameter M des Néelzustands erst deutlich
im Konvergenzbereich des Singulett-Modellzustands verschwindet.

Um ein klareres Bild dieses Sachverhaltes zu gewinnen, wurde im Folgenden versucht, die
Terminationspunkte durch die Verwendung des erfahrungsgemélfs ,robusteren aber auch
aufwendigeren Newton-Raphson-Verfahrens etwas weiter in den Nichtkonvergenzbereich
zu verschieben. Dafiir war es notig, dieses Verfahren zunéchst in einer ,parallelisierten
Variante zu entwickelnm, was es schlussendlich erlaubte, deutlich weiter in die angenom-
mene Koexistenzphase ,hineinzurechnen. Aufgrund des im Vergleich mit der Direkten
Iteration deutlich hoheren technischen Aufwandes gelang damit zwar nur eine Berechnung
der Approximationen bis zur Stufe DLSUBG6, dafiir war es aber moglich, innerhalb des
zusatzlich erschlossenen Konvergenzbereiches, den Nulldurchgang des extrapolierten Di-
mer-Ordnungsparameters zu finden. Unter Verwendung des Oc-Schemas lasst sich der

Phaseniibergang zwischen der hypothetischen Koexistenz- und der Néelphase damit an

10Aus technischen Griinden, die damit zusammenhingen, dass der Singulettzustand nicht auf einen
vollsymmetrischen Produktzustand koordinatentransformiert werden kann, kann fiir das Singulett-
Gleichungssystem nur eine echte Teilmenge der Symmetrien des Néelansatzes (es fehlen die Rotations-
symmetrien sowie die Spiegelsymmetrien an der y-Achse) beriicksichtigt bzw. gefordert werden, mit
dem Eintritt in die Koexistenzphase kann es nun passieren, dass die Numerik auf eine Losung stofst,
die mit den fehlenden Symmetrien vertraglich ist. Es besteht nun die Moglichkeit, dass sie im Zuge
einer Ubernahme der Losung fiir den nichsten Parameterwert in diesen hohersymmetrischen Losungen
solange verhaftet bleibt, bis diese nicht mehr mit dem zu beschreibenden Zustand vertraglich ist und
gleichzeitig so weit von einer geeigneten Losung entfernt ist, dass das Verfahren abbricht.

Das Newton-Raphson-Verfahren stand schon in der CCCM zur Verfiigung, allerdings nur in einer
Variante fiir Einprozessorsysteme. Um es sinnvoll auf zweidimensionale Modelle anwenden zu konnen,
musste es fiir die DCCM in einer Variante flir Mehrprozessorsysteme neu entwickelt und fiir die
Nutzung des auf typischen Grofrechnern hiufig nur in verteilter Form vorliegenden Gesamtspeichers
angepasst werden.
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der Stelle J! = 2.31 und bei Verwendung des O 4-Schemas bei J! = 2.20 lokalisieren.

Die zusétzliche Einbeziehung der LSUB10-Approximation in die Extrapolation des magne-
tischen Ordnungsparameters M, konnte den in [95] mit dem O; »-Schema bestimmten Wert
fiir die Phasengrenze bei J. = 3.16, zu niedrigeren Werten von J’ verschieben, er liegt jetzt
bei J, = 2.71 (hierbei wurde allerdings auch das deutlich besser geeignete O /3 3/2-Schema
verwendet). Dieser neue Wert liegt damit nun auch néher an dem in [91] bestimmten Wert
von J. =2.56 + 0.07.

Zusammengefasst ergibt sich damit die Ubersicht iiber die Grundzustandsphasen in Tabelle
1.3l

Tabelle 4.3.: Grundzustandsphasen des J-.J'-Modells fiir J =1 und J’ > 0.

Néelphase 0<J <220(2.31)
Koexistenzphase 2.20(2.31) < J' <2.71
VBS-Phase 2.711 < J'

4.2.3. Extrapolationsschemata fiir die Grundzustandsenergie und

den Dimer-Ordnungsparameter

Wie bereits in Abschnitt [2.4.7 bzw. [2.3.6] erlautert, erfordert die mangelnde Erfahrung mit

der DCCM vor der Verwendung eines Extrapolationsschemas eine griindlichere Eignungs-

priifung, als dies bei der CCCM noétig ist. Da die Untersuchungen am eindimensionalen
J1-Jo-Modell bereits gezeigt haben, dass sowohl der Standardansatz ([2.88)):

( ) 1 « 1 p
O m) =ag+ a — +a —
B 0 ! m 2 m

als auch der Ansatz mit offenem Exponenten (2.92):

1\*
Oex(m) = ag + a4 <—>
m

prinzipiell geeignet sind, wird im Folgenden ebenfalls auf diese Ansétze zuriickgegriffen.

Grundzustandsenergie

Zur Feststellung der fiir die Grundzustandsenergie am besten geeigneten Fitfunktion,
wurde fiir alle ermittelten Datensétze eine Extrapolation basierend auf den Ansétzen
Os,4 sowie mit offenem Exponenten O, durchgefiihrt. Dabei wurden jeweils einmal alle
berechneten Néaherungsstufen ab DLSUB2 und einmal ab DLSUB3 berticksichtigt. Eine
Auswahl der ermittelten Extrapolationen ist in Abbildung dargestellt.
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Abbildung 4.15.: Vergleich der Extrapolationsvorschriften fiir die Grundzustandsenergie des J-
J'-Modells, fiir verschiedene Werte von .J'.

Auffillig ist zunéchst, dass sdmtliche dargestellten Extrapolationen eines gewéhlten
Datensatzes nahezu identische Kurven ergeben, die offensichtlichsten, aber dennoch mi-
nimalen, Abweichungen zeigen sich im Prinzip ausschlieflich in der Nahe des DLSUB2-
Datenpunktes und dort auch nur zwischen den Extrapolationen, die diesen explizit mit
einschlieffen und jenen, bei denen er ausgelassen wird. Ein quantitativer Vergleich des
ermittelten konstanten Terms O(m — o) ergibt, dass sich erste Abweichungen in allen
Extrapolationen erst ab der vierten und fiir die Datensétze, in denen die Approximationen
schon fast identisch sind (ab ungeféhr J' 2 3), sogar erst ab der fiinften Nachkommastelle
ergeben.

Es zeigt sich also, dass das Standardextrapolationsschema fiir die Grundzustandsenergie
der CCCM auch fiir die DCCM und das J-J'-Modell geeignet ist, auch um diese Konti-
nuitét aufrechtzuerhalten liegt es nahe, das O 4-Schema der Extrapolation mit offenem

Exponenten hier vorzuziehen.

Ordnungsparameter

Das Vorgehen zur Bestimmung des geeignetsten Extrapolationsschemas fiir den Dimer-
Ordnungsparameter lauft im Prinzip analog zu jenem bei der Grundzustandsenergie ab.
Zuséatzlich zu den dort getesteten Schemata Og und Os 4 werden hier aber aukerdem die
bei der Extrapolation des magnetischen Ordnungsparameters in der CCCM verwendeten
Schemata O /932 und O, 2 gepriift. Fiir eine Auswahl reprasentativer Datensétze wurden
die Extrapolationen in jeweils drei verschiedenen Darstellungen abgebildet (siche Abbildung
4.16)).

Hierbei fillt sofort auf, dass das Oy /3/2-Schema im gesamten Parameterbereich unge-
eignet ist, insbesondere die Beriicksichtigung des DLSUB2-Datenpunktes fiihrt auf eine
deutliche Verschlechterung der Extrapolation fiir O(m — 00). Auch das O; o-Schema zeigt
ahnliche Tendenzen, die aber bei der Nichtberiicksichtigung der DLSUB2-Daten deutlich
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4.2. J-J'-Modell

weniger stark ausgepragt sind. Im Bereich niedriger Parameterwerte J' < 2.5 kann man
sogar von einer qualitativ guten Eignung ausgehen. Geeignete Extrapolationsschemata
sollten eine zumindest gleichbleibende Monotonie der Fitfunktion aufweisen, die fiir das
O; 2-Schema ungefédhr ab J' 2 3 nicht mehr gegeben ist. Uberraschend gut geeignet zeigt
sich neben dem Oc-Schema insbesondere auch das Oj4-Schema. Dieser Kontrast zum
magnetischen Ordnungsparameter der CCCM, bei dem das Os4-Schema in allen unter-
suchten Fallen ungeeignet ist, ist vermutlich auf Analogien zur Grundzustandsenergie
zuriickzufiihren, die genau wie der Dimer-Ordnungsparameter im Prinzip als Summe von
Korrelationsfunktionen von einfachen Produkten von Spinoperatorkomponenten konstru-
iert ist. Im direkten Vergleich des Og 4- und des Oex-Fits ergeben sich aber dennoch gewisse
Unterschiede, fiir J' = 2.4 weichen die Extrapolation bereits in der zweiten, ab J' = 2.5
in der dritten, aber spéatestens fiir J > 4.0 nur noch in der vierten Nachkommastelle
voneinander ab. Eine klare Bevorzugung eines der beiden Extrapolationsschemata lasst
sich nicht rechtfertigen, aufgrund der ausreichenden Datenbasis kann aber in beiden Fallen
auf die Beriicksichtigung der DLSUB2-Daten verzichtet werden.

4.2.4. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das J-J-Modell mit dem Ziel untersucht, durch Anwendung
der DCCM bzw. eines dimerisierten Grundzustandsansatzes im Rahmen der CCM, dem
gegenwirtigen Stand der Forschung neue Erkenntnisse iiber die Grundzustandsphasen des
Modells hinzuzufiigen. Neben Resultaten anderer Methoden existierten auch bereits mit
der CCCM auf der Basis eines Néelzustands bis zur Approximationsstufe LSUB8 berech-
nete Resultate fiir die Grundzustandsenergie und den magnetischen Ordnungsparameter.
Diesen Daten konnten im Zuge der hier vorgestellten Untersuchungen zusétzliche LSUB10-
Approximationen hinzugefiigt werden.

Neben der grundsétzlichen Bestétigung der Existenz einer Néel- sowie einer dimerisierten
Phase (bzw. VBS-Phase) im Grundzustand und der nidheren Bestimmung ihrer Phasen-
grenzen, konnten aufferdem Hinweise auf die Existenz einer Koexistenzphase gefunden

werden, deren Grenzen ebenfalls bestimmt werden konnten.
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Abbildung 4.16.: Vergleich der Extrapolationsvorschriften fiir den Dimer-Ordnungsparameter
des J-J’-Modells, fiir verschiedene Werte von .J'.
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4.3. J-J-J;-Modell
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Abbildung 4.17.: Darstellung des J-J'-Jq-Modells auf dem Quadratgitter.

Eine interessante Erweiterung des im letzten Abschnitt behandelten J-J'-Modells ergibt
sich durch die Hinzunahme antiferromagnetischer Wechselwirkungen zwischen iibernéchsten
Nachbarn Jq > 0 entlang der Diagonalen des Quadratgitters (sieche Abbildung |4.17)), was

auf den folgenden Hamiltonoperator fiihrt:

H=17Y" $.5, + 7Y §§j+JdZ§§J (4.14)
<i,7>2

<%,7>1 [iJ]

Hier laufen die Summationen des Typs < 4, j >; wieder iiber alle durch eine gestrichelte
Linie gekennzeichneten und die des Typs < i, j >, iiber die durchgezogenen Bindungen
zwischen néchsten Nachbarn auf dem Gitter. Die zuséitzliche Summation iiber [i, j] 1auft
tiber alle iibernéchsten Nachbarn (blaue gepunktete Linien).

Die Besonderheit der zusatzlichen Bindung liegt dabei nicht nur in der Erweiterung des
Parameterraums an sich, sondern darin, dass diese das Modell frustriert; diese Art der
Frustration wird, im Kontrast zur unter anderem beim Kagome-HAFM auftretenden
,Geometrischen Frustration“, auch ,Bindungsfrustration genannt. Frustration ist aber
in jedem Fall mit dem Auftreten ,exotischer Grundzustandsphasen (Spinfliissigkeiten,
nematische Phasen etc.), erhohter klassischer Grundzustandsentartung und Phidnomenen
wie der Plateaubildung in Magnetisierungskurven verkniipft. Beim eindimensionalen J;-
Jo-Modell beispielsweise konnte durch die gleichartige frustrierende Jo-Wechselwirkung
zwischen iiberndchsten Nachbarn eine Singulett-Phase stabilisiert werden (am Majumdar-
Ghosh-Punkt bei Jo = J;/2 ist sie sogar exakt identisch mit dem Grundzustand); es ist
also durchaus denkbar, dass die J4 Bindung einen &dhnlichen Effekt auf die Dimerisierung
im zweidimensionalen Modell hat. Das Auftreten von frustrierenden Bindungen hat aber
auch zur Folge, dass mit der Quanten-Monte-Carlo-Methode (QMC) eine der genauesten
Methoden zur Untersuchung von zweidimensionalen Modellen nicht anwendbar ist und das

Modell daher, vom Spezialfall J = J" abgesehen, bisher praktisch nicht untersucht wurde.
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“-Phasen

Der angesprochene Spezialfall, der in der Regel als zweidimensionales J;-J>-Modell (J' =
J — Ji, Jg — J2) bezeichnet wird, ist allerdings ein recht gut untersuchtes Modell, fiir
das es bereits eine Vielzahl an Veroffentlichungen gibt [98-121]. Damit bietet das J-J'-Jg4-
Modell nicht nur die Moglichkeit eine neue Fragestellung zu untersuchen, sondern auch
die Option die DCCM im erwédhnten Spezialfall zu testen und mit anderen Methoden zu

vergleichen.

4.3.1. Modellzustandswahl

Die zusatzliche frustrierende Bindung macht die Bestimmung des klassischen Grundzu-
standes allerdings deutlich aufwendiger, als dies beim J-J'-Modell der Fall war. Da das
eigentliche Interesse aber wieder in erster Linie auf der dimerisierten Phase liegt, ist eine
solche Untersuchung hier aber auch nicht unbedingt notig. Denn es ist klar, dass eine
zusétzliche Kopplung, wenn sie wie hier auf den Bereich 0 < Jy < 1 beschréankt wird, im
Grenzfall grofter J' irrelevant fiir die Existenz der Singulett-Phase wird. Es ist allerdings
zu erwarten, dass die Kopplungsstirke einen deutlichen Effekt auf die Lage der kritischen
Punkte J! hat, an denen die dimerisierte Phase in eine semiklassische Phase tibergeht.
Untersuchungen des bereits erwihnten isotropen zweidimensionalen J;-Jo-HAFM auf
dem Quadratgitter (entspricht dem Spezialfall J = J'), liefern deutliche Hinweise auf die
Existenz einer ungeordneten Phase (manchmal wird sie auch ,,quantenparamagnetische
Phase kurz QPM-Phase genannt), die fiir kleine Werte von J, durch eine néelgeordnete
Phase (NAF) und fiir grofse Werte von J, von einer kollinear gestreiften Phase (CAF)
begrenzt wird (siehe Abb. und [52, (117, [120]. Konkrete Werte fiir diese

(a) NAF-Modellzustand (b) CAF-Modellzustand

Abbildung 4.18.: Darstellung moglicher semiklassischer Phasen bzw. der aus ihnen abgeleiteten
Modellzustande des J-J'-Jq Modells.

kritischen Punkte (an denen die magnetischen Ordnungsparameter der NAF- und der

CAF-Phase verschwinden) konnten mittels der CCM auf J§' = 0.447.J; und J? = 0.586.J;
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bestimmt werden [52, [113]. Ob es sich bei der QPM-Phase bereits um eine dimerisierte
Phase handelt, ist fraglich, es ist aber davon auszugehen, dass die beiden semiklassischen
Phasen mit zunehmender J'-Kopplung, zumindest in einer Umgebung um J' = J bzw.
J" = 1, weiterhin bestehen bleiben. Fiir das klassische Modell lasst sich zumindest recht
einfach zeigen, dass sich der NAF- und der CAF-Zustand gerade bei J3 = 1/2 (unabhéngig

von J') ablosen:

ENAF = 82 (—J’ + 4Jd — 3)

1
FE =F S Jg=—.
ECAF — 82 (_J/ _4Jd+ 1) } NAF CAF d 9

Eine Helixphase wie sie im klassischen J-J'-Modell (also bei Jgq = 0) auftritt, ist natiirlich
auch fiir grofere Werte der Diagonalkopplung denkbar. Die konkrete Bestimmung der Jg-
Abhéngigkeit des Helixzustands ist allerdings nicht trivial und fiir eine erste Anwendung
der CCM auch nicht unbedingt notig, weshalb im Folgenden auch darauf verzichtet wird.
Die aufgefiihrten Hinweise auf die Existenz entsprechender Phasen legen es aber zumindest
nahe, neben dem obligatorischen Singulettproduktzustand zusétzlich einen Néelzustand
und einen kollinear gestreiften Zustand als alternative Modellzusténde zu verwenden und
damit ein vollstédndigeres Bild iiber die im untersuchten Parameterbereich auftretenden

Grundzustandsphasen zu erhalten.

4.3.2. Resultate

Unter Verwendung des Singulett-Modellzustands wurden mit der DCCM verschiedene
Néherungen der Grundzustandsenergie Ey/N und des Dimer-Ordnungsparameters D,
berechnet. Die hochste dabei erreichte Approximationsstufe war DLSUB7. Zur Kontrastie-
rung der DCCM-Resultate wurden mittels der CCCM aufserdem Approximationen der
Grundzustandsenergie und der magnetischen Ordnungsparameter fiir den NAF- und den
CAF-Modellzustand ermittelt. Hierbei wurde in beiden Féllen die Naherungsstufe LSUB10
erreicht, aukerdem wurde zur Kompensation des Odd-FEven-Effektes (siehe Abschnitt
auf die Berechnung der ungeraden Approximationen verzichtet bzw. wurden sie bei der

Extrapolation nicht berticksichtigt.

Grundzustandsenergie

Die Bestimmung der Grundzustandsenergie erwies sich, wie auch in den vorherigen Kapiteln,
als relativ unproblematisch. In den Regionen, in denen die angesetzten Modellzustéande
besonders geeignet schienen, dies betrifft fiir die semiklassischen Regionen insbesondere

die Bereiche:
NAF: 0.0 < J3<0.5,

CAF: 0.5 < Jy < 1.0,
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bis maximal J' = 2.6, konvergierten die Approximationen sehr schnell und beschrieben,
im Rahmen der angestrebten Genauigkeit von mindestens zwei Nachkommastellen, eine
nahezu exakte quadratische Abhéngigkeit von der Naherungsstufe (sieche die am Ende dieses
Absatzes genannten Referenzen auf den Anhang). Der Giiltigkeitsbereich des Singulett-
Modellzustands, wie sich im néchsten Abschnitt zeigen wird, ist in der Ndhe von Jq = 0.5
am groften und deckt dort im Wesentlichen die Region 1 < J' < oo ab. Mit zunehmendem
Abstand (aber beschrankt auf: 0 < Jyg < 1) reduziert er sich auf 2.5 < J' < co. Hier gilt im
Prinzip das Gleiche wie fiir die NAF- und die CAF-Phase mit dem wesentlichen Unterschied,
dass die Approximationen hier bereits ab DLSUB3 nahezu identisch sind. Es ist also davon
auszugehen, dass die unter diesem Umsténden ermittelte Grundzustandsenergie eine sehr
hohe Genauigkeit besitzt. Aufgrund der prinzipiell identischen Ausgangslage mit den in
den vorherigen Abschnitten bereits besprochenen Modellen kann an dieser Stelle ohne eine

erneute Diskussion direkt das quadratische Extrapolationsschema Os 4:

2 4

%(m) 2027420,—'—()(%) —1—0(%) :

gewahlt werden. Bei der Extrapolation der Resultate der semiklassischen Modellzusténde
werden alle geraden Approximationsstufen ab LSUB4 und fiir den Singulettzustand sowohl
die geraden als auch die ungeraden Approximationsstufen ab DLSUB3 beriicksichtigt. Ein
reprisentativer Uberblick iiber die fiir den gesamten Datensatz ermittelten Fitfunktionen
ist dem Anhang dieser Arbeit hinzugefiigt (siehe insbesondere die Abbildungen [A.16] [A.17]
IA.18 und [A.19).

Die Auswertung der extrapolierten Grundzustandsenergien zeigt auch hier wieder, dass

die mit unterschiedlichen Modellzustdnden gewonnenen Werte, selbst in Regionen nicht
optimaler Eignung (gekennzeichnet durch einen verschwindenden Ordnungsparameter),
nahezu identisch sind. Dies bedeutet ganz konkret, dass die Grundzustandsenergiendherung
des Singulett-Modellzustands im Bereich Jy3 < 0.5 mit der des NAF- und im Bereich Jy >
0.5 mit der des CAF-Modellzustands iibereinstimmt (siche Abb. [£.19). Ganz grundsétzlich
und unabhéngig von den Modellzustdnden lésst sich festhalten, dass der Einfluss der
frustrierenden Diagonalkopplung ungefihr in dem Bereich 0.5 < Jy < 0.6 am grofiten
ist, was sich darin ausdriickt, dass dort auch die Grundzustandsenergie maximal ist und
in beide Richtungen, also sowohl fiir niedrigere als auch fiir hohere Kopplungsstéarken,

monoton abnimmt.

Ordnungsparameter

Belastbare Aussagen iiber die Grundzustandsphasen lassen sich aber auch hier erst durch
die Betrachtung der verschiedenen Ordnungsparameter des Modells treffen. Fiir die beiden
mit den semiklassischen NAF- und CAF-Phasen verkniipften Modellzusténde sind dabei

116



4.3. J-J'-Jg-Modell

-0.4 T T -0.4 T T

Singuleltt Singuleltl
05 | Jg=05 NAF — - — 0.5 P CAF — - — 4
[~
0.6 :I:. 06 F -
- - \-
07 - 0.7 F
0.8 | 08 [
p4 P4
=-09 209 r
w w
_1 - ,1 -
A1 F ERE=
42 F A2k
13 A3 F
1.4 1.4
1 1 1.5 2 25 3 35
J J

Abbildung 4.19.: Extrapolierte Grundzustandsenergien dargestellt iiber die Dimerkopplung .J/
fiir verschiedene Werte der Diagonalkopplung 0 < Jg < 1 (Schrittweite: AJq = 0.1) basierend
auf dem NAF-, dem CAF- und dem Singulett-Modellzustand.

wieder die entsprechenden magnetischen Ordnungsparameter (2.67)):

N
]_ ~ Az Nzl
M = ¥ ;1 (Uo| S7 |Wo), S*ist lokal,

auszuwerten. Da ein solcher magnetischer Ordnungsparameter fiir den Singulett-Modellzu-
stand (bzw. den daraus abgeleiteten Grundzustandsansatz) immer identisch Null ist (siehe
Abschnitt [2.4.5)), wird hier wieder der schon beim J-J'-Modell berechnete, auf den Spin-

Spin-Korrelationsfunktionen benachbarter Gitterpléitze basierende Dimer-Ordnungspara-

meter (2.137)):

N
D, — o Z(_lymﬂyi\<S(xijyi)8(ml,%)>

i=1
bestimmt. Beiden Ordnungsparametertypen gemein ist, dass sie deutlich  langsamer®
als die Grundzustandsenergieapproximationen konvergieren. Fiir die Bestimmung guter
Nédherungen fiir die Phaseniibergangspunkte (M — 0, D, — 0) spielt die verwendete
Extrapolationsformel also eine noch grofsere Rolle. Als Extrapolationsschema fiir die

semiklassischen Phasen wird wieder die Variante:

12 1\?
M(m)201/273/2:a+b(—) +C(—) s

m m

Njw

gewahlt, die sich als sehr gut zur Bestimmung von Phasengrenzen erwiesen hat (eine
Darstellung der ermittelten Fitfunktionen erfolgt im Anhang in den Abbildungen
und .

Bei der Extrapolation des Dimer-Ordnungsparameters D, ergeben sich im direkten
Vergleich mit dem J-.J'-Modell durch die Einfiihrung der zusétzlichen Wechselwirkungen

zwischen iiberndchsten Nachbarn auf dem Gitter zunéchst keine Unterschiede. Es zeigt
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Abbildung 4.20.: Extrapolierte Ordnungsparameter D, und M iiber die Dimerkopplung J’ fiir
verschiedene Werte der Diagonalkopplung Jq basierend auf dem NAF-, dem CAF- und dem
Singulett-Modellzustand.

sich insbesondere, dass das O3 4-Schema weiterhin sehr gut geeignet ist. Mit zunechmendem
Jq wird aber immer deutlicher, dass das O..-Schema zumindest in der Ndhe der Phasen-
tibergénge (D, — 0) und der Terminationspunkte der Losungsalgorithmen deutlich stérker

von der anschaulichen Idealkurve abweicht, weshalb das O 4-Schema:

1)? 1\*
Dx(m):OQAZCL—Fb(—) +C<—> ,
m m

im Folgenden bevorzugt wird (siche dazu die Abbildungen |[A.22| und |A.23|im Anhang).
Wie schon beim J-J’-Modell zeigt sich auch hier, dass der extrapolierte Ordnungspara-

meter bis zum Terminationspunkt der Direkten Iteration in der DLSUB7-Approximation
endlich bleibt. Dieses Phdnomen betrifft, mit Ausnahme der Region 0.5 < J4 < 0.6, den
gesamten Parameterbereich der Diagonalkopplung. Da das J-J'-Modell einen Spezialfall
des J-J'-Jg-Modells (fiur Jq = 0) darstellt, scheint auch hier die mogliche Existenz einer
Zwischenphase plausibel, in der sich die Auslaufer der dimerisierten Phase mit den in
diesem verallgemeinerten Modell auftretenden semiklassischen Phasen iiberlagern.

Zur Bestimmung der unteren Grenzen dieser hypothetischen Koexistenzphasen wird
daher wieder auf die Vergroferung der Losungsmenge des Singulett-Gleichungssystems
durch die Verwendung des Newton-Raphson-Verfahrens zuriickgegriffen. Dies gelang auch
hier wieder nur bis zur Naherungsstufe DLSUBG6. Eine gemeinsame Darstellung der extrapo-
lierten Ordnungsparameter aller verwendeten Modellzusténde erfolgt in den Abbildungen
.20

Hier wird deutlich, dass der Dimer-Ordnungsparameter fiir Jq > 0.7 nach oben aus-
bricht, das heifst, dass sich in der Néhe des Terminationspunkts ab DLSUBG6 deutliche
Abweichungen vom Monotonieverhalten der Approximationen zeigen, die sich in DLSUB7

nochmals verstarken. Eine Darstellung der Korrelationsfunktionen am Beispiel Jq4 = 1
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Abbildung 4.21.: Korrelationsfunktionen dargestellt iiber die Dimerkopplung .J'. Die linke Ab-
bildung zeigt die ,normale* Entwicklung (am Beispiel Jq = 0.6) einer Angleichung der Dimer-
und der Zwischendimerkorrelationen bei Anndherung an den isotropen Grenzfall. Die rechte Ab-
bildung verdeutlicht das abweichende Verhalten ab Jg > 0.7 (am Beispiel Jy4 = 1).

verdeutlicht, das dies sowohl auf den Anstieg des Betrages der reinen Dimerkorrelationen
(S715,.2), als auch den Abfall des Betrages der Zwischendimerkorrelationen (S;.25,41,1) in
x-Richtung ab DLSUBG6 zuriickzufiihren ist (siche Abbildung . Uber die Ursachen
lasst sich nur spekulieren. Eine mogliche Erklarung ergibt sich aus der bereits im Abschnitt
2.4 in dem der Dimer-Ordnungsparameter eingefiihrt wurde, beschriebenen Tatsache,
dass der Singulettzustand kein Eigenzustand des Dimeroperators ist. Es ist also durchaus
denkbar, dass hier ein Ubergang in eine alternative dimerisierte Phase stattfindet, die aber
gerade nicht mehr so gut durch den Singulett-Modellzustand beschrieben werden kann. Ein
weiterer Punkt betrifft die Tatsache, dass das hier betrachtete Regime (Jg > 0.7) durch
verhaltnisméfig groke Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkungen gekennzeichnet ist und die
in den Dimer-Ordnungsparameter eingehenden Néchste-Nachbar-Korrelationsfunktionen
fiir J/ — J immer kleiner werden[]

Eine genauere Betrachtung der Approximationen (siehe Abb. macht zumindest
deutlich, dass eine Extrapolation des Ordnungsparameters spatestens ab Jy = 0.9 keine
sinnvollen Aussagen iiber den Phaseniibergang mehr ermoglicht. Es ist allerdings auffillig,
dass die ab J; = 0.5 bzw. 0.6 ermittelten Ubergéinge (D, = 0) zur kollinear gestreiften
Phase deutlich dichter an den Terminationspunkten liegen (siehe Tabelle , so das eine
Fortsetzung der D, = 0 Linie unter Verwendung der Terminationspunkte auf eine plausible
vorlaufige Phasengrenze fiihrt. Ein unter Einbeziehung samtlicher Ordnungsparameter
ermitteltes, vollstdndiges Phasendiagramm ist in Abbildung dargestellt.

12Im klassischen .J;-.Jo-Modell ergibt sich bereits ab % > 0.5 eine vollige Entkoppelung der beiden
Untergitter.
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Abbildung 4.22.: Darstellung der DLSUB3 bis DLSUB7 Approximationen und Extrapolationen
des Dimer-Ordnungsparameters ab Jq = 0.7.

Der Grenzfall J/ = J =1

Eine weitere Besonderheit ergibt sich beim Ubergang J' — 1 (zum isotropen .J;-Jo-
Modell), fiir den das Verschwinden sdmtlicher Ordnungsparameter in der Umgebung von
Ja =~ 0.5 Hinweise auf die Existenz einer zusétzlichen, vermutlich magnetisch ungeordneten
Phase liefert. Es ist zunéchst festzuhalten, dass Untersuchungen des J;-Js-Modells mittels
variationeller Monte-Carlo-Methoden, der SW'T und der DMRG, bereits deutliche Hinweise
auf eine Spinfliissigkeit fiir 0.41 < Jo/J; < 0.62 liefern konnten [99) 120]. Eine
solche Phase ist sehr gut mit den in dieser Arbeit mit der CCCM ermittelten Nullstellen
der extrapolierten magnetischen Ordnungsparameter vereinbar, da sich aus diesen eine
nicht magnetisch geordnete Region im Bereich 0.447 < Jy < 0.586 (fir J' = J = 1)
ableitet. Bemerkenswert ist allerdings, dass der Dimer-Ordnungsparameter fiir J' = 1
nicht vollstandig verschwindet. Es zeigt sich, dass dieser innerhalb des Teilabschnitts
0.543 < Jq < 0.55 endlich bleibt, allerdings mit einem relativ geringen Maximum von 9-10~4
(sieche Abb. rechts). Dies ist moglicherweise ein Hinweis auf eine dimerisierte Phase,
unter Umsténden sogar auf eine Koexistenz mit einer Spinfliissigkeit mit Anregungsliicke.

Eine Erhohung der Dimerkopplung J’ > 1 fiihrt schlieflich zu der bereits angesprochenen
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4.3. J-J'-Jg-Modell

Tabelle 4.4.: Kritische Punkte des J-J'-Modells: Terminationspunkte des Singulett-Ansatzes
(Jvp), Nullpunkte von D, (J!) und die Nullpunkte der magnetischen Ordnungsparameter M

(J5)-

Jo 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Jre 239 218 198 1.78 1.56 1.29 1.03 1.29 149 1.70 1.91
J/ 218 201 1.81 1.61 141 1.16 1.05 127 147 —  —
fear 271 248 225 201 178 - - — - - -
Jleap — — — — — — 120 161 194 226 2.57
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Abbildung 4.23.: Die linke Abbildung zeigt das ermittelte Phasendiagramm des J-.J’-Jg-Modells.
Die rechte Abbildung zeigt den Dimer-Ordnungsparameter fiir den isotropen Fall (J' = J).

Vergrokerung der dimerisierten Region. Es zeigt sich aber auch, dass sich die Region, in
der es weder Hinweise auf eine semiklassische magnetische Fernordnung noch auf eine
dimerisierte Phase gibt, nicht sofort schlieftt. Es ist also denkbar, dass die bei J' = 1
gefundene Spinfliissigkeitsphase noch bis J' &~ 1.22 weiter besteht.

4.3.3. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Einfluss einer frustrierenden antiferromagnetischen Wech-
selwirkung Jq auf den Grundzustand des bereits behandelten .J-J-Modells untersucht.
Mittels der etablierten Standardimplementierung der CCM (der sogenannten CCCM) und
eines im Zuge der vorliegenden Arbeit zusétzlich entwickelten Programms (hier DCCM
genannt), wurden unter Verwendung dreier verschiedener Modellzustinde die Energie
sowie die kritischen Austauschparameter der zugédnglichen Grundzustandsphasen ermittelt.
Neben der dimerisierten Phase (bzw. der VBS-Phase), der Néelphase sowie der kollinear
gestreiften Phase, deren Grenzen hinreichend genau bestimmt werden konnten, ergaben
sich aufserdem Hinweise auf die Existenz zweier zusétzlicher Koexistenzphasen, in denen
jeweils neben der dimerisierten Phase eine der beiden semiklassischen Phasen vorzuliegen

scheint.
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“-Phasen

Auferdem konnte die bereits in anderen Untersuchungen zum J;-Jo-Modell beschriebene
Spinfliissigkeitsphase auch im hier untersuchten allgemeineren Modell im Rahmen der
CCM bis ungefahr J' ~ 1.22 indirekt nachgewiesen werden. Weiterhin ergaben sich auch
direkt bei J' = J = 1 noch Hinweise auf die Existenz der versetzten Dimerphase. Der
entsprechende Ordnungsparameter ist allerdings relativ klein, so dass fiir belastbarere

Aussagen weitere Untersuchungen notig sind.
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4.4. Der Spin-1/2-HAFM auf dem Star-Gitter

4.4. Der Spin-1/2-HAFM auf dem Star-Gitter

Dieser letzte Abschnitt zu den Modellen mit VBS-Phasen behandelt den Spin-1/2-HAFM
auf dem Star-Gitter (siche Abbildung [4.24)). Dieses Modell wurde in erster Linie deshalb
ausgewahlt, weil die von den bisherigen Gittern abweichende Topologie des Star-Gitters
interessante technische und physikalische Unterschiede bei der Anwendung der DCCM
erwarten ldsst. Der HAFM auf dem Star-Gitter ermdglicht deshalb, neben der Unter-
suchung neuer physikalischer Fragestellungen, insbesondere die Demonstration weiterer
Anwendungsmoglichkeiten der DCCM.
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Abbildung 4.24.: Star-Gitter mit 6 Gitterpliatzen pro Elementarzelle.

Das Star-Gitter ist in gewisser Weise mit dem im zweiten Kapitel dieser Arbeit untersuch-
ten Kagome-Gitter verwandt, so lésst es sich durch die Aufspaltung bzw. Verdoppelung der
vorhandenen Gitterplitze und die Hinzunahme einer neuen Bindungsart (den sogenannten
erweiterten Bindungen oder auch , Extended Bonds“) zwischen den dabei voneinander
getrennten Dreiecksstrukturen aus diesem erzeugen. Diese neuen Zwischenbindungen
unterscheiden sich topologisch von den urspriinglichen Kagomebindungen (jetzt Dreiecks-
bindungen oder ,, Triangle Bonds* genannt) in der Form, dass sie immer isoliert auftreten.
Werden die erweiterten Bindungen nun noch durch eine eigenstédndige antiferromagnetische

Austauschwechselwirkungsstarke J, > 0 im Hamiltonoperator des HAFM beriicksichtigt:

H=1J Y SS+J. Y S8 mit J,J >0, (4.15)

<4,j>1 <i,j>2

wird das Modell auch als: ,eindeutig beziiglich J, dimerisierbar” bezeichnet [122|. Die
spitzen Klammern stehen hierbei wieder fiir eine Summation nur iiber nichste Nachbarn,
wobei allerdings zwischen Gitterplatzen mit Ji-Kopplung (Index 1) und J.-Kopplung (Index
2) unterschieden wird. Bei einem entsprechend grofen Verhéltnis der beiden Néachsten-

Nachbar-Kopplungen (J, > J;) liegt in so einem Fall immer ein dimerisierter Grundzustand
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“~Phasen

vor, der durch die Bildung von Singuletts auf den J.-Bindungen charakterisiert ist (siehe

Abbildung |4.25)).
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Abbildung 4.25.: J.-VBS-Zustand auf dem Stargitter fiir J, > J; mit 3 Dimeren pro Elementar-
zelle.

Untersuchungen mittels Ezakter Diagonalisierung konnten belegen, dass ein solcher J,-
dimerisierter oder auch VBS-Zustand (J.-VBS) mindestens bis J, = J; bestand hat und
dass der Grundzustand auch dariiber hinaus keine magnetische Fernordnung aufweist [123),
124]. Weitere Veroffentlichungen der letzten Jahre zeigten schlieflich, dass es sich bei der
verbliebenen quantenparamagnetischen Phase (QPM) im Regime J; > J, > 0 mit hoher
Sicherheit um eine weitere VBS-Phase handelt, genauer um einen dimerisierten Zustand
mit einer aus 18 Gitterplidtzen bestehenden Elementarzelle (siehe Abb. [125] 126).

Charakteristisch fiir diese zusétzliche VBS-Phase ist eine Dimerbildung auf Gitter-
platzpaaren beider Kopplungstypen, die sich aus der nicht eindeutigen Dimerisierbarkeit
beziiglich der Ji-Bindungen ergibt. Die hierbei entstehende Dimeranordnung bzw. Sym-
metriebrechung entspricht jener des bereits fiir das Kagome-Gitter eingefiihrten semi-
klassischen ,,v/3 x v/3“-Zustandes (siche Kapitel , weshalb dieser Zustand auch als
V3 X v/3“-VBS bezeichnet wird. Die Phasengrenze zwischen diesem Zustand und dem .J,-
VBS konnte durch die neueren Untersuchungen konkretisiert und dabei auf einen deutlich
niedrigeren Wert bei J;/J, = 2 — 2.5 bzw. fiir J; = 1 auf J, = 0.4 — 0.5 verschoben werden
[126].

4.4.1. Modellzustandsauswahl

Fiir die ndhere Bestimmung dieses kritischen Ubergangspunkts zwischen den beiden
VBS-Phasen ist die DCCM offensichtlich ideal geeignet, da sich die beiden dimerisierten
Zustande theoretisch problemlos als Modellzustdnde darstellen lassen. Dies ist zumindest
fiir den J.-VBS auch korrekt, es stellte sich allerdings heraus, dass die hohe Zahl von 18
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4.4. Der Spin-1/2-HAFM auf dem Star-Gitter

Abbildung 4.26.: ,,v/3 x v/3“VBS mit 18 Gitterplidtzen bzw. 9 Dimeren pro Elementarzelle.

Gitterplitzen (dies entspricht neun Dimeren) in der Elementarzelle des ,,v/3 x /3“-VBS mit
der gegenwirtigen Implementation der DCCM noch zu ineffizient erfolgt und daher nur mit
einem nicht vertretbar hohen Zeit- und Ressourcenbedarf méglich ist[™| Die Ursachen dafiir
lassen sich prinzipiell beheben, die dafiir notigen Arbeitsschritte sind allerdings aufwendig
und konnten daher im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt bzw. abgeschlossen werden.
Es zeigte sich allerdings, dass eine Beschreibung des Phasentibergangs mit der DCCM
auch mit der Beschrankung auf den J,-VBS-Modellzustand moglich war.

Im Zuge einer Arbeit zu den sogenannten Archimedischen Gittertypen wurde auch die
CCCM bereits einmal zur Untersuchung des isotropen HAFM auf dem Star-Gitter (im
Spezialfall J, = J; = 1) angewendet [51]. Wie bereits beim HAFM auf dem Kagome-
Gitter wurde sich auch hier bei der Auswahl der Modellzusténde auf das klassische Modell
bezogen. Im Prinzip ist die Situation in beiden Fallen praktisch identisch, so gilt auch
fiir das Star-Gitter, dass die energetisch giinstigste Spinorientierung auf den auftretenden
Dreiecksbindungen bei einer Winkeldifferenz von 120° erreicht ist. Da die J.-Bindungen
unfrustriert sind, ist eine parallele bzw. antiparallele Orientierung entsprechend gekoppel-
ter Spins ohne Einschrankung mit den Spinorientierungen auf den Dreiecken vertréglich.

Die Grundzustandsentartung des klassischen HAFM auf dem Star-Gitter ist damit also

BDer verwendete Algorithmus zur Erzeugung des CCM-Gleichungssystems skaliert nicht sehr gut mit der
Zahl der Gitterplédtze pro Elementarzelle und bené6tigt daher bereits bei der DLSUB3-Approximation
auf einem normalen Rechner mit einfachem Mehrkernprozessor so lange, dass die Rechnung nach
einigen Tagen abgebrochen werden musste (normalerweise dauert sie nur wenige Sekunden).
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vollig analog zu jener auf dem Kagome-Gitter (siche dazu Kapitel und ist damit
auch hier die Grundlage fiir die Verwendung der angepassten Versionen des ,,g = 0~ und
des ,v/3 x v/3“-Modellzustands auf dem Star-Gitter. In der genannten Arbeit konnten
allerdings erwartungsgemafs keine Hinweise auf entsprechende magnetische Fernordnungen
gefunden werden, dennoch gelten die ermittelten Grundzustandsenergien als sehr genau.
Es bietet sich also an, den in dieser Arbeit vorgestellten DCCM-Resultaten entsprechen-
de CCCM-Vergleichsdaten gegeniiberzustellen und dafiir neue Berechnungen basierend
auf den genannten semiklassischen Modellzustédnden fiir den gesamten untersuchten J,-

Parameterbereich durchzufiihren.

4.4.2. Resultate

Auf der Basis aller genannter Modellzustdnde wurden zunéchst sdmtliche bestimmbaren
Approximationen fiir die Grundzustandsenergie und die jeweiligen Ordnungsparameter
fiir verschiedene Werte der Kopplungsstéarke J, berechnet. Die héchsten erreichten Ap-
proximationsstufen lagen fiir den VBS-Modellzustand bei DLSUB5 und fiir die beiden
semiklassischen ,,g = 0 und ,,v/3 x v/3“-Modellzustinde jeweils bei LSUB10.

Grundzustandsenergie

Zur Auswertung und zum Vergleich der berechneten Grundzustandsenergieresultate muss-
ten aus den ermittelten Rohdaten bzw. Approximationen wieder Extrapolationen berechnet
werden. Wie auch in den vorangegangenen Kapiteln immer wieder gezeigt wurde, gibt es
fiir die Grundzustandsenergie im Prinzip nur das gut funktionierende vom Modellzustand

unabhéngige Os 4-Schema:

E/N(m)=a+b (%)2 +oe (%)4 a = E/N(m — o),

das auch in [51] fir den Spezialfall J, = J; = 1 verwendet wurde. Fiir den hier betrachteten
erweiterten Parameterbereich der Kopplungsstéirken: 0 < J, < 10 bei J; = 1, erwies sich
das Schema erneut als durchgehend sehr gut geeignet. Eine Ubersicht der ermittelten
Extrapolationsfunktionen fiir einige ausgewéhlte Kopplungsstérken sowie eine Darstellung
sdmtlicher extrapolierter Grundzustandsenergien ist in den Abbildungen zu finden.
Im direkten Vergleich zeigt sich, dass die unter Verwendung verschiedener Modellzustande
berechneten Grundzustandsenergien praktisch identisch sind. Auch fiir das hier untersuchte
Modell ist dies wieder nicht weiter verwunderlich, da die Grundzustandsenergie, im
Gegensatz zu allen anderen Systemobservablen, in der CCM am schnellsten konvergiert

und dabei weniger stark von den Modellzusténden abhéingt Die Ubereinstimmung mit den

4Hierbei gibt es zwei Anmerkungen: 1.) Urséchlich fiir die schnelle Konvergenz ist die Tatsache, dass fiir
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Abbildung 4.27.: (oben links) Grundzustandsenergien fiir alle drei verwendeten Modellzustén-
de. (rest) Fitfunktionen fiir die Extrapolation der Grundzustandsenergie fiir verschiedene Werte
der Jo.-Wechselwirkung, nach verwendetem Modellzustand getrennt.

CCCM-Resultaten ist daher als eine erneute Bestétigung der ,korrekten” Implementierung
der DCCM anzusehen. Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Resultaten betrifft
das Konvergenzverhalten, so zeigt sich erwartungsgemafs, dass der J.-VBS-Modellzustand
im gesamten Bereich J, > J; (insbesondere fiir J, > J;) geeignet ist, wihrend die
beiden semiklassischen Modellzustéinde in der LSUB10-Approximation ab J, ~ 2.9 keine
Resultate mehr liefern kénnen (mit hoheren Néaherungsstufen sollte sich diese Grenze zu

noch niedrigeren Werten verschieben).

die Berechnung einer Approximation der Grundzustandsenergie nur der exponentielle und in der Praxis
erwiesenermaken genauere ,Ket“- nicht aber der nur lineare ,Bra“-Grundzustandsansatz bendtigt wird.
2.) Die Grundzustandsenergie zeigt natiirlich auch Unterschiede bei der Verwendung verschiedener
Modellzusténde. Dies gilt auch fiir wirklich gleichartig geeignete Modellzusténde, wie beispielsweise bei
den sowohl beim Kagome-Gitter als auch hier beim Star-Gitter verwendeten semiklassischen ,,¢ = 0“ und
»V/3 x v/3“-Modellzusténden (bei ersterem ist sie sogar entscheidend fiir die Grundzustandsselektion),
diese Unterschiede zeigen sich allerdings frithestens ab der dritten (im Normalfall eher vierten)
Nachkommastelle.

127



4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“~Phasen

Grundzustandsselektion moéglicher semiklassischer Phasen

Ein weiterer interessanter Aspekt dieses Modells betrifft die Vermutung, die Selektion
moglicher semiklassischer Phasen des HAFM auf dem Star-Gitter konnte dhnlich zu jener
des Kagome-HAFM verlaufen. Aufgrund der eindeutigen Resultate lasst sich an dieser Stelle
aber bereits vorwegnehmen, dass dies fiir das hier untersuchte Modell mit Spinquantenzahl
s = 1/2 und die verwendeten ,,¢ = 0“- und V3 x V/3““Modellzusténde nicht bestétigt
werden konnte.

Man kann zunéchst festhalten, dass die Approximationen der Grundzustandsenergien bis
einschliefslich der Stufe LSUB5 fiir beide Modellzustédnde iiber den gesamten untersuchten
Bereich der Kopplungsstérke J, absolut identisch sind. In den hoheren Nédherungsstufen
treten zwar durchaus Energiedifferenzen auf, diese folgen aber keinem erkennbaren Schema,
d.h. ihre Betrége zeigen kein von der Wechselwirkungsstérke oder der Approximationsstufe

abhéngiges klares Monotonieverhalten, wie es beim Kagome-HAFM der Fall ist (siehe

Abbildung 4.28)).
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Abbildung 4.28.: Darstellung Energiedifferenzen der semiklassischen Modellzusténde.

Die einzige erkennbare Tendenz, zeigt sich in der Abnahme des Betrages der Ener-
giedifferenzen aller Approximationsstufen und Extrapolationen mit der Zunahme der
Kopplungsstarke. Dies hangt vermutlich damit zusammen, dass die physikalischen Ei-
genschaften im Bereich J, > J; zunehmend durch die nicht frustrierten J.-Bindungen
bestimmt werden, wahrend die Unterschiede zwischen den verwendeten Modellzustdnden
praktisch ausschlieflich durch die vom Kagome-Gitter ,geerbten frustrierten Dreiecks-

bindungen bestimmt werden. Man muss an dieser Stelle aber auch deutlich machen, dass
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die Energiedifferenzen des ,,¢ = 0 und ,,v/3 x v/3“-Modellzustands, verglichen mit ihren
Gegenstiicken beim KHAFM (von einer Ausnahme bei LSUB9 abgesehen) mindestens eine
Zehnerpotenz geringer sind und damit nicht zwangslédufig physikalischen Ursprungs sein
miissen. Es ist durchaus denkbar, dass die fehlende klare Systematik der Energiedifferenzen
ausschlieflich auf die Nichtvariationalitat der CCM bzw. auf die Vielfalt moglicher weiterer
Losungen des nichtlinearen Ket-Gleichungssystems zuriickzufiihren ist. Insofern wére das
hier dargestellte Resultat eher als Hinweis auf darauf zu verstehen, dass hier keine eindeutig
.q = 0 oder ,,v/3 x v/3“ lokal semiklassisch geordneten Grundzustandsphasen existieren
(zumindest nicht fiir fiir s = 1/2). Ein anderes Ergebnis wére aber streng genommen auch

nicht mit der angenommenen vollsténdigen Dimerisierung des Grundzustands vereinbar.

Ordnungsparameter

Bereits in [51] wurde gezeigt, dass der magnetische Ordnungsparameter (2.67)):
| X
— _NZ (Wo| 7 |Wo), S57ist lokal,
=1

fiir die beiden semiklassischen Modellzustdnde im Spezialfall J, = J; = 1 negativ bzw.
nicht endlich ist. Dies dnderte sich auch nicht fiir den hier untersuchten erweiterten
Parameterbereich der .J.-Kopplung. Das bedeutet, dass sich auch mit der CCM keine
Hinweise auf eine mogliche magnetische Fernordnung finden liefsen und deshalb auf eine
weitere ausfithrliche Auswertung an dieser Stelle verzichtet werden kann.

Angelehnt an die Dimer-Ordnungsparameter fiir das eindimensionale J;-J5-Modell und
das J-J'-Modell auf dem Quadratgitter, wurde fiir das Star-Gitter der folgende Dimer-

Ordnungsparameter definiert:

D= % % S s8)- Y s8] (4.16)
<Jy=Ji> <Jij=Jo>

Fiir diesen werden im Wesentlichen die Differenzen samtlicher J.- und J;-Korrelations-
funktionen aufsummiert, wobei die letzteren doppelt so haufig auftreten aber aus Symme-
triegriinden identisch sein miissen und daher zur Kompensation mit dem Vorfaktor 1/2
versehen werden. Eine solche Konstruktion besitzt die gleichen Eigenschaften wie die bisher
verwendeten Dimer-Ordnungsparameter; zum einen nimmt sie innerhalb der auftretenden
Singulettphase (fir J, > J; bzw. J, — 00), in welcher die Ji-Korrelationsfunktionen
verschwinden, den Wert D = 0.75 an und zum anderen ist sie Null, wenn alle Néchsten-
Nachbar-Korrelationsfunktionen gleich sind. Fiir die Bestimmung des geeignetsten Ex-
trapolationsschemas wurden zunéchst wieder alle bisher verwendeten Varianten gepriift.

Es zeigte sich aber auch hier wieder, dass die beiden iiblicherweise fiir den magnetischen
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4. Modelle mit ,Valence-Bond Solid“~Phasen

Ordnungsparameter M verwendeten Schemata:

O12(m) =a+b (%) e (%)2 (4.17)

m=ab(2) e(2) (415)

am wenigsten geeignet sind, da diese zwar bestenfalls durchaus mit den anderen Fitfunk-

@)

N

1
29

tionen libereinstimmen, aber gerade im Grenzfall m — oo teilweise recht stark von der

Idealkurve abweichen. Die beiden Schematas:

Ona(m) = a+b (i>2 +e <i>4, (4.19)

m m

1\°
Oex(m) =a+b (E) , (4.20)
kénnen auch bei diesem Modell wieder durch eine in allen Bereichen plausible Beschreibung
der Abhéngigkeit des Dimer-Ordnungsparameters von der Approximationsstufe iiberzeu-
gen (siehe Abbildung [4.29| rechts). Aufgrund der relativ geringen Anzahl von nur vier
berechneten Approximationsstufen miissen die beiden Extrapolationen allerdings als etwas
ungenauer als in den vorherigen Kapiteln angesehen werden, dies gilt insbesondere in der
Néhe des Phaseniibergangspunkts (D = 0). Eine Darstellung der Extrapolationen iiber
das Verhéltnis der beiden Kopplungsstérken erfolgt ebenfalls in Abbildung (links).

0.7 ; ; ; ; ; 0.7 —
0.6 | 0.6
05 | 0.5
04| 04 F
a [a]
03| 0.3
02| 0.2
o1}t 3 0.1
‘§ " D extra Ogy:2-5 - - - -
S DextraO,4:2-5 - = = - L
0 11 1 1 1 ’ 1 o 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 0 1/7% 1/5% 1/4? 1/32 1/22
AR 1/m?

Abbildung 4.29.: (links) Approximationen des Dimer-Ordnungsparameters D und die daraus
ermittelten Extrapolationen aufgetragen iiber die Starke der Nachsten-Nachbar-Wechselwirkun-
gen. (rechts) Darstellung der verschiedenen ermittelten Fitfunktionen fiir reprasentative Werte
der Je-Kopplung (bei J; = 1).

Die Darstellung macht deutlich, dass nicht nur die Extrapolationen des Ordnungspara-
meters D, sondern auch bereits seine DLSUB5-Approximation Nullstellen innerhalb der in
[126] gefundenen Region: J, = 0.4 — 0.5 besitzen (eine Ubersicht findet sich in Tabelle .
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4.4. Der Spin-1/2-HAFM auf dem Star-Gitter

Tabelle 4.5.: Nullstellen des Dimer-Ordnungsparameters D(Je/J;) = 0.

Resultat Jo/ I

DLSUBS 0.402
Extra Og: 2-5  0.468
Extra Og: 3-5  0.429
Extra Og4: 2-5  0.418
Extra Og4: 3-5  0.422

ED [126] 0.4-0.5

4.4.3. Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurden die Ergebnisse einer im Rahmen der vorliegenden Arbeit
durchgefiihrten Anwendung der CCM auf den Heisenberg-Antiferromagneten auf dem Star-
Gitter vorgestellt. Durch die Verwendung der neuen DCCM-Implementierung der CCM
gelang es erstmals, den im Regime starker erweiterter Bindungen (J, > J;) vorliegenden
Jo-VBS-Zustand als Modellzustand einzusetzen. Auf der Basis eines angepassten Dimer-
Ordnungsparameters gelang es dabei, den bereits in anderen Veroffentlichungen beschrie-
benen Ubergang in eine weitere, bei .J; > J, angenommene, VBS-Phase zu beschreiben.
Der dabei ermittelte Phaseniibergangspunkt bei J./J; &~ 0.42 stimmt sehr gut mit der in
der Fachliteratur dafiir angenommenen Region: J,/J; = 0.4 — 0.5 {iberein.

Im direkten Vergleich der mit der DCCM bestimmten Grundzustandsenergie mit zusatzli-
chen, auf der Basis zweier semiklassisch magnetisch geordneter Modellzusténde berechneten
CCCM-Resultaten, zeigten sich praktisch keine Abweichungen. Dies ist als erneute Besta-
tigung dafiir zu werten, dass die grundséatzliche Konzeption der DCCM korrekt und ihre
Realisierung als systematisch anwendbares Werkzeug zur Untersuchung verschiedenster
Modelle gelungen ist.

In diesem Zusammenhang konnte auch gezeigt werden, dass die Energien der beiden
getesteten CCCM-Modellzustédnde auch keinen eindeutigen Hinweis auf die systematische
Selektion einer kurzreichweitigen magnetischen Ordnung im Grundzustand liefern (zu-
mindest keine ,,g = 0 oder ,,v/3 x v/3“-Ordnung wie sie beim KHAFM im Fall s = 1/2
diskutiert wird).
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A. Anhang

A.1l. Losungsalgorithmen fiir das

CCM-Gleichungssystem

Die Anwendung der CCM auf Quantenspinsysteme besteht im Wesentlichen aus zwei
Schritten, zum einen in der Verarbeitung der physikalischen Eigenschaften des untersuchten
Systems, die schliefslich in der Aufstellung der CCM-Gleichungssysteme miinden, und zum
anderen in der (numerischen) Losung dieser Gleichungssysteme und damit der Bestimmung
der fiir die Berechnung sdmtlicher Systemobservablen benotigten Korrelationskoeffizienten
{s1,5r}.

Die Bearbeitung des ersten Schritts wurde bereits in Kapitel [2 dieser Arbeit ausfiihrlich
beschrieben, daher beschéftigt sich dieser Abschnitt nun mit einigen technischen Details, die
im Zusammenhang mit der Bestimmung der Korrelationskoeffizienten von hervorgehobener

Bedeutung sind.

A.1.1. Struktur des Ket-Gleichungssystems

Die grofite technische Hiirde bei der Anwendung der CCM liegt in der Losung des Ket-
Gleichungssystems ([2.13):

(Bo| Cre S HeS |@g) = 0; VI #0.

Dieses Gleichungssystem besteht aus N; nichtlinearen Gleichungen (eine fiir jede fun-
damentale Konfiguration des Modells), d.h. abhéngig vom Modell und der gewéhlten
Approximationsstufe aus mehreren hunderttausend bis zu iiber einer Million Gleichungen
bei den aufwendigsten bisher untersuchten Modellen.

Im Abschnitt wurde gezeigt, dass die Ahnlichkeitstransformation des Hamiltonope-

rators ([2.27):
_ Ao & . . 1 . . .
H:e—SHeS:H—{—[H7S]—|—§[[H’S]7S]_|_...7

nach maximal vier verschachtelten Kommutatoren abbricht und das unabhéngig von der

Néherung des Korrelationsoperators S. Der Hamiltonoperator H enthilt selbst keine
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A. Anhang

Korrelationskoeffizienten und im Korrelationsoperator ([2.3)):

§=3Y sl

1#0

treten diese nur isoliert als Vorfaktoren vor den zugehérigen Clusteroperatoren {é}}
auf. Das bedeutet aber, dass jeder Summand des d&hnlichkeitstransformierten Hamilton-
operators H und insbesondere auch jeder Summand in den Ket-Gleichungen héchstens
vier Korrelationskoeffizienten enthalten kann[f] Die Ket-Gleichungen sind also Polynome
mehrerer Verdnderlicher (den durchnummerierten Korrelationskoeffizienten si,- - , sy;)

folgender Form:

4 Ng

0= fuls1, - ,sn) = ZZA“JHS’“ mit Abk.: I := (1, .., Ja)
k=0

i=0 j;=1

(A.1)

= Ano+ Anasi+ -+ AnNeSNg + 00 A (Ve NpNe N7 S Ne SN S, NS, N -

Die hierbei auftretenden Koeffizienten A,, ; sind abhéngig vom Modell und der Approximati-
onsstufe und an dieser Stelle bereits bekannt, miissen aber nicht zwangslaufig ungleich Null
sein. Das heiftt, es kann durchaus auch Kombinationen von Korrelationskoeffizienten geben,
die nicht in allen oder in gar keiner Ket-Gleichung(en) auftreten. Fiir Hamiltonoperatoren,
die §f gj—Terme enthalten (was fast immer der Fall ist), ldsst sich allerdings relativ leicht
zeigen, dass die zugehorigen Ket-Gleichungen jeden Korrelationskoeffizienten s;—; ... n,
einmal als eigenstiandigen Summanden enthalten. Die Grundlage dafiir ist, dass der ngj—
Term bei einer Ahnlichkeitstransformation nach der Ausfiihrung des ersten Kommutators

mit dem Korrelationsoperator in einen S;"S?-Term iibergeht.

Fiir die Ahnlichkeitstransformation von §f§j gilt ganz allgemein:

A o A 1 s n a4
e 989782e% = §757 + [575%, 8] + 5[[558;,8],8] 4

! Dies gilt sowohl fiir die aus S *-Operatoren als auch fiir die aus den Dimeroperatoren Ao mitn € {1,2,3}
konstruierten Cluster- und Korrelationsoperatoren.
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A.1. Lésungsalgorithmen fiir das CCM-Gleichungssystem
Wegen

5:8:.8) = Y sil$:5, 00 = Y wilsis [ st

T£0 T#0 k=I1, I

=> s Sis: [I sd1+10s: I sis:
I#O ki[lv'“7l|1| kz]l,"',l‘[‘

= ZS[ ([ . ] + CLi’[CA’}LSA]'-Z) s
I#£0

verbleibt in der Ahnlichkeitstransformation von 555'; bzw. des Hamiltonoperators fiir
jeden Korrelationskoeffizienten mindestens ein Summand der proportional zu s IC’}
ist. Der zusatzliche S’j—Operator spielt keine Rolle, da diese in den Ket-Gleichungen,

wegen
5 h : :
Sz | Do) = —3 |Po), Viel,--- N, | ist der Modellzustand,

nur einen zusétzlichen Vorfaktor beitragen. Der auftretende Koeffizient a; ; ergibt sich

aus der Vertauschungsrelation
157,81 = hS; oy

und daraus folgt wie viele S;'-Operatoren der Clusteroperator CA‘} enthélt.ﬂ In der
obigen Rechnung wurde auferdem vorausgesetzt, dass der Gitterplatz ¢ im Cluster
enthalten ist, also dass gilt: i € {I;,---, I}, da im Hamiltonoperator iiblicherweise

iiber samtliche Gitterplatze summiert wird, stellt dies aber keine Einschréinkung dar.

°Fiir Spinsysteme mit s > 1/2 sind mehrere Spinflips pro Cluster moglich.

Unter dieser Voraussetzung, ldsst sich das Ket-Gleichungssystem einfach nach diesen

Korrelationskoeffizienten umstellen:

S1 = fl(sla e 75Nf)7

(A.2)

SNy = fo(Sla T 75Nf)'

Fiir die auf den Dimeroperatoren basierende DCCM gelten die gleichen Uberlegungen

(ohne Beweis).
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A.1.2. Numerische Lésung mittels ,,Direkter Iteration“

Die Darstellung des Ket-Gleichungssystems, eignet sich sehr gut fiir ein einfaches
iteratives Losungsverfahren, das haufig als ,Direkte Iteration“ bezeichnet und im Folgenden
beschrieben wird.

Zunéchst wird eine erste Naherung fiir die gesuchten Korrelationskoeffizienten {s;}
gewdhlt, in der Regel gibt es hierfiir keine besonderen Préferenzen, weshalb man im
Standardfall zunéchst jeden Koeffizienten sehr klein wihlt (typischerweise {s;} = 107°).
Im Fall von Modellen die einen Laufparameter besitzen, wie zum Beispiel eine zweite
Kopplungsstérke oder einen Anisotropieparameter, kann man bei entsprechend kleinen
Veranderungen dieses Parameters in der Regel davon ausgehen, dass sich auch die Losung
des Gleichungssystems nur minimal verédndert. Deshalb ist es hier moglich, den fiir einen
Vorgéangerwert bereits ermittelten Satz von Korrelationskoeffizienten fiir die Startwerte
der neuen Iteration wiederzuverwenden. Eine solche Wahl ist héufig sehr viel besser als
der Standardansatz. Werden diese Startwerte nun in die Gleichungen f eingesetzt, erhélt
man auf der linken Seite eine (in der Regel) verbesserte Nédherung der Korrelationskoef-
fizienten. Diese setzt man nun sukzessive immer wieder in die Gleichungen ein, bis die
Differenzen zwischen der eingesetzten und der verbesserten Néherung unterhalb einer

vorher festgelegten Genauigkeitsschwelle liegen:

Z |3i,a1t - Si,neu|

%

Ny { < Schwellwert = abbruch,

> Schwellwert = erneut einsetzen.

Die Erfahrung mit der CCCM zeigt, dass der im Normalfall verwendete Schwellwert von
10719 zu einer hinreichenden numerischen Genauigkeit der Grundzustandsenergie, von
mindestens zehn Nachkommastellen fiihrt. Der Schwellwert wird allerdings nicht deshalb so
klein gewihlt, um die Grundzustandsenergie in der genannten Genauigkeit zu bestimmen
(hier reichen in der Regel drei oder vier Nachkommastellen aus), sondern weil die Ket-
Korrelationskoeffizienten auch noch in das fiir die Berechnung anderer Systemobservablen
bendtigte lineare Bra-Gleichungssystem eingehen (siehe Abschnitt [2.1.3).

Vor- und Nachteile des Verfahrens

Der wesentlichste Vorteil der Direkten Iteration liegt in ihrer Einfachheit. Insbesondere
miissen die Ket-Gleichungen zur Anwendung des Verfahrens nicht weiter manipuliert
werden. Das Umstellen der Gleichungen nach den Korrelationskoeffizienten ({A.2)), muss
nur einmal erfolgen und der dafiir benotigte Aufwand ist vernachlassigbar. Die Laufzeit
des Algorithmus wird neben der Dauer des Einsetzvorgangs (ein solcher ist aber in allen
numerischen Verfahren notwendig und kann in diesen praktisch auch nicht schneller

ablaufen) im Wesentlichen von der Anzahl der benotigten Iterationsschritte bestimmt. Hier
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A.1. Lésungsalgorithmen fiir das CCM-Gleichungssystem

liegt auch der erste Nachteil der Methode, im Vergleich mit dem nachfolgend betrachteten
Newton-Raphson-Verfahren. Abhéngig von der Anzahl der fundamentalen Konfigurationen
des Modells (diese ist stark abhéngig von der Hohe der verwendeten Approximationsstufe)
bendtigt die Direkte Iteration bis zu mehreren hundert und bei besonders aufwendigen
Modellen sogar mehrere tausend Iterationsschritte. Die Rechenzeit fiir einen einzelnen
Iterationsschritt lasst sich nicht so ohne weiteres angeben, da diese nicht nur ebenfalls sehr
stark von der Anzahl der Korrelationskoeffizienten bzw. fundamentalen Konfigurationen
abhéngt, sondern auch von der verwendeten Computerhardware. Man kann aber festhalten,
dass sie in praktikablen Fillen zwischen einigen Millisekunden bis hin zu mehreren Minuten
schwankt. Entscheidend hierbei ist, wie schnell die eingesetzten Prozessoren sind und vor
allem wie viele man davon einsetzt [

Die Moglichkeit der effizienten ,Parallelisierung® (d.h. die Verteilung des Algorithmus und
damit der Arbeitslast auf mehrere Gleichzeitig arbeitende Prozessoren), stellt eine weitere
Stérke der Direkten Iteration dar. Dadurch, dass das Durchfiihren eines Iterationsschritts
nur einen einzigen und fiir jeden Korrelationskoeffizienten unabhéngigen Einsetzvorgang
erfordert, kann dieser von beliebig vielen Prozessoren gleichzeitig durchgefiihrt werden.
Dabei beschrinkt sich jeder Prozessor auf eine Teilmenge des Ket-Gleichungssystems
(typischerweise N/, Prozessoranzahl“) und kann damit unabhéngig eine Teilmenge der
verbesserten Naherungen ausrechnen. Nach jedem Schritt miissen die Prozessoren nur
einmal ihre berechneten Koeffizienten miteinander austauschen, dieser Vorgang kann aber
gegeniiber dem Zeitgewinn bei der parallelen Iteration vernachléssigt werden. An dieser
Stelle kann man sogar festhalten, dass praktisch alle in den letzten Jahren verdffentlichten
CCM-Resultate, die auf sehr hohen Néherungsstufen basieren (LSUBS8 und héher), ohne

die parallelisierte Direkte Iteration nicht moglich gewesen wéren.

A.1.3. Numerische L6sung mit dem Newton-Raphson-Verfahren

Ein weiteres Verfahren, dass sich zur ndherungsweisen Losung des Ket-Gleichungssys-
tems eignet, ist das bekannte Newton-Raphson-Verfahren. Es ist ebenfalls ein iteratives
Fixpunktverfahren und basiert darauf, das Ket-Gleichungssystem zu linearisieren.

Mit f(s) = (fi(s), -+, fa:(s))T und s = (sy1,- -+, sn;)7 lésst sich zunéchst die Lineari-
sierung des Gleichungssystems an der Stelle s,, formulieren:

f(sn+h)= f(sp) +J(sn)h mit h:=s,1 — Sy, (A.3)

2Noch viel entscheidender ist allerdings, wie effizient die Implementierung des Algorithmus ist, hier
lassen sich eine Menge typischer Fehler machen, die dazu fiithren, dass die Rechenzeit um einen Faktor
1000 oder mehr iiber der Erreichbaren liegt (Stichwort: ,,Cache Misses®). Da Implementierungen von
numerischen Algorithmen heutzutage allerdings, aufgrund vielfach verfiigbarer effizienter Vorlagen,
nicht mehr selber von Nutzer entwickelt werden miissen, kann dieses Problem hier vernachléssigt
werden.
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wobei J(s) die Jacobi-Matrix an der Stelle s ist:

ai(s) gh(s) o ghe(s)

e | MO O e "
8fN' 3f1v. ' 6fN‘
T (8) T (8) o Git(s)

Unter gewissen Voraussetzungen, die fiir die CCM-Gleichungen erfiillt sind, garantiert
der Banachsche Fizpunktsatz nun, dass die Nullstelle dieser Linearisierung f(s, + h) =
f(spt1) = 0 néher an einer Nullstelle des nichtlinearen Gleichungssystems f(s) = 0 liegt,
als s,,. Dies ist die Voraussetzung fiir dafiir, durch sukzessives Weiterverwenden der Null-
stellen als Ausgangspunkte fiir nachfolgende Linearisierungen, schlieflich eine sehr genaue
Néaherungslosung des Ket-Gleichungssystems zu erhalten. Die konkrete Iterationsvorschrift

ergibt sich dafiir einfach zu:

Sni1 = Sn — J (sn)f(sn). (A.5)

Um den zusétzlichen Aufwand der Invertierung der Jacobi-Matrix zu vermeiden, wird in
der Praxis im allgemeinen und bei der Anwendung der CCM im speziellen, nicht direkt

Snt+1 sondern zunéchst h {iber das lineare Gleichungssystem:

J(sn)h = —f(sn), (A.6)

bestimmt. Da s, an diesem Punkt bekannt ist, folgt daraus dann direkt s, ; = s, + h.
Zur exaktenﬂ Losung des Gleichungssystems wird in der CCM die sogenannte LR-
Zerlegung verwendet. Dafiir wird die Gleichungsmatrix des Gleichungssystems (in diesem
Fall die Jacobi-Matrix) in ein Produkt aus einer oberen und einer unteren Dreiecksmatrix

zerlegt, aus diesem dann zwei, im Prinzip bereits geloste, Gleichungssysteme folgen:
y=Ax = LRx = a= Rx,y = La.

Auf die technischen Details dieses bekannten Verfahrens soll an dieser Stelle aber nicht
weiter eingegangen werden.
Die genannten Schritte werden nun solange wiederholt, bis die gewiinschte numerische

Genauigkeit erreicht ist. Da hier nach einer Nullstelle von f gesucht wird, ist dies dann

3Im Rahmen von Rundungsfehlern und den Grenzen der gewihlten Datentypen.
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der Fall wenn die Funktionswerte f(s,) klein genug sind:

> 1filsn) {

< Schwellwert = abbruch,

> Schwellwert = erneut einsetzen.

Der hierbei angesetzte Schwellwert liegt in der Regel ebenfalls bei 10710,

Vor- und Nachteile des Verfahrens

Das Newton-Raphson-Verfahren ist offensichtlich deutlich aufwendiger als die Direkte
Iteration. Dies liegt hauptsichlich daran, dass in jedem Iterationsschritt die Jacobi-Matrix
erneut berechnet werden muss[]| Da das Ket-Gleichungssystem aus Polynomen mit maximal
vier Koeffizienten pro Summand besteht, kénnen die partiellen Ableitungen nicht nur exakt
sondern auch, bei einer effizienten Implementierung, relativ schnell berechnet werden. Klar
ist aber auch, dass die zusétzliche Speicherung der Terme der Jacobi-Matrix einen erhohten
Speicherbedarf zur Folge hat, bei mehreren hunderttausend Korrelationskoeffizienten von
bis zu mehreren hundert Gigabyte im Arbeitsspeicher, was in der Praxis durchaus eine
Einschrankung darstellt.

Ein wesentlicher Vorteil des Newton-Raphson-Verfahrens ist allerdings, dass es sehr
schnell konvergiert (d.h. eine Losung findet), so sind in der Regel weniger als zehn Iterations-
schritte notig um die geforderte Genauigkeit zu erreichen (die einzelnen Iterationsschritte
bendtigen aber sehr viel mehr Zeit als bei der Direkten Iteration). Die bessere numerische
Stabilitat® des Verfahrens driickt sich auch darin aus, dass es in vielen Féllen auch dann
noch konvergiert wenn die Direkte Iteration keine Losungen mehr findet. Das Hauptpro-
blem des Verfahrens liegt aber darin, dass eine effiziente Parallelisierung des Verfahrens
sehr schwierig ist. Ursdchlich dafiir ist, dass das verteile, numerisch exakte Losen eines
linearen Gleichungssystems, die, zumindest abschnittsweise, vollstdndige Kenntnis des
gesamten Gleichungssystems, in diesem Fall der gesamten Jacobi-Matrix und nicht nur die
von jedem Prozess einzeln gespeicherten Zeilen, erfordert. Das bedeutet, dass man bei einer
Parallelisierung vor der Entscheidung steht, einen deutlich erhéhten Arbeitsspeicherbedarf
(durch vollstandiges Speichern der Jacobi-Matrix auf allen unabhéngigen Rechenknoten)
zugunsten einer verringerten Laufzeit oder aber eine durch zusétzliche Prozesskomunikation
und dadurch implizierte Wartephasen, deutlich erhohte Laufzeit zugunsten eines minimalen
Speicherverbrauchs in Kauf zu nehmen.

In der CCCM wurde daher, auch aufgrund der zufriedenstellenden Resultate der Direkten
Iteration, bisher kein parallelisiertes Newton-Raphson-Verfahren implementiert. Was die

Methode dort nur bei eindimensionalen Modellen, in denen eine verteilte Losung kaum

4Es gibt allerdings auch Varianten des Verfahrens bei denen dies nicht nach jedem Iterationsschritt
sondern nach einer festgelegten Anzahl von Iterationsschritten erfolgt. Dies hat allerdings negative
Konsequenzen fiir die Konvergenzeigenschaften und wird in der CCM iiblicherweise nicht angewendet.
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Vorteile bringt, einsetzbar macht. Da sich allerdings bei einigen in dieser Arbeit unter-
suchten Modellen mit dimerisierten Modellzustanden, die Notwendigkeit fiir eine solche
parallelisierte Version des Newton-Raphson-Verfahrens ergab, wurde eine solche fiir die
DCCM (und bisher auch nur auf diese beschréankt) schlieflich implementiert und erfolgreich
angewendet (ndheres dazu erfolgt in den diesen Modellen zugeordneten Abschnitten dieser

Arbeit).

A.2. Eigensystem des Dimeroperators

Der im Abschnitt als Maf fiir die Dimerisierung eingefithrte Ordnungsparameter (bzw.
Dimer-Ordnungsparameter oder auch nur Dimeroperator) ist im Fall einer vollstdndigen
Singulett-Paarbildung auf dem Gitter (darstellbar als Singulett-Produktzustand) nicht
maximal, da ein solcher Zustand kein Eigenzustand dieses Operators ist. Die Bestimmung
des Zustands maximaler Dimerisierung auf dem unendlich ausgedehnten Gitter, ist von
gleicher Schwierigkeit wie die Bestimmung des Grundzustandes eines solchen Systems. Fiir
eine qualitative Beschreibung wird daher im Folgenden das Eigensystem des Dimeroperators

fiir ein 4-Spin-System (eine Kette ohne periodische Randbedingungen) berechnet. Das

1 2 3 4
@ O ® O

Abbildung A.1.: Offenes Vier-Spin-System mit Singulett-Paarbildung.

System ist 16-dimensional und legt daher die Verwendung der folgenden Basis nahe:

L) =M1, 2 =), 3= 1M, 1) = [,
5) = [1A), 16) = [NAL),  IT =), 18) = 1),
9) = [LA11),  10) = [11d),  [11) = [41), 112) = L),
13) = (W), [14) = [WAd),  [15) = (WD), 116) = L) .

(A7)

Im Weiteren wird auferdem folgende Abkiirzung fiir den Singulett-Produktzustand ver-
wendet:

S) =5 (It — ) @ (1) = 1) (A-8)

A A
- =

Im Dimeroperator werden nun die Korrelationsfunktionen (S;5;) zwischen benachbarten

N

Gitterplédtzen aufsummiert, wobei die Dimerpaare mit einem negativen Vorzeichen versehen

werden. Fiir das 4-Spin-System werden nun zwei Varianten des Dimeroperators betrachtet.
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A.2. Eigensystem des Dimeroperators

A.2.1. Dimeroperator mit offenen Randbedingungen

Wenn die Kette als offen angenommen wird (siche Abb.|A.1]), gibt es bei der angenommenen

Dimerisierung nur eine sinnvolle Definition des Dimeroperators, sie lautet:

D = -8, + S,55, (A.9)

Dy = (il D1j). (A.10)

fiihrt auf die folgende 16x16 Matrix:

@ -
@= =

BOOOOOO
HOO
HOO
OOOOOOHOO
OOOHOOOO
OOB

o O O

o O O O O
O O O O O o o o

o O O o O

(A.11)

o O O O O
|
o O O
@
®

o O o o O

|
a
e}

S O O O O O O O O o o o o o o o
S O O O O O O O o o o o o o o o
O O O O O O O O O O o o o o o o
O O O O O O O O O O o o o o o o

o O O O o O
o O O O O

|
ooooa
S O O O O o O

|

Die weiteren Rechenschritte zur Bestimmung des Eigensystems sind zwar nicht kompliziert
auszufithren aber aufwendig, sie lassen sich aber problemlos mit den iiblichen Compu-
teralgebrasystemen (Maple, Mathematica, etc.) durchfiihren, weshalb die Ergebnisse im
Folgenden direkt ausgewertet werden. Der Dimeroperator hat drei mehrfach entartete

Eigenwerte. Zum einen den Eigenwert:

%

~ —0.866025, (A.12)
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er ist vierfach entartet mit den zugehorigen Eigenzustdnden:

|D1):—<2—\/_> 8) + (1-V3) 12) + [14)

1= v3) (1) = D) @ W) + 1) @ [1) — 1) @ [14)
+ (1-v3) 1)+ 13)
1—V3) (1) = ) @ 1) + L) @ [11) = 1) @ [41)

(1= v3)«
=-(2-v3)m
=-(1-v3)

Ds) = — (2+v3) [4) + (1+ V3) 16) + [10)
= (2+V3)
= (2+V3)1)
)

&

24+ V3) 1) @ W)+ VBITL) @ [T + (1) + 1) @ [1),

<1+\/_> 15) -+ [9)

== (2 V3) MY @ 1) + VBT @ [11) + (1) + ) @ [11),

auflerdem den Eigenwert

V3

— ~ 0.866025
2 Y

er ist ebenfalls vierfach entartet mit den zugehorigen Eigenzustanden:

Ds) = = (2+V3) I8) + (14 V3) [12) +|14)

L4 VB) (1) — 11 ® 1) + 1) @ [14) — [1) ® [44)
(1+f)|11 +]13)
L4 V3) (1) — 11 ® 1) + 1) @ 11 — [1) @ [44)

== (1 V3)(
~(2rv3)m
= (1+v3)
D7) = — (2= V3) )+ (1= v3) [6) + 110)
== (2-v3)
~(2-v3)B)

[De) = — (24 V3

+ +

2—V3) ) @ [1) = VBT @ 1) + (1) + [I1D) @ [1)

+ (1= v3) I5) + [9)

D) = —(2—V3) |

== (2-V3) I @) — VB @ 1) + (1) + 1) @ I11).

und schlussendlich der achtfach entartete Eigenwert

0,
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A.2. Eigensystem des Dimeroperators

mit den Eigenvektoren:

Do) = [1) = 1) @ [11), (A.23)
Do) = [2) = [t @ [11) (A.24)
[D11) = [3) +15) +19) = [t @ 1) + (ITh) + WD) @ [T, (A.25)
[D12) = |4) +16) + [10) = [T1) @ L) + (1) + 1) @ [T, (A.26)
[Dis) = |7) +[11) + [13) = L) @ 1) + (M) + 1) @ 1), (A.27)
[D1a) = [8) +[12) + [14) = L) @ [1}) + (1) + 1) @ 1), (A.28)
|D1s) = [15) = L) @ {1, (A.29)
[Dis) = [16) = [L4) @ [1L). (A.30)

A.2.2. Dimeroperator mit periodischen Randbedingungen

Geht man von einer geschlossenen Kette aus (bzw. von periodischen Randbedingungen),

kann man den Dimer-Ordnungsparameter um zwei weitere Terme erweitern:

A A A A

A 1 /22 AN A 55
Dr =~ <5152 — 5585 + S35, — 5451) : (A.31)

Es ergibt sich folgende Matrixdarstellung:

0000000000D0O0O0O0D0O
0 0(-1Jo 0 00 0(1JO 0000 OO
0(=1J0 0(1J0 0 00 000O0D0D00
00 0(-2)0(1)o 00 0(1)o 00 00
0 0(Jo o000 0(-1J0000O0DO0O
00 0()o of-1Jo o(-1)0 0(1)0 0 0
0000 0(-1]2)0 0 0(-1)0 0 0 0 0
(D?):loooooooooooo 0o()o (A.32)
Yoo4]o(mo o(=1Jo 0000000000 '
0000 0(-1)0 0 0(2f-1)J0 0 0 0 0
00 0()o of=1Jo o(=1)o 0(1J0 0 0
000000 0(100000()00
0000 0()ooo0o0()o(-2)oo00
0000000000 O0()0 0(-1)0
000000O0(1)0 000 0(-1]J0 0
00000000000O0O0O0DO0O

Der Dimeroperator fiir die geschlossene Kette hat fiinf verschiedene Eigenwerte, der erste
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Eigenwert:

V3

R

ist nicht entartet, der zugehorige Eigenzustand lautet:

D)y = 4) + (1= V/3)([6) +[11)) — (2 = V3)(|7) + [10)) + [13)

= (1=v3)[S) = 1) @ 1) — 1) @ [T + 1) @ [Wb) + [W) @ [11),

der zweiten Eigenwert:

V3

2

ist ebenfalls nicht entartet und hat den folgenden Eigenzustand:

D7), = |4) + (1 +v/3)(|6) + |11)) — (2 + vV/3)(|7) 4 [10)) + |13)

= (1+V3)[S) + 1) @ 1) + 1) @ [1)) + 1) @ 1) + [H) @ [11),

der dritte Eigenwert:
1

~3

ist dreifach entartet, die Eigenvektoren lauten:

|DP)y = —[8) — [12) + |14) + [15)

=—(tH+) e+ 1) @ (1) + 1),
[DP), = =14 +113) = LHh e[t - T @ L),
D7) = —12) = [3) +[5) +19)

= =[N (th + M)+ (1) + D) @ [1).

der vierte Eigenwert:
1

%
ist dreifach entartet, die Eigenvektoren lauten:
|D")g = [8) —[12) — [14) + [15)
= (1D =) o L) = @ (th — 1),
[DP)y = —[7) +[10) = D) @ [T]) — [T)) @ 41)
[DP)s = [2) = 13) = [5) +19)
=t et -0 -0t - ) e 1),

der letzte Eigenwert
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A.3. Darstellung alternativer Dimerzustiande

ist achtfach entartet, die Eigenvektoren lauten:

[Dg) = [1) = 1) @ [11), (A.44)
[Dlo) = 12) +[5) = 1) @ [T) + [T11) @ [11), (A.45)
D1 = 13) +19) = [t @ 1) + 1) @ [11), (A.46)
[Diy) = —16) +[11) = = [T @ [T1]) + 1) @ 1), (A.47)
| Dis) = |4) +2[6) +[7) 4+ [10) + [13)

=t (1) + D)+ (1) + ) @ 1)) + [T @ L) + L) @ [11),
|DLy) = 18) +[14) = [1}) @ [L) + LD @ [1)
|DY5) = [12) +[15) = [i1) @ [L) + L) @ [41)
| Dig) = [16) = L1 @ [1) .

A.2.3. Auswertung

Da der Singulett-Produktzustand selbst kein Eigenzustand von einem dieser Operatoren ist,
ist klar, dass eine maximale Dimerisierung nicht mit einer vollstandigen Singulettbildung
auf dem gesamten Gitter gleichzusetzen ist. Eine Betrachtung der quadrierten Projektionen
auf den Singulett-Produktzustand (des Wahrscheinlichkeitsanteils des Singuletts):

Psingutett (D;) = ((SIDi))*; |S>=%(!T@—|¢T>)®(\N>—HT>), (A.52)

(Di| D)
ermoglicht es, die Aussagekraft der Dimerisierung beziiglich der Singulett-Paarbildung zu
untersuchen.

Es zeigt sich (siehe Tabelle , dass der Singulett-Produktzustand nahezu vollstandig
im durch die Eigenvektoren zum jeweils grofiten Eigenwert aufgespannten Eigenraum
liegt. Dies bedeutet, dass eine Singulett-Paarbildung tatsédchlich immer in der Ndhe des
Maximums der Dimerisierung zu finden ist. Es gibt aber auch Eigenvektoren mit positiven
Eigenwerten, die orthogonal zum Singulett-Produktzustand sind, weshalb es moglich ist
positive Dimerisierungen zu messen, in Bereichen in denen keine Singulettbildung auftritt.
Dies bedeutet aber nicht unbedingt, dass diese Modelle nicht dimerisiert sind, sondern nur,

dass es sich bei den auftretenden Dimeren nicht oder nicht ausschlieflich um Singuletts
handelt.

A.3. Darstellung alternativer Dimerzustande

Der Ubergang von Die Clusteroperatoren der DCCM werden als Produkte der drei

Dimeroperatoren flw, Ay und Asg konstruiert, ihre Anwendung auf den Singulett-Pro-
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D; P Singulett(Di) EW Df P Singulett(Df) EW
1 00 1 00669873 — —¥3
2 00334936 4 2 0.933013 o
3 0.0334936 2 3 0.0

4 0.0 4 0.0 -3
5 0.0 5 0.0

6  0.466506 V3 6 0.0

7 0.466506 2 700 %

8 0.0 8 0.0

9 0.0 9 0.0

10 0.0 10 0.0

11 0.0 11 0.0

12 0.0 12 0.0

13 0.0 0 13 0.0 0
14 0.0 14 0.0

15 0.0 15 0.0

16 0.0 16 0.0

Tabelle A.1.: Singulettanteile der Eigenzustinde von D (links) und DP (rechts).
duktzustand

0)@10) @+ = 5z (110) — 1) ® (1) ~ i) ® -

ermoglicht schlieklich die Konstruktion aller moglichen Dimer-Produktzustidnde und damit
einer Basis des Hilbertraumes des betrachteten Modells. Dies ist die Grundlage dafiir,
dass mit einem entsprechend gewéahlten Korrelationsoperator S und bei ausreichend hoher

Néherungsstufe jeder beliebige Zustand erzeugt werden kann:

[To) = e [Dp); S= s,C].
140
Es lassen sich dabei insbesondere auch solche Zusténde erzeugen, die keine Produktzu-
stdnde sind. Ein einfaches Beispiel dafiir ist die Konstruktion eines um 90° im Ortsraum
gedrehten Doppelsingulettzustands eines Vier-Spin-Systems. Mochte man einen konkreten
Singulettzustand auf einem solchen Gitter beschreiben, bietet sich je nach der Orientierung
des Zustandes eine andere Basis an. Wahlt man eine eindeutige Nummerierung der vier
Gitterplétze, konnen die Dimere beispielsweise entweder die Pldtze 1 und 2 sowie 3 und 4
umfassen oder aber die Plitze 1 und 3 sowie 2 und 4 (siche Abbildung[A.2)).

Fiir die konkrete Darstellung des zweiten Zustandes in der dem ersten Zustand ange-
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|0) ®0) =

Abbildung A.2.: Darstellung eines alternativen Singulettzustands (rote Ovale) mit einer unan-
gepassten Zweiteilchenbasis (gestrichelte Ovale).

passten Basis ist es hilfreich sowohl die Basis:

0 @10) = 5 (1) — [0) @ (114 — [1) = 5 (UMY — [P — [ +1441))
(A.53)
0) @ 12) = 2 (1149 — 1) © (114) + [119) = 5 (10 + [143) — [ — [441),
(A.54)
2)®10) = 5 (1) + 1) @ (114 — [119) = 5 (UMY — L) + [111) — [441))
(A.55)
2@ 12) = 3 (114) + 1) @ (114) + 40) = 5 (A + 1) + [T + 1)),
(A.56)
1)@ [3) = [t144). (A5
3@ 1) = [11), (A59)

als auch den gedrehten Singulettzustand in der kanonischen Einteilchen-Produktbasis

darzustellen:

(M) = 1) = D) + [) -
(A.59)

Spéatestens an dieser Stelle wird offensichtlich, dass sowohl der urspriingliche Singulett-
zustand (A.53) als auch der gedrehte Zustand (A.59) vollstdndig im sechs-dimensionalen

Unterraum der Zusténde mit s, = 0 liegen; fiir die Darstellung reicht es also aus, sich auf

N | —

([T1ds) — Hats))@([T2da) — HaTs)) =

DO | —

0)@[0) =

die entsprechenden sechs kanonischen Basiszustdnde zu beschrinken:

(1,0,0,0,0,0)" := [tL1),
(0,1,0,0,0,0)" := [{141),
(0,0,1,0,0,0)7 = 111},
(0,0,0,1,0,0)" := [tL41),
(0,0,0,0,1,0)" := [t1))
(0,0,0,0,0,1)" := [{411).
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Fiir die obigen Zusténde lédsst sich damit nun direkt die folgende Komponentenvektordar-

stellung ablesen:

1

’O> ® ‘O> = _<1’ 17_17_170>0)T7 (A60)
2
1

|0> & |2> = _(17_17_]—a 1)070)T7 (A61)
2
1

2 @ 0) =< 17_1717_17070 T, A.62
2
1

2) ®[2) = 5(1,1,1,1,0,0), (A.63)
2
1

1) @13) = 5(0,0,0,0,1,0)", (A.64)
2
1

3) @ 1) = 5(0,0,0,0,0,1)", (A.65)
2
1

0% @ 0') = 5(0,0,-1,-1, 1, 1)". (A.66)

Damit lasst sich nun ein einfaches Gleichungssystem zur Bestimmung der Darstellung
von |0') ® |0') aufstellen, wobei allerdings nur noch die ersten vier Vektoren relevant sind,
da die restlichen Gleichungen von vornherein entkoppeln. Schlussendlich ergibt sich fiir
die Darstellung des gedrehten Singulettzustands in der aufgefithrten Basis das folgende

Resultat: .
0) @[0) =35 (10) ®10) = [2) @[2) + [1) @ [3) + [3) @ [1)). (A.67)

Mit Hilfe der Dimeroperatoren léasst sich dies auch folgendermafsen schreiben:

0) @ 10) = 5 (1= A3y + AlgAZ + A%, ) 10) @ 10) (A.68)

N —
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A.4. Fitfunktionen fiir die Extrapolation der CCM-
Rohdaten

In der CCM ist es iiblich, aus den mit der Methode berechneten approximierten Resultaten
fiir die untersuchten Systemobservablen eine Extrapolation in den exakten Grenzfall zu
ermitteln. Dies geschieht (wie bereits im Hauptteil dieser Arbeit beschrieben) mittels der
Berechnung einer so genannten Fitfunktion (Regressionsanalyse), welche die Lage der
approximierten Resultate moglichst gut beschreibt. Die Auswahl und Eignung der verwen-
deten Fitfunktionen wurde ebenfalls im Hauptteil dieser Arbeit bei einigen ausgewahlten
Beispielen diskutiert. Die dabei nicht im Hauptteil gezeigten zusétzlichen Darstellungen an-
derer Modellzustéande und Modellparameter sind in diesem Abschnitt der Arbeit aufgefiihrt.
Der Zweck dieser Auflistung soll in erster Linie der Vervollsténdigung der im Hauptteil

dieser Arbeit exemplarisch bereits angefithrten und auch diskutierten Darstellungen dienen.

A.4.1. Isotroper Heisenberg-Antiferromagnet auf dem

Kagomegitter

Fiir den im Abschnitt untersuchten, isotropen HAFM auf dem Kagomegitter, wurde
die Energie auf der Basis der Fitfunktion (3.8)):

1)? 1\*
EN(m) = 02,4 =a+b (—) +c (—)
m m

unter Einbeziehung der Naherungsstufen SUB4-4 bis SUB10-10 (fiir s > 1 nur bis SUB8-8)
extrapoliert (sieche Abschnitt [3.1.2)). Die folgenden Abbildungen und stellen die
berechneten Fitfunktionen sowie die verwendeten Rohdaten fiir sémtliche Modellzusténde
und Spinquantenzahlen dar.

Die Abbildungen machen deutlich, dass das gewéhlte Approximationsschema die Ab-
hangigkeit der approximierten Grundzustandsenergie von der Ndherungsstufe m fiir alle
Spinquantenzahlen und dargestellten Werte des Parameters A sehr gut beschreibt und in
der Folge eine sehr gute Extrapolation des exakten Grenzfalls m — oo erlaubt.

Bei der Extrapolation des magnetischen Ordnungsparameters :

N
1 ~ A AN
M=-5 Zﬂ (Wo| 57 [Wo),  $%'ist lokal,
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haben sich in der CCM die beiden Schemata

1\? 1
M1<m): 01/2,3/2:0/—}-()(—) +C(—) s

m m

1\’ 1)’
M2<m): 0172:(I+b<a> +C<E> .

etabliert. Wie auch im Abschnitt beschrieben, eignet sich das Schema M; insbeson-

dere zur Beschreibung von Phaseniibergiangen, d.h. zur Beschreibung des magnetischen

Nl

Ordnungsparameters in der Nahe seiner Nullstellen, wahrend das M, Schema dann besser
geeignet ist, wenn es keinen Phaseniibergang gibt. Fiir den Kagome-HAFM wurden beide
Schemata angewendet und die dabei ermittelten Fitfunktionen fiir den ,,g = 0“- und den
V3 x v/3“-“Modellzustand getrennt fiir verschiedene Werte des Modellparameters A und
Spinquantenzahlen im Bereich s = 1/2,--- ;3 in den Abbildungen |[A.5| [A.6} |A.7| und |A.§|
dargestellt.

Hierbei zeigt sich, dass die beiden Extrapolationsansétze die Abhéngigkeit des approxi-
mierten magnetischen Ordnungsparameters von seiner Naherungsstufe m grundsétzlich gut
beschreibt. Es wird aber auch deutlich, dass beide Extrapolation mit steigenden Spinquan-
tenzahlen, insbesondere bei A = 1, fiir beide Modellzustdnde gleichermafen, ungenauer
werden. Der Einfluss der Spinquantenzahl s ist auf das verwendete SUBm-m Approxima-
tionsschema zuriickzufiihren, das mit steigendem s einen immer geringeren Anteil aller
moglichen LSUBm-Konfigurationen beriicksichtigt. Mit der Zunahme der Quantenfluktua-
tionen A — 1, werden die Modellzustande nachvollziehbarer Weise schlechter und weshalb
eine gute Beschreibung des Grundzustandes, die Beriicksichtigung zuséatzlicher Cluster
bzw. Konfigurationen erfordert. Deshalb machen sich die Nachteile des SUBm-m Schemas
gegeniiber dem LSUBm-Schema gerade fiir A = 1 besonders bemerkbar. Eine quantitative
Fehlerabschétzung kann aufgrund fehlender Vergleichsdaten (das LSUBm-Schema war
aufgrund des Zeit- und Ressourcenbedarfs nicht anwendbar) hier zwar nicht erfolgen, fiir
die in dieser Arbeit formulierten qualitativen Uberlegungen sind die Extrapolationen des

magnetischen Ordnungsparameters fiir hohere Spinquantenzahlen aber durchaus geeignet.
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032 T T T T T T T T T
115 | ]
0.34 - A=07 b A=07
12} g
0.36 | o—6——"5— <
[ e _ 1=08
=08 125 g
=z =z
o038 B > 5]
_______ _o—S 5 _09 13— r=09 .
04 i
oY -1.35 | T
-0.42 | o\ A=10 . o——  ,_10
| — q=0:s=0.5 1.4 — q=0:s=1.0 T
_044 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Abbildung A.3.: Darstellung der Fitfunktionen En(n) = Oz4 und der approximierten CCM-
Grundzustandsenergien fiir den ,,¢ = 0“-Modellzustand fiir alle Spinquantenzahlen von s = 0.5

bis s = 3.
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Abbildung A.4.: Darstellung der FitfunktionenEy(n) = Og4 und der approximierten CCM-
Grundzustandsenergien fiir den ,,v/3 x v/3“-Modellzustand fiir alle Spinquantenzahlen von s = 0.5

bis s = 3.
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Abbildung A.8.: Darstellung der Fitfunktionen M(n) = O;2 und der approximierten CCM-
Ordnungsparameter fiir den ,,v/3 x v/3“-Modellzustand fiir alle Spinquantenzahlen von s = 0.5
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A.4.2. XXZ Modell auf dem Kagomegitter

Fiir das XXZ-Modell auf dem Kagomegitter wurde die Grundzustandsenergie analog zu
dem Vorgehen beim isotropen KHAFM auf der Basis der Fitfunktion:

1\? 1\*
EN(n) = 02’4 =a+b <—> +c <—)
n n

extrapoliert, dabei wurden im Fall s = % die Naherungsstufen SUB4-4 bis SUB10-10
und fiir s > 1 nur bis zur Stufe SUB8-8 beriicksichtigt. Eine Darstellung der ermittelten
Fitfunktionen sowie der verwendeten Rohdaten ist in den folgenden Abbildungen und
[A. 10 zu finden.

Der magnetische Ordnungsparameter M wurde auf der Basis der folgenden beiden

Ansétze extrapoliert:

N

1\ 2 1) 2
Ml(n): 01/273/226L+b(—) —I—C(—) s

n n

1\' 1\?
Ma(n) = 01,2204‘5(;) +C(ﬁ> :

Wie bereits bei der Grundzustandsenergie wurden im Fall s = % die Naherungsstufen
SUB4-4 bis SUB10-10 berticksichtigt und fiir alle héheren Werte der Spinquantenzahlen
(s > 1) bis zur Stufe SUB8-8. Die Fitfunktionen und approximierten Rohdaten sind in den
Abbildungen [A.11] und [A.12] zu dargestellt.
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Abbildung A.9.: Darstellung der Fitfunktionen En(n) = Oz4 und der approximierten CCM-
Grundzustandsenergien fiir den ,,¢ = 0“-Modellzustand fiir alle Spinquantenzahlen von s = 0.5

bis s = 3.
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Abbildung A.10.: Darstellung der FitfunktionenEn(n) = Oz4 und der approximierten CCM-
Grundzustandsenergien fiir den ,,v/3 x v/3“-Modellzustand fiir alle Spinquantenzahlen von s = 0.5
bis s = 3.

159



A. Anhang

0.4 Y T T T T
035 | 4708 —— ey
A=0.6 e s
A=09 —— > ,/
03 01/63/2 — / /; E
12 =" " D G0
’ 't g7
0.25 VY iy R
B
7 //,4'
= 02 /;;’:" E
,’,’
0.15 | |
0.1 R
0.05 | .2 |
L 222 —0- s=
Lo q=0:5=0.5
0 . . . f
0 1~100 1N10 1N7 N5 1NE

1Am

=
q=0:s=1.5
1 1 1
0 1~100 1NT0 1N7  1NB 1NE
1Am
2.5 T T T T
24 F~ oo-o—6—-
M
23b T E
22 | >4
-
s €
g=0:s=2.5

110

0 1100

1Am

Abbildung A.11.: Darstellung der Fitfunktionen M;(n) = Oy /5 3/2 und Mz(n) = Oy 2 des appro-
ximierten magnetischen Ordnungsparameters fiir den ,,q = 0“~-Modellzustand fiir alle Spinquan-
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Abbildung A.12.: Darstellung der Fitfunktionen M;(n) = Oy /5 3/2 und Mz(n) = O 2 des appro-

ximierten magnetischen Ordnungsparameters fiir den ,,v/3 x v/3“-Modellzustand fiir alle Spin-
quantenzahlen von s = 0.5 bis s = 3.
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A.4.3. HAFM auf dem geschichteten Kagomegitter

Fiir den HAFM auf dem geschichteten Kagomegitter wurden approximierte Daten fiir die
Grundzustandsenergie und den magnetischen Ordnungsparameter bis zur Stufe LSUBS
berechnet. Unter Einbeziehung aller Daten ab LSUB4 wurden dann fiir beide Observablen
und fiir verschiedene fixierte Werte der Zwischenschichtenkopplung J, eine bzw. zwei
Extrapolationen berechnet. Die Extrapolationen der Grundzustandsenergie erfolgten wieder

unter Verwendung der Standardfitfunktion

1)’ 1\*
EN(m) = 02’4 =a+b (—) +c (—> .
m m

Eine grafische Darstellung fiir beide Modellzusténde erfolgt in den Abbildungen [A.13]

Der magnetische Ordnungsparameter M wurde auf der Basis der folgenden beiden Ansétze

1\ : 1\ :
Ml(m): 01/273/2:(14‘6(—) ‘|‘C(—> s

n n

1\' 1\?
Ma(m) = 01,2:a+b(5> +C<ﬁ) .

Die Fitfunktionen und approximierten Rohdaten sind in den Abbildungen [A.15| und [A.14]

dargestellt. Auch fiir dieses Modell zeigt sich, dass die approximierte Grundzustandsenergie

extrapoliert:

Njw

als Funktion der verwendeten LSUBm-Néaherungsstufe sehr gut durch das Standardschema
04 gefittet werden kann. Sowohl fiir ferromagnetische als auch fiir antiferromagnetische
Zwischenschichtenkopplungen zeigen sich innerhalb des Bereiches —1.5 < J; < 1.5 nur sehr
schwache Abweichungen von der erwarteten quadratischen Abhéngigkeit, die offensichtlich
problemlos durch den biquadratischen Term kompensiert werden kénnen.

Die Extrapolation der magnetischen Ordnungsparameter ist aufgrund der angenommenen
v/m-Abhéngigkeit von der verwendeten Naherungsstufe bei einer Maximalstufe von LSUBS8
naturgeméf deutlich weniger genau. Es zeigt sich aber, dass unter den beiden Alternativen
das M;-Schema bzw. der Ansatz mit primédrem /m-Term deutlich konsistentere Resul-
tate liefert, wihrend das M,-Schema im gesamten Parameterbereich den magnetischen
Ordnungsparameter offensichtlich iiberschétzt. Der ebenfalls erkennbare Odd-FEven-Effekt
fiir hohere Werte einer antiferromagnetischen Zwischenschichtenkopplung hat allerdings
keinen erkennbaren negativen Einfluss auf die Extrapolation des Ordnungsparameter in
der Nahe der Nullstelle in der Region J, < 0.25. Aufgrund des vorliegenden giinstigen
Monotonieverhaltens der Approximationen kann aber grundsétzlich festhalten werden,
dass das M;-Schema durchaus geeignet ist zur Beschreibung wesentlicher qualitativer

Eigenschaften des magnetischen Ordnungsparameters.
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Abbildung A.13.: Darstellung der Fitfunktionen Ex(n) = O4 und der approximierten CCM-
Grundzustandsenergien fiir verschiedene Werte der Zwischenschichtenkopplung J, fiir den ,,q =
0= und den ,,v/3 x v/3“-Modellzustand.
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Abbildung A.14.: Darstellung der Fitfunktionen M(n) = O/33/2 und M(n) = O;2 sowie
der approximierten Daten des magnetischen Ordnungsparameters fiir verschiedene Werte der
Zwischenschichtenkopplung J | fiir den ,,v/3 x v/3“-Modellzustand.
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Abbildung A.15.: Darstellung der Fitfunktionen M(n) = Oy/33/2 und M(n) = O;2 sowie
der approximierten Daten des magnetischen Ordnungsparameters fiir verschiedene Werte der
Zwischenschichtenkopplung J, fiir den ,,¢ = 0“~-Modellzustand.
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A.4.4. J-J-J;-Modell auf dem Quadratgitter

Es folgt nun die Auflistung der grafischen Darstellungen aller bestimmten Fitfunktionen
fiir das J-J'-Jg-Modell auf dem Quadratgitter. Da die folgenden Abbildungen, iiber die
bereits in den zugehdrigen Modellabschnitten [4.2] und [4.3] hinaus diskutierten Aspekte keine
weiteren relevanten Besonderheiten aufweisen, werden sie hier nur ergénzend aufgefiihrt,

aber nicht erneut diskutiert.

Grundzustandsenergieextrapolationen fiir den Singulett-Modellzustand

Aus den auf dem Singulett-Modellzustand basierenden Approximationen fiir die Grund-
zustandsenergie wurden Extrapolationen fiir die exakte Grundzustandsenergie berechnet.
Die dafiir ermittelten Fitfunktionen sind in den Abbildungen [A.16| und [A.17] dargestellt.

Grundzustandsenergieextrapolationen fiir den Néel-Modellzustand

Aus den auf dem Néel-Modellzustand basierenden Approximationen fiir die Grundzustand-
senergie wurden Extrapolationen fiir die exakte Grundzustandsenergie berechnet. Die
dafiir ermittelten Fitfunktionen sind in den Abbildungen dargestellt.

Grundzustandsenergieextrapolationen fiir den CAF-Modellzustand

Aus den auf dem CAF-Modellzustand basierenden Approximationen fiir die Grundzu-

standsenergie wurden Extrapolationen fiir die exakte Grundzustandsenergie berechnet.

Die dafiir ermittelten Fitfunktionen sind in den Abbildungen dargestellt.

Extrapolationen des magnetischen Ordnungsparameters fiir den Néel-
Modellzustand

Aus den auf dem Néel-Modellzustand basierenden Approximationen fiir den magnetischen
Ordnungsparameter wurden Extrapolationen fiir den exakten Grenzfall berechnet. Die dafiir
ermittelten Fitfunktionen sind in den Abbildungen dargestellt. Der Vollstandigkeit

halber sind hier sowohl das O3 3/2-Schema als auch das O 3-Schema aufgefiihrt.

Extrapolationen des magnetischen Ordnungsparameters fiir den CAF-
Modellzustand

Aus den auf dem CAF-Modellzustand basierenden Approximationen fiir den magnetischen
Ordnungsparameter wurden Extrapolationen fiir den exakten Grenzfall berechnet. Die dafiir
ermittelten Fitfunktionen sind in den Abbildungen dargestellt. Der Vollstandigkeit

halber sind hier sowohl das O3 3/2-Schema als auch das O -Schema aufgefiihrt.
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Extrapolationen des Dimer-Ordnungsparameters fiir den Singulett-Modellzustand

Aus den auf dem Singulett-Modellzustand basierenden Approximationen fiir Dimer-Ord-
nungsparameter wurden Extrapolationen fiir den exakten Grenzfall berechnet. Die dafiir
ermittelten Fitfunktionen sind in den Abbildungen und dargestellt.
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Fitfunktionen fiir die Extrapolation der Grundzustandsenergie basierend auf
dem Singulett-Modellzustand das J-J'-Jg Modell. Dargestellt sind die beriicksichtigten Néhe-
rungsstufen DLSUB3 bis DLSUBY fiir verschiedene Werte der Diagonalkopplungsstéirke Jq und
der Dimerkopplung J'.
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Abbildung A.17.:

Fitfunktionen fiir die Extrapolation der Grundzustandsenergie basierend auf

dem Singulett-Modellzustand das J-J'-J3 Modell. Dargestellt sind die beriicksichtigten Néhe-
rungsstufen DLSUB3 bis DLSUB?Y fiir verschiedene Werte der Diagonalkopplungsstéirke Jq und
der Dimerkopplung J'.
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Abbildung A.18.: Fitfunktionen fiir die Extrapolation der Grundzustandsenergie basierend auf
dem Néel-Modellzustand das J-J'-Jg Modell. Dargestellt sind die beriicksichtigten Naherungs-
stufen LSUB2 bis LSUBI10 fiir verschiedene Werte der Diagonalkopplungsstiarke Jgq und der
Dimerkopplung .J'.
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Abbildung A.19.: Fitfunktionen fiir die Extrapolation der Grundzustandsenergie basierend auf
dem CAF-Modellzustand das J-J’-Jq Modell. Dargestellt sind die beriicksichtigten Naherungs-
stufen LSUB2 bis LSUBI10 fiir verschiedene Werte der Diagonalkopplungsstiarke Jq und der
Dimerkopplung .J'.
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Abbildung A.20.: Fitfunktionen fiir die Oy/53/5 und die O12 Extrapolation des magnetischen
Ordnungsparameters basierend auf dem Néel-Modellzustand das J-J'-Jq Modell. Dargestellt sind
die beriicksichtigten Ndherungsstufen LSUB2 bis LSUBI10 fiir verschiedene Werte der Diagonal-

kopplungsstarke Jq und der Dimerkopplung J'.
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Abbildung A.21.: Fitfunktionen fiir die O/53/o und die O12 Extrapolation des magnetischen
Ordnungsparameters basierend auf dem CAF-Modellzustand das J-J'-Jq4 Modell. Dargestellt
sind die beriicksichtigten Naherungsstufen LSUB2 bis LSUB10 fiir verschiedene Werte der Dia-
gonalkopplungsstarke Jq und der Dimerkopplung .J’.
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Abbildung A.22.: Fitfunktionen fiir die Extrapolation des Dimer-Ordnungsparameters basierend
auf dem Singulett-Modellzustand das J-J'-Jq Modell. Dargestellt sind die beriicksichtigten Né-
herungsstufen DLSUB3 bis DLSUB?Y fiir verschiedene Werte der Diagonalkopplungsstéirke Jq und
der Dimerkopplung J'.
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Abbildung A.23.: Fitfunktionen fiir die Extrapolation des Dimer-Ordnungsparameters basierend
auf dem Singulett-Modellzustand das J-J'-Jq Modell. Dargestellt sind die beriicksichtigten Né-
herungsstufen DLSUB3 bis DLSUB?Y fiir verschiedene Werte der Diagonalkopplungsstérke Jq und
der Dimerkopplung J'.
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