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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein thermomechanisches Modell vorgestellt, dass das Verhalten
von Reaktionsharzen, einer speziellen Materialvorstufe von Duroplasten, beschreibt. Da-
bei werden die drei wesentlichen Erscheinungen (Ausbildung einer elastischen Struktur,
Volumenschwund und Entwicklung von Reaktionswéirme) berticksichtigt.

Die Evolutionsgleichungen zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung dieser Phéno-
mene ermoglichen eine Erfassung von Einfliissen bei unterschiedlichen Aushértungstem-
peraturen und zeigen den starken Einfluss der Temperatur bei nichtisothermen Verl&dufen
wahrend der Verarbeitung. Das Modell verwendet zwei Reaktionskonstanten, damit der
Einfluft konkurrierender chemischer Reaktionen beschrieben werden kann. Die thermo-
dynamische Konsistenz des Modells l4sst sich anhand eines Ansatzes fiir die freie Energie
beschreiben. Daraus ergibt sich ein hypoelastisches Modell. Aufgrund der Komplexitét
der Problemstellung erfolgt die numerische Berechnung zur Vereinfachung ohne Beriick-
sichtigung des Temperaturfeldes. Exemplarisch wurde die Theorie auf verschiedene pra-
xisrelevante Probleme (Becherverguss, Zweischichtverbund) angewendet.
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Summery

Based on rational thermodynamics a model for thermosets has been developed. Stiffness
gain, volume shrinkage and heat generation during curing reaction are taken into account.
In numerical calculations thermal effects are ignored for simplicity. Some numerical ex-
amples demonstrate that the developed approach is suitable to correctly reproduce the
relevant mechanical phenomena observable during curing process of thermosets for dif-
ferent curing temperatures and shows clearly the influence of temperature increase in
case of nonisothermal processing. The modeling of cure kinetics involves two distinct
parameters for a better description of the effects caused by small isothermal temperature
changes. The thermodynamic aspects of modelling lead to a hypoelastic model proposed.
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1 Einleitung

1.1 Einfithrung und Motivation

Gegenstand der Kontinuumsmechanik ist die Erforschung von Zusammenhéngen zwi-
schen Kriften und Bewegungen, die auf materielle Kérper wirken. Die Kontinuumsme-
chanik ist eine phianomenologische Feldtheorie. Auf der Grundlage von experimentellen
Erfahrungen werden auf makroskopischem Niveau mathematische Modelle fiir das mecha-
nische Verhalten der Werkstoffe formuliert. Die Gleichungen der Kontinuumsmechanik
bestehen aus den materialunabhéngigen Beschreibungen, wie Kinematik, Kinetik und den
Bilanzgleichungen, und den Aussagen, die das Verhalten des Kontinuums reflektieren. Im
letzteren werden mit systematischen Methoden Gleichungen zur Beschreibung des Mate-
rialverhaltens aufgestellt. Mit diesen Beschreibungen werden Anfangs-Randwertprobleme
der Kontinuumsmechanik formuliert. Zur Losung dieser partiellen Differentialgleichun-
gen werden neben den klassischen analytischen Methoden auch numerische Verfahren
wie die Finite-Elemente-Methode eingesetzt. Zu dieser Methode seien die Abhandlun-
gen von Zienkiewicz [196], Wriggers [193] und Hughes [91] zitiert. Eine Ubersicht iiber
die Moglichkeiten der Modellierung des mechanischen Werkstoffverhaltens wird in Al-
tenbach [12, 15| beschrieben. Ein Uberblick iiber die grundlegende Vorgehensweise der
Kontinuumsmechanik wurde von Bertram [28] gegeben.

In der vorliegenden Arbeit soll eine Vorstufe einer speziellen Materialklasse betrachtet
werden, die erst bei der Verarbeitung die fiir Kunststoffe typische hochmolekulare Struk-
tur erhélt [42]. Hierbei handelt es sich im Anlieferungszustand um fliissige, pastose oder
granulare Stoffe, die chemisch reaktive Molekiile enthalten. Aufgrund der hiufig hoch-
viskosen fliissigen Handelsform werden sie als Reaktionsharze bezeichnet. Da der Ablauf
einer chemischen Reaktion nur bei Vorliegen einer molekularen Beweglichkeit moglich
ist, wird bei der Verarbeitung immer ein fliissiger Zustand durch Aufschmelzen erzeugt,
wenn das Material im festen, genauer gesagt im glasartigen, oder seltener, im kristallinen
Zustand vorliegt. Der klassischen Einordnung der Kunststoffe folgend, gehoren die Reak-
tionsharze zu den Duroplasten, da sie nach der Aushértung rdumlich vernetzt und nicht
mehr aufschmelzbar sind [122]. Die Umwandlung vom fliissigen Zustand zum ausgehérte-
ten Duroplastmaterial kann auch nur teilweise erfolgen, sodass ein Halbzeug vorliegt, das
bei weiteren Verabeitungsschritten vollstindig ausgehartet wird. Die hier verwendeten
Begriffe sind nach DIN 16945 genormt [1]. Ein Beispiel dafiir sind Prepregs, Verbiinde
von Fasern und Harz [47,94].

Technische Anwendungen dieser Materialklasse sind neben Formteilen aus Duroplast-
material die klassischen Isoliermaterialien in der Elektroindustrie, wie Vergussmassen fiir
Transformatoren, Trankharze fiir Generatorwicklungen in Abb. 1.1. Abbildung 1.2 zeigt
eine schematische Darstellung der Verarbeitung von Reaktionsharzen, bei der die fliissi-



1 Einleitung

Abbildung 1.1: Wicklung am Stator eines Generators getrankt mit Epoxidharz
(Bild: Siemens AG)

gen Komponenten aus einem Riihrbehélter heraus dosiert und einem statischen Mischer
zugefiihrt werden. Die fliissige Mischung wird danach entweder direkt in eine Form un-
ter Vakuum appliziert oder einem Werkzeug oder Bauteil zugefithrt [48]. In der Regel
werden Reaktionsharze bei erhohten Temperaturen verarbeitet, sodass der letzte Ver-
arbeitungsschritt das Abkiihlen auf Raumtemperatur darstellt. Die chemische Reaktion
muss zu diesem Zeitpunkt noch nicht vollstindig abgeschlossen sein, es kénnen spéter
durchgefiihrte Temperaturschritte bei wiederum erhéhten Temperaturen folgen. Weitere
Anwendungen der Reaktionsharze finden sich in der Mikroelektronik und Elektrotechnik
als Umbhiill- und Abdeckmassen (s. Abb. 1.3) sowie im groken Bereich der Klebstoffe.
Die Aufgabe der Reaktionsharze ist dabei, eine sichere elektrische Isolation sowie Schutz
vor eindringender Feuchtigkeit zu gewéhrleisten (s. Abb. 1.4). Das wohl grofite Anwen-
dungsgebiet stellt die Verwendung dieser Materialien als Matrixwerkstoff fiir Komposite
dar, wobei das Reaktionsharz einen adhésiven Verbund zwischen Faserverstirkungen her-
stellt. Wenn schon die Kunststoffe selbst als Werkstoffe noch weit davon entfernt sind,
als Konstruktionswerkstoffe wissenschaftlich durchdrungen zu sein, dann verschérft sich
die Problematik nochmals bei Betrachtung der Reaktionsharze, weil ein weiterer Aspekt
hinzukommt: die Adhésion zu Fiigepartnern bzw. an Gehdusewdnden. Dadurch erge-
ben sich die hier untersuchten, inneren Vorspannungen, die einen erheblichen Anteil des
mechanischen Festigkeitspotentials in Anspruch nehmen kénnen. Zur Beschreibung des
mechanischen Zustands von Reaktionsharzen ist eine Unterscheidung zwischen den Vor-
gingen wihrend der Verarbeitung und dem ausgehérteten Material notwendig. Wahrend
der Verarbeitung sind die Einflussfaktoren insbesondere:

e chemische Zusammensetzung und Kinetik der Reaktion,

e Anteil vom Reaktionsumsatz beim Ubergang von fliissigem in den festen Zustand
(Gelieren) am gesamten Reaktionsgeschehen,

e Verhiltnis der Hiartungstemperatur zur moglichen maximalen Glasiibergangstem-
peratur,
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Abbildung 1.2: Prinzipskizze einer Vakuum-Misch- und Dosieranlage nach Grindling [77]:
a) Pressen, b) Vakuumverguss

e crreichter Reaktionsumsatz

Das mechanische Verhalten von Reaktionsharzen ist im ausgehérteten Zustand generell

abhéngig von folgenden Finflussfaktoren:

e Beanspruchung durch eingeprégte Spannungen hervorgerufen durch adhésiven Ver-

bund mit umgebenden Bauteilen,

e Spannungsinderungen durch unterschiedliche thermische Ausdehnungskoeffizien-

ten im Verbund,

e zeitlicher Verlauf von mechanischer und thermischer Belastung,

e Umgebungseinfliissen wie Feuchte oder nichtthermischer chemischer Angriff
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Abbildung 1.3: Verguss von Induktionsspulen mit Epoxidharz. Links Querschnitt mit
Wolframoxid gefiillt, rechts Léngsschnitt mit Quarz gefiillt
(Bild: Siemens AG)
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Abbildung 1.4: Verguss von Spulen in PPS Geh&use. Links eine Ringkernspule vor dem
Verguss, rechts umhiillt mit Epoxidharz
(Bild: Siemens AG)



1.2 Phidnomenologische Erkenntnisse

Umfassende Untersuchungen dazu werden von Ehrenstein [55] beschrieben. Im Unter-
schied zu den (nicht chemisch vernetzten) Thermoplastmaterialien wird bei der Ver-
arbeitung von Reaktionsharzen keine ausgepriigte Orientierung und damit Anisotropie
festgestellt. Im ausgehirteten Zustand liegt daher ein isotroper Werkstoff vor. Durch Zu-
gabe von Fiillstoffen oder Verstiarkungsmaterialien ist die Morphologie nicht homogen.
Eine Beschreibung durch Mittelungen héngt von der Grofenordnung der Phasen ab, s.
dazu Altenbach [13].

Durch den starken Einfluss der ablaufenden chemischen Reaktion ist diese Werkstoft-
klasse traditionell eine Doméane der Chemie als Wissenschaftszweig. Dennoch ist es mog-
lich und notwendig, die ablaufenden Vorginge auch aus der Sicht der Kontinuumsme-
chanik zu betrachten, um ingenieurwissenschaftliche Erkenntnisse zu gewinnen. Zunéchst
sind dazu einige grundsétzliche Ph&nomene zu nennen.

1.2 Phanomenologische Erkenntnisse

Bei der Herstellung von polymeren Werkstoffen werden durch eine Folge von chemi-
schen Reaktionsschritten einzelne kleine Molekiile (Monomere) zu grofen Makromole-
kiilen (Polymeren) verkniipft. Diese Verkniipfung wird durch eine kovalente chemische
Bindung erzeugt. Im Fall der bekannten thermoplastischen Kunststoffe werden nur lange
Molekiilketten erzeugt, bei duroplastischen Formstoffen auch chemische Vernetzungen
zwischen den einzelnen Makromolekiilen. In diesem Fall ergeben sich nicht nur lange
Molekiilketten, sondern ein Netzwerk aus praktisch einem einzigen, sehr grofsen Molekiil.
Im Verlauf der Hartungsreaktion éndert sich das phidnomenologische Erscheinungsbild
der Reaktionsharze von einer Fliissigkeit zu einem festen Stoff. Bei genauerer Betrach-
tung steigt zunichst die Viskositit der Fliissigkeit, bis das polymere Netzwerk soweit
gebildet ist, dass ein Gelzustand erreicht wird. Dieses Gel kann Schubspannungen iiber-
tragen und es wird ein, mit zunehmenden Maf der Reaktion und Vernetzung immer
mehr ausgeprégtes elastisches Verhalten beobachtet [159]. Ab diesem Abschnitt der Po-
lymerisationsreaktion wird aus der Wandhaftung der Fliissigkeit eine Randbedingung
fiir den festen Werkstoff. Der Volumenschwund durch die chemische Reaktion ist di-
rekt proportional dem Reaktionsumsatz und héngt nicht von der Temperaturfithrung
der Reaktion ab unter der Voraussetzung, dass keine Anderungen der gesamten Reak-
tionskinetik erzeugt werden (Bevorzugung oder Benachteiligung von einzelnen Parallel-
oder Folgereaktionen s. Abb. 1.5). In dem Schema von Holst (Abb. 1.5), in der beispiel-
haft eine Epoxid/Anhydridreaktion skizziert wird, erkennt man, dass die Diesterbildung
zwischen Epoxid und Karbonsdure parallel zur Etherbildung aus der Reaktion Epoxid
mit Epoxid ablduft. Da die Etherbildung schneller zur Vernetzung fiihrt, kann eine ther-
misch induzierte Bevorzugung dieser Teilreaktion zu einer Gelierung schon bei niedrige-
rem Reaktionsumsatz fithren. Diese Abhéngigkeiten sollen spéter bei der konstitutiven
Modellbildung beriicksichtigt werden.

Je nach duferen Randbedingungen (z. B. Haftung an Gehdusewinden) werden durch
die chemische Reaktion Spannungen und Verzerrungen im Formstoff erzeugt [51,62,194].
Ein typisches unerwiinschtes Verhalten zeigt Abb. 1.6. Die Hohe der Spannungen héngt
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Abbildung 1.5: Folge- und Parallelreaktionen bei der Aushirtung eines Epoxidharzes
nach Holst [85]

dabei vom Anteil der Reaktion nach dem Gelieren ab, vor diesem Ereignis kann ein
Nachfliefsen erfolgen. Eine kontinuumsmechanische Betrachtung des Phinomens benotigt
daher keine detaillierte Einbeziehung der ablaufenden chemischen Reaktionen, sehr wohl
jedoch eine exakte Beriicksichtigung des Anteils der Reaktion vor und nach dem Gelieren.

Die erzeugten Spannungen kénnen schon bei der Verarbeitung zu Schidigungen bis
hin zum Versagen des Bauteils fithren. Zahlreiche Untersuchungen dazu wurden ver-
offentlicht. Beispielhaft seien die Arbeiten von O‘Brian, Zarelli, Hahn und White zi-
tiert [16,79,182,185-187,189,195].

Grundsétzlich kann man bei dem Phidnomen Volumenschwund und induzierte Span-
nungen zwei Grenzfille unterscheiden (s. Abb. 1.7):

e keine Randbedingung mit adhésivem Charakter (Reaktionsharz als Tropfen auf ei-
ner nicht mischbaren Fliissigkeit) = maximale Dichteéinderung, keine Spannungen,

e Randbedingung mit idealer Adhésion (Reaktionsharz allseitig umbhiillt) = keine
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1.2 Phidnomenologische Erkenntnisse

Abbildung 1.6: Wélbung einer einseitig abgedeckten Leiterplatte, hervorgerufen durch
chemischen Reaktionsschwund und unterschiedliche thermische Ausdeh-
nungskoeffizienten
(Bild: Siemens AG)

Dichtednderung, maximale Spannungen

In der Realitét liegt bei einer Reaktionsharzverarbeitung immer ein Zustand zwischen
den beiden Grenzbetrachtungen vor.

Die Aushirtungsreaktion zum Formstoff ist exotherm und von einem Volumenschwund
begleitet, dessen anteilige Werte vom Ausgangsvolumen von den jeweils beteiligten mo-
lekularen Gruppen abhéngen. In der Regel sind die entstehenden Formstoffe amorph,
der Glasiibergangsbereich variiert von -120°C (z.B. Silikone) bis iiber 300°C (z.B. Po-
lyimide, Polybenzoxazole). Wie bei allen amorphen Kunststoffen wird beim Abkiihlen
unterhalb der Glastemperatur kein thermodynamischer Gleichgewichtszustand erreicht,
sondern nur ein mehr oder weniger starkes Einfrieren des freien Volumens. Beim Erwér-
men treten dann Relaxationseffekte (z. B. Volumenabnahme) auf, deren Grofe von der
Abkiihlgeschwindigkeit abhéngt, aber in keinem Zusammenhang zu dem o. g. chemischen
Volumenschwund stehen und auch nicht Gegenstand der weiteren Betrachtungen sein sol-
len. Eingehende Betrachtungen dazu finden sich bei Menges [132] sowie bei Zierer und
Jellinek [95,197]. Von den weiteren Betrachtungen ausgeschlossen sind Sonderfélle, wie
die Verarbeitung von Pressmassen [103], bei denen die chemische Reaktion schon beim
Befiillen der Werkzeugkavitit ablauft. Die Aushértung kann sowohl bei Raumtemperatur
als auch bei erhohten Temperaturen erfolgen. Im letzteren Fall ist zusétzlich die ther-
mische Dehnung des Materials zu beriicksichtigen, die selbst von der Temperatur und
dem Reaktionsumsatz abhéngig ist. Durch die schon angesprochene Exothermie ist das
Temperaturfeld nur bei geringen Schichtdicken bzw. kleinen Volumina als ndherungswei-
se stationdr anzusehen. Beim Abkiihlen nach vollstindigem Ablauf der Reaktion verhélt
sich der Werkstoff entsprechend den viskoelastischen oder viskoplastischen Eigenschaf-
ten amorpher Polymere. Letztere konnen sowohl linear als auch nichtlinear sein [164].
Der bei Raumtemperatur vorliegende Spannungs- und Verzerrungszustand ergibt sich im
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Tropfen eines ungehirteten Reaktionsharzes im Olbad

imQ

Tropfen allseitig umbhiillt

Abbildung 1.7: Grenzfélle von Randbedingungen vor der Aushirtung eines Reaktions-
harzes

Fall der Reaktionsharze unter Beriicksichtigung der bereits bei der Hartung erzeugten
Verzerrungen [115,116,152,153|.

Aufgrund des Sachverhaltes, dass nur am Bauteil unter Aufrechterhaltung der Rand-
bedingungen fiir die Adhésion mechanische Spannungen vorliegen, ist die Untersuchung
schwierig, weil die Ph&inomene nicht, wie in anderen Fillen, anhand von Probekorpern
messtechnisch untersucht werden kénnen. Die in dieser Arbeit vorgestellten kontinuums-
mechanischen Grundlagen und Materialmodelle sollen einen Beitrag zur Losung dieser
Problematik leisten [66,171].

1.3 Parameter zur Beschreibung der Phanomene

1.3.1 Reaktionsumsatz

Die chemische Kinetik betrachtet formal eine Reaktion zwischen Edukten A, B, ... usw.
zu Produkten C, D, ... Die zeitliche Anderung des Reaktionsumsatzes ¢, d.h. die Reakti-
onsgeschwindigkeit d¢/dt ist proportional der Héufigkeit der Zusammenstofe zwischen
den Reaktanten und diese ist proportional zur Konzentration im betrachteten Volumen

e _

= k[A]*[B]°... (1.1)

Die Exponenten a,b, ... sind die Ordnung der Reaktion in Bezug auf die Komponenten,
die Summe n = a+0b+... ist die Ordnung der Gesamtreaktion. Die Konstante k bezeichnet
man als Geschwindigkeitskonstante. Dieser formalkinetische Ansatz gilt fiir ungestorte
statistische Verhéltnisse oder, mit anderen Worten, fiir die gleiche Wahrscheinlichkeit von
Zusammenstoken der beteiligten Molekiile iiber den gesamten Reaktionsablauf. Dies trifft
auf Reaktionen bei Gasen oder Fliissigkeiten zu. Bei Reaktionsharzen nimmt die mole-
kulare Beweglichkeit bei hoheren Umsatzgraden stark ab. Dieser Sachverhalt wird durch
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1.3 Parameter zur Beschreibung der Phinomene

unterschiedliche kinetische Ansétze beriicksichtigt. Der einfache Ansatz nter Ordnung

e _

L= Kl-¢" K= Ae~AE/R (1.2)

ist in [107,125,154] beschrieben. Ein erweiterter Ansatz (autokatalytische Reaktion)

I (13)

wird in [86] diskutiert.

1.3.2 Reaktionswirme

Der Reaktionsumsatz £(t) kann auch auf Grundlage der Reaktionsenthalpie H definiert
werden. Der Umsatz kann wie folgt berechnet werden:

H{(t)

€0 = 3 2 € 0.1, (1.4)

wobei H (t) die Enthalpie zum Zeitpunkt ¢ ist und Hges und die Gesamtenthalpie des Sys-
tems darstellt. Diese Betrachtung wird bei kalorimetrischen Messungen, z. B. DSC (Dy-
namic Scanning Calorimetry), verwendet. Hierbei liegt die Annahme zugrunde, dass jeder
elementare Reaktionsschritt mit einer Wéarmetonung verbunden ist. Die dabei geleistete
mechanische Arbeit wird vernachlissigt [82]. In [156] werden insbesondere dickwandige
Laminataufbauten mit hohen Reaktionsenthalpien diskutiert.

1.3.3 Volumenschwund

Eine Anderung des Volumens ist bei chemischen Reaktionen hiufig anzutreffen, weil
sich bei der Bildung von kovalenten Bindungen die Absténde zwischen Molekiilen ver-
ringern. Dieser Effekt wird besonders deutlich bei Reaktionen ungeséattigter Kohlenstoff-
verbindungen, wobei eine m-Bindung gedffnet wird und damit raumausfiillende Orbitale
entfallen. Der gleiche Effekt sind ringdffnende Reaktionen wie beim Oxiranring eines
Epoxidharzes.

Nach Ehrenstein, Abb. 1.8 [56], wird der Zusammenhang zwischen thermischer Aus-
dehnung und chemischem Reaktionsschwund im Volumen-Temperaturdiagramm darge-
stellt. Die rote Linie entspricht einer isothermen Héartung, d. h. die Kurve folgt zunéchst
der thermischen Ausdehnung im fliissigen Zustand. Es folgt die Volumenreduktion bei
konstanter Hirtungstemperatur mit Uberschreiten der Gelierlinie. Nach Abschluss der
Reaktion und anschliefsendem Abkiihlen muss das Volumen dem Verlauf des ausgehér-
teten Materials folgen. Es verbleibt der reine chemische Volumenschwund. Nach Kia-
sat [106] werden Werte zwischen 5 — 10% erreicht. Darshil und Schubel [43] geben einen
Volumenschwund von 7 — 10% fiir ungesattigte Polyestersysteme und 3,5 — 4,5% fiir
Epoxidsysteme an.
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Abbildung 1.8: Volumendnderungen bei der Aushirtung eines Reaktionsharzes nach Eh-
renstein [56]

1.3.4 Gelpunkt

Offenbar muss es einen Grad an chemischem Reaktionsumsatz geben, an dem aus den ein-
zelnen Molekiilen erst immer ldngere Molekiilketten, dann Vernetzungspunkte zwischen
diesen Ketten entstehen, sodass eine molekulare Verbindung durch das gesamte Volumen
des Reaktionsharzes geht. Wenn dieser Punkt erreicht ist, bilden sich erstmals makrosko-
pisch elastische Bindungen aus und mit zunehmender Vernetzung nimmt dieser elastische
Charakter weiter zu. Dieser Zustand eines Reaktionsharzes wird Gelzustand genannt. Im
Gelzustand kann ein Reaktionsharz bei Anwesenheit von Zwangsbedingungen wie z.B.
Wandhaftung mechanische Spannungen aufbauen. Die Frage, bei welchem Reaktionsum-
satz dieser Gelzustand erreicht wird, ist daher fiir die Abschitzung hértungsbedingter
Spannungen wichtig. Zur Bestimmung des Zeitpunktes, wann im Verlauf einer Hartungs-
reaktion ein sukzessiv elastisches Verhalten vorliegt, werden unterschiedliche Ansétze und
Methoden verwendet. Bei einer reinen Messung der Viskositét steigt der Messwert am
Gelpunkt gegen Unendlich. Dynamisch-mechanische Versuche erlauben einen Cross-over
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1.3 Parameter zur Beschreibung der Phinomene

von sinus- und cosinusabhingigem Signal, welcher allerdings frequenzabhéngig ist. In der
DIN 16945 ist eine praxisnahe Methode beschrieben, die einen bewegten Stempel in ei-
nem Reagenzglas verwendet. Die Zeit bis zur Ende der Beweglichkeit des Stempels wird
als Gelzeit ausgewertet.

1.3.5 Glasiibergangstemperatur, Zeit-Temperaturverhalten

Die Glasiibergangstemperatur! ist die wichtigste Kenngrofe eines ausgehirteten Reakti-
onsharzes. Sie verbindet thermische und mechanische Anderungen im betrachteten Sys-
tem.

Im Gegensatz zu thermoplastischen Kunststoffen, die auch kristalline Strukturen aus-
bilden konnen, finden sich wie bereits erldutert bei Reaktionsharzen nur amorphe Struk-
turen?. Bei der Reaktion steigt die Glastemperatur der monomeren Ausgangsstoffe mit
dem Reaktionsumsatz an. Eine gute Beschreibung liefert die DiBenedetto-Gleichung [49]

Ty(§) —Teo _ A§

= 1.5
Ty T 1= (1-NE -
oder umgeformt zur Glastemperatur
Ty(€) = Ty + ——2— (Tyoo — Tip) (1.6)
g - gO 1 _ (1 _ >\)§ goo gO ) .

wobei Ty die Glasiibergangstemperatur der Ausgangsprodukte und T., die maxima-
le Glastemperatur bei vollstdndiger Aushértung sind. Ein Beispiel ist in Hossain [86]
gegeben (s. Abb. 1.9). Die DiBenedetto-Gleichung beschreibt den Sachverhalt, dass die
Vernetzungsdichte oberhalb eines Reaktionsumsatzes von 50 — 60% deutlich ansteigt,
ausgedriickt durch den Anstieg der Glastemperatur.

Einen Uberblick iiber den Verlauf einer Aushértungsreaktion gibt das TTT-Diagramm
(Time-Transition-Temperature) nach Gillham [70] (Abb. 1.10). Hier ist die Reaktions-
oder Hartungstemperatur iiber der Zeit aufgetragen; der Reaktionsumsatz £ ist Parame-
ter. Der Verlauf der Glastemperatur und die Gelierline sind die Kernaussage des Dia-
gramms. Aus dem fliissigen Zustand wird oberhalb T,,, das Gebiet eines gummiartigen
Gels erreicht. Das ist der Zustand eines vollstindig ausgehirteten Reaktionsharzes ober-
halb von T,. Alle niedrigeren Hirtungstemperaturen fithren zu einem Gebiet, in dem
Glas und monomere Reste nebeneinander vorliegen. Unterhalb Ty, ist keine Reaktion
moglich. Daraus ist abzuleiten:

e Unterhdrtung = Glastemperatur erreicht nicht den hochstmoglichen Wert aufgrund
nicht vollstdndiger Reaktion,

e Uberhirtung = Erhohter Masseverlust bei hohen Temperaturen und Verlust elek-
trischer Isolationseigenschaften

'Die Glastemperatur wird als technisch gebriuchliche Bezeichnung mit Ty bezeichnet, entgegen der in
dieser Arbeit verwendeten Bezeichnung 6 fiir die Temperatur.

’Einzige Ausnahme sind Silikonharze, die aufgrund ihrer sehr weitmaschigen Vernetzung im Netzwerk
kristalline Bereiche bei tiefen Temperaturen aufweisen kénnen.
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1.4 Stand der Forschung

Eine Uber- oder Unterhirtung ist aus technischer Sicht nicht zwingend zu vermeiden.
Dennoch sollte zumindest Klarheit iiber den Zustand des Systems herrschen, um die
Ergebnisse einer Analyse beurteilen zu kénnen. Zu bedenken ist dabei, dass alle phy-
sikalischen Kennwerte eines solchen Werkstoffs i. d. R. an optimal ausgehérteten und
spannungsfreien Probekdrpern ermittelt werden.

1.4 Stand der Forschung

In dem grofen Arbeitsgebiet der Faserverbundmaterialien [183] wurden Arbeiten verof-
fentlicht, die zunéchst Teilaspekte, wie den Anstieg mechanischer Grofen (z.B. Schub-
modul) wihrend der chemischen Reaktion, untersuchten [108,109]. Umfangreiche expe-
rimentelle Arbeiten befassten sich mit dem Reaktionsschwund [129,157], der Reaktions-
kinetik [102,141] und der Anderung viskoelastischer Eigenschaften. Auch der Einfluss
grofer Schichtdicken wurde von White und Hahn [79, 185] sowie Bogetti und Gillespie
untersucht [32]. Groke Schwierigkeiten bereitet dabei die Tatsache, dass die chemische
Héartungsreaktion auch unvollstéindig ablaufen kann, was aus 6konomischen Griinden oft
der Fall ist, wenn die Temperatur zur Durchfithrung der Reaktion niedriger ist als die
Glastemperatur bei vollstdndiger Aushértung. In diesem Fall verglast das Material und
die chemische Reaktion wird nach Untersuchungen von Hilton stark verlangsamt bzw. ge-
stoppt [83,84]. Dieser Sachverhalt fithrt dazu, dass Relaxationszeiten deutlich verldngert
werden und eine viskoelastische Betrachtung unumgénglich wird [133]. Zur Beschreibung
der mechanischen Anderungen in einem Reaktionsharz wurden auch rheologische Model-
le herangezogen. Beispiele dazu finden sich bei Poursatip et al. sowie in den Arbeiten von
Zobeiry [97,148,198-200]. Zu Beginn der 90er Jahre wurden die ersten grundlegenden
Arbeiten verdffentlicht, die die beobachteten Phinomene in mechanische Modellvorstel-
lungen umsetzen konnten. Die Arbeitsgruppe um Adolf am Sandia Forschungsinstitut
in Albequerqee [5-8| erarbeitete viskoelastische Modelle, die den Reaktionsschwund je-
doch unberiicksichtigt liefen [4,9,10]. In der russischsprachigen Literatur sind ebenfalls
Arbeiten zu finden, die den Bereich der Kompositwerkstoffe betreffen [162,163]. Von
Harsch [80] wurden in einer Arbeit aus dem Jahr 2008 Methoden zur spannungsarmen
Vernetzung experimentell untersucht.

In der Literatur werden verschiedene Ansétze zur Erfassung der chemischen Schwund-
phénomene diskutiert [60]. Die induktive Vorgehensweise beinhaltet eine sukzessive Er-
weiterung der einfachen Materialmodelle. Im Fall der reaktiven Polymere wird allgemein
ein isotropes Verhalten und damit ein spezieller konstitutiver Zusammenhang zwischen
Spannungen und Dehnungen

o= f(e) (L.7)

zu Grunde gelegt.

Dieser einfache Zusammenhang gilt nicht mehr bei der chemischen Reaktion eines
Polymers. Bei der Aushirtung durchliuft das Polymer irreversible Zustandsdnderungen
und die Zeitabhiingigikeit dieser Anderungen wird durch Gl. (1.7) nicht erfasst. Zum
Ausgangszustand gehoren definierte Bedingungen (Temperatur, Druck) mit einem defi-
nierten Zusammenhang zwischen ¢ und €. In der Literatur werden die einzelnen Pha-
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1 Einleitung

sen der technischen Aushértung des reaktiven Polymers auch ohne Beriicksichtigung der
Viskoelastizitat mit unterschiedlichen konstitutiven Gleichungen der Form (1.7) beschrie-
ben [31]. Diese Vorgehensweise ist damit begriindet, dass die charakteristische Zeit zum
Einstellen des lokalen Gleichgewichtszustandes viel kiirzer ist als die charakteristische
Beobachtungszeit. Es wird entweder das linear-elastische Konstitutivgesetz in zeitabhén-
giger Form

T=C-E (1.8)

verwendet?, oder das viskoelastische Modell mit einem Kern vom Relaxations- oder
Kriechtyp, der die Abhéngigkeit vom chemischen Reaktionsumsatz beriicksichtigt [167]

o(t.6) = [Cl-re-e)- Tear (19)

Fiir die Phase der Autheizung werden hypoviskoelastische Modelle oder elastische Mo-
delle vom Integraltyp verwendet. Hierbei wird angenommen, dass der Zeitraum der Mes-
sung betrichtlich kleiner ist als die Zeit des technischen Zustandes selbst. Mit langerem
Mess- oder Beobachtungszeitraum wird eine Abhéngigkeit des Tensors der mechanischen
Eigenschaften vom Reaktionsumsatz und von der Temperatur angenommen. In anderen
Schriften, wie z. B. Tomashevski [166], wird das Prinzip der Zeit-Temperaturverschiebung
oder der Polymerisation-Zeitverschiebung angewendet. Der Ubergang vom hochelasti-
schen zum verglasten Polymer wird auf der Basis des generalisierten (nichtlinearen)
Maxwell-Modells beschrieben [21,31,113,144].

Mit einem Fokus auf Materialien, die in der Mikroelektronik Verwendung finden, ent-
wickelte Kiasat (in der Arbeitsgruppe Ernst, TU Delft) [59,61,106] ein Modell mit Im-
plementierung in FEM, das jedoch thermodynamische Aspekte der Materialmodellierung
nicht diskutiert. In den letzten Jahren wurden von Arbeitsgruppen im deutschsprachigen
Raum (besonders sind die Arbeiten am IPF Stuttgart [30], DKI Darmstadt [85] und Uni-
versitat Paderborn [77,123] zu erwihnen), Arbeiten veréffentlicht, in denen zum Teil sehr
aufwendige experimentelle Datenerhebungen und Versuche zur Verifizierung der Modelle
angegeben werden.

Eine Kopplung von thermischem und mechanischem Feld mit grofsfen Verformungen
und multiplikativem Split des Deformationsgradienten wurde erstmalig von Lion und
Mitarbeitern an der Universitit der Bundeswehr Miinchen vorgestellt [111,118-120,151].
Die Modelle beinhalten unterschiedliche thermische Ausdehnungskoeffizenten vor und
nach der Aushértung und ein viskoplastisches Verhalten. Fiir die Evolution des Gleich-
gewichtsmoduls wird der Vorschlag von Adolf et al. [8] verwendet. Der Kernpunkt dieses
Modells ist die multiplikative Zerlegung des Deformationgradienten und die Einfiihrung
einer intrinsischen Zeit.

Eine Reihe numerisch aufwendiger Arbeiten wurden von Hossain und Steinmann in
Erlangen veroffentlicht [86-90], die insbesondere eine Verkniipfung zu einer Vielzahl von
Modellen elastomerer Materialien herstellten und auch grofse Deformationen zulassen.

*Dieses konstitutive Modell wird in der Arbeit in der Form T = C(&,,) - E genutzt.
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1.4 Stand der Forschung

Hossain verwendet einen Ansatz vom Integraltyp zur Beschreibung der freien Energie.
Mit dem Elastizitdtstensor C und der Clausius-Duhem-Ungleichung

T-E—prd>0 (1.10)

sowie mit einer freien Energiefunktion der Form

DO | —

o(t) = /[C(S) ~ [E(t) — E(s)]] - [E(t) — E(s)]ds (1.11)
0

wird ein Modell zur Beschreibung der Anderung der elastischen Materialeigenschaften
durch die chemische Aushértungsreaktion hergeleitet. Durch die Verwendung der inte-
gralen Form kann eine konsistente Anderung des Elastizititstensors gegeben werden. Die
Volumenénderungen kénnen damit thermodynamisch nicht begriindet werden, worauf
auch explizit hingewiesen wird.

Auch rein mathematisch ausgerichtete Zielsetzungen wie der Nachweis der Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen der beschreibenden partiellen Differentialgleichungen,
die mit typischen reaktionskinetischen Termen versehen sind, wurden verdffentlicht. In
der Arbeitsgruppe von Panasenko wurde die Thematik mit funktionalanalytischen Be-
trachtungen bearbeitet. Ansatzpunkt ist die Anwendung des Schauder’schen Fixpunkt-
Theorems fiir periodisches (Laminat-)Material [131].

Eine interessante Analogie ergibt sich zu den Forschungsarbeiten, die den Baustoff
Beton zum Inhalt haben. Insbesondere sei auf die umfangreichen Arbeiten von Ulm et
al. [172] hingewiesen.

Von Trostel [168] wurde schon in den 70er Jahren ein Maxwell-Korper mit Verfestigung
vorgestellt. Aus der 3-D Formulierung des Maxwell-Koérpers nach Trostel

. 1 v
: —afl = — |6
e« QG[J 1+

(1--&)1%%[0— b ([ o) (1.12)

wird durch Einfithrung zeitabhangiger Viskositéitskoeffizienten p = u(t),r = v(t) und
der Einfiihrung einer Kriechzeit

w(t):/%dr, dim[g] = 1, (1.13)

die fiir monoton wachsende Zeitfunktionen pu(t) eindeutig mit der Realzeit korreliert ist.
Mit

B(t) = — (1.14)
erhilt Trostel die Materialgleichung fiir ein isotrop verfestigendes Maxwell-Material

0 0 v Yy
QG@[&-_QGI]_&D a—1+y(I o)|+o—

o (I-0o)I (1.15)
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oder mit in der in den Verzerrungen expliziten Form

G [e(p) — alO(p)]] o(p) — [ o)1
7 0 (1.16)
+ I -o(x)] 1} dx,
x/O{ 1+Vu( ) }

die an die Anfangsbedingungen angepasst ist. Auch ein Volumenschwund wird im Wei-
teren implementiert. Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass noch keiner der
Ansétze wissenschaftlich und technisch so anerkannt ist, dass sich eine problemlose Be-
antwortung von Aufgabenstellungen realisieren lasst.

1.5 Einordnung und Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Untersuchung bewegt sich in den kontinuumsmechanischen Themenge-
bieten Viskositét, Viskoelastizitét und Elastizitdt. Ausgehend von einer viskosen Fliissig-

Fliissigkeit

chemische Reaktion

beschleunigt //

Reaktionswérme Q.(&.) Module G, K (&) Volumenschwund dV (&)

Festkorper

Abbildung 1.11: Chemische, thermische und mechanische Umwandlungen bei der Aus-
héartung eines Reaktionsharzes
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keit beeinflusst die chemische, in der Zeit nichtlineare Reaktionskinetik, die den Prozess
dominierenden Phénomene Umwandlung zum Polymer, Volumenschwund und Reakti-
onswirme. Hierbei liegt eine lineare Abhéngigkeit vom Reaktionsumsatz vor.

Ziele der Arbeit sind:

1. Beschreibung der mechanischen und thermischen Abldufe bei der Aushértung von
Reaktionsharzen durch ein Modell, das eine kontinuumsmechanische Analyse er-
moglicht. Die Phianomene Volumenschwund, Wechsel von Fliissigkeit zu duroplas-
tischen Feststoff und Reaktionswirme sollen erfasst werden.

2. Die thermodynamische Konsistenz des Modells soll unter Beriicksichtigung der da-
bei dominierenden chemischen Reaktion vorliegen. Hierbei sollen besonders die Er-
weiterungen der klassischen Theorie der einfachen Stoffe der Kontinuumsthermo-
dynamik betont werden.

3. Die Frage, welche Modellparameter erforderlich sind und wie sie aus Messungen
gewonnen werden konnen, soll geklart werden.

4. Zu kléaren ist, was damit technisch erreicht werden kann und welche Weiterarbeit
erforderlich ist.

Methodisch wird dabei wie folgt vorgegangen:

e Die Theorie beruht auf der Kontinuumsmechanik einschliefslich der Materialtheorie,
die Details der ablaufenden chemischen Vorgénge werden nicht niher betrachtet.

e Das Materialverhalten wird mit Hilfe von Experimenten, Identifikation /Verifikation
charakterisiert. Besondere Beachtung finden die Messungen von Volumenschwund
und Kréften, die durch geeignete Randbedingungen erzeugt werden.

e Die numerische Analyse erfolgt im Rahmen der Standard-FEM unter Einbeziehung
einer Subroutine, die das erarbeitete Materialmodell enthélt.

Die kontinuumsmechanische bzw. thermomechanische Modellierung der Reaktionshar-
ze beschreibt die Materialeigenschaften iiber die zeitliche Evolution der Zustands- und
der Feldvariablen [26]. In dieser Arbeit werden Elemente der Nichtgleichgewichtsther-
modynamik verwendet. Zur Beschreibung irreversibler Prozesse werden neben Zustands-
variablen, d.h. gewohnlichen dufieren (messbaren) Variablen, weitere sogenannte innere
Variablen eingefiihrt, um diejenigen Vorgénge zu beschreiben, die sich einer direkten Be-
obachtung oder Messung zumindest teilweise entziehen. In seiner Gesamtheit betrachtet,
erweist sich der Themenkomplex als ein hochgradig gekoppeltes Feldproblem, das als
chemo-thermo-mechanisch bezeichnet werden kann und das es zu analysieren und zu mo-
dellieren gilt. Inwieweit dabei Einschriankungen nach Abb. 1.11 vorgenommen werden,
wird an entsprechender Stelle vermerkt.

Die Arbeit ist in 7 Kapitel gegliedert. Eine kurze Zusammenfassung der einzelnen
Kapitel sei an dieser Stelle aufgefiihrt, um dem Leser einen besseren Uberblick iiber die
Struktur der Arbeit zu geben.
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1 Einleitung

Kapitel 2 (Kontinuumsmechanik) Hier werden einige Grundlagen aufgefiihrt, die auf
die im Verlauf der Herleitung notwendigen Grundlagen und Notationen eingehen.
Insbesondere die Besonderheiten der Produktionsterme in den Bilanzgleichungen,
die zur weiteren Argumentation verwendet werden, finden hier eine Darstellung.

Kapitel 3 (Thermodynamik) In diesem Kapitel wird neben einer knappen Darstellung
der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse {ibergeleitet zu den Besonderheiten
der Thermodynamik der Polymerisationsreaktionen. Den Abschluss bildet die Ein-
fiihrung der rationalen Thermodynamik mit Hinweisen auf die Arbeiten von Miiller
et al.

Kapitel 4 (Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze) Den Kernpunkt der Ar-
beit bildet die Herleitung des Materialmodells und damit verbunden der Nachweis
der thermodynamischen Konsistenz mit den daran gekniipften Einschrinkungen.
Hier werden zunéchst nur kleine Verformungen beriicksichtigt.

Kapitel 5 (Ezperimentelle Analyse des chemischen Aushdrtungsprozesses) Hier werden
die experimentellen Arbeiten mit ausgesuchten Materialien zusammengestellt. Nach
der Beschreibung der verwendeten Messgerite werden selbst durchgefiihrte Messer-
gebnisse vorgestellt, die dazu dienen, das hergeleitete Materialmodell anhand eines
Beispiels zu validieren. Zu den gemessenen Grofsen gehoren die Reaktionsenthalpie
mit kalorimetrischen Methoden sowie die dynamisch-mechanische Analyse wahrend
des Aushértungsvorgangs und Dichtemessungen. Zusétzlich werden die spezifische
Wirmekapazitit und die Abschétzung von Entropiedinderungen anhand eines Bei-
spiels gezeigt, ergdnzend zur Frage der thermodynamischen Konsistenz.

Kapitel 6 (Berechnung von Anfangs-Randwertproblemen) Zur Anwendung des Modells
auf thermomechanische Fragestellungen werden einfache analytische Beispiele, so-
wie numerische Berechnungen vorgestellt. Dabei wird die Implementierung des Mo-
dells in Form einer Subroutine fiir die Standardnumerik dargelegt.

Kapitel 7 (Zusammenfassung und Ausblick) AbschlieRend werden die Kernaussagen der
Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick auf zukiinftige Herausforderungen der
Forschung zu dieser Thematik gegeben.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Eine kurze Einfithrung in die im Rahmen der vorliegenden Arbeit bendtigten grundle-
genden Begriffe und Beziehungen wird in den folgenden Abschnitten gegeben. Fiir eine
detaillierte Darstellung der Kontinuumsmechanik sei auf die Werke von Haupt, Alten-
bach, Spencer und Chadwick verwiesen [14,38,81,160].

2.1 Kinematik

In der Kinematik werden die Bewegungen von materiellen Punkten betrachtet. In Erwei-
terung der Kinematik starrer Korper schlieffen Bewegungen deformierbarer Korper auch
Verformungen mit ein. Hierbei kommt es zu relativen Anderungen der Lage materieller
Punkte eines Korpers zueinander. Der Begriff Deformation wird fiir alle Bewegungsmog-
lichkeiten verwendet, Verzerrungen jedoch schliefien Starrkérperbewegungen aus.

2.1.1 Deformationsabbildung

In der Kontinuumsmechanik wird die Materie durch materielle Punkte im dreidimensio-
nalen Punktraum R3 beschrieben. Ein Kérper ist eine zusammenhingende Menge ma-
terieller Punkte und besetzt ein Gebiet B € R? mit dem Rand 0B. Zu einer beliebigen
Referenzzeit ¢ = tp hat ein materieller Punkt den Positionsvektor z(ty) = X. Jedem
materiellen Punkt ist somit eindeutig ein Referenzortsvektor zugeordnet. Nach Einfiih-
rung von drei Basisvektoren mit dem Ursprung 0 e; wird der aktuelle Ortsvektor eines
materiellen Punktes nun als Funktion des Referenzortvektors dargestellt:

¢ : B—R?
x— X =X(x) (2.1)

In der Momentankofiguration lautet die Abbildung

0 : B —>R?
X —x=2x(x,t). (2.2)

Die mit der Zeit ¢t parametrisierte Abbildung x

x : R®*>R?
X—zx=2(X,t) (2.3)

heiftt Bewegung. Die materiellen Punkte zur Referenzzeit ty an den Orten X besetzen
das Gebiet By mit dem Rand 0Bj. Eine stetig differenzierbare und zu jedem Zeitpunkt
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

umkehrbare Zuordnung materieller Punkte P zu Ortsvektoren x definiert eine Konfigu-
ration eines Korpers. Zur Beschreibung zeitlicher Vorgidnge wird der Parameter Zeit ¢
eingefiihrt. Die zeitliche Bewegung des Korpers wird als zeitliche Abfolge von Konfigu-
rationen verstanden. Abbildung 2.1 zeigt den Verlauf der Anderung von Punkten und

Bahn von P

0B

€2

€1

Abbildung 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration fiir einen deformierbaren Kérper

infinitesimalen Linienstiicken wihrend einer Bewegung.

2.1.2 Verschiebungsvektor und Deformationsgradient

Als kinematische Grofsen sollen im Folgenden Verschiebungsvektoren und Verzerrungs-
tensoren betrachtet werden. Der Verschiebungsvektor lautet in Lagrange’scher Darstel-
lung (LD)

uX,t)=z(X,t) - X (2.4)
und in Euler’scher Darstellung (ED)
u(z,t) =x — a(x,t). (2.5)

Nachfolgend wird die in der Festkérpermechanik bevorzugte Lagrange’sche Darstellung
vorzugsweise verwendet.

Neben dem Verschiebungsvektor spielt auch der Deformationsgradient eine fundamen-
tale Rolle

dz = F - dX (2.6)

F = VR.’L‘ (27)
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2.1 Kinematik

mit Vg als den auf die Referenzkonfiguration bezogenen Nablaoperator

0
ViR =e€i—.
R TEoX,

In dieser Arbeit ist die Volumendehnung eine charakteristische Gréfe. Per Definition
ist die Volumendehnung &, der Quotient aus der Differenz der materiellen Volumen-
elemente dv und dVf der Momentan- und der Referenzkonfiguration bezogen auf die
Referenzkonfiguration

dv — dVy
Ey = ——. 2.8
v = (28)

2.1.3 Verzerrungen und Metriktensoren

Der Deformationsgradient F' beinhaltet auch Starrkérperbewegungen; es ist daher erfor-
derlich, diese abzuspalten. Dies gelingt durch Anwendung des polaren Zerlegungssatzes
fiir Tensoren. Der Deformationsgradient soll dabei vereinbarungsgemé&f nicht singulér
sein, d.h. detF' # 0. Damit sind fiir F' folgende polare Zerlegungen moglich:

F=R-U=V-R (2.9)

Dabei bewirkt der Tensor R eine starre Drehung jedoch nicht des betrachteten Kor-
pers, sondern nur eines materiellen Linienelementes im betrachteten Punkt, da R im
allgemeinen von Punkt zu Punkt verschieden ist. U und V bewirken eine reine Dilatati-
on (Streckung oder Stauchung) in Richtung ihrer Hauptachsen. Die Tensoren U und V
nennt man Rechts- und Linksstrecktensor. Zweckméfig werden die quadratischen Formen
der Strecktensoren eingefiihrt.

Fiir die Formulierung von Konstitutivgleichungen ist es giinstig, ein Verzerrungsmaf
einzufithren, das fiir die Referenzkonfiguration sowie fiir Starrkérperbewegungen den
Wert 0 annimmt. Diese Eigenschaft besitzt der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor
E. Das Quadrat der Absténde von Linienelementen ist ein Maf fiir die Verzerrung eines
Kérpers. Es werden nachfolgende Deformationstensoren eingefiihrt: der rechte Cauchy-
Green’sche Deformationstensor

C=F'.F (2.10)

der auf der Referenzkonfiguration definiert ist, und der linke Cauchy-Green’sche Defor-
mationstensor

B=F.FT (2.11)

der auf der Momentankonfiguration definiert ist. Ferner werden die Verzerrungstensoren
nach Green-Lagrange

E:%(FT-F—I):%(C—I) (2.12)

und Euler-Almansi . 1
AZE(I_B—l)Zi(I_F—T.F—l) (2.13)
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

definiert. Der Verschiebungsgradient H ist ein Tensor zweiter Stufe und héngt mit dem
Deformationsgradienten F' zusammen:

H=F-1I (2.14)

Damit kann der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor E ausgedriickt werden durch
E:;H+HT+HPHy (2.15)

Wird der Verschiebungsgradient H als klein vorausgesetzt, kann
E:slm;s:gH+Hﬁ (2.16)

gesetzt werden. Die Darstellungen in der Referenz- und der Momentankonfiguration sind
dann im Sinne dieser Ndherung gleichzusetzen. Fiir die Ausfiihrungen in dieser Arbeit
kann dies als erste Naherung akzeptiert werden.

2.1.4 Deformation-, Rotations- und Verzerrungsgeschwindigkeiten

Zur Beschreibung der Verzerrungsgeschwindigkeit wird der Tensor
L =Vxv(z,t) (2.17)

verwendet. L ist ein Tensor 2. Stufe, der additiv in einen symmetrischen und einen
antisymmetrischen Anteil zerlegt werden kann:

L:%@+LU+%@-E¥:D+W (2.18)
Der symmetrische Anteil D wird als Deformationsgeschwindigkeitstensor bezeichnet, der
antisymmetrische Anteil W heift Drehgeschwindigkeitstensor. Die additive Zerlegung
L = D + W zeigt, dass die fiir die lokale Deformation eines Linienelementes geltende
Hintereinanderschaltung von Streckung und Drehung auch fiir Deformationsgeschwin-
digkeiten gilt.

2.2 Volumen- und Oberflachenkrafte

Die Einteilung der dufseren Lasten auf ein beliebiges Kontinuum erfolgt nach Volumen-
und Oberflichenkréften [29, 75]. Hierbei werden mechanische, thermische und elektro-
magnetische Arten betrachtet. Zu den Volumenkriften gehéren Gravitation-, Trégheits-
oder magnetische Krifte. Oberflichenkrifte wirken auf Flachen. Der Bezug einer Ober-
flachenkraft auf eine Flécheneinheit fithrt auf den Spannungsvektor. Als Folge dufserer
Krafteinwirkungen entstehen im Korper Spannungen. An dieser Stelle sollen nur kurz
die wichtigsten Spannungsvektoren und Spannungstensoren in Erinnerung gerufen wer-

den [68].
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2.2 Volumen- und Oberflachenkrifte

2.2.1 Spannungstensor von Cauchy

Auf einer Schnittfliche durch einen Koérper, die iiber den nach aufsen gerichteten nor-
mierten Normalenvektor festgelegt ist, wird ein Fldchenelement A A herausgegriffen. Die
auf dem Flichenelement wirkende Schnittkraft wird im resultierenden Kraftvektor Af
zusammengefasst. Nach Cauchy existiert dann der Grenzwert

Af

= lim —. 2.1
t AXEOAA (2.19)

Der Vektor t heifst Spannungsvektor. Die Vielzahl aller moglichen Schnittflichen durch
einen Punkt definiert seinen Spannungszustand.

Man kann zeigen, dass drei aufeinander senkrecht stehende Schnittflichen zur vollstan-
digen Beschreibung des Spannungszustandes ausreichend sind. Der Spannungstensor o
ergibt sich aus

t=o" n. (2.20)

Setzt man die aus der Drehimpulsbilnz folgende Symmetrie des Cauchy’schen Spannungs-
tensors bereits hier voraus, ergibt sich auch

t=0o-n (2.21)

Der Cauchy’sche Spannungstensor ist auf die Momentankonfiguration bezogen, d.h. er
enthélt die wahren Spannungen.

2.2.2 Spannungstensoren von Piola-Kirchhoff

Auf die Referenzkonfiguration bezogen gilt:

e Es existiert ein Spannungstensor T genannt 1. Piola-Spannungstensor, sodass die
Kraft auf ein Element der Oberfliche 9B von B gegeben ist durch

tr(nr) = TR - nr (2.22)

e T'r erfiillt die makroskopische Kréftebilanz
V-Th + fr = pii (2.23)

o Tp erfiillt die Symmetriebedingung
Tgr-F'=F.TE, (2.24)
was aus der Drehimpulsbilanz folgt.

Es ergibt sich die Beziehung zwischen dem 1. Piola-Spannungstensor und dem Cauchy-
Spannungstensor
Tr=JT-F 7 (2.25)

27



2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

bzw.

T=J'Tg-F" (2.26)

beide Tensoren ergeben eine 9-dimensionale Abbildung
o:p(B) = R¥>3 bzw. Tr: B — R33,

Der Spannungstensor T'g ist der 1. Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor. Es sind die be-
kannten Ingenieurspannungen. Er ist auf die Ausgangsfliche bezogen und im Unterschied
zum Cauchy’schen Spannungstensor unsymmetrisch. Er wird daher zur Formulierung
konstitutiver Gleichungen nicht verwendet. Durch Einfithrung eines fiktiven Kraftvektors
fo gelangt man zu einem symmetrischen Spannungstensor. Der 2. Piola-Spannungstensor

lautet: B
T=JF'.T.F T (2.27)

Er ist, mit Blick auf die Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors T', symmetrisch.

2.3 Bilanzgleichungen

Die Bilanzgleichungen beschreiben allgemein geltende Prinzipien unabhingig von den
speziellen Kontinuumseigenschaften. Bilanzgleichungen werden in integraler Form als
globale Aussagen fiir den Gesamtkorper angegeben. Fiir hinreichend glatte Felder der
zu bilanzierenden Grofsen konnen aber auch lokale Formulierungen in Differentialglei-
chungsform, die sich auf einen beliebig kleinen Teil des Korpers beziehen, gewihlt werden.
Bleibt bei einem zu bilanzierenden Prozess die Bilanzgrofe unverdndert erhalten, haben
die Bilanzgleichungen den Charakter von Erhaltungssitzen [14,101]. Formuliert werden
die Bilanzgleichungen bzw. Erhaltungssétze fiir Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie und
Entropie. Alle Bilanzgleichungen konnen als Spezialfall einer allgemeinen Volumenbilanz
einer physikalischen Grofse W formuliert werden.

2.3.1 Allgemeine Bilanzgleichung

Die Bilanzgleichungen besitzen eine gemeinsame Struktur. Die Anderung einer physika-
lischen Grofe wird bilanziert mit dem Fluss F(0B,t) dieser Grofe iiber die Oberflache
des Korpers, einer Zufuhr Z(B,¢) im Inneren des Korpers (von aufkerhalb) und einer
Produktion P(B,t) im Inneren des Korpers.

Die allgemeine Bilanzgleichung kann folgendermafsen formuliert werden

%\I/(B, t) = —F(9B,t) + P(B,t) + Z(B,1), (2.28)

wobei der Fluss als Ausfluss aus dem Volumen positiv gezdhlt wird, woraus ein negatives
Vorzeichen resultiert. Die Bilanzierungsgrofen lassen sich als Oberflichen- und Volumen-
integrale iiber den zugehorigen Dichten ausdriicken

% U(z,t)dv = —j{]:(x,n,t) da—}—/P(m,t) dv—}—/Z(m,t) dv (2.29)
B oB B B
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2.3 Bilanzgleichungen

Hierin enthalten ist die Forderung, dass die Flussdichte F aus der Fldche 0B nur von
deren Normaleneinheitsvektor n abhingt und nicht von anderen differentialgeometri-
schen Eigenschaften wie einer Kriimmung (Cauchy-Postulat). Unter der Annahme von
Stetigkeit und Differenzierbarkeit kann Gl. (2.29) in lokaler Form angegeben werden.
Anwendung des Reynolds’schen Transporttheorems auf die linke Seite und Umwandlung
der Oberflichen- in Volumenintegrale mit Hilfe des Gauft’schen Integralsatzes ergibt

/(%—\f + div(Pv) + divF =P — Z)dv =0 (2.30)
B
bzw.
ov ,
5 = —div(F + Uv) + P+ Z. (2.31)

Aus der allgemeinen Bilanzgleichung kénnen nun die speziellen Bilanzgleichungen fiir
Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie und Entropie abgeleitet werden'. Dabei besteht die
Besonderheit der genauen Festlegung von Zufuhr- und Produktionstermen im Hinblick
auf die aufzustellenden, konstitutiven Gleichungen fiir das betrachtete Material.

2.3.2 Massenbilanz

Die Masse ist eine charakteristische Eigenschaft eines materiellen Korpers und &dndert
sich wihrend einer Bewegung nicht:

m(B,t) = /pdv = / dm = const. (2.32)

B B

Die zeitliche Anderung ist demnach:
d
— dv=20 2.33
5 [ede (2.33)
B

Sie wird durch das Integral {iber das Dichtefeld beschrieben. Durch einen Vergleich mit
der allgemeinen globalen Volumenbilanz Gl. (2.29) erkennt man

V=p F=0,P=0,2=0 (2.34)
und aus GI1.(2.31)
0
a—f LV (o) = 0. (2.35)

! Auf die Formulierung der Bilanzgleichungen auf der Referenzkonfiguration sowie auf die Diskussion
von Sprungbedingungen sei an dieser Stelle verzichtet.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

2.3.3 Impulsbilanz

Fiir den Fall, dass die betrachtete Grofse der Impuls ist, ergibt sich:

%/pvdv:j{tda—i—/pfdv (2.36)
B

oB B

?{tda:j{a-nda:/v-adv. (2.37)
B

oB oB

mit n = da/|| da||

Ebenso wie die Masse ist der Impuls eine Erhaltungsgrofe, sodass keine Produktions-
dichte vorliegt:

V=p, F=-0-n,P=0Z=f (2.38)
Aus GI. (2.36) leitet man die lokale Impulsbilanz ab:

dov

o = V.o+of (2.39)

Wirken keine Beschleunigungen, ist das betrachtete Volumenelement im Gleichgewicht.
Dieser Zusammenhang kann auch aus einer Kréftebilanzierung am infinitesimalen Volu-
menelement hergeleitet werden.

2.3.4 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpulsbilanz besagt, dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses gleich der
Summe der Momente aller auf den Korper einwirkenden Kréfte ist

l= /x x px dv (2.40)
B

Wiederum bezogen auf die Momentankonfiguration lésst sich der Drehimpulssatz folgen-
dermafsen schreiben:

d
! wxp:i:dv:j{wxa-nda—i—/xxpfdv (2.41)
B B B

Auch der Drehimpuls ist eine Erhaltungsgrofe, sodass Produktionsterme entfallen:
UV=zxxow F=-2xzx0,P=0,Z=xxf (2.42)

Man kann zeigen, dass aus der Drehimpulsbilanz Gl. (2.41) die Symmetrie des Span-
nungstensors folgt:

o=0o" (2.43)
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2.3.56 Energiebilanz (1. Hauptsatz der Thermodynamik)

Der 1. Hauptsatz bilanziert die mechanische und thermische Energie. Die zeitliche An-
derung der gesamten Energie E eines Systems muss gleich der Summe aus Warmezufuhr
und Leistung der dusseren Kréfte sein. Dabei setzt sich die gesamte Energie zusammen
aus der kinetischen Energie Ey;, und der inneren Energie U

dE
pri Leistung der mechanischen Krifte + Warmezufuhrleistung (2.44)

IEkin + U = Q + IEmech (245)

Mit E = U + Eyy; E ist die Gesamtenergie als Summe von innerer Energie U und
kinetischer Energie Eyi,. Epech ist die durch Volumen- und Oberflichenkrifte geleistete
Arbeit, @ ist die mit der Umgebung ausgetauschte Warme. Dabei wird eine spezifische
innere Energie pro Masseneinheit definiert:

U:/udm:/pudv (2.46)

m B
sowie
Exin = %/p'v ~vdv (2.47)
B
und
%:—/n-qda—i-/prdv. (2.48)
oB B
Ferner gilt
dngCh = /t-vda—i—/pf-vdv. (2.49)
oB B

Damit ergibt sich die globale Formulierung der Energiebilanz

1
p(u—i——v-v)dv:/t-vda—i—/prdv—/q~nda+/pf~vdv (2.50)
B

dt 2
B oB B B
mit
U=pv, F=—-t,P=0, Z=f. (2.51)

Die weitere Umformung erfolgt unter Verwendung des Reynoldschen Transporttheorems
(Vertauschung von Integration und Differentiation) fiir die linke Seite von GI1.(2.50) und
der Umwandlung von Oberflichen- in Volumenintegralen fiir die rechte Seite zu:

/pu—l—B/m‘wvdv:B/V(GT~v)dv+/pfdv (2.52)

B B
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

mit der Symmetrie des Spannungstensors aus der Drehimpulsbilanz und der Umformung

V! -v)=(V-0)-v+g-Vu (2.53)
—0--&
ergibt sich:
/[(pi)—V~0+Pf)~v+pﬁ+v~q—pr—o-~é]dv:O (2.54)
B =0
g -V.og+ (2.55)
Py = q+pr :

in der lokalen Form der aktuellen Konfiguration. Der Beitrag der kinetischen Energie
kommt nicht mehr vor.

Die Gesamtenergie ist eine Erhaltungsgrofe, nicht jedoch die kinetische Energie und
die innere Energie. Eine potentielle Energie wird in den meisten Lehrbiichern nicht ein-
gefiihrt, stattdessen gehen die dufseren Krifte als Energiezufuhr ein. In der Mischungs-
theorie, in der zwischen einzelnen Phasen explizit unterschieden wird, erscheinen in den
Bilanzgleichungen zusétzliche Produktions- und Zufuhrterme wie eine Massenprodukti-
onsdichte bei chemischen Reaktionen. Die eingefiihrte Strahlungsleistung r wird oft als
Beispiel fiir eine innere Warmequelle angefithrt. Darunter ist die Erwérmung durch Ab-
sorption von Strahlung zu verstehen, die im Inneren eines Korpers entsteht. Diese Form
der Energieaufnahme wird daher als Zufuhrterm betrachtet, der das Merkmal besitzt,
unabhingig gesteuert werden zu kénnen. Innere Wéarmequellen kénnen aber auch andere
Ursachen haben, wie z.B. die Reaktionswérme, die einen Produktionsterm darstellt. Sie
ist immer mit dem konstitutiven Verhalten gekoppelt.

2.3.6 Entropiebilanz (2. Hauptsatz der Thermodynamik)
Die Entropie ist eine additive Funktion Es gilt

S:/sdm:/psdv (2.56)
m |4

mit s als Entropiedichte pro Masseneinheit. Mit den Termen fiir den Entropiefluss, die
Entropieproduktion und die Entropiezufuhr erhilt man aus Gl. (2.31)

% = —div(F +¥v) + P+ Z (2.57)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die intrinsische Entropieproduk-
tion stets grosser sein muss, als die Summe aus innerer Entropieproduktion und iiber die
Oberflache zugefiihrter Entropie. Mit der Dissipation

r= /p’ydv >0 (2.58)
\%4
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2.3 Bilanzgleichungen

lautet der 2. Hauptsatz der Thermodynamik in globaler Form:

d r q
— = . > 0. .
/pydv— o psdv /pedv /9 nda 0 (2.59)
B B B oB

Unter Beriicksichtigung des Gaussschen Theorems

q _ [ (ly.q- L,
/H-nda—/<ev 4- 54 VG) dv (2.60)

oB B
folgt daraus in der lokalen Form

p@’yzpé@—pr—i—Vﬁ—%ZO, (2.61)

P >0. (2.62)

Die Entropie ist somit keine Erhaltungsgrofie.
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3 Thermodynamik

In diesem Kapitel werden zunéchst die Grundlagen behandelt, die zur Formulierung der
Gleichgewichtsbedingungen und der thermodynamisch konsistenten Werkstoffgesetze be-
notigt werden. Hierbei soll der Gedankengang aufgezeigt werden, wie von der klassischen
Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtsthermodynamik und der erweiterten sogenann-
ten chemischen Thermodynamik der Ubergang auf die rationale Thermodynamik voll-
zogen werden kann. Zur Herleitung eines konsistenten konstitutiven Gesetzes unter Be-
riicksichtigung der chemischen Reaktionen soll den thermodynamischen Grundlagen ein
etwas grokerer Raum gegeben werden. Als grundlegende Schriften zu diesem Thema sei-
en Prigogine [71], Miiller [135,136,138], Becker [24], Schwarzer [155] und Truesdell [170]
zitiert.

Bei der Formulierung des 1. und 2. Hauptsatzes der Thermodynamik werden die Exis-
tenz der inneren Energie und der Entropie als thermodynamische Zustandsfunktionen
vorausgesetzt. Der 2. Hauptsatz ermdoglicht es, vorherzusagen, welche Prozesse spontan
ablaufen. Dabei macht die Thermodynamik aber keine Aussage iiber die Geschwindigkeit
eines spontanen Prozesses. Die treibende Kraft fiir spontane Vorgénge hat ihre Ursache
im Bestreben von Energie und Materie, sich mdglichst ungeordnet zu verteilen. Als Maf
fiir den Grad der Ordnung verwendet man die Entropie. Sie driickt die Unordnung in
einem System aus. Die auf Clausius [39] zuriickgehende Beschreibung ist!

Qrev
AS = 1
5= (31)

AS ist die Entropieinderung, g..v ist die reversibel zugefiihrte Wirme und 6 die ab-
solute Temperatur. Die Ubertragung von Energie als Arbeit findert die Entropie eines
Systems nicht. Dieselbe zugefiihrte Warmemenge fithrt bei niedrigerer Temperatur zu ei-
ner groferen Entropieinderung, als bei hoherer Temperatur. Bei allgemeinen Prozessen,
die auch irreversible Anteile enthalten, gilt:

AS > q% (3.2)

3.1 Energieformen und Prozesse
Bei der Beschreibung von Energieformen kann die Regel [64]

dE =T dJ (3.3)

'In der Thermodynamik wird das Symbol A als Bezeichnung fiir eine finite Differenz und als Operator
fiir die Anderung nach der Reaktionskoordinate ¢ verwendet (a%)
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3 Thermodynamik

Umgebung

Systemgrenze

Abbildung 3.1: Vorzeichenregel fiir thermodynamische Systeme (hier Reaktionsharz)

angegeben werden. Die Anderung einer extensiven GroRe J bewirkt in Verkniipfung mit
einer zugeordneten intensiven Gréfe I den Austausch von Energie E in einer bestimmten
Form?2. Da zur Charakterisierung einer bestimmten Energieform eine extensive und eine
intensive Grofe einander zugeordnet sind, heifsen diese energetisch konjugiert. Intensi-
ve und extensive Grofen sind nicht vertauschbar. Konjugierte extensive und intensive
Grofen konnen tensor-, vektor- oder skalarwertigen Charakter haben. Es gilt folgende
Vorzeichenkonvention (s. Abb. 3.1): zugefithrte Energien sind positiv und abgefiihrte ne-
gativ. Die Regel ist allgemein giiltig und besitzt axiomatischen Charakter. Beispiele aus
dem Bereich der klassischen Mechanik sind: die Verschiebungsenergie f - dr mit Kraft
mal Weginkrement, die Verdrehungsenergie M - dep mit Moment mal Winkelinkrement,
die Kompresionsenergie —p dV mit Druck mal Volumenénderung oder die translatorische
Bewegungsenergie v - dP mit Geschwindigkeit mal Impulsinderung [64].

Die Energieform Wérme als Grundvoraussetzung zur Formulierung des 2. Hauptsatzes
der Thermodynamik soll an dieser Stelle kurz erlautert werden. Der Austausch von Wér-
meenergie dEg = 6dS ist durch die absolute Temperatur 6 > 0 als intensive Grofse und
die Entropie S als extensive Grofse gegeben. Historisch gesehen wurde die Entropie von
Clausius als energetisch konjugierte Grofe zur bereits bekannten thermischen Grofse Tem-
peratur eingefiihrt [39]. Die Temperatur tritt dabei als intensive Grofe auf, da sie keinen
mengenartigen Charakter besitzt; d.h. zwei Systeme gleicher Temperatur haben zusam-
men wieder die gleiche Temperatur und nicht die doppelte. Ein Gleichgewichtszustand
eines Systems ist dadurch charakterisiert, dass er bei festen dufieren Systemparametern
seinen Zustand nicht &ndert. Die klassische Thermodynamik beschéftigt sich mit der

2Man unterscheidet in der Thermodynamik zwischen extensiven (von der Stoffmenge abhingig) und
intensiven (von der Stoffmenge unabhingig) Zustandsgrofen. Druck und Temperatur gehdren somit
zu den intensiven, Volumen zu den extensiven Zustandsgrofien.
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3.2 Thermodynamik der irreversiblen Prozesse

Untersuchung von Gleichgewichtszustidnden (Gleichgewichtsthermodynamik). Bei einem
Prozess werden dabei nur Anfangs- und Endzustand betrachtet und sichergestellt, dass
der Prozess den beiden Hauptsitzen geniigt. Die beiden Hauptsétze sind dabei in der
zeitfreien Gibbs’schen Fundamentalform [180] angegeben, d.h. alle ein System beschrei-
benden Energieformen besitzen die zeitfreie Form GI. (3.3).

3.2 Thermodynamik der irreversiblen Prozesse

Uberfiihrt man die beiden Hauptsitze in eine Formulierung in Raten bzw. Energiestro-
men, ergibt sich analog zu Gl. (3.3) nach Wedler [180]

dE dJ

yn >1 r (3.4)
Mit Gl. (3.4) wird der thermodynamische Prozess in seinem zeitlichen Ablauf erfasst.
Man postuliert somit, dass nicht nur der Anfangs- und der Endzustand Gleichgewichts-
zusténde sind, sondern der ganze Prozess nun in Abhéingigkeit von der Zeit aus einer
Abfolge von Gleichgewichtszustinden besteht [128]. Geht ein System nach Anderung
der dufseren Parameter von einem Gleichgewichtszustand in einen anderen iiber, miis-
sen jedoch alle Zwischenzustinde Nichtgleichgewichtszustdnde sein, da sonst der Prozess
nicht bis zu seinem Ende ablaufen wiirde. Die Anwendung der Gesetze der Gleichge-
wichtsthermodynamik (1. und 2. Hauptsatz) auf die Nichtgleichgewichtsthermodynamik
ist eine Idealisierung. Diese Idealisierung ist fiir nicht zu schnell ablaufende Prozesse
gerechtfertigt, d.h. die Nichtgleichgewichtzustinde befinden sich in der Nachbarschaft
zu Gleichgewichtszustinden. Setzt man das Prinzip des lokalen Zustandes voraus, d.h.
die thermodynamischen Gesetze gelten lokal fiir jeden infinitesimal kleinen materiellen
Punkt, gelangt man zur irreversiblen Thermodynamik. In der irreversiblen Thermody-
namik wird ein Term zur Entropieproduktion explizit angenommen [23,41].

Die klassische Thermodynamik und ihre Aussagen beschrinken sich auf Gleichge-
wichtszustdnde. Wenn Prozesse sehr langsam ablaufen, konnen Sie als quasistatisch und
damit als Abfolge von Gleichgewichtszustdnden betrachtet werden. Dagegen sind rea-
le Vorgéinge stets mit endlicher Geschwindigkeit ablaufende irreversible Prozesse, d.h.
Ausgleichsvorginge gestorter Gleichgewichte. Die irreversible Thermodynamik stellt als
Thermodynamik des Nichtgleichgewichtes einen formalen Rahmen fiir die makroskopi-
sche Beschreibung irreversibler Prozesse dar [104, 105|. Sie ist eine phdnomenologische,
aber logische und selbstdndige Theorie der Vorgidnge in kontinuierlicher Materie. Dabei
miissen lokale Zustandsvariablen eingefiihrt werden, die Feldvariablen sind, d.h. stetige
Funktionen der Raumkoordinaten und der Zeit darstellen. Basierend auf dem Postulat
adiabatisch unerreichbarer Zustinde wurde von Caratheodory die Existenz der Tempe-
ratur und der Entropie fiir reversible Zustandsinderungen nachgewiesen [35]%. Es gilt
der Satz [57]: In einem geschlossenen adiabatischen System kann die Entropie bei allen
natirlichen Vorgangen nur zunehmen. Sie kann hdchstens im Fall reversibler Vorgange

*Eine ausfithrliche Darstellung iiber die grundsitzliche Bedeutung des Caratheodory’schen Prinzips
findet sich in Elsner [57] sowie in den Arbeiten von Born [34] und Margenau [124].
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3 Thermodynamik

Grenze des adiabatischen Gesamtsystems

Umgebung

Grenze des nichtadiabatischen Teilsystems

Abbildung 3.2: Modellvorstellung des adiabatischen Gesamtsystems mit nichtadiabati-
schem Teilsystem Reaktionsharz und Umgebung

konstant bleiben. Mathematisch wird dieses Verhalten durch die Ungleichungen
dS>0 bzw. AS>0 (3.5)

zum Ausdruck gebracht. Fiir ein aus mehreren Teilsystemen ¢ bestehendes geschlossenes
adiabatisches Gesamtsystem nehmen die vorstehenden Ungleichungen nach Elsner [57]
die modifizierte Form an:

dS=)"dS; >0 bzw. AS=> AS; >0 (3.6)

Die Beziehungen (3.5) und (3.6) stellen den Ausdruck fiir den richtungsgebundenen Ab-
lauf des Geschehens in geschlossenen adiabatischen Systemen dar.

Konkret kann man aus Gl. (3.6) den Fall ableiten, dass ein geschlossenes nichtadiabati-
sches System von einem geschlossenen adiabatischen System umgeben ist. Damit nimmt
die Bedingung (3.6) folgende Form an:

dS + ds* >0 (3.7)

mit dS als Entropiedinderung des nichtadiabatischen (Teil-)Systems und dS* als damit
verbundene Entropiesinderung der in das Gesamtsystem einbezogenen Umgebung 4. Beide
Systeme stehen im Augenblick der Wirmeiibertragung im thermischen Gleichgewicht.
Besitzt die Umgebung die Temperatur 6%, gilt dort mit dV* = 0 der Ansatz

d *
ag* = U7 (3.9)
0*
andererseits gilt die Energiebilanz
dU + dU* — dW = 0. (3.9)

*Im Folgenden bezeichnet {...}* den Bezug auf das Gesamtsystem.
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3.2 Thermodynamik der irreversiblen Prozesse

Da nach Voraussetzung die Temperatur im Gesamt- und im Teilsystem iibereinstimmt
0* = 0, folgt fiir die Entropieinderung der Umgebung

dU — dW
ds* = ——— (3.10)
0
und damit wegen Gl. (3.7) fiir das Entropieverhalten des nichtadiabatischen (Teil-)Systems
ds > w (3.11)
und schlieflich die beide Entropieinderungen beriicksichtigende Gleichung
d
ds = TQ + dSirrer (3.12)

mit dU — dW = d@. Danach l&sst sich die EntropieAnderung eines geschlossenen nichta-
diabatischen Systems aufteilen in einen durch Wérmetransport iiber die Systemgrenze
hervorgerufenen duferen Anteil dS, = d@/6 und in einen durch Entropieerzeugung
verursachten inneren Anteil dS; = dSjrev, sodass

dS = dS,+ dS; (3.13)
~ =~ =~

>
= = >0

geschrieben werden kann. Da d.S, je nach Richtung des Warmetransports iiber die Sys-
temgrenze sowohl positiv als auch negativ sein kann (entgegen dem eindeutigen Vorzei-
chenverhalten von dS;), ist damit auch {iber das Vorzeichen von dS keine Aussage mog-
lich. Das bedeutet: Die Entropie eines geschlossenen nichtadiabatischen Systems kann
sowohl zunehmen als auch abnehmen®. Die Gleichung (3.13) gilt also auch fiir nichtein-
fache Systeme im Sinne von Elsner [57] wie z.B. Systeme mit chemischen Reaktionen.

Zu den irreversiblen Prozessen kann man dissipative Vorgédnge und Ausgleichsvorginge
zihlen. Anderungen der Entropie mit beiden Vorzeichen treten somit bei Vorgingen wie
Schmelzen und Verdampfen, Phasenseparationen in mehrphasigen Systemen sowie bei
chemischen Reaktionen auf.

Dieser Sachverhalt hat grofe Auswirkungen auf die Herleitung konstitutiver Gleichun-
gen im Rahmen der Kontinuumsmechanik, wo u.a. die materielle Objektivitat (Beobach-
terinvarianz) der beteiligten Grofen gefordert wird®. Erweiterungen der Thermodynamik
der irreversiblen Prozesse beziehen sich auf hohere Ordnungen des Entropieflusses Diese
so genannte ,FKxtended irreversible Thermodynamics“ wurde in den 80er Jahren von Jou
und Lebon [67,98-100] entwickelt.

Nach der Argumentation von Caratheodory kann ein einfaches System einen Zustand
niedrigerer innerer Energie nicht erreichen. Bei chemischen Reaktionen als potentielle
Energie als Bestandteil der inneren Energie ist das auch dann nicht moglich, wenn dieses
Potential abgebaut wird.

®Die Herleitung wird exakt so in Elsner [57] wiedergegeben. Dieser Sachverhalt wird in Kapitel 4 am
Beispiel eines Epoxidharzsystems experimentell nachgewiesen.

SEine vergleichende Behandlung einer thermodynamischen Problemstellung unter Nutzung der klas-
sischen Thermodynamik der irreversiblen Prozesse und der rationalen Thermodynamik wurde von
Anders und Weinberg [17,181] mit Erfolg demonstriert.
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3 Thermodynamik

irreversibler Prozess

Nichtgleichgewichtsraum

Gleichgewichtsunterraum

reversibler Prozess

Abbildung 3.3: Reversibler Prozess als Trajektorie im Gleichgewichtsunterraum des

Nichtgleichgewichtsprozesses zwischen 2 thermodynamischen Zustdnden
A und B

3.3 Innere Variablen

In der Theorie der Thermodynamik mit inneren Variablen werden weitere zuséitzliche
Zustandsvariablen ¢ mit unterschiedlichen Eigenschaften, die so genannten inneren Va-
riablen, neben gewdhnlichen messbaren Zustandsvariablen (wie Temperatur oder Verzer-
rung) eingefiihrt, um den allgemeinen thermodynamischen Zustand des Systems auch
auferhalb des Gleichgewichtes beschreiben zu konnen [126,127].

Topologisch kénnen die Nichtgleichgewichtsprozesse folgendermafen aufgefasst werden.
Die eingefiihrten, zusétzlichen inneren Variablen erweitern die Dimension des Zustands-
raumes mit weiteren Koordinaten. Die zeitunabhéngigen Zusténde des isolierten Systems
werden Gleichgewichtszustdnde genannt. Durch die Gleichgewichtszustdnde wird ein Un-
terraum des neuen ausgedehnten Zustandsraumes aufgespannt, der Gleichgewichtsunter-
raum genannt wird. Die Trajektorien der Nichtgleichgewichtsprozesse im Gleichgewichts-
unterraum sind die reversiblen Prozesse (s. Abb. 3.3). Im allgemeinen werden aber die
inneren Variablen auch im Gleichgewichtszustand bendtigt, um den thermodynamischen
Zustand zu beschreiben. Bei der Wahl der inneren Variablen sind folgende allgemeine
Kriterien bei der Modellbildung zu beachten:

e In einem neu zu entwickelnden Modell sollen die Zahl und die Dimension der Zu-
standsvariablen festgelegt werden, wobei die Anzahl der zusétzlich eingefiihrten
inneren Variablen mdglichst niedrig gehalten werden soll.
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3.4 Chemische Thermodynamik und chemisches Potential

e Die physikalische Natur der inneren Variablen soll definiert sein. Im Allgemeinen
gilt, dass die inneren Variablen eine messbare, aber nicht kontrollierbare Eigenschaft
des Systems beschreiben. Daher kann den inneren Variablen eine klare physikalische
Bedeutung zugewiesen werden.

e Die Rolle der inneren Variablen in den Konstitutivgleichungen soll geklart wer-
den, damit ihre Bedeutung mit Blick auf die thermomechanischen Eigenschaften
dargestellt wird.

Die inneren Variablen charakterisieren die irreversiblen Prozesse im Material, ihre zeitli-
che Anderung ist durch die Evolutionsgleichungen gegeben. Eine Vielzahl von erfolg-
reichen Anwendungen finden sich bei der Beschreibung viskoelastischer und (visko)-
plastischer Modelle, bei denen die innere Variable als viskoser Teil der Verzerrung be-
trachtet wird (z.B. in Arbeiten von Chaboche [37], Alber [11] sowie originér in Coleman
und Gurtin [40]). In dieser Arbeit wird die Methode der Thermodynamik mit inneren
Variablen dargestellt und verwendet, um einen allgemeinen Rahmen fiir die makrosko-
pische Beschreibung von irreversiblen Prozessen in Reaktionsharzen zu gewinnen. Diese
Methode findet heutzutage auch bei den meisten modernen kontinuumsmechanischen
Materialtheorien Anwendung; insbesondere bei Problemen der Plastizitdt, Schiddigung
und bei Materialien mit Phasenwechseln.

3.4 Chemische Thermodynamik und chemisches Potential

In der chemischen Thermodynamik werden insbesondere diejenigen Vorgénge betrach-
tet, deren Erscheinungen auf dem molekularen Grofsenordnungsmafstab auftreten. Der
zentrale Begriff ist dabei das chemische Potential. Hiermit werden Mischungsvorginge,
Phasenwechsel, aber auch chemische Reaktionen mit Bildung von kovalenten Bindun-
gen behandelt. Hierunter fallen also Wechselwirkungen zwischen Molekiilen in beliebiger
Form. Typisch ist z.B. die Formulierung von Oberflichen- und Grenzflichenspannungen
als chemisches Potential.

Der Begriff des chemischen Potentials muss zur Beschreibung von Reaktionsharzen ver-
wendet werden, weil es sich vor der Verarbeitung um eine Werkstoffvorstufe handelt. Eine
kontinuumsmechanische Beschreibung eines Werkstoffes von der jeweiligen Werkstoffvor-
stufe ausgehend ist selbstverstindlich auch fiir andere Werkstoffklassen wie Metalle oder
Keramik moglich (z.B. bei Aluminiumschmelzen als Gufswerkstoff). Derartige Fertigungs-
prozesse mit Werkstoffvorstufen sind in der Regel mit Phasenumwandlungen verbunden,
die entsprechende Phasenumwandlungsenthalpien und Umwandlungsentropien enthalten.
Fiir die kontinuumsmechanische Modellbildung ergeben sich daraus erweiterte thermo-
dynamische Einschrinkungen beziiglich der thermodynamischen Konsistenz des Modells.

Zur Erlauterung des Begriffes seien zunéichst allgemein geldufigere Potentiale betrach-
tet. Jedes System besitzt einen Energieinhalt (auch Potential genannt). Kennzeichen von
potentiellen Energien ist, dass sie generell aus einem Produkt aus 2 Faktoren bestehen:
Dieses Produkt kann man als Menge - Zustand oder auch Quantitdt - Qualitit oder als
extensive - intensive Grofe beschreiben, s. Abb. 3.4. Wenn sich das Potential iiber dem
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Exotherme Reaktion: Exotherme Reaktion: Endotherme Reaktion:
Entropieabnahme Entropiezunahime im Entropieabnahme in
wird durch Zunahme System und in der der Umgebung, nur
in der Umgebung Umgebung moglich bei hoher
kompensiert Zunahme 1n System

x__\_\\ gy I 7 - 7 ///
-

! /// ///

Entropie des Entropie der
Systems Umgebung

Abbildung 3.4: Exotherme Reaktion und Entropie nach Kratky und Ribitsch [112]

Ort, der chemischen Zusammensetzung oder der Temperatur dndert, dann gibt es eine
Triebkraft, die das System in den Zustand niedrigeren Potentials versetzen will (Ener-
gieminimierung). Beispiele sind nach Néser [143]

e Mechanische Energie = Gewicht - Hohe
e Elektrische Energie = Elektrizitdtsmenge - Spannung
e Strahlungsenergie = Lichtmenge - Frequenz
e Thermische Energie = Entropie - Temperatur
e Chemische Energie = Stoffmenge - Affinitét
Die chemische Affinitéit ist generell von Umgebungsparametern abhingig [184]:

OFEnergie

Triebkraftreaktion = (3.14)

0(Ort, Konzentration, Temperatur)

In der chemischen Thermodynamik wird eine Anderung von Teilchenzahlen betrachtet,
die die Einfiihrung eines Potentials in die Energieerhaltung nach sich zieht.

Da ein geschlossenes System die Erhaltung der Masse impliziert, jedoch durch chemi-
sche Reaktionen sich die Art von Teilchen, die das System bildet, &ndert, wird die Anzahl
der Teilchen N einer Sorte i, bezogen auf die Avogadrozahl in mol angegeben ;. Weiter-
hin bezeichnet p; [Jmol™!] das chemische Potential der i-ten chemischen Komponente.
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3.4 Chemische Thermodynamik und chemisches Potential

Beginnend mit der zu erweiternden Form des ersten hauptsatzes der Thermodynamik,
sowie unter der Annahme p = const. und 6 = const.

dU = 0Q + oW (3.15)
dUpp =0dS — pdV (3.16)
unter Einbeziehung eines chemischen Potentials ergibt sich:
k
dUpp = 0dS —pdV + > pidN; (3.17)
i=1

Gibbs [69] definiert die freie Enthalpie G mit
G=U-60S+pV (3.18)
und dem totalen Differential
dG = dU +pdV +Vdp—60dS — Sdé. (3.19)
Das Einsetzen von dU aus G1.(3.17) fiihrt auf

k
dG =Vdp—Sdo+ ) pidN;. (3.20)
i=1
Unter der Annahme isobarer und isothermer Prozesse konnen weitere Aussagen getroffen
werden.

k
ngJ, = Z j2% dNZ‘ (3.21)
i=1

Fiir ein System aus einer Sorte Molekiile ist das chemische Potential gleich der freien
Enthalpie nach Gibbs.

Die Teilchenzahlen N; kénnen nicht unabhéingig vom System ausgetauscht werden, da-
her wird in der chemischen Thermodynamik eine explizite Variable eingefiihrt, die den
Ablauf der Veréinderung von Teilchenzahlen in einem System beschreibt, die Prozessva-
riable ¢ sowie die partielle Ableitung 9G/0¢ [149]. Bei nur einer ablaufenden Reaktion
ist

8G>
dG = — dé&. 3.22
o= (5 ), (322
Fiihrt man einen stochiometrischen Koeffizienten
ON;
;= 2
v o€ (3.23)

ein, der beschreibt, wie viele Molekiile einer Spezies erzeugt oder verbraucht werden,
erhdlt man einen Ausdruck fiir die partielle Ableitung
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3 Thermodynamik

Der Begriff Affinitét einer chemischen Reaktion wurde von DeDonder [45] eingefiihrt. Fiir
jeden physikalisch unabhéngigen Prozess kann mit Einfiihrung der Reaktionsgeschwin-
digkeit 0&/0t gezeigt werden, dass

A <0 (3.25)

gilt. Dies ist eine Folge des zweiten Hauptsatzes bzw. der Clausius-Duhem Ungleichung.
Nach Ablauf der chemischen Reaktion ist die Affinitét Null, d.h. das System ist im
Gleichgewichtszustand.

Dain der Chemie Reaktionen héufig bei konstantem Druck ablaufen, ist die Darstellung
mit der Gibbsschen freien Enthalpie {iblich. Analog dazu kann die Darstellung mit der
Helmholtzschen freien Energie erfolgen:

dip = =S df —pdV + > pidN; (3.26)

Die Bedingung fiir den spontanen Ablauf von chemischen Reaktionen kann nun her-
geleitet werden. Riickblickend auf Gl.(3.7) bei der AS* = —Q/6 der Anteil der an die
Umgebung abgegebenen Entropie ist, ergibt sich

AS* = ) (3.27)
0
so dass gilt
AS — % > 0 (3.28)
oder umgestellt
OAS —Q > 0. (3.29)
Wenn der Prozess isobar abliuft, ist @, = AH und
OAS — AH >0 (3.30)
oder
AH —-0AS<0 (3.31)

Dabei ist H die Enthalpie. Die Anderung der freien Gibbs-Enthalpie bei Ablauf einer
chemischen Reaktion ist nun

AG = AH — 9AS < 0. (3.32)

Fiir AG < 0 kann eine Reaktion spontan erfolgen, bei AG = 0 ist der Gleichgewichts-
zustand erreicht (Stillstand der Reaktion) und im Fall von AG > 0 ist eine chemische
Reaktion nicht mdglich.

Die Ungleichung wird in der chemischen Thermodynamik als Bedingung fiir das sponta-
ne Auftreten von chemische Reaktionen, Mischungen und Phasenumwandlungen verwen-
det. Ob die Ungleichung erfiillt ist und damit eine chemische Reaktion thermodynamisch
moglich ist, héingt zunéchst vom Vorzeichen von AH und AS ab. AH ist in der Regel
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3.4 Chemische Thermodynamik und chemisches Potential

negativ, d.h. Warme und mechanische Arbeit werden vom System abgegeben bzw. vom
System verrichtet. Die Reaktion ist also exotherm.

Die Temperatur ist neben den spezifischen Gréken AH und AS die frei wihlbare Gro-
Ke. Man erkennt, dass eine obere und eine untere Temperaturgrenze existiert, oberhalb
derer und unterhalb derer eine Polymerisation thermodynamisch unmdoglich ist. Die obere
Temperatur wird als Ceiling- die untere als Floor-Temperatur definiert”. Einzelheiten zur
Ceiling-Temperatur werden z.B. in [93| diskutiert. Analog zu den Fallunterscheidungen
der freien Energie kann man auf der rechten Seite von Gl. (3.32) 4 Félle unterscheiden:

e AH <0Ound AS >0
Chemische Reaktionen laufen immer spontan ab, wenn die Enthalpie abnimmt und
die Entropie zunimmt,

e AH>0und AS >0
Endotherme chemische Reaktionen kénnen nur ablaufen, wenn die Entropie zu-
nimmt und die Temperatur so hoch ist, dass | 0AS |>| AH |,

e AH<0Ound AS <0
Chemische Reaktionen mit Entropieabnahme kénnen nur ablaufen, wenn sie exo-
therm sind und die Temperatur so niedrig ist, dass | 0AS |<| AH |,

e AH >0und AS <0
Chemische Reaktionen laufen nicht ab.

In der chemischen Thermodynamik werden an dieser Stelle Messwerte fiir AH und AS
als Standardbildungsenthalpien und Standardbildungsentropien hinzugezogen®. Eine fiir
messtechnische Zwecke oft anzutreffende Darstellung ergibt sich aus folgender Umfor-
mung: ersetzt man in der Definitionsgleichung fiir die freie Enthalpie

G=H-0S (3.33)

die Entropie durch den Differentialquotienten

oG )
— = -5, (3.34)
< 69 p=const
ergibt sich
oG
— H = — .
“ ’ < o6 )pconst (3 35)

"Als Ceiling-Temperatur bezeichnet man in der Polymerisationstechnik die Temperatur, bei der Po-
lymerisation und Depolymerisation gleich schnell ablaufen. Unterhalb der Floor-Temperatur findet
keine Polymerisation statt.

8Eine Abschitzung des Verhiltnisses zwischen geleisteter Arbeit und abgegebener Wirmemenge kann
anhand einer DSC-Messung erfolgen. Die Aushértung einer Probe ergibt typischerweise eine Re-
aktionsenthalpie von 100 J/g Bei einem Volumenschwund von 5% erhilt man grob geschitzt eine
Energiedichte von < 0,1%. Der Einfluss der mechanischen Arbeit in einem DSC-Experiment ist also
zu vernachléssigen.
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oder durch Einfithrung von Differenzbetréigen bei den thermodynamischen Potentialen
Gund H

AG— AH =0 <8A—G> (3.36)
00 _
p=const
oder AG - A
dAG = (%) dé. (3.37)

Division durch 6 ergibt
0dAG  AGd§ ~ AHdY

02 02 —z (3.38)
mit der Identitéit 1 1
T ydr — xdy
dl— )| =——7" 3.39
<y> y? (3.59)
folgt
AG 1
dl— | =AHd-. 3.40
(59) ! (3.40)
Damit ist
O(AG
( . ) = AH. (3.41)
8(5) p=const

Trigt man AG/60 gegen 1/60 auf, erhilt man als Steigung der Funktion den Wert von
AH.

Diese Besonderheit soll im folgenden ndher betrachtet werden. Bei jeder chemischen
Reaktion findet nicht nur ein Stoffumsatz, sondern auch ein Energieumsatz statt [188].
Dieser Energieumsatz tritt als Entwicklung (exotherm) oder Verbrauch (endotherm) einer
Wirmemenge Qreaktion auf. Diese Warmemenge ist aus 2 Anteilen zusammengesetzt. Der
eine Teil ist in seiner Energieform nicht festgelegt und kann in Form von mechanischer
Arbeit auftreten (freie Energie), wihrend der andere nur als Warme erscheinen kann und
somit in seiner Energieform gebunden ist (gebundene Energie)?

IEReaktion = IEfrei + IEgebunden- (342)

Der gesamte Umsatz an Energie wird durch den 1. Hauptsatz, der Anteil an freier Energie
durch den 2. und der gebundene Anteil durch den 3. Hauptsatz beschrieben. Dabei sind
den Energieanteilen die Begriffe Reaktionswéirme, Reaktionsarbeit und Reaktionsentropie
zugeordnet.

Durch Abgabe von Wirme an die Umgebung wird die Entropie der Umgebung erhoht.
Bei einer chemischen Reaktion mit der Reaktionsenthalpie AH wird die Warmemenge

qumg = —AH abgegeben. Dies fiihrt zu einer Entropiednderung in der Umgebung von
AH

°Die Unterscheidung von freier und gebundener Energie wurde von H. v. Helmholtz eingefiihrt (1882).
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Abbildung 3.5: Prinzipieller Verlauf der inneren Energie U eines warmhértenden Epoxid-
harzes nach Tomashevsky [166]

3.5 Thermodynamik der Polymere

Ein besonderes Kennzeichen der Thermodynamik der Polymere, in denen die Reakti-
onsharze als Spezialfall beinhaltet sind, ist die Bildung von Festkorperstrukturen aus
monomeren Fliissigkeiten oder auch Gasen. In einer nichtisothermen Betrachtungsweise
dndert das Reaktionsharz nacheinander seinen Zustand von einer viskosen Fliissigkeit
iiber ein Gemisch aus kleinen Molekiilen und schon teilweise vernetzten Molekiilstruk-
turen zu einem duroplastischen Zustand [5,6]. Dabei steigt die Glastemperatur stark an
und kann am Ende der Reaktion in einem groken Temperaturbereich liegen. Die Ande-
rung des Zustandes ist mit der Anderung der Entropie S, der inneren Energie U oder
freien Energie ¢ oder der Enthalpie und mit den Aktivierungsschwellen By (k = 1,2, 3)
verbunden. Abbildung 3.5 zeigt den Verlauf der inneren Energie bei der Aushértung
eines Reaktionsharzes. Hierbei wird ein Temperaturprofil angenommen, das sich aus ei-
ner Erwarmung (Phase I), einer konstanten Temperatur (Phase IT und III) sowie einer
Abkiihlung auf Raumtemperatur (Phase IV) zusammensetzt.

Zusétzlich zur chemischen Reaktion tritt nun die Besonderheit auf, dass ein Aufbau
von langen Molekiilketten stattfindet, die im Material makroskopische Anderungen her-
vorrufen:

e Exotherme Wirmeentwicklung bei der chemischen Reaktion,

e Volumenschwund, durch Bildung kovalenter chemischer Bindungen verringert sich
der Abstand zwischen Molekiilen bzw. sie werden zu einem einzigen grofsen Molekiil
verbunden,

e Umwandlung von einer Fliissigkeit in einen Feststoff,

o Anstieg der Glasumwandlungstemperatur.
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Abbildung 3.6: Polymerisation von Ethylen

Die Ursache fiir alle 4 Phianomene ist das Vorhandensein eines chemischen Potentials. Aus
chemischer Sicht kann man z.B. die Ringspannung bei Epoxiden (d.h. die darin gespei-
cherte potentielle Energie) oder die w-Bindungen einer Allylgruppe als Potential identifi-
zieren. Bei der chemischen Reaktion wird dieses Potential umgewandelt in Warmeabgabe
an die Umgebung, in Volumenschwund, d.h. mechanische Arbeit, und Umwandlung von
fliissig auf fest.

Diese 4 Nichtgleichgewichtphinomene miissen in der thermodynamischen Beschrei-
bung beriicksichtigt werden. Es muss angemerkt werden, dass auch Systeme existieren,
in denen nur eine chemische Reaktion stattfindet oder nur ein Phasenwechsel. Die Be-
riicksichtigung von Volumenschwund bedingt durch die chemische Reaktion ist ebenfalls
spezifisch fiir die betrachtete Materialklasse. Es gibt aber auch Reaktionsharze, die dieses
Phiinomen nicht zeigen wie z.B. vernetzende Silikone. Die Anderung der Teilchenzahl ist
bei den betrachteten Materialien sogar extrem, weil im vernetzten Zustand praktisch nur
noch ein Molekiil vorliegt. Im Gegensatz zu den héufigsten Féllen, bei denen zwar eine
chemische Reaktion ablduft, aber damit keine Umwandlung von fliissig auf fest oder vis-
kos zu elastisch verbunden ist, muss bei den betrachteten Materialien noch die spezielle
Thermodynamik der Polymerisation beriicksichtigt werden. Hierbei wird die Anderung
der freien Enthalpie betrachtet. Bei Polymerisationsreaktionen verlieren die Monomere
hauptséichlich an Translationsentropie. Die Rotations- und Schwingungsentropien wer-
den beim Polymer weitgehend ausgeglichen. AS ist negativ (exoentropisch). Die spontan
ablaufende chemische Reaktion erfordert (wie bereits gezeigt): AG < 0.

Fiir die meisten Polymerisationsreaktionen gilt: AH < 0 und AS < 0. Diese Entro-
piednderung ist deshalb negativ, weil aus kleinen Molekiilen lange Ketten werden, so
dass die einzelnen Molekiile Bewegungsfreiheitsgrade verlieren. Als Beispiel kann die Po-
lymerisation von Ethylen zu Polyethylen (Abb. 3.6) angefiihrt werden. Dieser Vorgang
ist dennoch kein Widerspruch zum 2. Hauptsatz der Thermodynamik, weil die gesamte
Entropieproduktion positiv ist'?. Es existiert also die Grenztemperatur oberhalb der kei-
ne Polymerisation mdglich ist - die so genannte Ceiling-Temperatur. In seltenen Fillen
gilt: AH > 0 und AS > 0 = ebenso relevant ist die untere Temperaturgrenze - die
Floor-Temperatur. Die einfache Definition der Ceiling-Temperatur betrachtet zunéchst
nur isotherme Prozesse. Die thermodynamischen Ablidufe in einem Reaktionsharz kénnen
also nicht ohne die entstehende Wirmemenge betrachtet werden. Insbesondere kann kein
konstitutives Modell ohne die nach aufsen abflieRende Wiarme thermodynamisch konsis-
tent begriindet werden.

Die in der Betrachtung stehenden Reaktionsharze werden thermodynamisch als ein ho-

'9Weitere Beispiele derartiger Phinomene wurden von I. Miiller in anschaulicher Weise beschrieben [139].
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mogenes, isotropes Einstoffsystem betrachtet. Das System besteht also zwar aus mehreren
Komponenten, ist aber homogen, wie es real im Fall einer homogenen Reaktionsharzmi-
schung vorliegt [8].

3.6 Materialtheorie und rationale Thermodynamik

Die Gleichungen der Kinematik und die Bilanzgleichungen sind materialunabhéngig. Zur
Losung von Randwertproblemen bendtigt man weitere Bestimmungsgleichungen, die als
konstitutive Gleichungen bezeichnet werden'!'. Unbekannt sind die Bewegung (3 ska-
larwertige Gleichungen), die Dichte p (1 Skalar), die Spannungen T (bei Symmetrie 6
skalarwertige Gleichungen) die Temperatur 6 (1 Skalar), die innere Energie U (1 Skalar)
und der Warmefluss ¢ (3 skalarwertige Gleichungen). Zunéchst stehen zur Verfiigung:
Die Massenbilanz (1 skalarwertige Funktion), die Impulsbilanz (3 skalarwertige Gleichun-
gen) und die Energiebilanz (1 skalarwertige Gleichung). Die Differenz der Unbekannten
15—5 = 10 bedeutet, das die konstitutiven Gleichungen mindestens den Spannungstensor
(6 Gleichungen), die innere Energie (1 Gleichung) und den Warmefluss (3 Gleichungen)
beschreiben miissen, um eine formale mathematische Behandlung zu erméglichen. Im
Rahmen der allgemeinen Materialtheorie bezeichnet man die gesuchten konstitutiven
Gesetze als Funktionale von Prozessvariablen. Dabei werden einige Prinzipien (Determi-
nismus, Aquiprisenz, lokale Wirkung und Materialsymmetrie) beriicksichtigt, die in den
Werken der Kontinuumsmechanik beschrieben werden [28,50,170].

3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleichung

Die rationale Thermodynamik wurde von Coleman, Truesdell [169] und Noll ab den
50er Jahren des letzten Jahrhunderts entwickelt [40,150]. Sie beinhaltet die Konzepte
der Nichtgleichgewichtsthermodynamik im Rahmen der Kontinuumsmechanik. Die Ziel-
setzung ist die Entwicklung von konstitutiven Gleichungen unter Beachtung mathemati-
scher Grundsétze. Wihrend in der klassischen technischen Thermodynamik der Gebrauch
vektorieller und tensorieller Grofen moglichst vermieden wird (z.B. durch integrale Be-
trachtung), ist die rationale Thermodynamik eine Theorie, die sich den mathematischen
Anforderungen stellt und somit eine klare richtungsweisende und prézise Formulierung
von konstitutiven Gleichungen ermoglicht. Ein aktuelles Beispiel der konsequenten An-
wendung der rationalen Thermodynamik findet man in der Arbeit von Anand et al. [121].
Ausgangspunkt ist auch hier zunéchst die Clausius-Planck Ungleichung

B

dQ aQ
/7 7 > (3.44)
A

Da die Warmemenge 0@ sich aus dem Austausch mit der Umgebung iiber die Ridnder
und den inneren Entropiequellen zusammensetzt, wird fiir die Entropie die Bilanzglei-

"'Die folgenden Darstellungen sind den Ausfiihrungen von Diebels [50] entnommen
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chung bzw. -ungleichung verwendet:

d r q
_ _ —dv—- [ Z. > 4
/p’ydv " psdv /padv /0 nda 0 (3.45)
B B B oB

Fiir den Entropiefluss wird der Quotient aus Warmefluss g und absoluter Temperatur 6
angesetzt, fiir die Entropiezufuhr der Quotient aus Warmezufuhr pr und absoluter Tem-
peratur 6. In der rationalen Thermodynamik wird also die Existenz der absoluten Tem-
peratur vorausgesetzt. Ebenso werden Entropiezufuhr und -produktion als voneinander
unabhingig steuerbar angenommen. In Gl. (3.45) ist, wie schon in Kapitel 2 beschrieben,
der Term der Entropieproduktion « enthalten. Es gilt ebenso das Axiom, dass in einem
materiellen Korper die Entropieproduktion nicht negativ ist. In lokaler Formulierung
lautet Gl. (3.45) mit

a\ _lg . 1.
v (5) = 2V.q— 5q- V0 (3.46)
p@’yzpé@—p?“—i-v-q—%z& (3.47)

Durch Einsetzen der Energiebilanz kann weiter umgeformt werden. Dadurch wird die
Spannungsleistung in die Gleichung eingefiihrt

oy = pib+ ot pi— LY 5 (3.48)
Diese Form des 2. Hauptsatzes fiihrt auf eine spezielle Formulierung des Prinzips der
Irreversibilitdt in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung, wenn die Existenz einer frei-
en Helmholtz’schen Energie und die dazugehorigen Legendre-Transformationen postuliert
werden. Die freie Energie v spielt in einem konstitutiven Materialmodell eine grundlegen-
de Rolle. Das vollstédndige Differential der freien Energie gibt bei konstanter Temperatur
an, wie viel Energie in mechanische Arbeit maximal umgewandelt werden kann. Die freie
Energie ¢ wird durch innere Energie und Entropie mittels der Legendre-Transformation
wie folgt definiert:

pY = pu — phs (3.49)

pl = pi — pls — psb (3.50)

Die konkrete Definition der freien Energie ergibt sich aus den speziellen Materialeigen-
schaften des betrachteten Systems. Einsetzen in die Ungleichung Gl.(3.45) ergibt

. dy dg 1
g b — gt e T4 N0 > .
poy=0-€—p i Vo >0 (3.51)
Auch in der rationalen Thermodynamik wird das Konzept der inneren Variablen verwen-
det [11]. Dadurch ergeben sich Erweiterungen der Clausius-Duhem-Ungleichung. Nach

Wilmanski [190] wird die Form der Clausius-Duhem-Ungleichung fiir Einstoff-Systeme

50



3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleichung

verwendet. Bei nichtmechanischen Feldern (z.B. elektro- magnetischer Art) ist sie inad-
dquat'?. Die pragmatische Behandlung von chemischen Reaktionen, Phasenwechsel und
Grenzflichenph&nomenen bereitet der mathematisch fundierten Beschreibung in der ra-
tionalen Thermodynamik erhebliche Probleme. Silhavy [179] und Wilmanski weisen auf
die nicht konvexen Potentiale hin, die nicht mehr als mathematische Pathologien be-
trachtet werden, sondern Gegenstand aktueller Forschung sind. In der Literatur werden
chemische Reaktionen von Gasen und Fliissigkeiten behandelt, z.B. bei DeCastro [44].

3.7.1 Erweiterungen der Energiebilanz

Die Energiegleichung wurde von Miiller [134] in erweiterter Form angegeben [53,137].
Ziel dabei war es, weitere Potentiale in der Energiebetrachtung mit einzubeziehen. Unter
Beriicksichtigung von potentieller (im hier betrachteten Fall ein chemisches Potential)
und kinetischer Energie kann der Energiesatz geschrieben werden:

d(U + IEpot + IEkin)

= Q + W 3.52
dt ( )
und 4
=0+ [/]'/in 3.53
dt ¢ ( )

Beide Formen lassen sich mit Hilfe des Impulssatzes ineinander iiberfithren. Die Arbeits-
terme sind jedoch unterschiedlich.

W:/(a-v)-ndA (3.54)
B
. ov
Wi = / o O av (3.55)
B

Im Spezialfall der unbewegten Oberfléiche verschwindet v auf 0B und es gilt

W =0 (3.56)
und Wiy ist beliebig. Angewendet auf den zweiten Hauptsatz bedeutet dies

ds O

— > 3.57

dt — 6 ( )
mit #p als homogener Temperatur auf der Oberfliche 0B. betrachtet man die Gleichungen
(3.52), (3.56) und (3.57), erhélt man

A(U + Epot + Biin) ds
< fp—2 3.58
dt =704 (3.58)

12Tn Wilmanski [190] findet sich folgende Darlegung The difference between the volume supply Z and the
production P can be recognized only in relation to the constitutive definition of the material. Then
the volume supply is a quantity which is controlled from the external world it can be, for instance,

switched off, and the production(source) is controlled by the constitutive variables which characterize
a particular material.
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3 Thermodynamik

so dass bei konstanter Oberflichentemperatur 6y die freie Energie
T;Z) =U+ Epot + Eyin — 905 (359)

gegen ein Minimum konvergiert. Ingo Miiller hat diese Zusammenhénge klar erkannt,
allerdings unter der Vorraussetzung, dass keine dusseren Kréfte wirken. [135].

3.7.2 Chemisches Potential im Rahmen der rationalen Thermodynamik

Im Vergleich zu den einfachen Materialien, die in der rationalen Thermodynamik den
weitaus grofsten Teil ausmachen, ist hier die Einbeziehung eines chemischen Potentials
erforderlich. Die mechanische Arbeit dW wird in der chemischen Thermodynamik oft als
Produkt von Druck und Volumenénderung pdV angegeben, weil dort Gase und Fliissig-
keiten als ideale Medien betrachtet werden. Ebenso werden chemische Reaktionen in der
Regel durch die freie Gibbs-Energie modelliert, weil die Reaktionen hiufig bei konstan-
tem Druck durchgefiihrt werden. Diese Vorgehensweise ist bei Gasen und Fliissigkeiten
vorteilhaft. In der rationalen Thermodynamik wird das mechanische Potential allgemei-
ner verwendet fiir nicht ideale Medien, die auch Schubspannungen iibertragen kénnen. An
dieser Stelle miissen die innere Energie, die mechanische Arbeit und die Entropie genauer
betrachtet werden. Alle 3 Anteile werden bei chemisch reaktiven Systemen beeinflusst.
Der Ausdruck

AG=AH —-0AS <0 (3.60)

ist also in diesem Fall durch folgende Beziehung zu ersetzen:
Ay =AU —0AS <0 (3.61)

In der rationalen Thermodynamik ist es {iblich, die spezifische innere Energie mit Hilfe der
Legendre Transformation durch die spezifische freie Energie pi) = pu—60ps auszudriicken.
Dies hat den Vorteil, dass in der Clausius-Duhem-Ungleichung die Rate der Entropie
durch die Rate der absoluten Temperatur ersetzt wird.

Bei Anwesenheit eines chemischen Potentials lautet der 1. Hauptsatz der Thermody-
namik fiir den speziellen Fall, dass nur Stoff beteiligt ist

p(i+g)=0-+6—-V-q+pr (3.62)
mit
Py = dt i HiLVi.

Wie in der (Kontinuums-) Thermodynamik {iblich, wird durch Einsetzen des 1. in den 2.
Hauptsatz der Thermodynamik die Clausius-Duhem Ungleichung erhalten. Dazu wird

p@é—(pr—V-q)—%q-V@EO (3.63)

betrachtet. Der in Klammern gesetzte Ausdruck kann mit Hilfe von GI1.(3.62) ersetzt
werden

1
p9§+a--é—p(u+g)—5q-v920, (3.64)

52



3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleichung

umgeformt folgt

d dé .1
—(fs —u — q) — ps— £ _gq- > 0. _
Py (0s —u—g)— ps i +0-¢€ 74 Vo >0 (3.65)
Mit der freien Helmholtz’schen Energie, die ebenfalls den Term des chemischen Poten-
tials enthélt

pp = plu— 05+ ily), (3.66)
N
=g
erhilt man weiter die bekannte Form der Clausius-Duhem-Ungleichung
. dy dg 1
wE—p— —ps— ——q-VO>0 3.67
OE—pg TPy qu_ (3.67)

Zur weiteren Auswertung muss allerdings beachtet werden, dass die Rate der freien Ener-
gie py hier den dissipativen Anteil

d) piN;

dt

enthilt. Die reversiblen Anteile kénnen mit einer Standardargumentation weiterbehan-
delt werden. Es verbleibt die Restungleichung, die die nichtisothermen und die chemisch
induzierten Anteile enthélt. Weiter, reduziert auf den isothermen Fall, verbleibt die Res-
tungleichung

p

d) piN;
i < 3.68
p—g = (3.68)
Bildet man
9(&(t)), (3.69)
ist nach der Kettenregel
dg dg d¢
- IS 3.70
dt  dg dt’ (3:70)
welches der thermodynamischen Forderung entspricht. Daraus folgt die Bedingung
> pivi€ <0, (3.71)
was mit € > 0 GL.(3.25) entspricht
AG=AH -0AS <0 (3.72)

Man beachte, dass AG gleich%, also die Ableitung nach der Reaktionskoordinate,
ist. Die thermodynamische Konsistenz ist also gewéhrleistet, unter der Voraussetzung,
dass die Zeit immer positiv ist und damit auch die Zeitableitung von GI. (3.25) und
> wivi=AG. Dies ist die Vorgehensweise des Nachweises der thermodynamischen Kon-
sistenz eines Modells in der rationalen Thermodynamik.

Es ergibt sich mit der rationalen Thermodynamik das gleiche Resultat, wenn das Ge-
geneinanderwirken von Energie und Entropie in der formalen Behandlung beachtet wird.
Es ergeben sich fiir die Giiltigkeit des Modells folgende Einschriankungen:
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e Der Temperaturbereich muss zwischen der Ceiling- und der Floor-Temperatur lie-
gen,

e Die Temperatur zur Aushirtung darf nicht mehr als 20°C unterhalb der maximal
erreichbaren Glasumwandlungstemperatur des modellierten Systems liegen, weil
andernfalls die chemische Reaktion zum Stillstand kommt, also nicht thermodyna-
misch aber kinetisch gehemmt ist.

Die zeitliche Anderung der Entropie!? fiihrt auf die Theorie des Ubergangszustandes nach
Eyring [63]™.

3.7.3 Anmerkungen zur thermodynamischen Konsistenz

An dieser Stelle seien noch einige Punkte hervorgehoben. Bei den betrachteten Reakti-
onsharzen treten innere Warmequellen auf. Bei der géngigen Betrachtung der rationalen
(Kontinuums-) Thermodynamik werden die Zufuhr- oder Produktionsterme nicht niher
betrachtet bzw. scheinbar eliminiert. Der Ausdruck fv pr dV wird als innere Warmequelle
bezeichnet, damit ist die Absorption von Strahlung gemeint. Das ist aber ein Zufuhrterm
(von Aussen) und damit separat bilanzierbar. Im Fall von chemischen Reaktionen tritt
tatsdchlich eine innere Wiarmequelle auf, die aus einem Produktionsterm der inneren
Energie herriihrt. Diese Energie tritt wiederum als Dissipationsterm auf. Beides kann als
additiver Teil der freien Energie ausgedriickt werden.

Somit ist eine Beschreibung durch die Clausius-Duhem-Ungleichung mdglich. Oft ver-
bindet sich auch die Vorstellung, dass die Entropie nur steigen kann, mit der Annahme,
dass ein Materialmodell nur derartige Anderungen beschreiben kann. Der Sachverhalt ist
aber, dass dies nur fiir adiabatische Prozesse gilt. Wenn in dem adiabatischen System
jedoch ein isothermes Teilsystem enthalten ist, gilt folgendes: Es existiert eine Entropie
vor dem Prozess, wihrend des Prozesses kann die Entropie im adiabatischen Gesamt-
system nur steigen (2. Hauptsatz), aber nach Abschluss des Prozesses kann die Entropie
im isothermen Teilsystem niedriger sein, als vor dem Prozess. Das kann an einem Re-
aktionsharz messtechnisch nachgewiesen werden'®. Wenn man in die freie Energie ein
chemisches Potential (eine potentielle Energie) mit aufnimmt, ist eine Bedingung nach
Art der Ungleichung moglich. Die, in der chemischen Thermodynamik etablierten Be-
dingungen (eine hochste und eine niedrigste Temperatur), stellen eine zusatzliche Ein-
schrankung fiir das Materialmodell dar. Der Fall AH > 0 und AS < 0 braucht in der
rationalen Thermodynamik nicht betrachtet zu werden, weil a priori ein System vor-
raussetzt wird, dass chemisch reagieren kann'®. Damit ist aber eine direkte Anbindung

13Fg existiert wie bei der Energie auch bei der Entropie eine Aktivierungsschwelle
YIn Dreyer [53] findet sich folgende Darlegung: Hier ist allerdings nicht bekannt, welche konkrete Form
der lokale Entropieflussvektor % hat. Bereits fir ideale Gase folgt aus der kinetischen Gastheorie

von Mazwell und Boltzmann in Gleichgewichtsnihe T — 5;279‘1t [72] sowie bei der Wirmeleitung von

Kristallen bei tiefen Temperaturen (1 — qu) [62] und fiir den Entropiefluss eines Biindels
schwarzer Strahlen die Korrektur 3% [146].
Daher der alte Streit des Wirmetods des Universums (wenn adiabatisch, dann unausweichlich).
16Die Kontinuumsmechanik kann und will nicht nachweisen, ob z.B. Eisen mit Chlor reagiert.
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3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleichung

der rationalen Thermodynamik an die klassische und insbesondere chemische Thermody-
namik erreicht. Die oben ausgefithrte Herleitung zeigt, dass es einen stetigen Ubergang
zwischen (Kontinuums-) Thermodynamik und Chemie in Gestalt der freien Enthalpie
gibt. Die Chemie liefert die Methoden zur Bestimmung der freien Enthalpie, die Konti-
nuumsmechanik bindet diese Erkenntnisse in klarer mathematischer Formulierung in die
Berechnung von Feldproblemen ein, die wiederum nicht Gegenstand der Chemie sind.

3.7.4 Innere Variable der Hartungsreaktion

Die erste Annahme fiir das betrachtete Material ist die Homogenitdt und Isotropie im
Ausgangs- und Endzustand. Die Ausgangskomponenten sind Fliissigkeiten mit gering
ausgeprigten elastischen Anteilen. Weiterhin wird ein chemisches Potential postuliert,
das zu Beginn der chemischen Reaktion existiert und am Ende verbraucht ist [173-176,
191,192]. Ohne Beriicksichtigung koexistierender Phasen im fliissigen Zustand erfolgt eine
Umwandlung [65]

A B (3.73)

vom ungehérteten Zustand A zum ausgehérteten Zustand B. Als Reaktionsgleichung
kann der Aushértungsprozess aufgeschrieben werden als

[Monomer] 2K [Polymer],, (3.74)

[Polymer]  [AQg]

be = [Monomer] - [AQRo]
Em = Inl (3.75)
o]

Im Detail laufen hier Folge-und Parallelreaktionen mit unterschiedlicher thermischer Ak-
tivierungsenergie ab. Durch GI1.(3.74) konnen alle relevanten zeitlichen Verédnderungen
eines Reaktionsharzes beschrieben werden. £. modelliert den Reaktionsumsatz der reak-
tiven Molekiilgruppen und die proportional damit freiwerdende Reaktionswirme @Qg. Die
Variable &, beschreibt den Verlauf der Molekiilkettenverlingerung und Vernetzung.

Durch Einfiihrung der inneren Variablen &, und &, kann die chemische Dissipation als
additiver Teil der freien Energie ¢ dargestellt werden.

= T/)(9a€,§c,§m) (376)

Im Fall von Reaktionsharzen kénnen folgende Kenntnisse zur Formulierung der freien
Energie niitzlich sein:

1. Die Verkniipfung von Spannung und Dehnung ist abhéngig vom Reaktionsumsatz.

2. Die bei der chemischen Reaktion entstehende exotherme Wirme ist wichtiger Be-
standteil der freien Energie.
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3 Thermodynamik

3. Der chemische und der mechanische Reaktionsumsatz sind &. und &, als innere
Variable der Indikator des zeitlichen Verlaufs der Aushértungsreaktion.

Eine weitere Annahme ist, dass keine Stromungsvorginge im Reaktionsharz wihrend
der Aushértung ablaufen. Weiterhin werden keine Relaxationsvorgénge als Reaktion auf
dulere Lasten betrachtet. Damit ist auch der Fall ausgeschlossen, dass die Aushértung
durch Verglasung kinetisch behindert wird und eine Restreaktion dauerhaft unterbleibt.
Die Betrachtung setzt also eine Aushértungstemperatur oberhalb von T, voraus. Durch
die Annahme ausreichend hoher Hartungstemperatur werden die in der Realitdt ablau-
fenden Relaxationen und die damit verbundenen Halbwertszeiten so kurz, dass sie sich
einer Messung entziehen.
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir
Reaktionsharze

4.1 Modellbildung auf Basis der rationalen Thermodynamik

In diesem Kapitel werden konstitutive Gleichungen fiir Reaktionsharze hergeleitet, in de-
nen die Phéinomene des chemischen Reaktionsschwundes, der Anderung der elastischen
Eigenschaften und der entstehenden Reaktionswirme beriicksichtigt werden. Aufbauend
auf den grundlegenden Prinzipien der Materialtheorie wird anschliefend ein deduktiv
entwickeltes mathematisches Modell vorgestellt. Hierbei bilden die Bilanzgleichungen der
Thermodynamik einen Rahmen, der mit Hilfe der Axiome der Materialtheorie schrittwei-
se eingeengt wird. Aus der so entstandenen Gleichungsstruktur wird dann iiber konstitu-
tive Annahmen die konkrete Gleichung bestimmt. Die Vorgehensweise wird in der Litera-
tur umfassend beschrieben, besonders sei auf die Arbeiten von Truesdell und Noll [169],
sowie auf Coleman, Gurtin [41, 78] und Haupt [81] verwiesen. Die speziellen Annahmen
fiir Reaktionsharze beruhen auf den Grundlagen der Hértung nach Ehrenstein [56] und
Gillham [54, 70, 158|. Die grundsétzliche Beriicksichtigung von chemischen Potentialen
aus kontinuumsmechanischer Sicht wurde u.a. von Huyghe [92] vorgenommen.

4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleichungen

4.2.1 Allgemeine Formulierung der konstitutiven Gleichungen

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der materialabhédngigen Gleichungen fiir das betrachte-
te Modell ist die Formulierung allgemeiner Konstitutivgleichungen (s. beispielsweise [14]).
Dabei wird eine elastische Substanz zugrunde gelegt und eine innere Variable eingefiihrt:
der normierte Reaktionsumsatz § € [0, 1]. Fiir die unterschiedlichen Phénomene, die bei
diesem Modell betrachtet werden sollen, wire es an dieser Stelle moglich, mehrere innere
Variablen einzufiihren, es kann jedoch gezeigt werden, dass diese Unterscheidung nicht
die Funktion selbst, sondern nur unterschiedliche Parameter betrifft. Diese ergeben sich
aus den Messwerten fiir den mechanischen und den chemischen Reaktionsumsatz.

o7



4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

Es folgt damit ein vereinfachter Ansatz.

T = T{E 0,.m}

Y = 9 {E,Q,fc,ém}

s = s{E, 0., &n})

g = q{E.0,&,6n}

o = EAE.0.6.6n)
ém = Sm {E7‘97§Ca§m} (4-1)

Im Weiteren sollen kleine Deformationen betrachtet werden, d.h. es gilt T ~ o, E ~ €.
Damit ergibt sich:

o = 0{6707§C7§m}

v o= {e0,&, Ent
s = s{e,0,&,&n}
g = q{e0,&,En}
éc = éc {€,0,8c,8m}
ém = gm {E, H,fc,fm} (4'2)

Es wird formal die Zeitableitung der freien Energie gebildet:

diy Db, D D,
a0t 5 " et e

00 Oe 850
Setzt man diese in die Clausius-Duhem-Ungleichung (3.51) ein, folgt unmittelbar

0 A 0 0 oy - 1
(O‘ — pa—z)> “E—p <s (;g) gfa pag—ifm g4 Vo > 0. (4.4)

b= €m (4.3)

Die Ungleichung ist linear in € und 6. Die Zustandsgleichungen folgen aus

_ W, Y __
S=—5g T=P50 A =— €. An = 2., (4.5)

und es verbleibt die Ungleichung

) ) 1
pALe + pAném — 79 Vo > 0. (4.6)
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4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleichungen

4.2.2 Freie Energie des chemisch reagierenden Materials

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen wird Isotropie vorausgesetzt. Die freie Energie kann
durch eine Taylorreihenentwicklung um den Ausgangszustand ¢ = (6,0, &c0,&mo) bis
zu Gliedern héherer Ordnung ausgedriickt werden', mit dem Ziel eine Abschitzung fiir
ein physikalisch sinnvolles Modell zu bekommen.

Dazu werden der Spannungs- und der Verzerrungstensor in einen deviatorischen und
einen sphérischen Anteil aufgespalten:

1
a:s+§traI, (4.7

1
eE=e+ gtreI (4.8)

Von den moglichen 30 partiellen Ableitungen der Ndherung durch die Reihe von 5
Variablen bis zur 2. Ordnung verbleiben durch Anwendung des Satzes von Schwarz [46]
noch 5 Reihenglieder 1. Ordnung, in der 2. Ordnung 5 quadratische und 10 gemischte
partielle Ableitungen. Durch die Aufspaltung des Verzerrungstensors in einen deviato-
rischen und einen hydrostatischen Anteil als unabhéngige Variablen entfallen weitere 4
Terme bei der Bildung der Skalarprodukte. Es wird die Annahme gemacht, dass héhere
Glieder der Taylorreihe Null sind, oder keinen Einfluss haben.

Q : R R

Q= =1(eey,0,8,&m),6v = étre[ (4.9)

Es verbleiben 16 Terme fiir die weitere Betrachtung. Die physikalische Bedeutung der Ko-
effizienten in der Taylor-Entwicklung kann aus einer Dimensionsanalyse erhalten werden.
Aus den nach Gl. (2.46) definitionsgeméf massebezogenen Grofen ergeben sich durch
Multiplikation mit der Dichte volumenbezogene Grofsen. Jeder Term der Taylorreihe hat
die Dimension ML'T~2 (M steht fiir Masse, L fiir Linge, T fiir Zeit). Daraus kann
auf die Bedeutung der partiellen Ableitungen innerhalb der Terme geschlossen werden
(s. Tabelle 4.1). Dabei sind insbesondere die gemischten und quadratischen Terme zu be-
trachten?. Die gemischten Ableitungen zwischen e und &, sowie zwischen e und  kénnen
nicht isotrop sein bzw. sind, unter der Vorraussetzung von Isotropie, gleich Null.

Es werden im Weiteren nur die 2. Ableitungen der Taylorreihe betrachtet, was eine

'Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich an einer Herleitung von Ulm [172].
2In den thermo-chemisch-mechanischen Koppeltermen sieht man die Abhiingigkeit der Entropie von der

Dehnung und dem Reaktionsumsatz z. B. fiir die thermische Dehnung unter Nutzung der Maxwell

. 2
Symmetrien (25)e = —(52)0 = z50 = —F.
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

Tabelle 4.1: Physikalische Bedeutung der Reihenglieder

po(e ey, 8,¢§) Symbol | Teil des Terms Einheit Dimension
POt 0 freie Energie J ML=T2
P0(3 Ve 0 om s | Entropie JK! ML'T-267!
po(gewv )e.0.60.6m o hydrostatische Spannung Nm 2 ML'T2
PO(%)eVG,éc,fm s deviatorische Spannung Nm 2 ML-T-2
po(ggﬁ )0.€0.6m A Anfangswert chemische Affinitét J ML'T2
PO(%)e,ev,O,sc Ao Anfangswert mechanische Affinitét | J ML'T2
Po(%)e,gc,gm «@ Léngenausdehnung Nm 2Kt | ML7'T-297!
po(%g}&)e,g’gm Ié] chemischer Volumenschwund Nm 2 ML=1T~2
po(%)e,g@ 6] mechanischer Volumenschwund Nm 2 ML=1T—2
po(%)eﬁm& Qm Reaktionswirme Js™1 ML7tT—3
PO(%)&EV,@H Q. Reaktionswirme Js~! ML7tT—3
po(%)e,%g km Reaktionsprodukt J s MLT—3
P02 )ecviotn | ¢ | Wirmekapazitit JK! ML='T-29~}
PO(ZQT%)e,O,&,sm K Kompressionsmodul Nm 2 ML T2
P02 e 0cen | G| Schubmodul Nm 2 ML-\T-2
PO(%)e,ev,G,ém A. chemische Affinitat J ML=1T~2
Po(gz—g)e,evﬂ,& Ap, mechanische Affinitdt J ML=1T~2
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4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleichungen

physikalische Linearisierung der Konstitutivgleichungen darstellt
1/} (678V707£C7§m)
= ¢(eaev’9’§c’§m)0

v 2 +g—¢v- V+g—‘g<e—eo>+§z<s £o) + gfi@m—smo)

+ %ev~-%--ev+e- ;Z} e+2£ig0--sv(0—6’o)

+ o2 afjgfc wev(€e — Eco) + 2 880282(9 — 00) (& — Eco) (410
T+ afaim &y (Em — &m)

b 25l (6 ) — &) + 26— 806 ~ &)

+ gijf(a 0)? + ;;g@c—sco) +§Z—j<§m—§mo>2

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit kann man die Anteile der freien Energie aufteilen in:

Y=o+ 1 + 12 (4.11)
Wegen der vorausgesetzten Isotropie ergibt sich
o = 0o %’Wﬁ + 80 € —s0(0 — 0p) — Acoée — Armoéms (4.12)
1

¢1 = _3K(£c)tr6(a(9 - 90) + Bgc) + 9_0Q0(50)(9 - 90),

R (En)tretn + gEn(0— ) — AcAnEiben (4.13)
1 1/0, > 1 1

Py = §K(§m)tr2 e+ Ge-e— 3 <%> (6 —6y) + 5k5§ - ikéfn (4.14)

Hierbei kann man die folgenden Interpretationen geben:

e U ist der Anteil des Anfangszustandes fiir die Spannungen oy = 8o+ %tral, wobei
der Anfangsspannungsdeviator sg ist, der Entropie so und Ay der Anfangswert der
chemischen Affinitdt A,,o der Anfangswert der Vernetzung ist.

e U, beschreibt die mogliche Kopplung zwischen Volumendehnung tre, Temperatur-
anderung 6 — 6, Reaktionsfortschritt £, und Vernetzungsfortschritt &,,.

e U5 ist der Entwicklungsterm 2. Ordnung beziiglich der Argumente € = e + %tr el,
0, & und &,.
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

Die Funktion Q.(&.) beschreibt die Entwicklung der Reaktionswéirme. Die Koeffizienten
« sind der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient und 8 der chemische Volumenkon-
traktionskoeffizient.

Die mechanischen Grofsen sind von der inneren Variablen &, abhéngig.

K(gm) - 3 E(gm) ) G(gm) = 2 E(gm)

0= 20(6,) T+ v(&n) (4.15)

4.2.3 Konstitutive Gleichungen

Die Zustandsgleichungen fiir das thermochemisch-elastische isotrope Material lassen sich
aus den Anteilen der freien Energie ableiten. Es gilt

s = o-—pl,
—p = oo+ K(&)[tre —3a(0 — 0y) — 38& — Eml, (4.16)
8§ = 8y+ 2G(§m)ea
s =89+ GLO[CV(H — ) + 3K (&)abotre — Qc(&e) — Qm(ém)], (4.17)
Ac,m = ACO + AmO - kée - kém + 38];§§C) [a(e - 90) + Bgc] tre (4'18)
-0 10K(), o 9G(Em)
+ 35K(§C)t7“6 - QC(gc) 00 - 5 afc tree — agm e
+ 3agéim)tre Em + AcAp,

wobel ¢.(&) = dQ.(&.)/ d&. ist. Die Zustandsgleichungen zeigen die Kopplung der Va-
riablen. Die thermodynamischen Krifte o, S, A, und A,, sind nicht nur abhéingig von
ihren Zustandsvariablen, es besteht auch eine Kopplung zu den {ibrigen Variablen. Dieses
Modell ist aus einem Potential abgeleitet und nicht hypoelastisch formuliert.

4.2.4 Invertierung der Zustandsgleichungen

Die Invertierung der Zustandsgleichungen ergibt

tre = ﬁ(a —00) + 3a(0 — 0p) + 38& + Em, (4.19)
N S — 8o
e = 3G (4.20)

Dabei kann der erste Term in folgender Weise ausgedriickt werden
tre = tre® + tre® + tre® (4.21)

mit e fiir elastisch, t fiir thermisch und c fiir chemisch.
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4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleichungen

In Gl (4.19) ist der Koeffizient o der thermische Ausdehnungskoeffizient, der die Vo-
lumendilatation mit der Temperaturdifferenz verbindet. Aufierdem gilt:

tre. = 36&., (4.22)

Qc(&c)
to

§ =580+ 1 [C’V + 990a2K(§C)] (0 —00) + 3a(o — g9) + 9aBK (£c)Eclm — .(4.23)

to

Durch die Annahme kleiner Deformationen werden die Terme 2. Ordnung in Gl. (4.18)
vernachlissigt:

Ao = Avt + Ao — ke — -+ 3BK (€.)tre — eio FEO—0),  (424)

oder mit Gl. (4.20)

Ac,m = ACO+AmO_ [k_9ﬁ2K(£c)]§c_%[QC(gc)_gaﬂK(fc)eO](0_00)+3/8(U_UO)- (425)

Die folgende Ungleichung mufs erfiillt sein zum Nachweis der thermodynamischen Kon-

sistenz o o .

- e — P — ¢+ V0 > 0. 4.26
Die als grundsétzlich dissipativ angesehenen &dufseren Warmestrome entfallen bei der
weiteren Betrachtung, da das Fouriesche Gesetz der Warmeleitung ¢ = —\ - V6 mit Gl.
(4.26) vertéglich ist.

oY oY

Poe. > P og

Es verbleibt somit die Forderung, dass das chemische Potential bzw. die Affinitdt den
Forderungen von Kapitel 3 geniigt.

2 Em >0 (4.27)

4.2.5 Wairmeleitungsgleichung

Die Herleitung der Warmeleitungsgleichung wird in der Literatur ausfiihrlich beschrie-
ben. Die weiteren Ausfithrungen sind entnommen von Tautz und Baehr [165]. Fiir die
Beschreibung der Warmeleitung wird das Fourier’sche Gesetz zugrunde gelegt, das den
Wirmeflussvektor mit dem Temperaturgradienten verkniipft:

q=-)\V0 (4.28)

wobei A\ der Koeffizient der thermischen Leitfahigkeit ist. Die Abhingigkeit des Koeffizi-
enten vom Reaktionsumsatz £, d.h. A = A\(€) ist aktuell Gegenstand der Forschung, wird
hier jedoch als konstant angenommen. Arbeiten von Arndt et al. [18,19] bestétigen eine
geringe Anderung der Wirmeleitfihigkeit withrend des Ablaufs der Hirtungsreaktion.
Im Fall der betrachteten Reaktionsharze liegt ein Temperaturfeld vor, das eine innere
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

Wiérmequelle enthélt, die geméfs der chemischen Reaktionskinetik von der Zeit und der
Temperatur abhingt.

Die Wirmeleitungsgleichung kann aus dem ersten Hauptsatz abgeleitet werden. Er
liefert unter Vernachlissigung von kinematischen Leistungen die Leistungsbilanz

v .
= = Q)+ P() (4.29)
mit der spezifischen Warmekapazitit ¢ gilt: du = ¢df und

dU 00

- —_d 4.

a " / “or 1V (4:30)

v
Q:/prdV—/q-ndA:/prdV—/V~qu (4.31)
v A v v

Der Anteil der Leistung aus externer Strahlenquelle wird im folgenden vernachlissigt.
Die von aussen zugefiihrte mechanische Leistung besteht aus einem reversiblen und einem
irreversiblen Anteil, der sich aus der Differenz

— g &+ p(y + s6) (4.32)

ableitet. Fiir die Leistung der im Inneren des Korpers auftretenden irreversiblen Ener-
gieumwandlungen wird

P = Pyiss = / Q.dV (4.33)
14

gesetzt. Hierzu zéhlen Leistungen aus chemischer Reaktionswirme, Reibungswéirme und
Wirme aus elekrischer Leistung.
Zusammenfassung und FEinsetzen ergibt:

/ [pc% +V.q— Qc] dv =0, (4.34)
\%4
pc% = -V-q+Q.. (4.35)
sowie Einsetzen des Fourieschen Gesetzes liefert:
pc% —\V-V0+ Q. (4.36)

Oft wird zur Vereinfachung der Schreibweise der Laplace Operator A eingefiihrt, sowie
die Abkiirzung a = \/pc. Mit

V- (V6) = Ad, (4.37)
00 Q.

Fiir die Warmeleitungsgleichung mit Quellterm existieren geschlossene Losungen fiir
den Fall, dass die Warmequelle nicht oder linear von der Temperatur abhingt. Ein-
zelheiten zur grundsdtzlichen mathematischen Behandlung konnen z. B. Meinold und
Wagner [130] entnommen werden. Im hier betrachteten Fall der chemisch vernetzenden
Reaktionsharze ist die Warmequelle stark temperaturabhéngig.
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4.3 Evolutionsgleichungen fiir das Modell

4.2.6 Feldgleichungen der linearen Chemoelastizitit

Die Feldgleichungen des betrachteten thermomechanischen Systems (geschlossen beziig-
lich der chemischen Komponenten) sind die mechanische Gleichgewichtsgleichung

Vio+pf=0 (4.39)
und die thermische mit der chemischen Dissipation
005 = Q° + A &.. (4.40)

Hier beschreibt Q¥ = r — V - ¢ den Wirmefluss in das System durch Wirmeleitung und
eventuelle externe Wirmequellen. r wird im Weiteren vernachldssigt.

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik postuliert, dass die Anderung der Entropie nicht
kleiner sein kann als die von aufsen zugefiihrte Entropie pro Zeiteinheit:

005 > Q°, (4.41)
005 = Cul) — qe(6c)ée +3 00 K (&) tré = Q" + Ac&e (4.42)
Gleichung (4.42) erlaubt die Identifizierung folgender Grofen

e C, = pc als Wiarmekapazitédt in einem Isodeformationsexperiment bei konstantem
Reaktionsumsatz,

e Wirme Q.(&.) als latente Wérme der Polymerisationsreaktion, die an die Um-
gebung abgegeben wird in einem isothermen und Isodeformationsexperiment und

q.(§) = (31?; als latente Warme pro Reaktionsumsatz d&. (positiv fiir exotherme

Reaktionen),
e Wirme 3afy K (§)tré durch Deformation die an die Umgebung abgegeben wird. Die-

se wird im Folgenden vernachléssigt gegeniiber der Wérme aus chemischer Reaktion
(d' h. ’30400K(Sm)tré’ < QC(§C))7

o A, éc als Dissipation durch chemische Reaktion. Dadurch ist die Rate der Warme
gegeben durch die Reaktion aus 2 Teilen bestehend: latente Wérme sowie Dissipati-
on, wobei die letztere vernachléssigbar ist gegeniiber der ersten in der als exotherm
angenommenen Reaktion (d. h. A.e, < Qc(&)).

Dadurch wird Gl. (4.42) in folgender Weise vereinfacht:
Cvb = Qo+ Qe(&e) (4.43)

4.3 Evolutionsgleichungen fiir das Modell

Der zeitliche Verlauf der chemischen Héartung von Reaktionsharzen kann von wenigen
Sekunden bis zu mehreren Stunden dauern. Bei langsamen Reaktionen existiert min-
destens eine geschwindigkeitsbestimmende langsame Reaktion. Bei schneller Reaktionen
findet eine Erwarmung durch die Reaktionsenthalpie statt.
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

Die Entropieiinderung des Systems hingt von der zeitlichen Anderung der Temperatur
ab. Die Variablen &, und &, &ndern sich mit der Zeit, in der sich das System vom Gleich-
gewicht (vor der Reaktion) iiber das Nichtgleichgewicht (wihrend der Reaktion) in den
neuen Gleichgewichtszustand (nach der Reaktion) verdndert. Sie hingen von einer zeit-
abhéngigen Funktion ab, die den Verlauf der Reaktion beschreibt (£ - Reaktionsumsatz)
und in einfachen Féllen folgende Gestalt hat:

€ =aes (1-&)

Die Anderung des Volumens und die entstehende Wirmemenge sind direkt proportional
dem Reaktionsumsatz oder indirekt proportional dem Abreagieren der reaktiven mole-
kularen Gruppen. Der Aufbau von langen Molekiilketten, die im Verlauf der Reaktion
auch noch untereinander vernetzen, verlauft nichtlinear iiber die Zeit.

Bis zu dieser Stelle wurde ein Modell aufgestellt, dass die konstitutiven Gleichungen in
Abhéngigkeit vom Reaktionsumsatz beinhaltet. Zur Kenntnis der zeitabhidngigen Feld-
grofken ist eine Evolutionsgleichung erforderlich, die im néchsten Abschnitt diskutiert
wird.

4.3.1 Evolutionsgleichung fiir die inneren Variable . und &,

Die Beziehung zwischen Affinitdt A, und Geschwindigkeit der Reaktion éc wird als linear
angenommen. Der Einfluss der Temperatur kann fiir die meisten Reaktionen durch ein
Arrhenius-Gesetz beschrieben werden, welches sich auch experimentell bestétigen l4sst.

A, = _SZ — k€ e (4.44)

In Larive [117] wird eine Konstante angegeben, die den Verlauf der chemischen Kinetik
realistisch wiedergibt, weil ein Abklingen der Reaktion zu beobachten ist, was durch die
zunehmende Unbeweglichkeit der Molekiile zum Ende der Reaktion hervorgerufen wird.?

Aus den hergeleiteten Zustandsgleichungen ergibt sich unter Verwendung des Ansatzes
von Larive:

déc
16 = 100,60 (4.45)
mit
te = 7c(00) A (&, bo) (4.46)
und
—71(60)
A(ée.00) = L,(Lgf;m (4.47)

gc +e Tc(00)

3Die formale Kinetik bezieht sich auf Gasreaktionen, bei denen zwar die die statistische Wahrscheinlich-
keit abnimmt, noch einen reaktionsfihigen Partner zu finden, aber keine Abnahme der Beweglichkeit.
In diesem Zusammenhang spricht man auch von diffusionskontrollierter Reaktion.
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4.3 Evolutionsgleichungen fiir das Modell

Hierbei handelt es sich um eine separierbare Differentialgleichung 1.Ordnung. Es ergibt
sich nach Trennen der Variablen, Partialbruchzerlegung und Integration:

w t
hq@+e£\—mmf—u+6h:; (4.48)

C

Mit dem Anfangswert §;—gy = 0 folgt

c="L (4.49)
Tec
Eingesetzt und vereinfacht erhélt man
12
— e Tc
&(t) = ——- (4.50)
l4+em 7

Evolutionsgleichung zur chemischen Kinetik

1.0 T T T
—_— Reaktionsumsatzl ; ; : /
08 L
T T T
- 71, =2050 s 27=1280 s
W 1 f * : :
I N S E/Z0 SRS HE: S R S S
0.0

| | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
t, [s]

Abbildung 4.1: Latenzzeit und Hértungszeit

Die Anwendung dieser Gleichung erlaubt es, die drei Phinomene Entwicklung von
Reaktionswiarme, Volumenschwund und Aufbau einer elastischen Materialstruktur zu
beschreiben. Dadurch ist es mdéglich, den Einfluss unterschiedliche Hartungstemperatu-
ren zu analysieren und Unterschiede im mechanischen Spannungsaufbau zu verifizieren.
Bildet man die Zeitableitung, erhélt man wieder die Differentialgleichung in der Form

t—7p,

—t
d c ; - Tc
Se _ €™ e (4.51)

dt _t—Tp 2
Te <1+e Tc)
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

sowie die 2. Ableitung nach der Zeit

< —_t+ _t=7p 1+ _t=7p
L, et +e T —l+e =
Se _ i (4.52)

dtQ - _t-7p 3
TC2 <1 + e Tc >

Eine Nullstelle von Gl. (4.52) ist offensichtlich durch ¢ = 71, gegeben, was auch der
Wendepunkt von GI.(4.50) ist (Gleichung der Wendetangente).

_t-Tp
1(t—TL)<1+€ > L1 em

gc(t) = Z p + 5 — 56 T (4.53)

4.3.2 Temperaturabhdngigkeit von 7. und 7,

Die Temperaturabhéngigkeit von 7. und 77, lisst sich durch e-Funktionen vom Arrhenius-
Typ beschreiben:
7a(0) = o(B0)e 777 (4.54)
c c\Y0 .
und Lo
(0) = 71,(80)e V050 (4.55)

Die Auftragung ergibt einen linearen Zusammenhang zwischen In 7. ;, und 1/6.

e Arrheniusplot zur Aktivierungsenergie der Latenzzeit

—— Parameter der mechanischen Latenzzeit
%% Messung DMA

104 -

Tomo [S]

S R S [ln T (0) =8761 5+2E—7]§,,, ]

2 ! I I I !
18.0024 0.0025 0.0026 0.0027 0.0028 0.0029 0.0030
1 [o K—l]
9’

Abbildung 4.2: Berechneter Verlauf der thermischen Aktivierungsenergie fiir die mecha-
nische Latenzzeit 71,
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4.3.3 Berechnung des Hartungsverlaufs und der Temperatur

Der Einfluss der Temperaturentwicklung durch die Reaktionswirme kann mit Hilfe der
gefundenen Aktivierungskonstanten U, und Uy, fiir den Sonderfall rein adiabatischer Ver-
héltnisse berechnet werden. Aus der Gleichung der Wirmeleitung (4.38) wird im Fall
adiabatischer Bedingungen a Af = 0 und dem zeitlichen Verlauf der pro Zeiteinheit frei-
gesetzten Wérme der Reaktion Qe = Q. letc mit Q. als gesamter Reaktionswirme pro

Volumen aus DSC-Messung

00 dé,
Die Integration ergibt
(1) =2 [e(t)ad - 90} o Y _gu_g (4.57)
Qc pc

Dies gilt fiir den Grenzwert £, = 1. Einsetzen der Gln. (4.50), G1.(4.54) und (4.55) ergibt

6(t)2d — 9 1—e™®
(Qa)d ) $ = €e(t) = ¢ .(0) (4.58)
s — Yo 1 4 e7® T 7®

Diese nichtlineare algebraische Gleichung wird iterativ fiir jeden Zeitschritt unter Ver-
nachléssigung von 2= <1 geldst

Oy = &er—1)(0) (4.59)

Beispielhaft 145t sich die Temperaturerh6hung fiir das untersuchte Reaktionsharz mit
einer Anfangstemperatur von 100°C und einer Reaktionswirme von 89,5 J/g auftragen.
Die maximale Temperatur #24 ergibt sich aus

Q = pe(623 — 6y) (4.60)

zu 149,4°C. Der Verlauf in Abbildung 4.3 zeigt den stark nichtlinearen Einfluk der Tem-
peraturabhéngigkeit der Aktivierungskonstanten. Trégt man die normierte Temperatur
(0(t) — 0p)pc/Q aus einer Messung am Bauteil wihrend der Hartung iiber dem Reak-
tionsumsatz auf, kann man eine Abschéitzung dariiber erhalten, ob der Hirtungsverlauf
nahezu isotherm verlduft. In einem Becher mit 20 ml Vergussvolumen wurde das Reakti-
onsharz bei 100°C gehiirtet und die Temperatur in der Mitte mit einem Thermoelement
gemessen. Die Ergebnisse sind in Abb. 4.4 dargestellt.
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

Temperatur als Funktion der Zeit
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Abbildung 4.3: Adiabatischer Verlauf der Hartung mit der Anfangstemperatur 100°C

Nichtisothermer Verlauf der Reaktion
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Abbildung 4.4: Verlauf der Hiartung mit der Anfangstemperatur 100°C am Bauteil
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Man erkennt, dass auch eine moderate Hértungstemperatur in dicken Schichten (10
mm Durchmesser) deutliche Abweichungen von einer isothermen Reaktionsfiihrung er-
gibt (Maximum bei { = 0,8 in Abb. 4.4. Die Konsequenzen fiir den mechanischen
Spannungsaufbau sind nicht trivial abzuschitzen. Ein grosser Temperaturgradient fiihrt
zu einem stark inhomogenen Feld des Reaktionsumsatzes. Bei niedrigen Temperaturen
und Reaktionumsétzen ist der Gelpunkt noch nicht erreicht, wihrend an Orten hoher
Temperaturen die Reaktion schon weit fortgeschritten ist, damit der Volumenschwund
spannungfrei erfolgt. Dann ist ein Nachfliefen des Materials mdéglich. Diese Vorgehens-
weise wird beim ADG-Verfahren? genutzt, um den Reaktionsschwund teilweise zu kom-
pensieren. Ist das Material allerdings schon geliert an Orten niedriger Temperatur bei
festen Gehdusewédnden, werden die nacheilenden Volumenanteile einer erh6hten Schwund-
dehnung ausgesetzt. Diese Fragestellung erscheint nur im Rahmen einer gekoppelten
Temperatur-/Strukturanalyse unter Einbeziehung der Temperaturabhéngigkeit der Wér-
mequellen diskutierbar zu sein.

4.3.4 Bestimmung der Aktivierungsenergie aus dynamischen Versuchen

Oft bereitet es grosse experimentelle Schwierigkeiten, DSC-Messungen unter isothermen
Bedingungen durchzufiihren. Schon beim Abfahren der gewiinschten Temperatur treten
deutliche Einfliisse der Reaktionsenthalpie auf. Messtechnisch wird in solchen Féllen ei-
ne dynamische Temperaturrampe verwendet. Eine bekannte Methode zur Analyse der
Kinetik ist der Kissinger Ansatz [110]. Hierzu nimmt man die Temperatur als lineare
Funktion der Zeit an

0(t) = 0o + 1, (4.61)

wobei v die Temperaturrate ist. Fiir die Beschreibung der chemischen Kinetik schneller
Reaktionen wird eine Reaktion 1. Ordnung zugrunde gelegt.

dé.

= k1) k= AeTo (4.62)

Die Funktion, mit der die Reaktionskinetik beschrieben wird, ist nicht nur durch eine Pa-
rameterdarstellung mittelbare Funktion des Parameters, sondern zusétzlich auch direkte
Funktion von ¢

F(tafc(t)v H(t)) =0, (4.63)

d _OF OF Q& OF 00

dt
Der Ansatz von Kissinger setzt nun voraus, dass die Geschwindigkeit der Reaktion, als
Funktion der Temperatur, mindestens ein Maximum aufweist. Dort ist die zeitliche An-
derung der Reaktionsgeschwindigkeit gleich 0. Die Temperatur des Maximums wird aus

(4.64)

*ADG (Automatisches Druck Gelieren, Verfahren, bei dem eine hohe Formtemperatur ein rasches Ge-
lieren an der Werkzeugwandung erzeugt und fliissiges Material nachdosiert wird um den Schwund zu
kompensieren.
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

DSC-Messungen mit Heizraten zwischen 2 K min~! und 10 K min~! bestimmt (Abb.

4.5).

DSC Messung mit Variation der Heizrate

B=2, [K/min]
B=4, [K/min]
B=6, [K/min|
£ =8, [K/min]
B=10, [K/min]

i
50 100 150 200

g, [°C]

Abbildung 4.5: Temperatur am Maximum als Funktion der Heizrate aus dynamischen
DSC-Messungen

Differenzieren von G1.4.62 liefert

Fir

oder

d [/ d¢ d¢ [ Ev 1 =E
— = ]=—==5-An(1-&" ) 4.
dt <dt> dt <R92 n(l =" e (4.65)
) = 0 ergibt sich
E’7 n—1_=E
= = An(l—&)" lers (4.66)
T (AR E
In 2= ln( i > T (4.67)

Diese Funktion kann als Plot von In 912 iiber % aufgetragen werden (Abb. 4.6).
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Kissinger Plot zur Kinetik schneller Reaktionen
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Abbildung 4.6: Aktivierungsenergie und Affinitidt aus dynamischen DSC Messungen

Daraus konnen die Aktivierungsenergie £ und der Vorfaktor A bestimmt werden.

4.3.5 Gelpunktbedingung

Aus den mechanischen Messungen wihrend des Hartungsvorganges lésst sich ablesen,
dass der Ubergang von einer Fliissigkeit zu einem duroplastischen Feststoff kontinuierlich
ist. Es liegt also kein Phasenwechsel mit einer sprunghaften Anderung des mechanischen
Verhaltens vor. Wie zuvor beschrieben, werden nach dem Stand der Technik unterschied-
liche Methoden verwendet, um den Beginn eines Spannungsaufbaus zu erfassen. Hier wird
dazu vorgeschlagen, die Gelierzeit mit dem Wendepunkt der mechanischen Messkurve zu
definieren. Die charakteristische Grofse ist dabei die Zeit 77,,,,. Die Bedingung fiir den Auf-
bau mechanischer Spannungen lésst sich formulieren als Wendepunkt der mechanischen
Umsatzkurve.

4.3.6 Vereinfachtes eindimensionales Modell zur Chemoelastizitit

Der Schwund wird durch die chemische Reaktion hervorgerufen. Bei spannungsfreien
Bedingungen verringert sich das Volumen des Harzes, bis die chemische Reaktion abge-
schlossen ist. Das makroskopische Verhalten wird in einer ersten Niherung als elastisch
angenommen.

Die Dehnung setzt sich additiv aus den mechanischen, thermischen und chemischen
Anteilen zusammen. Die thermische Dehnung wird in diesem vereinfachten Modell nicht
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4 Ableitung eines Materialmodells fiir Reaktionsharze

berticksichtigt.
E=¢€m + & (4.68)

Mit dem Volumenschwund &ndert sich die Steifigkeit des elastischen Materials, hervor-

REREEVAVAVAVAVAS 5
B AN

AR
I
[
RN
AANAN
=

Abbildung 4.7: Federmodell mit chemischem Volumenschwund und Steifigkeitsanstieg
a)o=0,b)e=0

gerufen durch die immer dichtere Verkniipfung von Molekiilen im Netzwerk des Poly-
mers [177]:

0= Efm(c +BE) = 0= Eéme+ Bt (4.69)
Fiir den spannungsfreien Zustand ergibt sich
E msc
o=0: £= —% — _B¢.. (4.70)

Fiir den dehnungsfreien Zustand € = 0 gilt

g = Eﬁémgc (4'71)

in Analogie zur thermoelastischen Formulierung. Die gesamte Spannung und Dehnung in
einem solchen Experiment ist durch die Koeffizienten der chemischen Dilatation 8 und
den Koeffizienten der Verfestigung durch Polymerisation &,,, € [0,1] mit dem Reaktions-
umsatz &, € [0, 1] verkniipft.

Die Zugrundelegung dieser chemo-mechanischen Kopplung bedeutet, dass die charak-
teristische Zeitskala der Schwund- und Verfestigungsevolution gesteuert wird durch die
instationére Kinetik der chemischen Reaktion. Fiir das angenommene spannungsfreie Ex-
periment sind die Unbekannten der chemische und der mechanische Reaktionsumsatz &,
und &,,. Die zeitliche Verdnderung von &, und &, ist definiert durch ein kinetisches Ge-
setz, d. h. eine Gleichung, die die chemische Affinititen A, = A.(&.) und A4,, = Ay, (&)
mit der Geschwindigkeit des chemischen und mechanischen Reaktionsumsatzes €. und
&m verbindet. Ein linearer Ansatz ergibt

Ao

o = 0; Am(ém) = dt

(4.72)
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mit k > 0. Die Affinitéten A¢,,(&.m) driicken das lokale Ungleichgewicht aus, dass
die treibende Kraft der chemischen Reaktion darstellt. Sie nehmen ab von einem Aus-
gangszustand Ag ,(§e.m = 0) = Ac mo, der die Reaktion startet, bis zum Gleichgewicht
Acm(€em = 1) = 0 an dem die Reaktion beendet ist (d. h. £ = 0). Weiterhin defi-
niert die Funktion A, (&) die Reaktionsordnung, wie aus der physikalischen Chemie
bekannt [20]

déem

=0, 1—-¢=t
g ) 5 c,m dt7

(4.73)

worin te,, = A — die charakteristischen Zeiten der Reaktion sind, die aus Experimenten
bestimmt werden. Betrachtet man nun die energetischen Gesichtspunkte des Modells, ist
der Ausgangspunkt

oé—ph>0 (4.74)

mit der Spannungsleistung o -+ € und der freien Energie .
Fiir das 1D Model kann die freie Energie angesetzt werden als

Y= Yl Eme) = 5 Bbm(e — BN + 9(60) (4.75)

Bildet man die Zeitableitung

= §B(E = B+  ~Bbm(e = BEI+ 2

)§C+Esm< g (476)

und setzt diese in die C.D.U. ein
oe —pYp >0 (4.77)

ergibt sich:

0~ Bele = B20)¢ = 5Ble = 06 + |-Ben(e - s+ 32| €20 a7y

dé.

Um diese Ungleichung fiir beliebige Dehnungsraten zu erfiillen, folgt:

0 = Egm(g - Bgc)a (4-79)

Restungleichung

- %E(e — BE)?bm + | —Ebm(e — BE)B + >0 (4.80)

dfc

Um diese Gleichung zu erfiillen muss &, < 0 sein. Das wiirde eine Abnahme der Steifigkeit
bedeuten. Die Evolutionsgleichung fiir €. wird wie folgt definiert:

éc = E%m(6 - /850) B - g/ (éc) (4'81)
N————

lea
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Bei Annahme fehlender Spannungen: o = 0 ergibt sich:

1

éc = _Eg (50) (4'82)
oe) = 2206 g(6) = —Ao(1 - &) (1.83)
= 50 = 1;1_00 (1 - éc) (4'84)

Dieses Modell kann keine Verfestigung beschreiben. Als alternative Formulierung wird
ein hypoelastischer Ansatz verwendet.’?
Fiir die freie Energie wird folgender Ansatz gemacht

p =5 [ €nls) E0) = Bct) = (el0) = (o)) st o (-€0P+ 24 (16 (485)
0

Bildet man die Zeitableitung

P = S (t) [2(1) ~ BElt) — (els) — Beels)))

=0(s=t)
+ [l - 560 - C) - seNasiw - ey
0
- Ac(l - éc)éc - Am(l - ém)gm
und setzt diese in die C.D.U.
oé —pip >0 (4.87)
ein, so folgt
o - E / Em(9)[e(t) — BE(t) — (e(5) — Bée(s))] dslE(t)
0
‘ (4.88)

+[BE [ éns)et) - Bt) - (e(5) — BEulo) ds

0
+Ac(1 - gc)} éc - Am(l - ém)gm 2 O

Fordert man, dass dieser Ausdruck fiir beliebige Werte von ¢ nicht negativ wird, so ergibt

sich:
t

0= E/Sm(S)[ﬁ(t) — BEe(t) — (e(s) — BEc(s))] ds (4.89)

0

®Dieser Ansatz wurde in Teilen analog zu [86] verwendet.
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Bildet man die Ratenform der Spannung, so findet man:

o = E[e(t) = BE(t) — (e(t) = BEc(t))]ém(t)

P . (4.90)
+ B [n(s)le) - 5)
0
g = /850 ém
0/ (4.91)
- [ — Béc(t)] &m(®) -
=
& = E&n(t)[£(t) — BEc(1)) (4.92)
Restungleichung
[50 + Ac(l - gc)]gc + Am(l - fm)gm 2 0 (4.93)

Thermodynamisch konsistente Evolutionsgleichungen ergeben sich fiir beliebige Materi-
alfunktionen:

Bm,B. >0 (4.94)

mit:

ém = Bm(e’g’a,g)Am(l_ém)
£ = Be(0,&0.6-)[Bo+ Ac(1 - &)

In dieser Arbeit werden dazu die Funtionen aus dem Modell von Larive verwendet Gl.
[4.47]:

(4.95)

—71,(80)

1 1 é&4e )

B.,B,, = _
e TC(H)A(&GO) Te 1+ e_:cjfg(z?)

(4.96)

Fiir § < 0 (Volumenabnahme) folgt = ¢ < 0 beschleunigt die Reaktion (Drucker-
hohung). Dies ist plausibel. Bei spannungsfreier Aushartung gilt:

o= Be(0,£)Ac(1 - &) (4.97)

4.3.7 3D Chemoelastizitat ohne TemperatureinfluR

Dieses Konzept ldsst sich auf drei Dimensionen iibertragen. Mit der Aufspaltung des
Verzerrungstensors € in Deviatorischen- und Kugelanteil e = € — %(trs)I wird die freie
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Energie wie folgt definiert:

oo = 5 [ €nctt)lelt) — els)] - et) —els)] ds
0

t (4.98)
4 5 [ o) fe(®) - B®) - (e(s) — Bl ds
0

— Ame (1 £,6)% + 2BE(1 — €)% + Ao (1 - £.)?

Bedingt durch den Split des Verzerrungstensors kann auch die mechanische Reaktions-
variable den deviatorischen und den Kugelanteilen zugeordnet werden &, = {ma + Emk
Die Zeitableitung ist:

pi

_l’_

G / Em(t) [e(t) — e(s)] dsé(t)
0

. . . (4.99)
K / Emic () [tre(t) — BEc(t) — (tre(s) — BEc(s))] ds [tre(t) — BE(t)]
0

f4mG’(1 - SmG’)émG’ - AmK(l - me)ng - Ac(l - fc)éc

Hierbei wurden die Leibnitzregel, die Produktregel und die Assoziativitéit der Faktoren

benutzt.

Zum Einsetzen in die C.D.U. wird die Spannungsleistung in deviatorische und volu-
metrische Anteile aufgespalten:

Oey + €+ omtré — pth > 0 (4.100)

eingesetzt ergibt:

G0 = G [ (o) le®) - es)) st
0

+[om — K / Emic(5) [tre(t) — Beu(t) — (tr=(s) — BEc(s))] ds| (1) (101
0

(8K [ émats)itne(@) - Blt) — (tne(s) — BE(6))] ds + Acl1 - €)]€o
0

+AmG(1 - gmG)émG + AmK(l - ng)émK >0
Daraus folgt fiir die Spannung
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bzw. fiir die Ratenform:

. . 1 . :

6 = Ge(t)ma (1) + K [ tre () — BE(D] | €nic(t) (4.103)
Die Restungleichung ergibt sich zu:

ﬁam + Ac(l - 50) éc + AmG(l - émG)émG + AmK(l - émK)émK >0 (4104)

(4.105)
Thermodynamisch konsistente Evolutionsgleichungen ergeben sich fiir:
Bme, Bmr, Be > 0 (4.106)
mit: .
¢mc = Bma(0,§,0,6- ) Anc(1l — &ma)
bnk = Bmk(0,6,0,6 ) Ank(l — &nk) (4.107)

éc = 30(0757078"')[50771 +AC(1 _SC)]

B <0 = o, <0beschleunigt die Reaktion. Bei spannungsfreier Aushértung gilt
wie im 1D Fall:

gc = Bc(07§c)Ac(1 - 50) (4108)
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5 Experimentelle Analyse des
chemischen Aushartungsprozesses

In diesem Kapitel werden die experimentellen Arbeiten mit beispielhaft ausgesuchten
Materialien zusammengestellt. Nach einer kurzen Beschreibung der verwendeten Mess-
gerite werden die durchgefiithrten Messungen und deren Ergebnisse vorgestellt, die dazu
dienen, das hergeleitete Materialmodell zu validieren. Zu den gemessenen Gréfsen gehd-
ren die Dichte, die spezifische Wérmekapazitét c,, die spezifische Reaktionsenthalpie h
sowie die dynamisch-mechanischen elastischen Konstanten F und G wahrend der Aus-
héirtungsreaktion.

Fiir Experimente, die im Kapitel 5 diskutiert werden, wurden die nachfolgenden Ma-
terialien verwendet:

e EE8200 Vergussmasse auf Basis Epoxid/Saurer Ester (Fa. Henkel),

e Epoxidharz EPILOX A16-02 (Fa. LEUNA Harze),

e Hirter UVI 6974 (Fa. UCC Chemicals),

e CW229/HT258 Vergussmasse auf Basis Epoxid/Anhydrid (Fa. Huntsman)

Alle Materialien wurden nach Herstellerangaben prépariert und gehértet.

5.1 Messgrossen

Die Realisierung von analytischen und numerischen Rechnungen setzt die Kenntnis von
Parametern voraus, die in den konstitutiven Modellen auftreten. Zur Bestimmung der
Parameter des Modells wurden folgende Messungen durchgefiihrt [60,161, 178]:
e Dichtebestimmung
— fliissiges Material A und B-Komponente gemischt,
— Dichte nach der chemischen Aushértung

e Messung des thermischer Ausdehnungskoeffizenten o oberhalb und unterhalb der
Glasiibergangstemperatur T, (TMA)

e kalorimetrische Messung (DSC) der Reaktionsenthalpie bei konstanten Tempera-
turen und mit linearen Temperaturrampen

e dynamisch-mechanische Messung (DMA) an ausgehéirteten Probekdérpern mit si-
nusformig schwellender Last im Zugmodus
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e isotherme Messung der Schwundkraft ohne dynamische Belastung

e dynamisch-mechanische Messung mit sinusférmig schwellender Last im Torsions-
modus wihrend der chemischen Reaktion

5.2 Messgerate

In den Experimenten wurden die folgenden Geréte eingesetzt: DSC Q100 TA Instruments,
DMA Q800 TA Instruments, DMA ARES Rheometrics, TMA Q 400 TA Instruments und
Gaspyknometer zur Dichtebstimmung,.

5.2.1 Dichtebestimmung mit Dichtewaage und Gaspyknometer

Die Bestimmung der Dichte der fliilssigen Ausgangskomponenten erfolgt zweckméssig in
einem Pyknometer, in dem ein definierter Gasstrom in ein bekanntes Volumen eingeleitet
wird. Aus dem eingenommenen Volumen und der gewogenen Masse der fliissigen Probe
wird die Dichte direkt bestimmt. An ausgehiirteten Proben wird die Dichte mit Hil-
fe der Auftriebsmethode bestimmt. Typische Dichten ungefiillter Reaktionsharze liegen
zwischen 1 und 1,2 g/cm3. Der Koeffizient der Volumenénderung wurde durch Dichte-
messung zu —0, 487 am ausgehérteten Epoxidharz CW229/HT258 bestimmt.

5.2.2 Thermo-mechanische Analyse TMA

Die Messung des thermischen Ausdehnungskoeffizienten « erfolgt in einer temperierbaren
Messkammer aus Quarzglas, in der eine Probe durch einen Stempel gegeniiber einer
Unterlage abgetastet wird. Beim Erwédrmen oder Abkiihlen der Probe &ndert sich der
Abstand zwischen Stempel und Unterlage. Dies wird sensorisch erfasst. Die thermische
Ausdehnung wird dabei in einer Raumrichtung gemessen. Beispielhaft ist eine Messung
am ausgehirteten Epoxidharz Henkel EE8200 in Abb. 5.1 dargestellt.

5.2.3 Dynamische Differenzkalorimetrie DSC

Die Dynamische Differenzkalorimetrie ist ein Verfahren zur Bestimmung von Wérmezu-
fluss oder Wiarmeentstehung in einer Probe. Dabei wird eine Probe mit wenigen Milli-
gramm Masse in einem Tiegel erwirmt und gegen einen leeren Referenztiegel gemessen.
Der Unterschied der Heizleistung entspricht dem Warmestrom, der in der Probe entsteht
(exotherm) oder aus der Umgebung aufgenommen wird (endotherm). Die Temperatur
kann wihrend der Messung konstant sein bzw. linear gefiithrt werden, alternativ kann die
Temperatur auch von einem sinusféormigen Verlauf iiberlagert werden. Diese Methode
wird als MDSC (modulierte DSC) bezeichnet. Sie erlaubt die Trennung zwischen rever-
siblen und irreversiblen Anteilen der kalorimetrischen Anderungen in der Probe.

Bei der einfachsten Messung wird die Probe bei einer konstanten Temperatur iiber
den Zeitraum der chemischen Reaktion betrachtet. Exotherme Anderungen in der Probe
ergeben einen Peak in negativer Ordinatenrichtung. Beispielhaft ist eine Messung des
ausgehérteten Epoxidharzes CW229/HT258 in Abb. 5.2 gezeigt.

82



5.2 Messgerite
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Abbildung 5.1: Messung des linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten zwischen -
50°C und 200°C
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Abbildung 5.2: Isotherme DSC Messung des Epoxid/Anhydridsystems Huntsman
CW229 bei 120°C
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5 Experimentelle Analyse des chemischen Aushédrtungsprozesses

Abbildung 5.3: Messanordnung DMA im Zugmodus

Der Nullpunkt der Messung ist durch das Erreichen der Temperatur festgelegt. Bei
dieser Messung wird eine Basislinie mit Hilfe einer ausgehérteten Probe erzeugt. Die
Messkurve und die Kurve der Basislinie werden voneinander abgezogen. Die Integration
der, als Differenz verbleibenden Peakfliche, ergibt die Reaktionsenthalpie in J/g.

5.2.4 Dynamisch-mechanische Analyse DMA

Die Ermittlung der Gelierzeit und Temperatur erfolgt mit dem dynamisch-mechanischen
Versuch. Die Messanordnung fiir die DMA im Zugmodus ist in Abb. 5.3 gezeigt. Eine
exemplarische Messung zeigt Abb. 5.4.

Bei der DMA wird eine sinusformige Deformation der Probe erzeugt:

e(t) = g sin(wt) (5.1)

Die Spannung ergibt sich zu
o(t) = ogsin(wt + 9). (5.2)

Unter Nutzung der Additionstheoreme folgt:
o(t) = op[sin(wt) cos & + cos(wt) sin d] (5.3)

Der, bei Aushartungsprozessen, zeitabhingige Modul wird iiblicherweise als komplexe
Grofe definiert:

E*=F +iE" (5.4)
Damit ergibt sich

E=2cos6 = eoE' = ogcosd (5.5)
€0
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Abbildung 5.4: Messung des komplexen Zugmoduls zwischen -50°C und 220°C

und
E' = ? sind = egE” = ogsin . (5.6)
0
Einsetzten ergibt
o(t) = eo B sin(wt) + eg E” cos(wt) (5.7)
wie oben definiert
E*=FE +iB". (5.8)

Der entsprechende zeitliche Verlauf von Spannung und Dehnung ist in Abb. 5.5 darge-
stellt. Bei Messungen am Rheometer kann die axiale Kraftkomponente gemessen werden,
ohne die fliissige Probe in Rotation zu versetzen. Die entsprechende Messanordnung ist
in Abb. 5.6 dargestellt. Eine exemplarische Messung enthélt Abb. 5.7. Der Vorteil der
Methode ist, dass abgeschétzt werden kann, ob die gemessene Kraft, mit starren Grenz-
flichen als Randbedingung, derjenigen Kraft entspricht, die durch die gleiche Dehnung
belastet an einer spannungsfrei gehirteten Probe entsteht. Der Nachteil ist, dass schon
bei geringsten Abweichungen von isothermen Bedingungen der Reaktionsschwund durch
eine entgegengesetzt wirkende thermische Ausdehnung kompensiert und damit das Er-
gebnis verfélscht wird.
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5 Experimentelle Analyse des chemischen Aushédrtungsprozesses

1o Phasenversatz zwischen Spannung und Dehnung

0.0f oo b N

o,e [—]
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Abbildung 5.5: Zeitlicher Verlauf von Spannung und Dehnung

Abbildung 5.6: Messanordnung Schwundkraft

86



5.3 Validierungsbeispiele

MS5220 Schwundkraft 85°C
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Abbildung 5.7: TIsotherme Messung der Schwundkraft bei 85°C

5.3 Validierungsbeispiele

Im Folgenden wird anhand eines ausgewéhlten Systems die Validierung des Modells ge-
zeigt [82]. Im ersten Schritt wird nachgewiesen, dass ein Reaktionsharz am Ende der
chemischen Aushirtungsreaktion eine geringere spezifische Warmekapazitit und damit
als Folge eine niedrigere Entropie besitzen kann.

5.3.1 Spezifische Wirmekapazitit eines Epoxidharzsystems

Durch Messungen mit DSC-Technik wird ein Reaktionsharz ohne chemische Reaktion,
d.h. ohne Beschleuniger oder Hartungskomponente, bzw. katalytisch gehdrtet untersucht
werden. Dies gelingt durch die Verwendung eines Photoinitiators, der erst nach Belich-
tung durch UV-Strahlung den katalytischen Harter freisetzt. Dadurch ist es moglich, die
Harzmischung ohne Photoinitiator in der DSC Apparatur zwischen Raumtemperatur und
200°C zu untersuchen, ohne das eine Aushirtungsreaktion einsetzt. Erst nach Entnah-
me der DSC-Probenmenge (13,35 mg) wird der Photoinitiator zugesetzt und eine Probe
ausgehiirtet. Von der ausgehirteten Probe wird ebenfalls eine DSC-Messung auf 200°C
realisiert. Ziel ist es, den Unterschied der spezifischen Warmekapazitiat vor und nach der
Aushértung zu messen. Die sogenannte Saphir-Methode erfordert 3 Messldufe. Im ers-
ten Lauf wird eine Blindprobe ohne Probensubstanz gefahren, der zweite Lauf enthélt
eine Probe aus Saphir mit bekannter spezifischer Warmekapazitéit. Im dritten Lauf wird
die Probe selbst gemessen. Die Bestimmung von ¢, erfolgt nach DIN 53765 und DIN
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5 Experimentelle Analyse des chemischen Aushédrtungsprozesses

51007 [2]:

((I)mess - (I)bl) msaphir
ir 5.9
m ((I)saphir - (I)bl) Cp,saph ( )

Cp =

Aus in Tabelle 5.1 aufgefithrten Komponenten wurden in folgenderweise Proben herge-
stellt:

e Einwaage der Harzkomponenten, Mischen (Speedmixer, Fa. Hauschild, 1 min),

e Entnahme DSC-Probe (ungehértet),

e manuelles Vergiefen in PTFE-Form (Kavitat: 80x10x2mm),

e Evakuieren 0,1 mbar, 5 min,

e UV-Belichtung 50mWcm~2 (UV B), 1 min,

e Thermische Nachhéirtung 1h 100°C, 1h 130°C, 3h 150°C,

e Entnahme der DSC-Probe (gehértet)

Die spezifische Warmekapazitéit des betrachteten Systems ist nach der chemischen Re-
aktion als absolute Grofe gemessen niedriger als vor der chemischen Reaktion. Auf mo-
lekularer Grofenordnung kann man sich den dazu gehorigen Verlust von Translations-
und Rotationsfreiheitsgraden der Monomere durch kovalente chemische Bindungen an
benachbarte Molekiile vorstellen. Translations- und Rotationsfreiheitsgrade um die Bin-
dungsachse bzw. als Kettenbewegung sind nach wie vor vorhanden und werden erst
nach Unterschreiten der Glasiibergangstemperatur sukzessive eingeschrinkt. Aus Abb.
5.8 lasst sich folgendes ablesen.

Masseteile ‘ Chemische Substanz ‘ Handelsname ‘ Hersteller ‘
80 Diglycidylether Bisphenol F Epilox A 16-02 Leuna Harze
20 Neopenthylglykoldiglycidylether Araldit F Sigma Aldrich
0,5 Photoinitiator UVI 6974 UCC Chemicals

Tabelle 5.1: Reaktionsharzmischung zur Bestimmung der Entropie mit und ohne chemi-
scher Aushértung
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5 0Spezifische Waermekapazitaet eines Epoxidharzsystems
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Abbildung 5.8: Spezifische Wérmekapazitit vor und nach der Aushértungsreaktion

Bei Erreichen des absoluten Nullpunktes (0°K) sind alle Bewegungen auf molekula-
rem Grofenmakstab unméglich. Legt man durch den linearen Teil der Messkurve (Abb.
5.8) eine Regressionsgerade, ergibt sich die Nullstelle zu -2,089°K. Die Entropieéinderung
durch die chemische Reaktion ldsst sich aus den Messungen ebenfalls abschitzen

In 62
AS:SQ—Slz / delne (5.10)

In 6y

Mit Gl. (5.10) kann man die Entropieinderung zwischen 6; und 6, ausrechnen. Die
Anderung der Entropie durch die chemische Reaktion wird in der physikalischen Chemie
als Bildungsentropie der Reaktionsprodukte bezeichnet.

5.3.2 Bestimmung der Modellparameter 7, und 7,

Zur Bestimmung des Parameters 7 wurde ein Standardverfahren zum Kurvenfit in der
Software-Umgebung Mathcad verwendet. Hierbei wird eine Methode eingesetzt, der eine
Minimierung der Fehlerquadrates zugrunde liegt. Die isothermen Messldufe bei 100, 110
und 120°C werden aufgetragen und mit der analytischen Lésung der Evolutionsgleichung
angenéhert. Zur Charakterisierung dienen die Parameter 77, und 7. [27], s. Tabelle 5.2.
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5 Experimentelle Analyse des chemischen Aushédrtungsprozesses

isotherme Reaktionstemperatur | 100°C ‘ 110°C ‘ 120°C ‘
Parameter
TLe 3980 | 2050 170
TLim 3300 1650 1000
Tee 1750 640 370
Tem 600 190 160

Tabelle 5.2: Tabelle der Modellparameter

Die mechanischen Kennwerte wurden aus DMA-Messkurven bestimmt, bei denen eine
oszilierende Schubbeanspruchung erfolgte. Die Kennwerte fiir den chemischen Reakti-
onsumsatz wurden aus isothermen DSC-Messungen erzeugt. Die folgenden Abbildungen
zeigen den Kurvenfit fiir die chemischen und mechanischen Reaktionen am untersuchten
Modellsystem. In der Darstellung wurde jeweils der Mittelwert aus 3 Messungen aufge-
tragen. Auf den Abbildungen 5.9 und 5.10 sind Messergebnisse und Simulationen der
Reaktionsumsitze gezeigt. Anhand der Messkurven bei 100, 110 und 120°C (s. Abbil-
dungen 5.11, 5.12 und 5.13) ist deutlich die Verschiebung zu kiirzeren Reaktionszeiten
zu erkennen. Daneben sieht man die Auswirkungen auf das Verhéltnis von chemischem

Umsatz zu mechanischem Umsatz.

DSC Messung vs. Modellrechnung
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0.0

Abbildung 5.9: Messung und Berechnung des chemischen Reaktionsumsatzes
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DMA Messung vs. Modellrechnung
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Abbildung 5.10: Messung und Berechnung des mechanischen Reaktionsumsatzes

Chemische vs. mechanische Kinetik 100° C
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Abbildung 5.11: Berechneter Verlauf des chemischen und mechanischen Reaktionsumsat-
zes bei 100°C
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1.0

Chemische vs. mechanische Kinetik 120° C
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Abbildung 5.13: Berechneter Verlauf des chemischen und mechanischen Reaktionsumsat-
zes bei 120°C
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Abbildung 5.12: Berechneter Verlauf des chemischen und mechanischen Reaktionsumsat-
zes bei 110°C
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Gelierzeit als Funktion der Temperatur

2500
2000 T IE CIMTTIRRTRLS: SSPSPREPERS RPPPONN S 1
N
H ~
>
Al
~
~
N
LS00 -++eorvvereseeierrenes N RCIITI L MNP S 1
~ H
— ~ H
) o
~ H
-+~ \\ H
1000 o 4 U — - ]
v
T T S 1
L L L L L
%5 100 105 110 115 120 125
0, [C]

Abbildung 5.14: Gelierzeiten als Funktion der Temperatur

Quotient zwischen mechanischer Latenz und chemischem Umsatz
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Abbildung 5.15: Aus gemessenen Parametern berechnetes Verhéltnis von Gelierzeit zur
gesamten Reaktionszeit

Die Reaktionszeiten verkiirzen sich auf Grund der starken der starken Temperatu-
rabhéngigkeit. Damit werden die Gelierzeiten erwartungsgeméf kiirzer mit steigender
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Reaktionstemperatur (Abb. 5.14). Ein weiterer wichtiger Punkt ist, dass das Verhélt-
nis von mechanischer Gelierzeit zur gesamten chemischen Reaktionszeit nicht konstant
ist. Abbildung 5.15 zeigt den Verlauf des Quotienten aus mechanischer Latenzzeit und

chemischer Reaktionszeit.

Der fiir den Aufbau mechanischer Spannungen relevante chemische Umsatz wird mit

hoheren Temperaturen geringer.

5.3.3 Fehlerrechnung

Fiir die in diesem Kapitel durchgefithrten Messungen ergibt sich folgende Fehlerbetrach-

tung (s. Tabelle 5.3) fiir die Messungen an den 3 Systemen.

e DSC
e DMA
o TMA

rel. Fehler DSC
+2.2%

rel. Fehler DMA
+2.35%

rel. Fehler TMA
+1,3%

Tabelle 5.3: Tabelle der Fehlerbetrachtung

Der relative Messfehler betragt somit +6%.

94




6 Berechnung von
Anfangs-Randwertproblemen

Wie in den bisherigen Untersuchungen gezeigt, liegt bei der Berechnung von Spannungen
und Dehnungen bei der Applikation von Reaktionsharzen ein thermisch/mechanisch ge-
koppeltes Anfangs- Randwertproblem vor. Mit geeigneten Vereinfachungen wie z.B. der
Voraussetzung von Rotationssymmetrie und isothermen Bedingungen, konnen auch erste
Abschétzungen der mechanischen Belastungen an einem Bauteil vorgenommen werden.
Bei industriellen Anwendungen liegt oft eine zylindrische Struktur vor, beispielsweise
beim Verguss von aktiven elektrischen Komponenten in einem becherférmigen Gehduse.
Ebenfalls hiufig liegt die Aufgabenstellung vor, eine einseitige Beschichtung, z.B. auf
einer Leiterplatte, vorzunehmen. Diese Vorgehensweise hat eine Berechtigung, weil der
numerische Aufwand, bedingt durch die erforderliche transiente Berechnung, hoch ist.
Anhand des Beispiels einer zylindrischen Struktur soll im Weiteren gezeigt werden, dass
die Analogie zur Thermoelastizitit zur einer analytischen Abschitzung genutzt werden
kann. Die zylindrische Struktur liegt bei der Messung der Schwundkraft vor und kann
dadurch dazu dienen, den direkten Vergleich von gemessenen, analytisch abgeschétzten
und numerischen Ergebnissen durchzufiihren. Am Beispiel einer steifen Grundplatte mit
dicker Beschichtung soll beispielhaft die Durchfiithrung einer numerischen Analyse gezeigt
werden. Hier sollen die messtechnisch herausgearbeiteten Einfliisse unterschiedlicher Hér-
tungstemperaturen numerisch quantifiziert werden.

6.1 Analytische Berechnungen an ausgewahlten

Fragestellungen

6.1.1 Grundgleichungen der Chemo-Thermoelastizitit

Die Grundgleichungen der Thermoelastizitit (s. beispielsweise [14,33,114]) konnen durch
Terme der Chemoelastizitit erginzt werden. Zunéchst gilt:

e Cauchy-Eulersche Bewegungsgleichung

V-o+pf=pii o=0" (6.1)
e linearisierte Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen

€= %(Vu +Vau®) (6.2)

95



6 Berechnung von Anfangs-Randwertproblemen

e Konstitutivgleichungen

6(6n ). 8:0) = (K(6n(0) — 3606 (1)) r&1

+2G(n (1)) € — BK (Em(t))[a(0 — 00) — B(&e(t)] T

(6.3)

Die Differentialgleichung fiir die Temperatur ergibt sich durch Einsetzen der kon-

stitutiven Gleichung fiir die Entropie und aus

Ops =V -q+ pr

Col — f(E)E+3aby K (Em) tre = AVZ(0 — 0) + pr

(6.4)

(6.5)

Zur Losung der Bewegungsgleichung und der partiellen Diff.-Gl. fiir die Temperatur

miissen noch Anfangs- und Randbedingungen formuliert werden.

e mechanische Randbedingungen (hier beispielhaft 1. Art)

t=n-0 aufodB

e thermische Anfangsbedingung

9($,t0) =6y firxeB

(6.7)

e thermische Randbedingungen (beispielhaft fiir Neumann’sche Randbedingung)

60(:1:,150) . 800(:1:,750)
on  On

firx e B

e chemische Anfangsbedingung

fo=E6n=0 fiirt=0

e chemische Evolutionsgleichungen

—71(19(0()))

. . 1 §-+e Tc(fp

Em = BmEWAm(l_gm)
1+e ()

77'1(1(59()))

: 1 e4e (@

e = Bc;&_w[ﬁa + Ac(1 - &)
1+e 7<(90)
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6.1 Analytische Berechnungen an ausgewéhlten Fragestellungen

2b

> »
< »

Abbildung 6.2: Geometrie der scheibenférmigen Messstruktur mit chemischer Aushér-
tungsreaktion

6.1.2 Beispiel 1: Schwundkraftmessung an zylindrischer Struktur

Eine typische Anwendung von Reaktionsharzen ist die Umbhiillung von elektrischen oder
elektronischen Bauteilen in einem Geh&use. Eine Abschétzung anhand einer rotations-
symmetrischen Struktur soll den Einfluss der Materialparameter auf den Spannungszu-
stand zeigen. Hierzu wird eine einfache Geometrie gewdhlt (s. Abb. 6.1) und zur ver-
einfachung die integrierte Form der hypoelastischen Formulierung verwendet. Analog zu
den Betrachtungen zur Thermoelastizitat in [22,25,142,145] wird ein einfaches Beispiel
einer scheibenférmigen Struktur mit einem zweidimensionalen rotationssymmetrischem
Spannungszustand, Miiller folgend [140], betrachtet. Dabei sind mdgliche rotationssym-
metrische Belastungen der Reaktionsschwund und das Feld des Reaktionsumsatzes mit
radialen Gradienten. Innendruck, Aufendruck, Lingskrifte und Tragheitskréfte infol-
ge konstanter Winkelgeschwindigkeit um die Achse des Rotationskoérpers werden nicht
betrachtet. Es wird ein ebener Dehnungszustand vorrausgesetzt. Die Struktur ist sche-
matisch in Abb. 6.2 dargestellt.

Die Gleichgewichtsbedingungen in Zylinderkoordinaten erh&lt man aus der Kréftebi-

97



6 Berechnung von Anfangs-Randwertproblemen

lanz beziiglich der z-Achse:

0o, (r)
=0 6.11
0z (6.11)
rdo
Brr -0+ fr=0 (6.12)
Die kinematische Gleichungen lauten

ou,

T e
ep = “7 (6.13)

ou,

& = -

weiterhin ergeben sich durch Einsetzen der vereinfachten Formulierung der konstitutiven
Gleichungen ohne Beriicksichtigung von Temperaturdnderungen:

1

Er = E[UT‘ - V(Uso + Uz)] + Bgc(r)a
co = gl —vloy + o]+ B, (6.14)
e = plos— vlor o) + AE)

Im Weiteren wird nur eine reine Ortsabhingigkeit der Modellparameter beriicksichtigt
also zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢.

Beim ebenen Verzerrungszustand verschwindet die Hauptdehnung in z-Richtung (e, =
0). Die Axialspannung kann durch Radialspannung und Umfangsspannung ausgedriickt
werden.

Oy = V(O'r + Utp) - E(fm(T))Bgc(’l“) (615)
Einsetzen in die Radialdehnung e, ergibt
= B~ Ve v+ vo = BB + A6 (610)
Analog erhdlt man fiir €,
1
Ep = m[% —v(oy +vor +voy — E(§n(r))BE(r))] + BEc(r) (6.17)

Die Gleichung der radialen Verschiebung u, im ebenen Verzerrungszustand lautet damit

Pu,  10u, u, D F r@ur} 14w 06(r) (1-2v)(1+v)

o Tror v or =1 e T U nEGy T )

Zweimalige Integration unter Vernachléssigung des Terms fiir die Volumenkréfte liefert:

r Oor

rdo, 14+v
5 = 20 r + . Vﬂgc(r)r, (6.19)
u = C1+ Ce + 1vvp /gc(r)r dr. (6.20)
r 1—vr
0
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Es treten zwei Integrationskonstanten auf. Die Randbedingung u,(0) = 0 erzeugt im
dritten Summanden den unbestimmten Ausdruck 8. Durch Anwendung der Regel von
I’Hospital werden Z#hler und Nenner durch ihre Ableitungen ersetzt.

/Ag(r)r dr = %5(7“) =0 (6.21)
0

r=0

1
lim —
r—07r

Es ergibt sich Cy = 0 fiir «,(0) = 0.
Mit der Randbedingung der Kréftefreiheit am Rand r = b : o,.(b) = 0 folgt

Ci=(1- V)ch /gc(r)r dr. (6.22)

Die Verschiebung in radialer Richtung ergibt sich nach Einsetzen und Umformen zu

r b
14+v 1 r
Ur = 7 Vﬂ . /fc(r)rdr—i— (1- 21/)b—2 /§C(T)rdr . (6.23)
0 0
Es ergeben sich die Spannungen mit €, =0
B b r
En(r)p |1 1
o = 7(1 _(V)) b—g/fc(r)rdr— T—z/gc(r)rdr ,
L 0 0
Ben(r)s [ 1 LT
m(r
Op = — E/ﬁc(r)r dr — T—Q/gc(r)r dr — &.(r) |, (6.24)
L 0 0
Bn(r)8 |20 |
m (T v
g, = ﬁ b—2/£c(’l")7'd’l"—£c(’l")
L 0
Im einfachsten Fall einer homogenen Aushirtung ergibt sich:
T T2
/gc("")r dr = 505 (625)
0
Fiir v = 0,5 ergibt sich mit
E(&m
o, = W@(u _) (6.26)

das Ergebnis fiir den uniaxialen Zugversuch. Die Rechnung zeigt den Einfluss der Quer-
kontraktion auf das Ergebnis: bei einem Wert von v von 0,4 ist die gemessene Normal-
spannungskomponente nur noch 1/3 der (gedachten) uniaxialen Spannung. Wie schon
im Kapitel 4 beschrieben, ist eine Abschétzung von Temperaturfeldern ein komplexes
Problem, dass grofe Schwierigkeiten bereitet!.

'In den Standardwerken der Wirmelehre wie z.B. dem oft zitierten Werk von Carslaw und Jaeger [36]
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6 Berechnung von Anfangs-Randwertproblemen

6.2 Numerische Beispielrechnungen

Die numerischen Finite-Elemente-Berechnungen wurden mit ABAQUS durchgefiihrt. Es
wurde die dort implementierte Numerik verwendet. Das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen ist die Grundlage der Finite-Elemente-Methode. Nach Polling [147] verschwindet
die Summe der Arbeiten, die von den Aufseren Lasten und den inneren Spannungen mit
einer beliebigen, infinitesimalen, kinematisch zuléssigen virtuellen Verschiebung du ver-
richtet wird, wenn sich der Korper im Gleichgewichtszustand befindet. Der Vorteil dieses
Ansatzes beruht darin, dass die Ordnung der zu lésenden Gleichungssysteme auf den
Grad eins innerhalb der integralen Ausdriicke reduziert wird. Dadurch ist es moglich,
einfache Ansatzfunktionen fiir jedes Element zu wéhlen. Zur Anwendung der Methode
der finiten Elemente gibt es eine umfangreiche Literatur. An dieser Stelle sei nur auf
die Besonderheiten der Implementierung eigener konstitutiver Gleichungen in ABAQUS
hingewiesen [3].

6.3 User-Defined Material Modell

Zur Implementierung des Materialmodells in den FEM-code ABAQUS wurde ein user
defined material model entwickelt. Verwendet wurde eine subroutine in FOTRAN [58|.
Das Modell berechnet zunichst die Evolutionsgleichung der inneren Variablen &, und
&.. Davon abhéngig werden die elastischen Konstanten und die durch chemischen Re-
aktionsschwund hervorgerufenen Volumendehnungen berechnet. Das Modell ist bis zum
Ende der chemischen Reaktion linear elastisch im Reaktionsumsatz und nichtlinear in
der Zeit.

Im ersten Berechnungsdurchlauf wird das Verschiebungsfeld bis zum Ende der che-
mischen Reaktion berechnet und in einem tzt.file abgespeichert. Zur Berechnung der
Spannungen nach dem Abkiihlen auf Raumtemperatur wird das vernetzte Modell noch
einmal aufgerufen, das Verschiebungsfeld eingelesen und eine linear-viskoelastische Rech-
nung durchgefiihrt?. Weitere Untersuchungen zu Reaktionsharzen als Klebefugen finden
sich in Johlitz [96].

Zur Berechnung der Reaktionskinetik wurde ein implizites Euler-Riickwértsverfahren
verwendet wie von Ulm in [173] in hnlicher Weise vorgeschlagen wurde:

At 1 -8

_ - =0 6.27
p=tuit —bn TC(@n—f—l) A&nt1, @n-i-l) ( )

Ein Ansatz fiir den benétigten Integrationszeitschritt ist
At = 5ii7'c(®n+1) (6.28)

wird angegeben, dass es keine analytischen Lisungen fiir Temperaturfelder mit zeitlich veranderlichen
und stark temperaturabhingigen Warmequellen gibt, wie sie typischerweise als Arrheniusfunktionen
bei chemischen Reaktionen vorliegen. Hier wird auf numerische Ansétze verwiesen. In Arbeiten von
Grigull und Tautz [76,165] wird eine analytische Abschitzung von stationidren Temperaturfeldern
mit stark temperaturabhingigen Parametern vorgestellt, die aber nur auf chemische Reaktionen in
einer Rohrstromung anzuwenden ist.

?Es sind beliebige Standardmodelle verwendbar wie viskoplastische etc.
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6.3 User-Defined Material Modell

mit der Spur des Verzerrungstensors £; < 1 (typischerweise wird g;; = 0,05 gewdhlt).
In der oberen Gleichung ist ©,,1 die Temperatur zur Zeit ¢,,1 als Losung des Tempe-
raturfelds. Dieses wird hier jedoch nicht weiter betrachtet.

Mit bekannten Werten (©,,4+1,&,) ist &,+1 die Losung der Gleichung o(&,+1) = 0, die
oben definiert wurde, im Losungsintervall &,11 € [£,,1]. In einer ersten N&herung kann
diese aus der Losung des vorhergehenden Zeitschritts erhalten werden:

At 1— &1

~ €&, + 6.29
S 0,0 M O] (0:29)
Nach Ulm [177] fiihrt dieses Verfahren nicht notwendigerweise auf p(&,+1) = 0.
In einer verfeinerten Analyse wurde eine lokale Newton-Iteration angewendet:
Er1_ gh by S =G
§n+1 =& — @(fnﬂ) (6.30)

k_ Y
o(En1) — @(fnﬁ)
wobei k der Index fiir die lokale Iteration ist. Die Methode ist stabil fiir alle Zeitschritte.
Die Giite der Ndherung hingt aber dennoch von der Wahl der Schrittweite ab,

k=1 _ ¢y _ At 1-¢&
Pl = tn) =  7e(Ong1) Méns Ont1) <0 (6.31)
P =1)=1-§>0 (6.32)

und der Annahme, dass p(§,,+1) nur einen Wendepunkt im Losungsintervall &1 € [¢,, 1]
besitzt.

6.3.1 Beispiel 2: Zugstab in der Aushartungsform

Die einfachste Fragestellung ist (analog zum freischwimmenden Tropfen) der in der Form
gegossene Zugstab (Abb. 6.3). In der Laborpraxis zur Herstellung von Probekérpern
werden die Fliachen einer Giefsform mit Trennmittel versehen, so dass keine Spannungen
durch Reaktionsschwund oder Abkiihlkontraktion entstehen kénnen. Abbildung 6.3 zeigt
den spannungsfreien Zustand am Ende der chemischen Reaktion. Fixiert man das Harz an
beiden Enden der Gieftform durch entfernen des Trennmittels in diesem Bereich, ergeben
sich Zugspannungen nach Ablauf der Hartungsreaktion (s. Abb. 6.4).

6.3.2 Beispiel 3: Validierung der Schwundkraftmessung

Zur Validierung des Modells wird die Schwundkraft in einem Probekérper (Geometrie der
Messstruktur mit Abmessungen nach DIN 53455 s. Abb. 6.5) mit ABAQUS berechnet. In
dieser Abbildung ist auch die 2. Hauptspannung fiir den Temperaturfall 100°C dargestellt.
In den Randzonen oben und unten kommt es zu einer leichten Erhohung der Spannungen
in Folge des auftretenden Schwunds.

In Abbildung 6.6 sind die Knotenkriifte auf den Elementen der Oberseite zu einer
resultierenden Kraft zusammengefasst. Die resultierende Kraft ist vergleichbar mit dem
Ergebnis einer Schwundkraftmessung in der dynamisch-mechanischen Analyse (DMA).
Man erkennt den Unterschied in der Hohe axialen Kraftkomponente.
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6 Berechnung von Anfangs-Randwertproblemen

Abbildung 6.3: Zugstab aus Giefsharzform

S, Mises

(Avg: 75%)
+2.059e+01
+1.938e+01
+1.817e+01
+1.696e+01
+1.575e+01
+1.455e+01
+1.334e+01
+1.213e+01
+1.092e+01
+9.711e+00
+8.502e+00
+7.293e+00
+6.085e+00

einfache Last
z ODB: zugVergleich.odb  Abaqus/Standard 6.10-2 Wed Aug 06 08:55:41 W. Europe Daylight Time 2014

Y

Step: zugpruefung, verlauf der Zugpruefung

Increment  1: Step Time = 1.000
Primary Var: S, Mises

X Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+00

Abbildung 6.4: Zugstab aus Gieftharzform an beiden Seiten fixiert nach Hartungsreaktion
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6.3 User-Defined Material Modell

S, Mid. Principal

(Avg: 75%)
+1.069e-01
+9.666e-02
+8.642e-02
+7.618e-02
+6.594e-02
+5.569e-02
+4.545e-02
+3.521e-02
+2.497e-02
+1.473e-02
+4.483e-03
-5.759e-03
-1.600e-02

ODB: aaalSolution__14 59_14 1l.odb Abaqus/Standard 6.10-2 Wed Nov 14 14:59:51 W. Europe Standard Time 2012

Y
X Step: Step-1
Increment 2000: Step Time = 1995,
z

Primary Var: S, Mid. Principal
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +2.846e+01

Abbildung 6.5: Isotherme Berechnung der Schwundspannung bei 100°C (hier 2. Haupt-
spannung)

1%Iumelrische Berechnung der Kraft auf Plattengeometrie

1.6

TAf e

I I
10000 15000 20000

t, [s]
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Abbildung 6.6: Berechneter Verlauf der Schwundkraft bei unterschiedlichen Héartung-
stemperaturen
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6 Berechnung von Anfangs-Randwertproblemen

DMA Messung der Kraft auf Plattengeometrie
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Abbildung 6.7: Messwerte der Schwundkraft aus DMA bei unterschiedlichen Hértung-
stemperaturen

6.3.3 Beispiel 4: Zweischichtplatte

Der Einfluss der Hirtungstemperatur wird besonders deutlich an einem Verbund aus
zwei Schichten. Die untere Schicht besteht aus 1 mm Trégermaterial aus BMC Kunst-
stoff, der obere Teil aus dem Reaktionsharz (Abb. 6.8). Berechnet wurde die Aushéirtung
bei 100°C und bei 120°C. Aus Abb. 6.9 kann man erkennen, dass der Betrag des Ver-
schiebungsvektors grofer als die Dicke der Tragerschicht werden kann. In Abb. 6.10 ist
die erste Hauptdehnung dargestellt. Man erkennt zunéchst, dass das Bauteil schlecht ge-
lagert ist. Die erste Hauptspannung ist in Abb. 6.11 dargestellt. An einem Randknoten
ergeben sich 1,2 MPa Zugspannung. Dieser Wert ist erwartungsgeméif zwar niedrig und
wird aus diesem Grund oft vernachlissigt, stellt aber die Spannung durch die chemische
Reaktion dar. Der Betrag des Verschiebungsvektors nach Hirtung bei 120°C (Abb. 6.12)
ist grofter. Der Grund hierfiir ist der unterschiedliche Reaktionsumsatz beim Gelieren.
Die erste Hauptdehnung bei 120°C ist kleiner (Abb. fig:e120). Die erste Hauptspannung
bei 120°C ist ebenfalls kleiner (Abb. fig:e120). Der Grund fiir die kleineren Dehnungs-
und Spannungswerte liegt darin begriindet, dass bei 120°C das Gelieren nach 58% Re-
aktionsumsatz méglich. Bei 100°C ist das Gelieren bereits nach 44% Reaktionsumsatz
erreicht. Damit werden bei 120°C niedrigere Spannungen erzeugt.

Beim Abkiihlen auf Raumtemperatur entstehen jedoch weitaus kritischere Werte. Ab-
bildung 6.15 zeigt die maximale Hauptspannung am Verbund bei Raumtemperatur. In
der oberen Schicht aus Reaktionsharz werden Spannungen von iiber 80 MPa berechnet.
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6.3 User-Defined Material Modell

« b

Abbildung 6.8: Verbund von Reaktionsharz und Tréagerplatte vor der Aushértung (FE-
Modell)

U, Magnitude
+2.183e+00
+2.001e+00
+1.819e+00
+1.637e+00
+1.456e+00
+1.274e+00
+1.092e+00
+9.097e-01
+7.278e-01
+5.458e-01
+3.639e-01
+1.819e-01
+0.000e+00

ODB: Job-1.0db Abaqus/Standard 6.10-2 Tue Nov 05 19:27:53 W. Europe Standard Time 2013

Step: Step-1
z Increment  680: Step Time = 2.0000E+04

Primary Var: U, Magnitude
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.390e+00

Abbildung 6.9: Betrag des Verschiebungsvektors nach Hirtung bei 100°C

105
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E, Max. Principal
(Avg: 75%)

+3.654e-02
+3.214e-02
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+1.894e-02
+1.455e-02
+1.015e-02
+5.752e-03
+1.354e-03
—3.044e-03
—7.442e-03
-1.184e-02
—-1.624e-02

ODB: Job-1.0odb Abaqus/Standard 6.10-2 Tue Nov 05 19:27:53 W. Europe Standard Time 2013

Step: Step-1

Increment  680: Step Time = 2.0000E+04

Primary Var: E, Max. Principal

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.390e+00

Abbildung 6.10: 1. Hauptdehnung nach Hirtung bei 100°C

S, Max. Principal
(Avg: 75%)

+3.178e+00
+2.908e+00
+2.637e+00
+2.367e+00
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Step: Step-1

Increment  680: Step Time = 2.0000E+04

Primary Var: S, Max. Principal

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.390e+00

Abbildung 6.11: 1. Hauptspannung nach Hirtung bei 100°C
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U, Magnitude
+2.570e+00
+2.355e+00
+2.141e+00
+1.927e+00
+1.713e+00
+1.499e+00
+1.285e+00
+1.071e+00
+8.565e—-01
+6.424e-01
+4.283e-01
+2.141e-01
+0.000e+00

ODB: Job-1.0db Abaqus/Standard 6.10-2 Tue Nov 05 20:26:13 W. Europe Standard Time 2013

Step: Step-1

Increment  313: Step Time =  8000.

Primary Var: U, Magnitude

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.390e+00

Abbildung 6.12: Betrag des Verschiebungsvektors nach Hirtung bei 120°C

E, Max. Principal

(Avg: 75%)
+2.656e-02
+2.299e-02
+1.943e-02
+1.587e-02
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+1.624e-03
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—-5.499e-03
-9.061e-03
-1.262e-02
-1.618e-02

ODB: Job-1.0odb Abaqus/Standard 6.10-2 Tue Nov 05 20:26:13 W. Europe Standard Time 2013

Step: Step-1

Increment  313: Step Time =  8000.

Primary Var: E, Max. Principal

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.390e+00

Abbildung 6.13: 1. Hauptdehnung nach Hirtung bei 120°C
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S, Max. Principal

(Avg: 75%)
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Y ODB: Job-1.0db Abaqus/Standard 6.10-2 Tue Nov 05 20:26:13 W. Europe Standard Time 2013

Step: Step-1
z Increment  313: Step Time = 8000.
Primary Var: S, Max. Principal

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.390e+00

Abbildung 6.14: 1. Hauptspannung im Verbund nach Hirtung bei 120°C

S, Max. Principal

(Avg: 75%)
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+0.000e+00
—-2.322e+01

ODB: Cooling.odb Abaqus/Standard 6.12-1 Sun Nov 30 14:12:06 W. Europe Standard Time 2014
Y

Step: Step-1

Increment & 56: Step Time = 05118

Primary Var: S, Max. Principal

Deformed Var U Deformation Scale Factor: +1.000e+00

z

Abbildung 6.15: Verbund von Reaktionsharz und Trigerplatte nach der Aushértung bei
100°C und Abkiihlen auf Raumtemperatur
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Diese Ergebnis zeigt, dass ein Verbund schon nach dem Herstellungsprozess die Grenzen
der Festigkeit erreicht.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

In der Arbeit wird ein konstitutives Modell zur Beschreibung der Umwandlung vom
unreagierten Ausgangszustand zum duroplastischen Endzustand von Reaktionsharzen
vorgeschlagen. Dabei werden die Phéanomene Volumenschwund, Aufbau einer elastischen
Struktur und Wérmeentwicklung beriicksichtigt.

Es konnte gezeigt werden, dass sich alle drei relevanten Anderungen mit einem einzi-
gen Typ von Evolutionsgleichung und einer Bedingung fiir den Gelpunkt abbilden lassen.
Die chemische Kinetik wird nicht im Detail betrachtet, sondern durch eine Gesamtreak-
tion (Bruttoreaktion) beschrieben. Dabei zeigte sich, dass mit dem Modell der Einfluss
unterschiedlicher Hartungstemperaturen auf die am Bauteil auftretenden Spannungen
abgebildet werden kann. Beim Aushérten von Reaktionsharzen ergibt eine detaillierte
Analyse der chemischen Kinetik das Vorhandensein von Folge- und Parallelreaktionen,
die einerseits molekulare Segmente verlingern, andererseits Ketten miteinander verbin-
den und damit zur rdumlichen Vernetzung als Endzustand beitragen. Die rdumliche
Vernetzung von Molekiilen fiihrt zu einem elastischen Materialverhalten. Diese Teilre-
aktionen besitzen unterschiedliche thermische Aktivierungsenergien und laufen daher bei
unterschiedlichen Temperaturen schneller oder langsamer ab. Als Folge davon erfolgt
das Gelieren, also der mechanische Zustand, bei dem erstmals im Verlauf der Reaktion
Schub- und Zugspannungen auftreten kénnen. Dies erfolgt bei unterschiedlichem che-
mischen Umsatz. Dieser Sachverhalt ist messtechnisch erfassbar und wird vom Modell
wiedergegeben. Das Auftreten dieser reaktionsbedingten Spannungen ist, analog zu rein
thermoelastischen Fragestellungen, abhéingig vom konkret gestellten Randwertproblem.
Das Modell erlaubt, die Grenzfille ungehinderte und vollkommen gehinderte Volumen-
kontraktion sowie alle Zwischenzustinde wiederzugeben. Damit ist das erste Ziel der
Arbeit erreicht, die Einfliisse der 0. g. Phinomene in eine Berechnung einflieffen zu las-
sen.

Die thermodynamische Konsistenz des Modells wird zunéchst mit Hilfe einer Taylorent-
wicklung der Helmholzschen freien Energie untersucht. Sie ist an Bedingungen gekniipft,
die sich aus der Betrachtung der Thermodynamik der Polymerbildung ergeben. Es zeigte
sich jedoch, dass die thermodynamische Bedingung der Polymerbildung sich zwar auch
im Rahmen der rationalen Kontinuumsmechanik formulieren l&sst, jedoch die schérfe-
ren Bedingungen fiir die Konsistenz des kontinuumsmechanischen Modells nicht erfiillen
kann. Ein Ansatz fiir die freie Energie in Form einer Funktion in Integralform wurde daher
verwendet. Dabei kann gezeigt werden, dass damit der Nachweis der thermodynamischen
Konsistenz gelingt. Es ergibt sich eine Formulierung der konstitutiven Gleichungen in Ra-
tenform. Weiterhin muss darauf hingewiesen werden, dass zusétzlich zur Erfiillung des 2.
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Hauptsatzes bei den betrachteten Werkstoffen bzw. Werkstoffvorstufen auch kinetische
Bedingungen auftreten. Das beherrschende Phénomen ist der Glaszustand, durch den
der Ablauf der chemischen Reaktion zum Stillstand gebracht werden kann.

Im Rahmen der Arbeit wurde ebenfalls eine Messmethode zur Bestimmung der Schwund-
spannungen verwendet, die zur Validierung von numerischen Berechnungen dient. Diese
Methode wurde bereits von Harsch [80] im Jahr 2008 vorgestellt. Damit ist es mdoglich, al-
le Modellparameter messtechnisch zu bestimmen. Zusétzlich konnen aus den Messungen
der Schwundkraft Riickschliisse gezogen werden, wie z. B. die Anwesenheit von Fiillstof-
fen, die durch Bildung von Hohlrdumen spannungsreduzierend wirken.

Das einfachste Modell ohne Kopplung mit dem Temperaturfeld wurde in die kommer-
zielle FEM-Software ABAQUS implementiert. Die Einbindung des entwickelten Modells
erfolgte durch eine user subroutine. Aufgrund der Komplexitit der chemischen, mecha-
nischen und thermischen Zusammenhénge erfordert schon das vereinfachte isotherme
Modell 10 Parameter, die aus Messungen gewonnen werden miissen. Hiermit ist es mog-
lich, den Spannungs- und Verformungszustand des betrachteten Feldproblems numerisch
zu bestimmen.

Weitere Betrachtungen wurden zu denkbaren Abweichungen von isothermen Bedin-
gungen angestellt. Bedingt durch die starke Abhéngigkeit der kinetischen Parameter von
der Temperatur, konnen grofe Gradienten der Temperatur und damit des Reaktionsum-
satzes entstehen. Eine grundséitzliche analytische Abschétzung dazu wurde gegeben.

Fiir industrielle Anwendungen lésst sich folgende Vorgehensweise ableiten:

e Untersuchung der giinstigsten und dabei wirtschaftlich vertretbaren Héartungstem-
peratur

e Kontrolle, ob isotherme Bedingungen realisierbar sind
e messtechnische Kontrolle, ob weitere Effekte erfasst werden miissen
e numerische Berechnung der zu erwartenden Spannungen und Verzerrungen

Diese Vorgehensweise lésst sich mit den vorgestellten Methoden und Modellen realisieren.

7.2 Ausblick

Bei einer weitergehenden Betrachtung kénnen, basierend auf dem vorgestellten Modell,
Erweiterungen vorgenommen werden, wie die Einbeziehung von groften Verformungen,
Abhéngigkeiten der Wirmeleitfihigkeit vom Reaktionsumsatz, Abhéngigkeiten der ther-
mischen Ausdehnungskoeffizienten vom Reaktionsumsatz sowie aus den grofsen Verfor-
mungen hervorgerufene nicht-linear viskoelastische Effekte beim Abkiihlen. Die Berech-
nung komplizierterer Aushértungprofile erfordert weitere user subroutinen, die den Ver-
lauf der Reaktionswéirme wiedergeben und damit eine gekoppelte numerische Feldberech-
nung. Derartige weitergehende Untersuchungen sind in Zukunft erforderlich, um letzt-
endlich Aussagen zur Zuverlissigkeit von Reaktionsharzen als Konstruktionswerkstoff zu
gewinnen. Erste Voraussetzung dabei ist naturgeméf die Kenntnis von verarbeitungsbe-
dingten Spannungen als Ausgangszustand fiir eine Lebensdaueranalyse.

112



7.2 Ausblick

-
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Abbildung 7.1: Schema zur numerischen Berechnung nach Rabearison et al. [73]

Eine weitere Fragestellung ergibt sich aus der Tatsache, dass bisher nur die Hartung von
Reaktionsharzen betrachtet wurde, die kinetisch nicht gehemmt wird. In der Praxis er-
gibt sich allerdings hiufig die Situation, dass Reaktionsharze bei niedrigen Temperaturen
(< Tyoo) gehirtet werden und dabei in einen Glaszustand kommen, der die weitere che-
mische Reaktion durch Unbeweglichkeit der Molekiile verhindert. In diesem Fall werden
Relaxationszeiten wesentlich grofer und eine Modellierung muss zwingend viskoelastisch
sein.

Das Modell kann erweitert werden auf Harze mit schwundreduzierenden Fiillstoffen.
Der Mechanismus dieser Kompensation besteht darin, dass gezielt feindisperse Phasen
aus Fiillstoff eingebracht werden, die bei Anwesenheit von chemischen oder thermischen
Schwundspannungen Risse oder Hohlrdume bilden. Es handelt sich also um eine ge-
wiinschte Vorschadigung des Materials, die jedoch kontrolliert stattfindet. Zur Bertick-
sichtigung derartiger Effekte sind allerdings umfassende elektronenmikroskopische Un-
tersuchungen erforderlich.

Ein Schema fiir die numerische Berechnung eines Hértungsverlaufs wurde 2009 von
Rabearison et al. [73,74] vorgestellt. Neben einer detaillierten Untersuchung der Reakti-
onskinetik eines kommerziell stark verbreiteten Epoxidharzes als Matrixwerkstoff, wird
eine Feldkopplung zwischen Verschiebungsfeld und Temperaturfeld realisiert. Dazu die-
nen eine user subroutine fiir die Verfestigung und die exotherme Wérmeentwicklung.
Der hohe numerische Aufwand ergibt Rechenzeiten fiir ein zweidimensionales rotations-
symmetrisches Modell mit 700 Elementen bei typischen Aushirtungsbedingungen von 20
Minuten. Durch die Berechnung mit linear-elastischem Stoffgesetz konnte allerdings der
beim Abkiihlen unterhalb Glastemperatur hohe Einfluf von Relaxationen nicht beriick-
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7 Zusammenfassung und Ausblick

sichtigt werden.

Ein Zugang zur Beriicksichtigung von moderat grofen Verformungen ist z. B. durch
eine Vorgehensweise zu realisieren, die Anand [121] bei der Beschreibung plastischer
Deformationen vorschlagt. Hierbei kénnte eine multiplikative Zerlegung des Deformati-
onsgradienten F' benutzt werden, wobei der Spannungstensor durch einen Anteil aus 2.
Piola-Kirchhoff- und Mandel-Tensor ausgedriickt wird.

Eine weitere Herausforderung stellt die Tatsache dar, dass die Anderung des Zustandes
von fliissig auf fest, also das in der Arbeit behandelte Phéinomen des Gelierens, offensicht-
lich keine lokalen Eigenschaften besitzt. Es handelt sich dabei nicht um einen Phasen-
iibergang im Sinne von Kristallisation oder Schmelzen. Bei Phaseniibergéngen kann die
Grenze zwischen zwei Phasen beliebig klein gezogen werden - schon zwei Molekiile sind
entweder kristallin angeordnet oder nicht. Beim Gelieren eines Reaktionsharzes lésst sich
nicht lokal feststellen, ob ein betrachtetes Volumenelement geliert ist oder nicht. Im Ex-
tremfall kann ein Molekiil sehr grofs werden, ein Gelzustand kann erst durch Adhésion an
Geh#usewiinden nachgewiesen werden. Aus der Sicht der Kontinuumsmechanik handelt
es sich dabei um ein Gradientenmaterial, das eine modellmé&fige Betrachtung von Gra-
dienten des Deformationsgradienten nach sich zieht. Bei der weiteren mathematischen
Behandlung entstehen daraus Tensoren héherer Ordnung fiir Spannungen, Verzerrungen
und Steifigkeiten.

Schlussendlich stellt sich auch die Frage, ob die behandelten Spannungs- und Verzer-
rungszustinde auch direkt messtechnisch am Bauteil erfasst werden kénnen. Aus Sicht
der Experimentalphysik handelt es sich dabei um ein Feld aus weicher Materie, dass
geringe Dichtegradienten aufweist. Eine ultraschallmikroskopische Methode ist denkbar,
aber nicht etabliert. Untersuchungen mit Hilfe einer Neutronenquelle kénnen Vorspan-
nungen in Metallen oder Metalloxiden auf Grund von Verschiebungen von Atomen direkt
nachweisen, bei polymeren Materialien versagt diese Methode, weil spannungsabbauende
Relaxationen mit solchen Verschiebungen verbunden sind.
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