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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein thermomehanishes Modell vorgestellt, dass das Verhalten

von Reaktionsharzen, einer speziellen Materialvorstufe von Duroplasten, beshreibt. Da-

bei werden die drei wesentlihen Ersheinungen (Ausbildung einer elastishen Struktur,

Volumenshwund und Entwiklung von Reaktionswärme) berüksihtigt.

Die Evolutionsgleihungen zur Beshreibung der zeitlihen Entwiklung dieser Phäno-

mene ermöglihen eine Erfassung von Ein�üssen bei untershiedlihen Aushärtungstem-

peraturen und zeigen den starken Ein�uss der Temperatur bei nihtisothermen Verläufen

während der Verarbeitung. Das Modell verwendet zwei Reaktionskonstanten, damit der

Ein�uÿ konkurrierender hemisher Reaktionen beshrieben werden kann. Die thermo-

dynamishe Konsistenz des Modells lässt sih anhand eines Ansatzes für die freie Energie

beshreiben. Daraus ergibt sih ein hypoelastishes Modell. Aufgrund der Komplexität

der Problemstellung erfolgt die numerishe Berehnung zur Vereinfahung ohne Berük-

sihtigung des Temperaturfeldes. Exemplarish wurde die Theorie auf vershiedene pra-

xisrelevante Probleme (Beherverguss, Zweishihtverbund) angewendet.
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Summery

Based on rational thermodynamis a model for thermosets has been developed. Sti�ness

gain, volume shrinkage and heat generation during uring reation are taken into aount.

In numerial alulations thermal e�ets are ignored for simpliity. Some numerial ex-

amples demonstrate that the developed approah is suitable to orretly reprodue the

relevant mehanial phenomena observable during uring proess of thermosets for dif-

ferent uring temperatures and shows learly the in�uene of temperature inrease in

ase of nonisothermal proessing. The modeling of ure kinetis involves two distint

parameters for a better desription of the e�ets aused by small isothermal temperature

hanges. The thermodynami aspets of modelling lead to a hypoelasti model proposed.
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Symbolverzeihnis

Symbol Beshreibung

Mathematishe Symbole

aaa ··· bbb Skalarprodukt zweier Vektoren (kommutativ)
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Lin Menge aller Tensoren 2. Stufe

Inv Menge aller invertierbaren Tensoren 2. Stufe
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Lateinishe Symbole

Skalare Gröÿen

A Flähe in der Referenzkon�guration

Am mehanishe A�nität

Ac hemishe A�nität

a Flähe in der Momentankon�guration

C Wärmekapazität

c spezi�she Wärmekapazität

E eindimensionaler Elastizitätsmodul

Ea Aktivierungsenergie der hemishen Reaktion

G freie Gibbs`she Energie

g spezi�she freie Gibbs`she Energie

G Shubmodul

H Enthalpie

h spezi�she Enthalpie

I intensive thermodynamishe Gröÿe

J = detFFF Determinante des Deformationsgradieneten

K Kompressionsmodul

N Anzahl Teilhen einer Molekülsorte

n spezi�she Anzahl der Teilhen einer Molekülsorte

Pdiss dissipierte Leistung
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S Entropie

s spezi�she Entropie

Si Entropie innerhalb des Systems

Se Entropie in der Umgebung des Systems

tc Koe�zient der hemishen Reaktionsgeshwindigkeit

U innere Energie

u spezi�she innere Energie

UL,C thermishe Aktivierungskonstanten der Reaktion

V Volumen

Wmech mehanishe Arbeit

Vektoren

fffR externe Volumenkraft

lll Drehimpuls

PPP Impulsvektor

qqq Wärmestromvektor

SSS Entropie�uÿ

ttt Spannungsvektor

uuu Vershiebungsvektor
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Tensoren 2. Sufe

AAA Verzerrungstensor nah Euler-Almansi

BBB linker Cauhy-Green`sher Tensor

CCC rehter Cauhy-Green`sher Tensor

DDD Deformationsgeshwindigkeitstensor

EEE Verzerrungstensor nah Green-Lagrange

eee deviatorisher Anteil des Dehnungstensors

FFF Deformationsgradient

HHH Vershiebungsgradient

III Einheitstensor
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QQQ orthogonale Transformation

TTT Cauhy Spannungstensor

TTTR 1. Piola-Kirhho�`sher Spannungstensor

T̃TT 2. Piola-Kirhho�`sher Spannungstensor

WWW Spintensor

Tensoren 4. Stufe
CCC Tensor der Stei�gkeit

Griehishe Symbole

α thermisher Ausdehnungskoee�zient
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ϕ intrinsishe Dissipation

Φ hemishe Dissipation
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τCc Zeitkonstante der hemishen Reaktion

τLc Konstante der Latenzzeit der hemishen Reaktion
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θ Temperatur

λ Lagrangesher Multiplikator

ν Poissonshe Zahl

µ hemishes Potential

ξc innere Variable, Reaktionsumsatz für Volumenshwund

ξm innere Variable, Reaktionsumsatz für mehanishe Vernetzung

ξh innere Variable, Reaktionsumsatz bezogen auf Reaktionswärme

ρ0 Dihte in der Referenzkon�guration

ρ Dihte in der Momentankon�guration

χ Bewegungsfunktion

∇∇∇R Gradient bezogen auf die Referenzkon�guration

∇∇∇ Gradient bezogen auf die aktuelle (verformte) Kon�guration

∇∇∇R ··· (···) = Div(···) Divergenz bezogen auf die Referenzkon�guration
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J allgemeine extensive thermodynamishe Gröÿe
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1 Einleitung

1.1 Einführung und Motivation

Gegenstand der Kontinuumsmehanik ist die Erforshung von Zusammenhängen zwi-

shen Kräften und Bewegungen, die auf materielle Körper wirken. Die Kontinuumsme-

hanik ist eine phänomenologishe Feldtheorie. Auf der Grundlage von experimentellen

Erfahrungen werden auf makroskopishem Niveau mathematishe Modelle für das meha-

nishe Verhalten der Werksto�e formuliert. Die Gleihungen der Kontinuumsmehanik

bestehen aus den materialunabhängigen Beshreibungen, wie Kinematik, Kinetik und den

Bilanzgleihungen, und den Aussagen, die das Verhalten des Kontinuums re�ektieren. Im

letzteren werden mit systematishen Methoden Gleihungen zur Beshreibung des Mate-

rialverhaltens aufgestellt. Mit diesen Beshreibungen werden Anfangs-Randwertprobleme

der Kontinuumsmehanik formuliert. Zur Lösung dieser partiellen Di�erentialgleihun-

gen werden neben den klassishen analytishen Methoden auh numerishe Verfahren

wie die Finite-Elemente-Methode eingesetzt. Zu dieser Methode seien die Abhandlun-

gen von Zienkiewiz [196℄, Wriggers [193℄ und Hughes [91℄ zitiert. Eine Übersiht über

die Möglihkeiten der Modellierung des mehanishen Werksto�verhaltens wird in Al-

tenbah [12, 15℄ beshrieben. Ein Überblik über die grundlegende Vorgehensweise der

Kontinuumsmehanik wurde von Bertram [28℄ gegeben.

In der vorliegenden Arbeit soll eine Vorstufe einer speziellen Materialklasse betrahtet

werden, die erst bei der Verarbeitung die für Kunststo�e typishe hohmolekulare Struk-

tur erhält [42℄. Hierbei handelt es sih im Anlieferungszustand um �üssige, pastöse oder

granulare Sto�e, die hemish reaktive Moleküle enthalten. Aufgrund der häu�g hoh-

viskosen �üssigen Handelsform werden sie als Reaktionsharze bezeihnet. Da der Ablauf

einer hemishen Reaktion nur bei Vorliegen einer molekularen Beweglihkeit möglih

ist, wird bei der Verarbeitung immer ein �üssiger Zustand durh Aufshmelzen erzeugt,

wenn das Material im festen, genauer gesagt im glasartigen, oder seltener, im kristallinen

Zustand vorliegt. Der klassishen Einordnung der Kunststo�e folgend, gehören die Reak-

tionsharze zu den Duroplasten, da sie nah der Aushärtung räumlih vernetzt und niht

mehr aufshmelzbar sind [122℄. Die Umwandlung vom �üssigen Zustand zum ausgehärte-

ten Duroplastmaterial kann auh nur teilweise erfolgen, sodass ein Halbzeug vorliegt, das

bei weiteren Verabeitungsshritten vollständig ausgehärtet wird. Die hier verwendeten

Begri�e sind nah DIN 16945 genormt [1℄. Ein Beispiel dafür sind Prepregs, Verbünde

von Fasern und Harz [47, 94℄.

Tehnishe Anwendungen dieser Materialklasse sind neben Formteilen aus Duroplast-

material die klassishen Isoliermaterialien in der Elektroindustrie, wie Vergussmassen für

Transformatoren, Tränkharze für Generatorwiklungen in Abb. 1.1. Abbildung 1.2 zeigt

eine shematishe Darstellung der Verarbeitung von Reaktionsharzen, bei der die �üssi-
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1 Einleitung

Abbildung 1.1: Wiklung am Stator eines Generators getränkt mit Epoxidharz

(Bild: Siemens AG)

gen Komponenten aus einem Rührbehälter heraus dosiert und einem statishen Misher

zugeführt werden. Die �üssige Mishung wird danah entweder direkt in eine Form un-

ter Vakuum appliziert oder einem Werkzeug oder Bauteil zugeführt [48℄. In der Regel

werden Reaktionsharze bei erhöhten Temperaturen verarbeitet, sodass der letzte Ver-

arbeitungsshritt das Abkühlen auf Raumtemperatur darstellt. Die hemishe Reaktion

muss zu diesem Zeitpunkt noh niht vollständig abgeshlossen sein, es können später

durhgeführte Temperaturshritte bei wiederum erhöhten Temperaturen folgen. Weitere

Anwendungen der Reaktionsharze �nden sih in der Mikroelektronik und Elektrotehnik

als Umhüll- und Abdekmassen (s. Abb. 1.3) sowie im groÿen Bereih der Klebsto�e.

Die Aufgabe der Reaktionsharze ist dabei, eine sihere elektrishe Isolation sowie Shutz

vor eindringender Feuhtigkeit zu gewährleisten (s. Abb. 1.4). Das wohl gröÿte Anwen-

dungsgebiet stellt die Verwendung dieser Materialien als Matrixwerksto� für Komposite

dar, wobei das Reaktionsharz einen adhäsiven Verbund zwishen Faserverstärkungen her-

stellt. Wenn shon die Kunststo�e selbst als Werksto�e noh weit davon entfernt sind,

als Konstruktionswerksto�e wissenshaftlih durhdrungen zu sein, dann vershärft sih

die Problematik nohmals bei Betrahtung der Reaktionsharze, weil ein weiterer Aspekt

hinzukommt: die Adhäsion zu Fügepartnern bzw. an Gehäusewänden. Dadurh erge-

ben sih die hier untersuhten, inneren Vorspannungen, die einen erheblihen Anteil des

mehanishen Festigkeitspotentials in Anspruh nehmen können. Zur Beshreibung des

mehanishen Zustands von Reaktionsharzen ist eine Untersheidung zwishen den Vor-

gängen während der Verarbeitung und dem ausgehärteten Material notwendig. Während

der Verarbeitung sind die Ein�ussfaktoren insbesondere:

• hemishe Zusammensetzung und Kinetik der Reaktion,

• Anteil vom Reaktionsumsatz beim Übergang von �üssigem in den festen Zustand

(Gelieren) am gesamten Reaktionsgeshehen,

• Verhältnis der Härtungstemperatur zur möglihen maximalen Glasübergangstem-

peratur,

6



1.1 Einführung und Motivation

Abbildung 1.2: Prinzipskizze einer Vakuum-Mish- und Dosieranlage nah Grindling [77℄:

a) Pressen, b) Vakuumverguss

• erreihter Reaktionsumsatz

Das mehanishe Verhalten von Reaktionsharzen ist im ausgehärteten Zustand generell

abhängig von folgenden Ein�ussfaktoren:

• Beanspruhung durh eingeprägte Spannungen hervorgerufen durh adhäsiven Ver-

bund mit umgebenden Bauteilen,

• Spannungsänderungen durh untershiedlihe thermishe Ausdehnungskoe�zien-

ten im Verbund,

• zeitliher Verlauf von mehanisher und thermisher Belastung,

• Umgebungsein�üssen wie Feuhte oder nihtthermisher hemisher Angri�

7



1 Einleitung

Abbildung 1.3: Verguss von Induktionsspulen mit Epoxidharz. Links Quershnitt mit

Wolframoxid gefüllt, rehts Längsshnitt mit Quarz gefüllt

(Bild: Siemens AG)

Abbildung 1.4: Verguss von Spulen in PPS Gehäuse. Links eine Ringkernspule vor dem

Verguss, rehts umhüllt mit Epoxidharz

(Bild: Siemens AG)
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1.2 Phänomenologishe Erkenntnisse

Umfassende Untersuhungen dazu werden von Ehrenstein [55℄ beshrieben. Im Unter-

shied zu den (niht hemish vernetzten) Thermoplastmaterialien wird bei der Ver-

arbeitung von Reaktionsharzen keine ausgeprägte Orientierung und damit Anisotropie

festgestellt. Im ausgehärteten Zustand liegt daher ein isotroper Werksto� vor. Durh Zu-

gabe von Füllsto�en oder Verstärkungsmaterialien ist die Morphologie niht homogen.

Eine Beshreibung durh Mittelungen hängt von der Gröÿenordnung der Phasen ab, s.

dazu Altenbah [13℄.

Durh den starken Ein�uss der ablaufenden hemishen Reaktion ist diese Werksto�-

klasse traditionell eine Domäne der Chemie als Wissenshaftszweig. Dennoh ist es mög-

lih und notwendig, die ablaufenden Vorgänge auh aus der Siht der Kontinuumsme-

hanik zu betrahten, um ingenieurwissenshaftlihe Erkenntnisse zu gewinnen. Zunähst

sind dazu einige grundsätzlihe Phänomene zu nennen.

1.2 Phänomenologishe Erkenntnisse

Bei der Herstellung von polymeren Werksto�en werden durh eine Folge von hemi-

shen Reaktionsshritten einzelne kleine Moleküle (Monomere) zu groÿen Makromole-

külen (Polymeren) verknüpft. Diese Verknüpfung wird durh eine kovalente hemishe

Bindung erzeugt. Im Fall der bekannten thermoplastishen Kunststo�e werden nur lange

Molekülketten erzeugt, bei duroplastishen Formsto�en auh hemishe Vernetzungen

zwishen den einzelnen Makromolekülen. In diesem Fall ergeben sih niht nur lange

Molekülketten, sondern ein Netzwerk aus praktish einem einzigen, sehr groÿen Molekül.

Im Verlauf der Härtungsreaktion ändert sih das phänomenologishe Ersheinungsbild

der Reaktionsharze von einer Flüssigkeit zu einem festen Sto�. Bei genauerer Betrah-

tung steigt zunähst die Viskosität der Flüssigkeit, bis das polymere Netzwerk soweit

gebildet ist, dass ein Gelzustand erreiht wird. Dieses Gel kann Shubspannungen über-

tragen und es wird ein, mit zunehmenden Maÿ der Reaktion und Vernetzung immer

mehr ausgeprägtes elastishes Verhalten beobahtet [159℄. Ab diesem Abshnitt der Po-

lymerisationsreaktion wird aus der Wandhaftung der Flüssigkeit eine Randbedingung

für den festen Werksto�. Der Volumenshwund durh die hemishe Reaktion ist di-

rekt proportional dem Reaktionsumsatz und hängt niht von der Temperaturführung

der Reaktion ab unter der Voraussetzung, dass keine Änderungen der gesamten Reak-

tionskinetik erzeugt werden (Bevorzugung oder Benahteiligung von einzelnen Parallel-

oder Folgereaktionen s. Abb. 1.5). In dem Shema von Holst (Abb. 1.5), in der beispiel-

haft eine Epoxid/Anhydridreaktion skizziert wird, erkennt man, dass die Diesterbildung

zwishen Epoxid und Karbonsäure parallel zur Etherbildung aus der Reaktion Epoxid

mit Epoxid abläuft. Da die Etherbildung shneller zur Vernetzung führt, kann eine ther-

mish induzierte Bevorzugung dieser Teilreaktion zu einer Gelierung shon bei niedrige-

rem Reaktionsumsatz führen. Diese Abhängigkeiten sollen später bei der konstitutiven

Modellbildung berüksihtigt werden.

Je nah äuÿeren Randbedingungen (z. B. Haftung an Gehäusewänden) werden durh

die hemishe Reaktion Spannungen und Verzerrungen im Formsto� erzeugt [51,62,194℄.

Ein typishes unerwünshtes Verhalten zeigt Abb. 1.6. Die Höhe der Spannungen hängt

9



1 Einleitung

Abbildung 1.5: Folge- und Parallelreaktionen bei der Aushärtung eines Epoxidharzes

nah Holst [85℄

dabei vom Anteil der Reaktion nah dem Gelieren ab, vor diesem Ereignis kann ein

Nah�ieÿen erfolgen. Eine kontinuumsmehanishe Betrahtung des Phänomens benötigt

daher keine detaillierte Einbeziehung der ablaufenden hemishen Reaktionen, sehr wohl

jedoh eine exakte Berüksihtigung des Anteils der Reaktion vor und nah dem Gelieren.

Die erzeugten Spannungen können shon bei der Verarbeitung zu Shädigungen bis

hin zum Versagen des Bauteils führen. Zahlreihe Untersuhungen dazu wurden ver-

ö�entliht. Beispielhaft seien die Arbeiten von O`Brian, Zarelli, Hahn und White zi-

tiert [16, 79, 182, 185�187, 189, 195℄.

Grundsätzlih kann man bei dem Phänomen Volumenshwund und induzierte Span-

nungen zwei Grenzfälle untersheiden (s. Abb. 1.7):

• keine Randbedingung mit adhäsivem Charakter (Reaktionsharz als Tropfen auf ei-

ner niht mishbaren Flüssigkeit) ⇒ maximale Dihteänderung, keine Spannungen,

• Randbedingung mit idealer Adhäsion (Reaktionsharz allseitig umhüllt) ⇒ keine

10



1.2 Phänomenologishe Erkenntnisse

Abbildung 1.6: Wölbung einer einseitig abgedekten Leiterplatte, hervorgerufen durh

hemishen Reaktionsshwund und untershiedlihe thermishe Ausdeh-

nungskoe�zienten

(Bild: Siemens AG)

Dihteänderung, maximale Spannungen

In der Realität liegt bei einer Reaktionsharzverarbeitung immer ein Zustand zwishen

den beiden Grenzbetrahtungen vor.

Die Aushärtungsreaktion zum Formsto� ist exotherm und von einem Volumenshwund

begleitet, dessen anteilige Werte vom Ausgangsvolumen von den jeweils beteiligten mo-

lekularen Gruppen abhängen. In der Regel sind die entstehenden Formsto�e amorph,

der Glasübergangsbereih variiert von -120

◦
C (z.B. Silikone) bis über 300

◦
C (z.B. Po-

lyimide, Polybenzoxazole). Wie bei allen amorphen Kunststo�en wird beim Abkühlen

unterhalb der Glastemperatur kein thermodynamisher Gleihgewihtszustand erreiht,

sondern nur ein mehr oder weniger starkes Einfrieren des freien Volumens. Beim Erwär-

men treten dann Relaxationse�ekte (z. B. Volumenabnahme) auf, deren Gröÿe von der

Abkühlgeshwindigkeit abhängt, aber in keinem Zusammenhang zu dem o. g. hemishen

Volumenshwund stehen und auh niht Gegenstand der weiteren Betrahtungen sein sol-

len. Eingehende Betrahtungen dazu �nden sih bei Menges [132℄ sowie bei Zierer und

Jellinek [95, 197℄. Von den weiteren Betrahtungen ausgeshlossen sind Sonderfälle, wie

die Verarbeitung von Pressmassen [103℄, bei denen die hemishe Reaktion shon beim

Befüllen der Werkzeugkavität abläuft. Die Aushärtung kann sowohl bei Raumtemperatur

als auh bei erhöhten Temperaturen erfolgen. Im letzteren Fall ist zusätzlih die ther-

mishe Dehnung des Materials zu berüksihtigen, die selbst von der Temperatur und

dem Reaktionsumsatz abhängig ist. Durh die shon angesprohene Exothermie ist das

Temperaturfeld nur bei geringen Shihtdiken bzw. kleinen Volumina als näherungswei-

se stationär anzusehen. Beim Abkühlen nah vollständigem Ablauf der Reaktion verhält

sih der Werksto� entsprehend den viskoelastishen oder viskoplastishen Eigenshaf-

ten amorpher Polymere. Letztere können sowohl linear als auh nihtlinear sein [164℄.

Der bei Raumtemperatur vorliegende Spannungs- und Verzerrungszustand ergibt sih im

11



1 Einleitung

PSfrag replaements

Tropfen eines ungehärteten Reaktionsharzes im Ölbad

Tropfen allseitig umhüllt

Abbildung 1.7: Grenzfälle von Randbedingungen vor der Aushärtung eines Reaktions-

harzes

Fall der Reaktionsharze unter Berüksihtigung der bereits bei der Härtung erzeugten

Verzerrungen [115, 116, 152, 153℄.

Aufgrund des Sahverhaltes, dass nur am Bauteil unter Aufrehterhaltung der Rand-

bedingungen für die Adhäsion mehanishe Spannungen vorliegen, ist die Untersuhung

shwierig, weil die Phänomene niht, wie in anderen Fällen, anhand von Probekörpern

messtehnish untersuht werden können. Die in dieser Arbeit vorgestellten kontinuums-

mehanishen Grundlagen und Materialmodelle sollen einen Beitrag zur Lösung dieser

Problematik leisten [66, 171℄.

1.3 Parameter zur Beshreibung der Phänomene

1.3.1 Reaktionsumsatz

Die hemishe Kinetik betrahtet formal eine Reaktion zwishen Edukten A,B, . . . usw.
zu Produkten C,D, . . . Die zeitlihe Änderung des Reaktionsumsatzes ξ, d.h. die Reakti-
onsgeshwindigkeit dξ/dt ist proportional der Häu�gkeit der Zusammenstöÿe zwishen

den Reaktanten und diese ist proportional zur Konzentration im betrahteten Volumen

dξ

dt
= k[A]a[B]b... (1.1)

Die Exponenten a, b, . . . sind die Ordnung der Reaktion in Bezug auf die Komponenten,

die Summe n = a+b+... ist die Ordnung der Gesamtreaktion. Die Konstante k bezeihnet
man als Geshwindigkeitskonstante. Dieser formalkinetishe Ansatz gilt für ungestörte

statistishe Verhältnisse oder, mit anderen Worten, für die gleihe Wahrsheinlihkeit von

Zusammenstöÿen der beteiligten Moleküle über den gesamten Reaktionsablauf. Dies tri�t

auf Reaktionen bei Gasen oder Flüssigkeiten zu. Bei Reaktionsharzen nimmt die mole-

kulare Beweglihkeit bei höheren Umsatzgraden stark ab. Dieser Sahverhalt wird durh

12



1.3 Parameter zur Beshreibung der Phänomene

untershiedlihe kinetishe Ansätze berüksihtigt. Der einfahe Ansatz nter Ordnung

dξ

dt
= K[1− ξ]n, K = Ae−∆E/Rθ

(1.2)

ist in [107, 125, 154℄ beshrieben. Ein erweiterter Ansatz (autokatalytishe Reaktion)

dξ

dt
= Kξm[1− ξ]n, K = Ae−∆E/Rθ

(1.3)

wird in [86℄ diskutiert.

1.3.2 Reaktionswärme

Der Reaktionsumsatz ξ(t) kann auh auf Grundlage der Reaktionsenthalpie H de�niert

werden. Der Umsatz kann wie folgt berehnet werden:

ξ(t) =
H(t)

Hges
∈ [0, 1], (1.4)

wobei H(t) die Enthalpie zum Zeitpunkt t ist und Hges und die Gesamtenthalpie des Sys-

tems darstellt. Diese Betrahtung wird bei kalorimetrishen Messungen, z. B. DSC (Dy-

nami Sanning Calorimetry), verwendet. Hierbei liegt die Annahme zugrunde, dass jeder

elementare Reaktionsshritt mit einer Wärmetönung verbunden ist. Die dabei geleistete

mehanishe Arbeit wird vernahlässigt [82℄. In [156℄ werden insbesondere dikwandige

Laminataufbauten mit hohen Reaktionsenthalpien diskutiert.

1.3.3 Volumenshwund

Eine Änderung des Volumens ist bei hemishen Reaktionen häu�g anzutre�en, weil

sih bei der Bildung von kovalenten Bindungen die Abstände zwishen Molekülen ver-

ringern. Dieser E�ekt wird besonders deutlih bei Reaktionen ungesättigter Kohlensto�-

verbindungen, wobei eine π-Bindung geö�net wird und damit raumausfüllende Orbitale

entfallen. Der gleihe E�ekt sind ringö�nende Reaktionen wie beim Oxiranring eines

Epoxidharzes.

Nah Ehrenstein, Abb. 1.8 [56℄, wird der Zusammenhang zwishen thermisher Aus-

dehnung und hemishem Reaktionsshwund im Volumen-Temperaturdiagramm darge-

stellt. Die rote Linie entspriht einer isothermen Härtung, d. h. die Kurve folgt zunähst

der thermishen Ausdehnung im �üssigen Zustand. Es folgt die Volumenreduktion bei

konstanter Härtungstemperatur mit Übershreiten der Gelierlinie. Nah Abshluss der

Reaktion und anshlieÿendem Abkühlen muss das Volumen dem Verlauf des ausgehär-

teten Materials folgen. Es verbleibt der reine hemishe Volumenshwund. Nah Kia-

sat [106℄ werden Werte zwishen 5− 10% erreiht. Darshil und Shubel [43℄ geben einen

Volumenshwund von 7 − 10% für ungesättigte Polyestersysteme und 3, 5 − 4, 5% für

Epoxidsysteme an.
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PSfrag replaements
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Härtungstemperatur

Abbildung 1.8: Volumenänderungen bei der Aushärtung eines Reaktionsharzes nah Eh-

renstein [56℄

1.3.4 Gelpunkt

O�enbar muss es einen Grad an hemishem Reaktionsumsatz geben, an dem aus den ein-

zelnen Molekülen erst immer längere Molekülketten, dann Vernetzungspunkte zwishen

diesen Ketten entstehen, sodass eine molekulare Verbindung durh das gesamte Volumen

des Reaktionsharzes geht. Wenn dieser Punkt erreiht ist, bilden sih erstmals makrosko-

pish elastishe Bindungen aus und mit zunehmender Vernetzung nimmt dieser elastishe

Charakter weiter zu. Dieser Zustand eines Reaktionsharzes wird Gelzustand genannt. Im

Gelzustand kann ein Reaktionsharz bei Anwesenheit von Zwangsbedingungen wie z.B.

Wandhaftung mehanishe Spannungen aufbauen. Die Frage, bei welhem Reaktionsum-

satz dieser Gelzustand erreiht wird, ist daher für die Abshätzung härtungsbedingter

Spannungen wihtig. Zur Bestimmung des Zeitpunktes, wann im Verlauf einer Härtungs-

reaktion ein sukzessiv elastishes Verhalten vorliegt, werden untershiedlihe Ansätze und

Methoden verwendet. Bei einer reinen Messung der Viskosität steigt der Messwert am

Gelpunkt gegen Unendlih. Dynamish-mehanishe Versuhe erlauben einen Cross-over
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1.3 Parameter zur Beshreibung der Phänomene

von sinus- und osinusabhängigem Signal, welher allerdings frequenzabhängig ist. In der

DIN 16945 ist eine praxisnahe Methode beshrieben, die einen bewegten Stempel in ei-

nem Reagenzglas verwendet. Die Zeit bis zur Ende der Beweglihkeit des Stempels wird

als Gelzeit ausgewertet.

1.3.5 Glasübergangstemperatur, Zeit-Temperaturverhalten

Die Glasübergangstemperatur

1

ist die wihtigste Kenngröÿe eines ausgehärteten Reakti-

onsharzes. Sie verbindet thermishe und mehanishe Änderungen im betrahteten Sys-

tem.

Im Gegensatz zu thermoplastishen Kunststo�en, die auh kristalline Strukturen aus-

bilden können, �nden sih wie bereits erläutert bei Reaktionsharzen nur amorphe Struk-

turen

2

. Bei der Reaktion steigt die Glastemperatur der monomeren Ausgangssto�e mit

dem Reaktionsumsatz an. Eine gute Beshreibung liefert die DiBenedetto-Gleihung [49℄

Tg(ξ)− Tg0
Tg∞ − Tg0

=
λξ

1− (1− λ)ξ
(1.5)

oder umgeformt zur Glastemperatur

Tg(ξ) = Tg0 +
λξ

1− (1− λ)ξ
(Tg∞ − Tg0), (1.6)

wobei Tg0 die Glasübergangstemperatur der Ausgangsprodukte und Tg∞ die maxima-

le Glastemperatur bei vollständiger Aushärtung sind. Ein Beispiel ist in Hossain [86℄

gegeben (s. Abb. 1.9). Die DiBenedetto-Gleihung beshreibt den Sahverhalt, dass die

Vernetzungsdihte oberhalb eines Reaktionsumsatzes von 50 − 60% deutlih ansteigt,

ausgedrükt durh den Anstieg der Glastemperatur.

Einen Überblik über den Verlauf einer Aushärtungsreaktion gibt das TTT-Diagramm

(Time-Transition-Temperature) nah Gillham [70℄ (Abb. 1.10). Hier ist die Reaktions-

oder Härtungstemperatur über der Zeit aufgetragen; der Reaktionsumsatz ξ ist Parame-

ter. Der Verlauf der Glastemperatur und die Gelierline sind die Kernaussage des Dia-

gramms. Aus dem �üssigen Zustand wird oberhalb Tg∞ das Gebiet eines gummiartigen

Gels erreiht. Das ist der Zustand eines vollständig ausgehärteten Reaktionsharzes ober-

halb von Tg. Alle niedrigeren Härtungstemperaturen führen zu einem Gebiet, in dem

Glas und monomere Reste nebeneinander vorliegen. Unterhalb Tg0 ist keine Reaktion

möglih. Daraus ist abzuleiten:

• Unterhärtung⇒Glastemperatur erreiht niht den höhstmöglihen Wert aufgrund

niht vollständiger Reaktion,

• Überhärtung ⇒ Erhöhter Masseverlust bei hohen Temperaturen und Verlust elek-

trisher Isolationseigenshaften

1

Die Glastemperatur wird als tehnish gebräuhlihe Bezeihnung mit Tg bezeihnet, entgegen der in

dieser Arbeit verwendeten Bezeihnung θ für die Temperatur.

2

Einzige Ausnahme sind Silikonharze, die aufgrund ihrer sehr weitmashigen Vernetzung im Netzwerk

kristalline Bereihe bei tiefen Temperaturen aufweisen können.

15



1 Einleitung

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

� [�]

0

20

40

60

80

100

T
g
[�

C
]

Glastemperatur und chemischer Reaktionsumsatz

Abbildung 1.9: Glasübergangstemperatur nah DiBenedetto

Abbildung 1.10: TTT-Diagramm nah Gillham [70℄
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1.4 Stand der Forshung

Eine Über- oder Unterhärtung ist aus tehnisher Siht niht zwingend zu vermeiden.

Dennoh sollte zumindest Klarheit über den Zustand des Systems herrshen, um die

Ergebnisse einer Analyse beurteilen zu können. Zu bedenken ist dabei, dass alle phy-

sikalishen Kennwerte eines solhen Werksto�s i. d. R. an optimal ausgehärteten und

spannungsfreien Probekörpern ermittelt werden.

1.4 Stand der Forshung

In dem groÿen Arbeitsgebiet der Faserverbundmaterialien [183℄ wurden Arbeiten veröf-

fentliht, die zunähst Teilaspekte, wie den Anstieg mehanisher Gröÿen (z.B. Shub-

modul) während der hemishen Reaktion, untersuhten [108, 109℄. Umfangreihe expe-

rimentelle Arbeiten befassten sih mit dem Reaktionsshwund [129,157℄, der Reaktions-

kinetik [102, 141℄ und der Änderung viskoelastisher Eigenshaften. Auh der Ein�uss

groÿer Shihtdiken wurde von White und Hahn [79, 185℄ sowie Bogetti und Gillespie

untersuht [32℄. Groÿe Shwierigkeiten bereitet dabei die Tatsahe, dass die hemishe

Härtungsreaktion auh unvollständig ablaufen kann, was aus ökonomishen Gründen oft

der Fall ist, wenn die Temperatur zur Durhführung der Reaktion niedriger ist als die

Glastemperatur bei vollständiger Aushärtung. In diesem Fall verglast das Material und

die hemishe Reaktion wird nah Untersuhungen von Hilton stark verlangsamt bzw. ge-

stoppt [83,84℄. Dieser Sahverhalt führt dazu, dass Relaxationszeiten deutlih verlängert

werden und eine viskoelastishe Betrahtung unumgänglih wird [133℄. Zur Beshreibung

der mehanishen Änderungen in einem Reaktionsharz wurden auh rheologishe Model-

le herangezogen. Beispiele dazu �nden sih bei Poursatip et al. sowie in den Arbeiten von

Zobeiry [97, 148, 198�200℄. Zu Beginn der 90er Jahre wurden die ersten grundlegenden

Arbeiten verö�entliht, die die beobahteten Phänomene in mehanishe Modellvorstel-

lungen umsetzen konnten. Die Arbeitsgruppe um Adolf am Sandia Forshungsinstitut

in Albequerqee [5�8℄ erarbeitete viskoelastishe Modelle, die den Reaktionsshwund je-

doh unberüksihtigt lieÿen [4, 9, 10℄. In der russishsprahigen Literatur sind ebenfalls

Arbeiten zu �nden, die den Bereih der Kompositwerksto�e betre�en [162, 163℄. Von

Harsh [80℄ wurden in einer Arbeit aus dem Jahr 2008 Methoden zur spannungsarmen

Vernetzung experimentell untersuht.

In der Literatur werden vershiedene Ansätze zur Erfassung der hemishen Shwund-

phänomene diskutiert [60℄. Die induktive Vorgehensweise beinhaltet eine sukzessive Er-

weiterung der einfahen Materialmodelle. Im Fall der reaktiven Polymere wird allgemein

ein isotropes Verhalten und damit ein spezieller konstitutiver Zusammenhang zwishen

Spannungen und Dehnungen

σσσ = fff(εεε) (1.7)

zu Grunde gelegt.

Dieser einfahe Zusammenhang gilt niht mehr bei der hemishen Reaktion eines

Polymers. Bei der Aushärtung durhläuft das Polymer irreversible Zustandsänderungen

und die Zeitabhängigikeit dieser Änderungen wird durh Gl. (1.7) niht erfasst. Zum

Ausgangszustand gehören de�nierte Bedingungen (Temperatur, Druk) mit einem de�-

nierten Zusammenhang zwishen σσσ und εεε. In der Literatur werden die einzelnen Pha-
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sen der tehnishen Aushärtung des reaktiven Polymers auh ohne Berüksihtigung der

Viskoelastizität mit untershiedlihen konstitutiven Gleihungen der Form (1.7) beshrie-

ben [31℄. Diese Vorgehensweise ist damit begründet, dass die harakteristishe Zeit zum

Einstellen des lokalen Gleihgewihtszustandes viel kürzer ist als die harakteristishe

Beobahtungszeit. Es wird entweder das linear-elastishe Konstitutivgesetz in zeitabhän-

giger Form

ṪTT = C ······ ĖEE (1.8)

verwendet

3

, oder das viskoelastishe Modell mit einem Kern vom Relaxations- oder

Kriehtyp, der die Abhängigkeit vom hemishen Reaktionsumsatz berüksihtigt [167℄

σσσ(t, ξ) =

t∫

τ

C(t− τ, ξ − ξ0) ······
∂εεε

∂t
(t, ξ)dτ (1.9)

Für die Phase der Aufheizung werden hypoviskoelastishe Modelle oder elastishe Mo-

delle vom Integraltyp verwendet. Hierbei wird angenommen, dass der Zeitraum der Mes-

sung beträhtlih kleiner ist als die Zeit des tehnishen Zustandes selbst. Mit längerem

Mess- oder Beobahtungszeitraum wird eine Abhängigkeit des Tensors der mehanishen

Eigenshaften vom Reaktionsumsatz und von der Temperatur angenommen. In anderen

Shriften, wie z. B. Tomashevski [166℄, wird das Prinzip der Zeit-Temperaturvershiebung

oder der Polymerisation-Zeitvershiebung angewendet. Der Übergang vom hohelasti-

shen zum verglasten Polymer wird auf der Basis des generalisierten (nihtlinearen)

Maxwell-Modells beshrieben [21, 31, 113, 144℄.

Mit einem Fokus auf Materialien, die in der Mikroelektronik Verwendung �nden, ent-

wikelte Kiasat (in der Arbeitsgruppe Ernst, TU Delft) [59, 61, 106℄ ein Modell mit Im-

plementierung in FEM, das jedoh thermodynamishe Aspekte der Materialmodellierung

niht diskutiert. In den letzten Jahren wurden von Arbeitsgruppen im deutshsprahigen

Raum (besonders sind die Arbeiten am IPF Stuttgart [30℄, DKI Darmstadt [85℄ und Uni-

versität Paderborn [77,123℄ zu erwähnen), Arbeiten verö�entliht, in denen zum Teil sehr

aufwendige experimentelle Datenerhebungen und Versuhe zur Veri�zierung der Modelle

angegeben werden.

Eine Kopplung von thermishem und mehanishem Feld mit groÿen Verformungen

und multiplikativem Split des Deformationsgradienten wurde erstmalig von Lion und

Mitarbeitern an der Universität der Bundeswehr Münhen vorgestellt [111,118�120,151℄.

Die Modelle beinhalten untershiedlihe thermishe Ausdehnungskoe�zenten vor und

nah der Aushärtung und ein viskoplastishes Verhalten. Für die Evolution des Gleih-

gewihtsmoduls wird der Vorshlag von Adolf et al. [8℄ verwendet. Der Kernpunkt dieses

Modells ist die multiplikative Zerlegung des Deformationgradienten und die Einführung

einer intrinsishen Zeit.

Eine Reihe numerish aufwendiger Arbeiten wurden von Hossain und Steinmann in

Erlangen verö�entliht [86�90℄, die insbesondere eine Verknüpfung zu einer Vielzahl von

Modellen elastomerer Materialien herstellten und auh groÿe Deformationen zulassen.

3

Dieses konstitutive Modell wird in der Arbeit in der Form ṪTT = C(ξm) ······ ĖEE genutzt.
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1.4 Stand der Forshung

Hossain verwendet einen Ansatz vom Integraltyp zur Beshreibung der freien Energie.

Mit dem Elastizitätstensor C und der Clausius-Duhem-Ungleihung

T̃̃T̃T ······ ĖEE − ρRΦ̇ ≥ 0 (1.10)

sowie mit einer freien Energiefunktion der Form

Φ(t) =
1

2

t∫

0

[Ċ(s) ······ [EEE(t)−EEE(s)]] ······ [EEE(t)−EEE(s)]ds (1.11)

wird ein Modell zur Beshreibung der Änderung der elastishen Materialeigenshaften

durh die hemishe Aushärtungsreaktion hergeleitet. Durh die Verwendung der inte-

gralen Form kann eine konsistente Änderung des Elastizitätstensors gegeben werden. Die

Volumenänderungen können damit thermodynamish niht begründet werden, worauf

auh explizit hingewiesen wird.

Auh rein mathematish ausgerihtete Zielsetzungen wie der Nahweis der Existenz

und Eindeutigkeit von Lösungen der beshreibenden partiellen Di�erentialgleihungen,

die mit typishen reaktionskinetishen Termen versehen sind, wurden verö�entliht. In

der Arbeitsgruppe von Panasenko wurde die Thematik mit funktionalanalytishen Be-

trahtungen bearbeitet. Ansatzpunkt ist die Anwendung des Shauder'shen Fixpunkt-

Theorems für periodishes (Laminat-)Material [131℄.

Eine interessante Analogie ergibt sih zu den Forshungsarbeiten, die den Bausto�

Beton zum Inhalt haben. Insbesondere sei auf die umfangreihen Arbeiten von Ulm et

al. [172℄ hingewiesen.

Von Trostel [168℄ wurde shon in den 70er Jahren ein Maxwell-Körper mit Verfestigung

vorgestellt. Aus der 3-D Formulierung des Maxwell-Körpers nah Trostel

ε̇εε− αθ̇III =
1

2G

[
σ̇σσ −

ν

1 + ν
(III ······ σ̇σσ)III

]
+

1

2µ

[
σσσ −

νµ
1 + νµ

(III ······ σσσ)III

]
(1.12)

wird durh Einführung zeitabhängiger Viskositätskoe�zienten µ = µ(t), ν = ν(t) und

der Einführung einer Kriehzeit

ϕ(t) =

t∫

τ=0

G

µ(τ)
dτ, dim[ϕ] = 1, (1.13)

die für monoton wahsende Zeitfunktionen µ(t) eindeutig mit der Realzeit korreliert ist.

Mit

ϕ̇(t) =
G

µ(t)
(1.14)

erhält Trostel die Materialgleihung für ein isotrop verfestigendes Maxwell-Material

2G
∂

∂ϕ
[εεε− αθIII] =

∂

∂ϕ

[
σσσ −

ν

1 + ν
(III ······ σσσ)III

]
+ σσσ −

νµ
1 + νµ

(III ······ σσσ)III (1.15)
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1 Einleitung

oder mit in der in den Verzerrungen expliziten Form

G [εεε(ϕ)− α∆θ(ϕ)III ] = σσσ(ϕ)−
ν

1 + ν
[III ······ σσσ(ϕ)] III

+

ϕ∫

χ=0

{
σσσ(χ)−

νµ(χ)

1 + νµ(χ)
[III ······ σσσ(χ)]III

}
dχ,

(1.16)

die an die Anfangsbedingungen angepasst ist. Auh ein Volumenshwund wird im Wei-

teren implementiert. Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass noh keiner der

Ansätze wissenshaftlih und tehnish so anerkannt ist, dass sih eine problemlose Be-

antwortung von Aufgabenstellungen realisieren lässt.

1.5 Einordnung und Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Untersuhung bewegt sih in den kontinuumsmehanishen Themenge-

bieten Viskosität, Viskoelastizität und Elastizität. Ausgehend von einer viskosen Flüssig-

PSfrag replaements

hemishe Reaktion

Flüssigkeit

Reaktionswärme Qc(ξc) Module G,K(ξm) Volumenshwund dV (ξc)

Festkörper

beshleunigt

Abbildung 1.11: Chemishe, thermishe und mehanishe Umwandlungen bei der Aus-

härtung eines Reaktionsharzes
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1.5 Einordnung und Aufbau der Arbeit

keit beein�usst die hemishe, in der Zeit nihtlineare Reaktionskinetik, die den Prozess

dominierenden Phänomene Umwandlung zum Polymer, Volumenshwund und Reakti-

onswärme. Hierbei liegt eine lineare Abhängigkeit vom Reaktionsumsatz vor.

Ziele der Arbeit sind:

1. Beshreibung der mehanishen und thermishen Abläufe bei der Aushärtung von

Reaktionsharzen durh ein Modell, das eine kontinuumsmehanishe Analyse er-

mögliht. Die Phänomene Volumenshwund, Wehsel von Flüssigkeit zu duroplas-

tishen Feststo� und Reaktionswärme sollen erfasst werden.

2. Die thermodynamishe Konsistenz des Modells soll unter Berüksihtigung der da-

bei dominierenden hemishen Reaktion vorliegen. Hierbei sollen besonders die Er-

weiterungen der klassishen Theorie der einfahen Sto�e der Kontinuumsthermo-

dynamik betont werden.

3. Die Frage, welhe Modellparameter erforderlih sind und wie sie aus Messungen

gewonnen werden können, soll geklärt werden.

4. Zu klären ist, was damit tehnish erreiht werden kann und welhe Weiterarbeit

erforderlih ist.

Methodish wird dabei wie folgt vorgegangen:

• Die Theorie beruht auf der Kontinuumsmehanik einshlieÿlih der Materialtheorie,

die Details der ablaufenden hemishen Vorgänge werden niht näher betrahtet.

• Das Materialverhalten wird mit Hilfe von Experimenten, Identi�kation/Veri�kation

harakterisiert. Besondere Beahtung �nden die Messungen von Volumenshwund

und Kräften, die durh geeignete Randbedingungen erzeugt werden.

• Die numerishe Analyse erfolgt im Rahmen der Standard-FEM unter Einbeziehung

einer Subroutine, die das erarbeitete Materialmodell enthält.

Die kontinuumsmehanishe bzw. thermomehanishe Modellierung der Reaktionshar-

ze beshreibt die Materialeigenshaften über die zeitlihe Evolution der Zustands- und

der Feldvariablen [26℄. In dieser Arbeit werden Elemente der Nihtgleihgewihtsther-

modynamik verwendet. Zur Beshreibung irreversibler Prozesse werden neben Zustands-

variablen, d.h. gewöhnlihen äuÿeren (messbaren) Variablen, weitere sogenannte innere

Variablen eingeführt, um diejenigen Vorgänge zu beshreiben, die sih einer direkten Be-

obahtung oder Messung zumindest teilweise entziehen. In seiner Gesamtheit betrahtet,

erweist sih der Themenkomplex als ein hohgradig gekoppeltes Feldproblem, das als

hemo-thermo-mehanish bezeihnet werden kann und das es zu analysieren und zu mo-

dellieren gilt. Inwieweit dabei Einshränkungen nah Abb. 1.11 vorgenommen werden,

wird an entsprehender Stelle vermerkt.

Die Arbeit ist in 7 Kapitel gegliedert. Eine kurze Zusammenfassung der einzelnen

Kapitel sei an dieser Stelle aufgeführt, um dem Leser einen besseren Überblik über die

Struktur der Arbeit zu geben.
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1 Einleitung

Kapitel 2 (Kontinuumsmehanik) Hier werden einige Grundlagen aufgeführt, die auf

die im Verlauf der Herleitung notwendigen Grundlagen und Notationen eingehen.

Insbesondere die Besonderheiten der Produktionsterme in den Bilanzgleihungen,

die zur weiteren Argumentation verwendet werden, �nden hier eine Darstellung.

Kapitel 3 (Thermodynamik) In diesem Kapitel wird neben einer knappen Darstellung

der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse übergeleitet zu den Besonderheiten

der Thermodynamik der Polymerisationsreaktionen. Den Abshluss bildet die Ein-

führung der rationalen Thermodynamik mit Hinweisen auf die Arbeiten von Müller

et al.

Kapitel 4 (Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze) Den Kernpunkt der Ar-

beit bildet die Herleitung des Materialmodells und damit verbunden der Nahweis

der thermodynamishen Konsistenz mit den daran geknüpften Einshränkungen.

Hier werden zunähst nur kleine Verformungen berüksihtigt.

Kapitel 5 (Experimentelle Analyse des hemishen Aushärtungsprozesses) Hier werden

die experimentellen Arbeiten mit ausgesuhten Materialien zusammengestellt. Nah

der Beshreibung der verwendeten Messgeräte werden selbst durhgeführte Messer-

gebnisse vorgestellt, die dazu dienen, das hergeleitete Materialmodell anhand eines

Beispiels zu validieren. Zu den gemessenen Gröÿen gehören die Reaktionsenthalpie

mit kalorimetrishen Methoden sowie die dynamish-mehanishe Analyse während

des Aushärtungsvorgangs und Dihtemessungen. Zusätzlih werden die spezi�she

Wärmekapazität und die Abshätzung von Entropieänderungen anhand eines Bei-

spiels gezeigt, ergänzend zur Frage der thermodynamishen Konsistenz.

Kapitel 6 (Berehnung von Anfangs-Randwertproblemen) Zur Anwendung des Modells

auf thermomehanishe Fragestellungen werden einfahe analytishe Beispiele, so-

wie numerishe Berehnungen vorgestellt. Dabei wird die Implementierung des Mo-

dells in Form einer Subroutine für die Standardnumerik dargelegt.

Kapitel 7 (Zusammenfassung und Ausblik) Abshlieÿend werden die Kernaussagen der

Arbeit zusammengefasst und ein Ausblik auf zukünftige Herausforderungen der

Forshung zu dieser Thematik gegeben.
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2 Kontinuumsmehanishe Grundlagen

Eine kurze Einführung in die im Rahmen der vorliegenden Arbeit benötigten grundle-

genden Begri�e und Beziehungen wird in den folgenden Abshnitten gegeben. Für eine

detaillierte Darstellung der Kontinuumsmehanik sei auf die Werke von Haupt, Alten-

bah, Spener und Chadwik verwiesen [14, 38, 81, 160℄.

2.1 Kinematik

In der Kinematik werden die Bewegungen von materiellen Punkten betrahtet. In Erwei-

terung der Kinematik starrer Körper shlieÿen Bewegungen deformierbarer Körper auh

Verformungen mit ein. Hierbei kommt es zu relativen Änderungen der Lage materieller

Punkte eines Körpers zueinander. Der Begri� Deformation wird für alle Bewegungsmög-

lihkeiten verwendet, Verzerrungen jedoh shlieÿen Starrkörperbewegungen aus.

2.1.1 Deformationsabbildung

In der Kontinuumsmehanik wird die Materie durh materielle Punkte im dreidimensio-

nalen Punktraum R3
beshrieben. Ein Körper ist eine zusammenhängende Menge ma-

terieller Punkte und besetzt ein Gebiet B ∈ R3
mit dem Rand ∂B. Zu einer beliebigen

Referenzzeit t = t0 hat ein materieller Punkt den Positionsvektor xxx(t0) = XXX . Jedem

materiellen Punkt ist somit eindeutig ein Referenzortsvektor zugeordnet. Nah Einfüh-

rung von drei Basisvektoren mit dem Ursprung 0 eeei wird der aktuelle Ortsvektor eines

materiellen Punktes nun als Funktion des Referenzortvektors dargestellt:

ϕ : B → R
3

χ 7→XXX =XXX(χ) (2.1)

In der Momentanko�guration lautet die Abbildung

ϕ : Bt → R
3

χ 7→ xxx = xxx(χ, t). (2.2)

Die mit der Zeit t parametrisierte Abbildung χ

χ : R
3 → R

3

XXX 7→ xxx = xxx(XXX, t) (2.3)

heiÿt Bewegung. Die materiellen Punkte zur Referenzzeit t0 an den Orten XXX besetzen

das Gebiet B0 mit dem Rand ∂B0. Eine stetig di�erenzierbare und zu jedem Zeitpunkt
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2 Kontinuumsmehanishe Grundlagen

umkehrbare Zuordnung materieller Punkte P zu Ortsvektoren x

x

x de�niert eine Kon�gu-

ration eines Körpers. Zur Beshreibung zeitliher Vorgänge wird der Parameter Zeit t
eingeführt. Die zeitlihe Bewegung des Körpers wird als zeitlihe Abfolge von Kon�gu-

rationen verstanden. Abbildung 2.1 zeigt den Verlauf der Änderung von Punkten und

PSfrag replaements

eee1

eee3

eee2

Bahn von P

∂B0

∂Bt

XXX
xxx

uuu

B0 Bt

P
P ′

dXXX

dxxx

Abbildung 2.1: Referenz- und Momentankon�guration für einen deformierbaren Körper

in�nitesimalen Linienstüken während einer Bewegung.

2.1.2 Vershiebungsvektor und Deformationsgradient

Als kinematishe Gröÿen sollen im Folgenden Vershiebungsvektoren und Verzerrungs-

tensoren betrahtet werden. Der Vershiebungsvektor lautet in Lagrange'sher Darstel-

lung (LD)

uuu(XXX, t) = xxx(XXX, t)−XXX (2.4)

und in Euler'sher Darstellung (ED)

uuu(xxx, t) = x− a(x, t). (2.5)

Nahfolgend wird die in der Festkörpermehanik bevorzugte Lagrange'she Darstellung

vorzugsweise verwendet.

Neben dem Vershiebungsvektor spielt auh der Deformationsgradient eine fundamen-

tale Rolle

dxxx = FFF ··· dXXX (2.6)

FFF =∇∇∇Rxxx (2.7)
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2.1 Kinematik

mit ∇∇∇R als den auf die Referenzkon�guration bezogenen Nablaoperator

∇∇∇R = eeei
∂

∂XXX i
.

In dieser Arbeit ist die Volumendehnung eine harakteristishe Gröÿe. Per De�nition

ist die Volumendehnung εεεv der Quotient aus der Di�erenz der materiellen Volumen-

elemente dv und dV0 der Momentan- und der Referenzkon�guration bezogen auf die

Referenzkon�guration

εεεV =
dv − dV0

dV0
. (2.8)

2.1.3 Verzerrungen und Metriktensoren

Der Deformationsgradient FFF beinhaltet auh Starrkörperbewegungen; es ist daher erfor-

derlih, diese abzuspalten. Dies gelingt durh Anwendung des polaren Zerlegungssatzes

für Tensoren. Der Deformationsgradient soll dabei vereinbarungsgemäÿ niht singulär

sein, d.h. detFFF 6= 0. Damit sind für FFF folgende polare Zerlegungen möglih:

FFF = RRR ·UUU = VVV ·RRR (2.9)

Dabei bewirkt der Tensor RRR eine starre Drehung jedoh niht des betrahteten Kör-

pers, sondern nur eines materiellen Linienelementes im betrahteten Punkt, da RRR im

allgemeinen von Punkt zu Punkt vershieden ist. UUU und VVV bewirken eine reine Dilatati-

on (Strekung oder Stauhung) in Rihtung ihrer Hauptahsen. Die Tensoren UUU und VVV
nennt man Rehts- und Linksstrektensor. Zwekmäÿig werden die quadratishen Formen

der Strektensoren eingeführt.

Für die Formulierung von Konstitutivgleihungen ist es günstig, ein Verzerrungsmaÿ

einzuführen, das für die Referenzkon�guration sowie für Starrkörperbewegungen den

Wert 0 annimmt. Diese Eigenshaft besitzt der Green-Lagrange'she Verzerrungstensor

EEE. Das Quadrat der Abstände von Linienelementen ist ein Maÿ für die Verzerrung eines

Körpers. Es werden nahfolgende Deformationstensoren eingeführt: der rehte Cauhy-

Green'she Deformationstensor

CCC = FFFT ···FFF (2.10)

der auf der Referenzkon�guration de�niert ist, und der linke Cauhy-Green'she Defor-

mationstensor

BBB = FFF ···FFFT
(2.11)

der auf der Momentankon�guration de�niert ist. Ferner werden die Verzerrungstensoren

nah Green-Lagrange

EEE =
1

2
(FFFT ···FFF − III) =

1

2
(CCC − 111) (2.12)

und Euler-Almansi

AAA =
1

2
(III −BBB−1) =

1

2
(III −FFF−T ···FFF−1) (2.13)
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2 Kontinuumsmehanishe Grundlagen

de�niert. Der Vershiebungsgradient HHH ist ein Tensor zweiter Stufe und hängt mit dem

Deformationsgradienten FFF zusammen:

HHH = FFF − III (2.14)

Damit kann der Green-Lagrange'she Verzerrungstensor EEE ausgedrükt werden durh

EEE =
1

2
(HHH +HHHT +HHHT ···HHH). (2.15)

Wird der Vershiebungsgradient HHH als klein vorausgesetzt, kann

EEE = εεε mit εεε =
1

2
(HHH +HHHT) (2.16)

gesetzt werden. Die Darstellungen in der Referenz- und der Momentankon�guration sind

dann im Sinne dieser Näherung gleihzusetzen. Für die Ausführungen in dieser Arbeit

kann dies als erste Näherung akzeptiert werden.

2.1.4 Deformation-, Rotations- und Verzerrungsgeshwindigkeiten

Zur Beshreibung der Verzerrungsgeshwindigkeit wird der Tensor

LLL =∇∇∇XXXvvv(xxx, t) (2.17)

verwendet. LLL ist ein Tensor 2. Stufe, der additiv in einen symmetrishen und einen

antisymmetrishen Anteil zerlegt werden kann:

LLL =
1

2
(LLL+LLLT) +

1

2
(LLL− L

T) =DDD +WWW (2.18)

Der symmetrishe Anteil DDD wird als Deformationsgeshwindigkeitstensor bezeihnet, der

antisymmetrishe Anteil WWW heiÿt Drehgeshwindigkeitstensor. Die additive Zerlegung

LLL = DDD +WWW zeigt, dass die für die lokale Deformation eines Linienelementes geltende

Hintereinandershaltung von Strekung und Drehung auh für Deformationsgeshwin-

digkeiten gilt.

2.2 Volumen- und Ober�ähenkräfte

Die Einteilung der äuÿeren Lasten auf ein beliebiges Kontinuum erfolgt nah Volumen-

und Ober�ähenkräften [29, 75℄. Hierbei werden mehanishe, thermishe und elektro-

magnetishe Arten betrahtet. Zu den Volumenkräften gehören Gravitation-, Trägheits-

oder magnetishe Kräfte. Ober�ähenkräfte wirken auf Flähen. Der Bezug einer Ober-

�ähenkraft auf eine Fläheneinheit führt auf den Spannungsvektor. Als Folge äuÿerer

Krafteinwirkungen entstehen im Körper Spannungen. An dieser Stelle sollen nur kurz

die wihtigsten Spannungsvektoren und Spannungstensoren in Erinnerung gerufen wer-

den [68℄.
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2.2 Volumen- und Ober�ähenkräfte

2.2.1 Spannungstensor von Cauhy

Auf einer Shnitt�ähe durh einen Körper, die über den nah auÿen gerihteten nor-

mierten Normalenvektor festgelegt ist, wird ein Flähenelement ∆A herausgegri�en. Die

auf dem Flähenelement wirkende Shnittkraft wird im resultierenden Kraftvektor ∆fff
zusammengefasst. Nah Cauhy existiert dann der Grenzwert

ttt = lim
∆A→0

∆fff

∆A
. (2.19)

Der Vektor ttt heiÿt Spannungsvektor. Die Vielzahl aller möglihen Shnitt�ähen durh

einen Punkt de�niert seinen Spannungszustand.

Man kann zeigen, dass drei aufeinander senkreht stehende Shnitt�ähen zur vollstän-

digen Beshreibung des Spannungszustandes ausreihend sind. Der Spannungstensor σσσ
ergibt sih aus

ttt = σσσT ···nnn. (2.20)

Setzt man die aus der Drehimpulsbilnz folgende Symmetrie des Cauhy'shen Spannungs-

tensors bereits hier voraus, ergibt sih auh

ttt = σσσ ···nnn (2.21)

Der Cauhy'she Spannungstensor ist auf die Momentankon�guration bezogen, d.h. er

enthält die wahren Spannungen.

2.2.2 Spannungstensoren von Piola-Kirhho�

Auf die Referenzkon�guration bezogen gilt:

• Es existiert ein Spannungstensor TTTR genannt 1. Piola-Spannungstensor, sodass die

Kraft auf ein Element der Ober�ähe ∂B von B gegeben ist durh

tttR(nnnR) = TTTR ···nnnR (2.22)

• TTTR erfüllt die makroskopishe Kräftebilanz

∇∇∇ ··· TTTR + fffR = ρüuu (2.23)

• TTTR erfüllt die Symmetriebedingung

TTTR ···FFFT = FFF ···TTTT
R, (2.24)

was aus der Drehimpulsbilanz folgt.

Es ergibt sih die Beziehung zwishen dem 1. Piola-Spannungstensor und dem Cauhy-

Spannungstensor

TTTR = JTTT ···FFF−T
(2.25)

27



2 Kontinuumsmehanishe Grundlagen

bzw.

TTT = J−1TTTR ···FFFT
(2.26)

beide Tensoren ergeben eine 9-dimensionale Abbildung

σσσ : ϕϕϕ(B) → R
3×3 bzw. TTTR : B → R

3×3.

Der Spannungstensor TTTR ist der 1. Piola-Kirhho�'she Spannungstensor. Es sind die be-

kannten Ingenieurspannungen. Er ist auf die Ausgangs�ähe bezogen und im Untershied

zum Cauhy'shen Spannungstensor unsymmetrish. Er wird daher zur Formulierung

konstitutiver Gleihungen niht verwendet. Durh Einführung eines �ktiven Kraftvektors

fff0 gelangt man zu einem symmetrishen Spannungstensor. Der 2. Piola-Spannungstensor

lautet:

T̃TT = JFFF−1 ··· TTT ···FFF−T
(2.27)

Er ist, mit Blik auf die Symmetrie des Cauhy-Spannungstensors TTT , symmetrish.

2.3 Bilanzgleihungen

Die Bilanzgleihungen beshreiben allgemein geltende Prinzipien unabhängig von den

speziellen Kontinuumseigenshaften. Bilanzgleihungen werden in integraler Form als

globale Aussagen für den Gesamtkörper angegeben. Für hinreihend glatte Felder der

zu bilanzierenden Gröÿen können aber auh lokale Formulierungen in Di�erentialglei-

hungsform, die sih auf einen beliebig kleinen Teil des Körpers beziehen, gewählt werden.

Bleibt bei einem zu bilanzierenden Prozess die Bilanzgröÿe unverändert erhalten, haben

die Bilanzgleihungen den Charakter von Erhaltungssätzen [14, 101℄. Formuliert werden

die Bilanzgleihungen bzw. Erhaltungssätze für Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie und

Entropie. Alle Bilanzgleihungen können als Spezialfall einer allgemeinen Volumenbilanz

einer physikalishen Gröÿe Ψ formuliert werden.

2.3.1 Allgemeine Bilanzgleihung

Die Bilanzgleihungen besitzen eine gemeinsame Struktur. Die Änderung einer physika-

lishen Gröÿe wird bilanziert mit dem Fluss F(∂B, t) dieser Gröÿe über die Ober�ähe

des Körpers, einer Zufuhr Z(B, t) im Inneren des Körpers (von auÿerhalb) und einer

Produktion P(B, t) im Inneren des Körpers.

Die allgemeine Bilanzgleihung kann folgendermaÿen formuliert werden

d

dt
Ψ(B, t) = −F(∂B, t) + P(B, t) + Z(B, t), (2.28)

wobei der Fluss als Aus�uss aus dem Volumen positiv gezählt wird, woraus ein negatives

Vorzeihen resultiert. Die Bilanzierungsgröÿen lassen sih als Ober�ähen- und Volumen-

integrale über den zugehörigen Dihten ausdrüken

d

dt

∫

B

Ψ(xxx, t)dv = −

∮

∂B

F(xxx,nnn, t)da+

∫

B

P(xxx, t)dv +

∫

B

Z(xxx, t)dv (2.29)
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2.3 Bilanzgleihungen

Hierin enthalten ist die Forderung, dass die Flussdihte F aus der Flähe ∂B nur von

deren Normaleneinheitsvektor nnn abhängt und niht von anderen di�erentialgeometri-

shen Eigenshaften wie einer Krümmung (Cauhy-Postulat). Unter der Annahme von

Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit kann Gl. (2.29) in lokaler Form angegeben werden.

Anwendung des Reynolds'shen Transporttheorems auf die linke Seite und Umwandlung

der Ober�ähen- in Volumenintegrale mit Hilfe des Gauÿ'shen Integralsatzes ergibt

∫

B

(
∂Ψ

∂t
+ div(Ψvvv) + divF −P − Z)dv = 0 (2.30)

bzw.

∂Ψ

∂t
= −div(F +Ψvvv) + P + Z. (2.31)

Aus der allgemeinen Bilanzgleihung können nun die speziellen Bilanzgleihungen für

Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie und Entropie abgeleitet werden

1

. Dabei besteht die

Besonderheit der genauen Festlegung von Zufuhr- und Produktionstermen im Hinblik

auf die aufzustellenden, konstitutiven Gleihungen für das betrahtete Material.

2.3.2 Massenbilanz

Die Masse ist eine harakteristishe Eigenshaft eines materiellen Körpers und ändert

sih während einer Bewegung niht:

m(B, t) =

∫

B

ρdv =

∫

B

dm = const. (2.32)

Die zeitlihe Änderung ist demnah:

d

dt

∫

B

ρdv = 0 (2.33)

Sie wird durh das Integral über das Dihtefeld beshrieben. Durh einen Vergleih mit

der allgemeinen globalen Volumenbilanz Gl. (2.29) erkennt man

Ψ = ρ, F = 0, P = 0, Z = 0 (2.34)

und aus Gl.(2.31)

∂ρ

∂t
+∇∇∇ ··· (ρvvv) = 0. (2.35)

1

Auf die Formulierung der Bilanzgleihungen auf der Referenzkon�guration sowie auf die Diskussion

von Sprungbedingungen sei an dieser Stelle verzihtet.
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2 Kontinuumsmehanishe Grundlagen

2.3.3 Impulsbilanz

Für den Fall, dass die betrahtete Gröÿe der Impuls ist, ergibt sih:

d

dt

∫

B

ρvvv dv =

∮

∂B

ttt da+

∫

B

ρfff dv (2.36)

mit nnn = daaa/‖daaa‖ ∮

∂B

ttt da =

∮

∂B

σσσ ···nnn da =

∫

B

∇∇∇ ··· σσσ dv. (2.37)

Ebenso wie die Masse ist der Impuls eine Erhaltungsgröÿe, sodass keine Produktions-

dihte vorliegt:

Ψ = ρvvv, F = −σσσ ···nnn, P = 0, Z = fff (2.38)

Aus Gl. (2.36) leitet man die lokale Impulsbilanz ab:

̺
dvvv

dt
=∇∇∇ ··· σσσ + ̺fff (2.39)

Wirken keine Beshleunigungen, ist das betrahtete Volumenelement im Gleihgewiht.

Dieser Zusammenhang kann auh aus einer Kräftebilanzierung am in�nitesimalen Volu-

menelement hergeleitet werden.

2.3.4 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpulsbilanz besagt, dass die zeitlihe Änderung des Drehimpulses gleih der

Summe der Momente aller auf den Körper einwirkenden Kräfte ist

lll =

∫

B

xxx× ρẋxx dv (2.40)

Wiederum bezogen auf die Momentankon�guration lässt sih der Drehimpulssatz folgen-

dermaÿen shreiben:

d

dt

∫

B

xxx× ρẋxx dv =

∮

∂B

xxx× σσσ ··· nnn da+

∫

B

xxx× ρfff dv (2.41)

Auh der Drehimpuls ist eine Erhaltungsgröÿe, sodass Produktionsterme entfallen:

Ψ = xxx× ̺vvv, F = −xxx× σσσ, P = 0, Z = xxx× fff (2.42)

Man kann zeigen, dass aus der Drehimpulsbilanz Gl. (2.41) die Symmetrie des Span-

nungstensors folgt:

σσσ = σσσT (2.43)
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2.3 Bilanzgleihungen

2.3.5 Energiebilanz (1. Hauptsatz der Thermodynamik)

Der 1. Hauptsatz bilanziert die mehanishe und thermishe Energie. Die zeitlihe Än-

derung der gesamten Energie E eines Systems muss gleih der Summe aus Wärmezufuhr

und Leistung der äusseren Kräfte sein. Dabei setzt sih die gesamte Energie zusammen

aus der kinetishen Energie Ekin und der inneren Energie U

dE

dt
= Leistung der mehanishen Kräfte + Wärmezufuhrleistung (2.44)

Ėkin + U̇ = Q̇+ Ėmech (2.45)

Mit E = U + Ekin; E ist die Gesamtenergie als Summe von innerer Energie U und

kinetisher Energie Ekin. Emech ist die durh Volumen- und Ober�ähenkräfte geleistete

Arbeit, Q ist die mit der Umgebung ausgetaushte Wärme. Dabei wird eine spezi�she

innere Energie pro Masseneinheit de�niert:

U =

∫

m

udm =

∫

B

ρudv (2.46)

sowie

Ekin =
1

2

∫

B

ρvvv · vvv dv (2.47)

und

dQ

dt
= −

∫

∂B

nnn · qqq da+

∫

B

ρr dv. (2.48)

Ferner gilt

dEmech

dt
=

∫

∂B

ttt · vvv da+

∫

B

ρfff · vvv dv. (2.49)

Damit ergibt sih die globale Formulierung der Energiebilanz

d

dt

∫

B

ρ(u+
1

2
vvv ··· vvv)dv =

∫

∂B

ttt ··· vvv da+

∫

B

ρr dv −

∫

∂B

qqq ··· nnnda+

∫

B

ρfff ··· vvv dv (2.50)

mit

Ψ = ρvvv, F = −ttt, P = 0, Z = fff . (2.51)

Die weitere Umformung erfolgt unter Verwendung des Reynoldshen Transporttheorems

(Vertaushung von Integration und Di�erentiation) für die linke Seite von Gl.(2.50) und

der Umwandlung von Ober�ähen- in Volumenintegralen für die rehte Seite zu:

∫

B

ρu̇+

∫

B

ρv̇vv ··· vvv dv =

∫

B

∇∇∇(σσσT ··· vvv)dv +

∫

B

ρfff dv (2.52)
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2 Kontinuumsmehanishe Grundlagen

mit der Symmetrie des Spannungstensors aus der Drehimpulsbilanz und der Umformung

∇∇∇(σσσT ··· vvv) = (∇∇∇ ··· σσσ) ··· vvv +σσσ ··· ∇∇∇vvv︸ ︷︷ ︸
=σσσ······ε̇εε

(2.53)

ergibt sih:

∫

B

[
(ρv̇vv −∇∇∇ ··· σσσ + ρf)︸ ︷︷ ︸

=0

···vvv + ρu̇+∇∇∇ ··· qqq − ρr − σσσ ······ ε̇εε
]
dv = 0 (2.54)

ρ
du

dt
= σσσ ······ ε̇εε−∇∇∇ · qqq + ρr (2.55)

in der lokalen Form der aktuellen Kon�guration. Der Beitrag der kinetishen Energie

kommt niht mehr vor.

Die Gesamtenergie ist eine Erhaltungsgröÿe, niht jedoh die kinetishe Energie und

die innere Energie. Eine potentielle Energie wird in den meisten Lehrbühern niht ein-

geführt, stattdessen gehen die äuÿeren Kräfte als Energiezufuhr ein. In der Mishungs-

theorie, in der zwishen einzelnen Phasen explizit untershieden wird, ersheinen in den

Bilanzgleihungen zusätzlihe Produktions- und Zufuhrterme wie eine Massenprodukti-

onsdihte bei hemishen Reaktionen. Die eingeführte Strahlungsleistung r wird oft als

Beispiel für eine innere Wärmequelle angeführt. Darunter ist die Erwärmung durh Ab-

sorption von Strahlung zu verstehen, die im Inneren eines Körpers entsteht. Diese Form

der Energieaufnahme wird daher als Zufuhrterm betrahtet, der das Merkmal besitzt,

unabhängig gesteuert werden zu können. Innere Wärmequellen können aber auh andere

Ursahen haben, wie z.B. die Reaktionswärme, die einen Produktionsterm darstellt. Sie

ist immer mit dem konstitutiven Verhalten gekoppelt.

2.3.6 Entropiebilanz (2. Hauptsatz der Thermodynamik)

Die Entropie ist eine additive Funktion Es gilt

S =

∫

m

s dm =

∫

V

ρs dv (2.56)

mit s als Entropiedihte pro Masseneinheit. Mit den Termen für den Entropie�uss, die

Entropieproduktion und die Entropiezufuhr erhält man aus Gl. (2.31)

∂s

∂t
= −div(F +Ψvvv) + P + Z (2.57)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die intrinsishe Entropieproduk-

tion stets grösser sein muss, als die Summe aus innerer Entropieproduktion und über die

Ober�ähe zugeführter Entropie. Mit der Dissipation

Γ =

∫

V

ργ dv ≥ 0 (2.58)
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2.3 Bilanzgleihungen

lautet der 2. Hauptsatz der Thermodynamik in globaler Form:

∫

B

ργ dv =
d

dt

∫

B

ρs dv −



∫

B

ρ
r

θ
dv −

∫

∂B

qqq

θ
·nnn da


 ≥ 0. (2.59)

Unter Berüksihtigung des Gaussshen Theorems

∫

∂B

qqq

θ
·nnn da =

∫

B

(
1

θ
∇∇∇ ··· qqq −

1

θ2
qqq ··· ∇∇∇θ

)
dv (2.60)

folgt daraus in der lokalen Form

ρθγ = ρṡθ − ρr +∇∇∇ ··· qqq −
qqq ··· ∇∇∇θ

θ
≥ 0, (2.61)

P ≥ 0. (2.62)

Die Entropie ist somit keine Erhaltungsgröÿe.

33





3 Thermodynamik

In diesem Kapitel werden zunähst die Grundlagen behandelt, die zur Formulierung der

Gleihgewihtsbedingungen und der thermodynamish konsistenten Werksto�gesetze be-

nötigt werden. Hierbei soll der Gedankengang aufgezeigt werden, wie von der klassishen

Gleihgewihts- und Nihtgleihgewihtsthermodynamik und der erweiterten sogenann-

ten hemishen Thermodynamik der Übergang auf die rationale Thermodynamik voll-

zogen werden kann. Zur Herleitung eines konsistenten konstitutiven Gesetzes unter Be-

rüksihtigung der hemishen Reaktionen soll den thermodynamishen Grundlagen ein

etwas gröÿerer Raum gegeben werden. Als grundlegende Shriften zu diesem Thema sei-

en Prigogine [71℄, Müller [135,136,138℄, Beker [24℄, Shwarzer [155℄ und Truesdell [170℄

zitiert.

Bei der Formulierung des 1. und 2. Hauptsatzes der Thermodynamik werden die Exis-

tenz der inneren Energie und der Entropie als thermodynamishe Zustandsfunktionen

vorausgesetzt. Der 2. Hauptsatz ermögliht es, vorherzusagen, welhe Prozesse spontan

ablaufen. Dabei maht die Thermodynamik aber keine Aussage über die Geshwindigkeit

eines spontanen Prozesses. Die treibende Kraft für spontane Vorgänge hat ihre Ursahe

im Bestreben von Energie und Materie, sih möglihst ungeordnet zu verteilen. Als Maÿ

für den Grad der Ordnung verwendet man die Entropie. Sie drükt die Unordnung in

einem System aus. Die auf Clausius [39℄ zurükgehende Beshreibung ist

1

∆S =
qrev
θ

(3.1)

∆S ist die Entropieänderung, qrev ist die reversibel zugeführte Wärme und θ die ab-

solute Temperatur. Die Übertragung von Energie als Arbeit ändert die Entropie eines

Systems niht. Dieselbe zugeführte Wärmemenge führt bei niedrigerer Temperatur zu ei-

ner gröÿeren Entropieänderung, als bei höherer Temperatur. Bei allgemeinen Prozessen,

die auh irreversible Anteile enthalten, gilt:

∆S >
qrev
θ

(3.2)

3.1 Energieformen und Prozesse

Bei der Beshreibung von Energieformen kann die Regel [64℄

dE = I dJ (3.3)

1

In der Thermodynamik wird das Symbol ∆ als Bezeihnung für eine �nite Di�erenz und als Operator

für die Änderung nah der Reaktionskoordinate ξ verwendet ( ∂
∂ξ
).
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3 Thermodynamik

PSfrag replaements

+W

+Q

Reaktionsharz

Umgebung

Systemgrenze

Abbildung 3.1: Vorzeihenregel für thermodynamishe Systeme (hier Reaktionsharz)

angegeben werden. Die Änderung einer extensiven Gröÿe J bewirkt in Verknüpfung mit

einer zugeordneten intensiven Gröÿe I den Austaush von Energie E in einer bestimmten

Form

2

. Da zur Charakterisierung einer bestimmten Energieform eine extensive und eine

intensive Gröÿe einander zugeordnet sind, heiÿen diese energetish konjugiert. Intensi-

ve und extensive Gröÿen sind niht vertaushbar. Konjugierte extensive und intensive

Gröÿen können tensor-, vektor- oder skalarwertigen Charakter haben. Es gilt folgende

Vorzeihenkonvention (s. Abb. 3.1): zugeführte Energien sind positiv und abgeführte ne-

gativ. Die Regel ist allgemein gültig und besitzt axiomatishen Charakter. Beispiele aus

dem Bereih der klassishen Mehanik sind: die Vershiebungsenergie fff · drrr mit Kraft

mal Weginkrement, die Verdrehungsenergie MMM · dϕϕϕ mit Moment mal Winkelinkrement,

die Kompresionsenergie −p dV mit Druk mal Volumenänderung oder die translatorishe

Bewegungsenergie vvv · dPPP mit Geshwindigkeit mal Impulsänderung [64℄.

Die Energieform Wärme als Grundvoraussetzung zur Formulierung des 2. Hauptsatzes

der Thermodynamik soll an dieser Stelle kurz erläutert werden. Der Austaush von Wär-

meenergie dEQ = θ dS ist durh die absolute Temperatur θ > 0 als intensive Gröÿe und

die Entropie S als extensive Gröÿe gegeben. Historish gesehen wurde die Entropie von

Clausius als energetish konjugierte Gröÿe zur bereits bekannten thermishen Gröÿe Tem-

peratur eingeführt [39℄. Die Temperatur tritt dabei als intensive Gröÿe auf, da sie keinen

mengenartigen Charakter besitzt; d.h. zwei Systeme gleiher Temperatur haben zusam-

men wieder die gleihe Temperatur und niht die doppelte. Ein Gleihgewihtszustand

eines Systems ist dadurh harakterisiert, dass er bei festen äuÿeren Systemparametern

seinen Zustand niht ändert. Die klassishe Thermodynamik beshäftigt sih mit der

2

Man untersheidet in der Thermodynamik zwishen extensiven (von der Sto�menge abhängig) und

intensiven (von der Sto�menge unabhängig) Zustandsgröÿen. Druk und Temperatur gehören somit

zu den intensiven, Volumen zu den extensiven Zustandsgröÿen.
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3.2 Thermodynamik der irreversiblen Prozesse

Untersuhung von Gleihgewihtszuständen (Gleihgewihtsthermodynamik). Bei einem

Prozess werden dabei nur Anfangs- und Endzustand betrahtet und sihergestellt, dass

der Prozess den beiden Hauptsätzen genügt. Die beiden Hauptsätze sind dabei in der

zeitfreien Gibbs'shen Fundamentalform [180℄ angegeben, d.h. alle ein System beshrei-

benden Energieformen besitzen die zeitfreie Form Gl. (3.3).

3.2 Thermodynamik der irreversiblen Prozesse

Überführt man die beiden Hauptsätze in eine Formulierung in Raten bzw. Energieströ-

men, ergibt sih analog zu Gl. (3.3) nah Wedler [180℄

dE

dt
≥ I

dJ

dt
(3.4)

Mit Gl. (3.4) wird der thermodynamishe Prozess in seinem zeitlihen Ablauf erfasst.

Man postuliert somit, dass niht nur der Anfangs- und der Endzustand Gleihgewihts-

zustände sind, sondern der ganze Prozess nun in Abhängigkeit von der Zeit aus einer

Abfolge von Gleihgewihtszuständen besteht [128℄. Geht ein System nah Änderung

der äuÿeren Parameter von einem Gleihgewihtszustand in einen anderen über, müs-

sen jedoh alle Zwishenzustände Nihtgleihgewihtszustände sein, da sonst der Prozess

niht bis zu seinem Ende ablaufen würde. Die Anwendung der Gesetze der Gleihge-

wihtsthermodynamik (1. und 2. Hauptsatz) auf die Nihtgleihgewihtsthermodynamik

ist eine Idealisierung. Diese Idealisierung ist für niht zu shnell ablaufende Prozesse

gerehtfertigt, d.h. die Nihtgleihgewihtzustände be�nden sih in der Nahbarshaft

zu Gleihgewihtszuständen. Setzt man das Prinzip des lokalen Zustandes voraus, d.h.

die thermodynamishen Gesetze gelten lokal für jeden in�nitesimal kleinen materiellen

Punkt, gelangt man zur irreversiblen Thermodynamik. In der irreversiblen Thermody-

namik wird ein Term zur Entropieproduktion explizit angenommen [23, 41℄.

Die klassishe Thermodynamik und ihre Aussagen beshränken sih auf Gleihge-

wihtszustände. Wenn Prozesse sehr langsam ablaufen, können Sie als quasistatish und

damit als Abfolge von Gleihgewihtszuständen betrahtet werden. Dagegen sind rea-

le Vorgänge stets mit endliher Geshwindigkeit ablaufende irreversible Prozesse, d.h.

Ausgleihsvorgänge gestörter Gleihgewihte. Die irreversible Thermodynamik stellt als

Thermodynamik des Nihtgleihgewihtes einen formalen Rahmen für die makroskopi-

she Beshreibung irreversibler Prozesse dar [104, 105℄. Sie ist eine phänomenologishe,

aber logishe und selbständige Theorie der Vorgänge in kontinuierliher Materie. Dabei

müssen lokale Zustandsvariablen eingeführt werden, die Feldvariablen sind, d.h. stetige

Funktionen der Raumkoordinaten und der Zeit darstellen. Basierend auf dem Postulat

adiabatish unerreihbarer Zustände wurde von Caratheodory die Existenz der Tempe-

ratur und der Entropie für reversible Zustandsänderungen nahgewiesen [35℄

3

. Es gilt

der Satz [57℄: In einem geshlossenen adiabatishen System kann die Entropie bei allen

natürlihen Vorgängen nur zunehmen. Sie kann höhstens im Fall reversibler Vorgänge

3

Eine ausführlihe Darstellung über die grundsätzlihe Bedeutung des Caratheodory'shen Prinzips

�ndet sih in Elsner [57℄ sowie in den Arbeiten von Born [34℄ und Margenau [124℄.
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PSfrag replaements

Grenze des adiabatishen Gesamtsystems

Grenze des nihtadiabatishen Teilsystems

Reaktionsharz

Umgebung

Abbildung 3.2: Modellvorstellung des adiabatishen Gesamtsystems mit nihtadiabati-

shem Teilsystem Reaktionsharz und Umgebung

konstant bleiben. Mathematish wird dieses Verhalten durh die Ungleihungen

dS ≥ 0 bzw. ∆S ≥ 0 (3.5)

zum Ausdruk gebraht. Für ein aus mehreren Teilsystemen i bestehendes geshlossenes
adiabatishes Gesamtsystem nehmen die vorstehenden Ungleihungen nah Elsner [57℄

die modi�zierte Form an:

dS ≡
∑

i

dSi ≥ 0 bzw. ∆S ≡
∑

i

∆Si ≥ 0 (3.6)

Die Beziehungen (3.5) und (3.6) stellen den Ausdruk für den rihtungsgebundenen Ab-

lauf des Geshehens in geshlossenen adiabatishen Systemen dar.

Konkret kann man aus Gl. (3.6) den Fall ableiten, dass ein geshlossenes nihtadiabati-

shes System von einem geshlossenen adiabatishen System umgeben ist. Damit nimmt

die Bedingung (3.6) folgende Form an:

dS + dS∗ ≥ 0 (3.7)

mit dS als Entropieänderung des nihtadiabatishen (Teil-)Systems und dS∗
als damit

verbundene Entropieänderung der in das Gesamtsystem einbezogenen Umgebung

4

. Beide

Systeme stehen im Augenblik der Wärmeübertragung im thermishen Gleihgewiht.

Besitzt die Umgebung die Temperatur θ∗, gilt dort mit dV ∗ = 0 der Ansatz

dS∗ =
dU∗

θ∗
, (3.8)

andererseits gilt die Energiebilanz

dU + dU∗ − dW = 0. (3.9)

4

Im Folgenden bezeihnet {. . .}∗ den Bezug auf das Gesamtsystem.
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3.2 Thermodynamik der irreversiblen Prozesse

Da nah Voraussetzung die Temperatur im Gesamt- und im Teilsystem übereinstimmt

θ∗ = θ, folgt für die Entropieänderung der Umgebung

dS∗ = −
dU − dW

θ
(3.10)

und damit wegen Gl. (3.7) für das Entropieverhalten des nihtadiabatishen (Teil-)Systems

dS ≥
dU − dW

θ
(3.11)

und shlieÿlih die beide Entropieänderungen berüksihtigende Gleihung

dS =
dQ

θ
+ dSirrev (3.12)

mit dU− dW = dQ. Danah lässt sih die Entropieänderung eines geshlossenen nihta-

diabatishen Systems aufteilen in einen durh Wärmetransport über die Systemgrenze

hervorgerufenen äuÿeren Anteil dSa = dQ/θ und in einen durh Entropieerzeugung

verursahten inneren Anteil dSi = dSirrev, sodass

dS︸︷︷︸
R0

= dSa︸︷︷︸
R0

+ dSi︸︷︷︸
≥0

(3.13)

geshrieben werden kann. Da dSa je nah Rihtung des Wärmetransports über die Sys-

temgrenze sowohl positiv als auh negativ sein kann (entgegen dem eindeutigen Vorzei-

henverhalten von dSi), ist damit auh über das Vorzeihen von dS keine Aussage mög-

lih. Das bedeutet: Die Entropie eines geshlossenen nihtadiabatishen Systems kann

sowohl zunehmen als auh abnehmen

5

. Die Gleihung (3.13) gilt also auh für nihtein-

fahe Systeme im Sinne von Elsner [57℄ wie z.B. Systeme mit hemishen Reaktionen.

Zu den irreversiblen Prozessen kann man dissipative Vorgänge und Ausgleihsvorgänge

zählen. Änderungen der Entropie mit beiden Vorzeihen treten somit bei Vorgängen wie

Shmelzen und Verdampfen, Phasenseparationen in mehrphasigen Systemen sowie bei

hemishen Reaktionen auf.

Dieser Sahverhalt hat groÿe Auswirkungen auf die Herleitung konstitutiver Gleihun-

gen im Rahmen der Kontinuumsmehanik, wo u.a. die materielle Objektivität (Beobah-

terinvarianz) der beteiligten Gröÿen gefordert wird

6

. Erweiterungen der Thermodynamik

der irreversiblen Prozesse beziehen sih auf höhere Ordnungen des Entropie�usses Diese

so genannte �Extended irreversible Thermodynamis� wurde in den 80er Jahren von Jou

und Lebon [67, 98�100℄ entwikelt.

Nah der Argumentation von Caratheodory kann ein einfahes System einen Zustand

niedrigerer innerer Energie niht erreihen. Bei hemishen Reaktionen als potentielle

Energie als Bestandteil der inneren Energie ist das auh dann niht möglih, wenn dieses

Potential abgebaut wird.

5

Die Herleitung wird exakt so in Elsner [57℄ wiedergegeben. Dieser Sahverhalt wird in Kapitel 4 am

Beispiel eines Epoxidharzsystems experimentell nahgewiesen.

6

Eine vergleihende Behandlung einer thermodynamishen Problemstellung unter Nutzung der klas-

sishen Thermodynamik der irreversiblen Prozesse und der rationalen Thermodynamik wurde von

Anders und Weinberg [17, 181℄ mit Erfolg demonstriert.
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PSfrag replaements

irreversibler Prozess

reversibler Prozess

Nihtgleihgewihtsraum

Gleihgewihtsunterraum

A

B

Abbildung 3.3: Reversibler Prozess als Trajektorie im Gleihgewihtsunterraum des

Nihtgleihgewihtsprozesses zwishen 2 thermodynamishen Zuständen

A und B

3.3 Innere Variablen

In der Theorie der Thermodynamik mit inneren Variablen werden weitere zusätzlihe

Zustandsvariablen ξ mit untershiedlihen Eigenshaften, die so genannten inneren Va-

riablen, neben gewöhnlihen messbaren Zustandsvariablen (wie Temperatur oder Verzer-

rung) eingeführt, um den allgemeinen thermodynamishen Zustand des Systems auh

auÿerhalb des Gleihgewihtes beshreiben zu können [126, 127℄.

Topologish können die Nihtgleihgewihtsprozesse folgendermaÿen aufgefasst werden.

Die eingeführten, zusätzlihen inneren Variablen erweitern die Dimension des Zustands-

raumes mit weiteren Koordinaten. Die zeitunabhängigen Zustände des isolierten Systems

werden Gleihgewihtszustände genannt. Durh die Gleihgewihtszustände wird ein Un-

terraum des neuen ausgedehnten Zustandsraumes aufgespannt, der Gleihgewihtsunter-

raum genannt wird. Die Trajektorien der Nihtgleihgewihtsprozesse im Gleihgewihts-

unterraum sind die reversiblen Prozesse (s. Abb. 3.3). Im allgemeinen werden aber die

inneren Variablen auh im Gleihgewihtszustand benötigt, um den thermodynamishen

Zustand zu beshreiben. Bei der Wahl der inneren Variablen sind folgende allgemeine

Kriterien bei der Modellbildung zu beahten:

• In einem neu zu entwikelnden Modell sollen die Zahl und die Dimension der Zu-

standsvariablen festgelegt werden, wobei die Anzahl der zusätzlih eingeführten

inneren Variablen möglihst niedrig gehalten werden soll.
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3.4 Chemishe Thermodynamik und hemishes Potential

• Die physikalishe Natur der inneren Variablen soll de�niert sein. Im Allgemeinen

gilt, dass die inneren Variablen eine messbare, aber niht kontrollierbare Eigenshaft

des Systems beshreiben. Daher kann den inneren Variablen eine klare physikalishe

Bedeutung zugewiesen werden.

• Die Rolle der inneren Variablen in den Konstitutivgleihungen soll geklärt wer-

den, damit ihre Bedeutung mit Blik auf die thermomehanishen Eigenshaften

dargestellt wird.

Die inneren Variablen harakterisieren die irreversiblen Prozesse im Material, ihre zeitli-

he Änderung ist durh die Evolutionsgleihungen gegeben. Eine Vielzahl von erfolg-

reihen Anwendungen �nden sih bei der Beshreibung viskoelastisher und (visko)-

plastisher Modelle, bei denen die innere Variable als viskoser Teil der Verzerrung be-

trahtet wird (z.B. in Arbeiten von Chabohe [37℄, Alber [11℄ sowie originär in Coleman

und Gurtin [40℄). In dieser Arbeit wird die Methode der Thermodynamik mit inneren

Variablen dargestellt und verwendet, um einen allgemeinen Rahmen für die makrosko-

pishe Beshreibung von irreversiblen Prozessen in Reaktionsharzen zu gewinnen. Diese

Methode �ndet heutzutage auh bei den meisten modernen kontinuumsmehanishen

Materialtheorien Anwendung; insbesondere bei Problemen der Plastizität, Shädigung

und bei Materialien mit Phasenwehseln.

3.4 Chemishe Thermodynamik und hemishes Potential

In der hemishen Thermodynamik werden insbesondere diejenigen Vorgänge betrah-

tet, deren Ersheinungen auf dem molekularen Gröÿenordnungsmaÿstab auftreten. Der

zentrale Begri� ist dabei das hemishe Potential. Hiermit werden Mishungsvorgänge,

Phasenwehsel, aber auh hemishe Reaktionen mit Bildung von kovalenten Bindun-

gen behandelt. Hierunter fallen also Wehselwirkungen zwishen Molekülen in beliebiger

Form. Typish ist z.B. die Formulierung von Ober�ähen- und Grenz�ähenspannungen

als hemishes Potential.

Der Begri� des hemishen Potentials muss zur Beshreibung von Reaktionsharzen ver-

wendet werden, weil es sih vor der Verarbeitung um eine Werksto�vorstufe handelt. Eine

kontinuumsmehanishe Beshreibung eines Werksto�es von der jeweiligen Werksto�vor-

stufe ausgehend ist selbstverständlih auh für andere Werksto�klassen wie Metalle oder

Keramik möglih (z.B. bei Aluminiumshmelzen als Guÿwerksto�). Derartige Fertigungs-

prozesse mit Werksto�vorstufen sind in der Regel mit Phasenumwandlungen verbunden,

die entsprehende Phasenumwandlungsenthalpien und Umwandlungsentropien enthalten.

Für die kontinuumsmehanishe Modellbildung ergeben sih daraus erweiterte thermo-

dynamishe Einshränkungen bezüglih der thermodynamishen Konsistenz des Modells.

Zur Erläuterung des Begri�es seien zunähst allgemein geläu�gere Potentiale betrah-

tet. Jedes System besitzt einen Energieinhalt (auh Potential genannt). Kennzeihen von

potentiellen Energien ist, dass sie generell aus einem Produkt aus 2 Faktoren bestehen:

Dieses Produkt kann man als Menge · Zustand oder auh Quantität · Qualität oder als
extensive · intensive Gröÿe beshreiben, s. Abb. 3.4. Wenn sih das Potential über dem
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Abbildung 3.4: Exotherme Reaktion und Entropie nah Kratky und Ribitsh [112℄

Ort, der hemishen Zusammensetzung oder der Temperatur ändert, dann gibt es eine

Triebkraft, die das System in den Zustand niedrigeren Potentials versetzen will (Ener-

gieminimierung). Beispiele sind nah Näser [143℄

• Mehanishe Energie ⇒ Gewiht ··· Höhe

• Elektrishe Energie ⇒ Elektrizitätsmenge ··· Spannung

• Strahlungsenergie ⇒ Lihtmenge ··· Frequenz

• Thermishe Energie ⇒ Entropie ··· Temperatur

• Chemishe Energie ⇒ Sto�menge ··· A�nität

Die hemishe A�nität ist generell von Umgebungsparametern abhängig [184℄:

TriebkraftReaktion =
∂Energie

∂(Ort,Konzentration,Temperatur)
(3.14)

In der hemishen Thermodynamik wird eine Änderung von Teilhenzahlen betrahtet,

die die Einführung eines Potentials in die Energieerhaltung nah sih zieht.

Da ein geshlossenes System die Erhaltung der Masse impliziert, jedoh durh hemi-

she Reaktionen sih die Art von Teilhen, die das System bildet, ändert, wird die Anzahl

der Teilhen N einer Sorte i, bezogen auf die Avogadrozahl in mol angegeben Ni. Weiter-

hin bezeihnet µi [Jmol−1] das hemishe Potential der i-ten hemishen Komponente.
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3.4 Chemishe Thermodynamik und hemishes Potential

Beginnend mit der zu erweiternden Form des ersten hauptsatzes der Thermodynamik,

sowie unter der Annahme p = const. und θ = const.

dU = δQ+ δW (3.15)

dUθ,p = θ dS − p dV (3.16)

unter Einbeziehung eines hemishen Potentials ergibt sih:

dUθ,p = θ dS − p dV +
k∑

i=1

µi dNi (3.17)

Gibbs [69℄ de�niert die freie Enthalpie G mit

G = U − θS + pV (3.18)

und dem totalen Di�erential

dG = dU + p dV + V dp− θ dS − S dθ. (3.19)

Das Einsetzen von dU aus Gl.(3.17) führt auf

dG = V dp− S dθ +

k∑

i=1

µi dNi. (3.20)

Unter der Annahme isobarer und isothermer Prozesse können weitere Aussagen getro�en

werden.

dGθ,p =

k∑

i=1

µi dNi (3.21)

Für ein System aus einer Sorte Moleküle ist das hemishe Potential gleih der freien

Enthalpie nah Gibbs.

Die Teilhenzahlen Ni können niht unabhängig vom System ausgetausht werden, da-

her wird in der hemishen Thermodynamik eine explizite Variable eingeführt, die den

Ablauf der Veränderung von Teilhenzahlen in einem System beshreibt, die Prozessva-

riable ξ sowie die partielle Ableitung ∂G/∂ξ [149℄. Bei nur einer ablaufenden Reaktion

ist

(dG)θ,p =

(
∂G

∂ξ

)

θ,p

dξ. (3.22)

Führt man einen stöhiometrishen Koe�zienten

νi =
∂Ni

∂ξ
(3.23)

ein, der beshreibt, wie viele Moleküle einer Spezies erzeugt oder verbrauht werden,

erhält man einen Ausdruk für die partielle Ableitung

(
∂G

∂ξ

)

θ,p

=
∑

i

µiνi = −A. (3.24)
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Der Begri� A�nität einer hemishen Reaktion wurde von DeDonder [45℄ eingeführt. Für

jeden physikalish unabhängigen Prozess kann mit Einführung der Reaktionsgeshwin-

digkeit ∂ξ/∂t gezeigt werden, dass

Aξ̇ ≤ 0 (3.25)

gilt. Dies ist eine Folge des zweiten Hauptsatzes bzw. der Clausius-Duhem Ungleihung.

Nah Ablauf der hemishen Reaktion ist die A�nität Null, d.h. das System ist im

Gleihgewihtszustand.

Da in der Chemie Reaktionen häu�g bei konstantem Druk ablaufen, ist die Darstellung

mit der Gibbsshen freien Enthalpie üblih. Analog dazu kann die Darstellung mit der

Helmholtzshen freien Energie erfolgen:

dψ = −S dθ − p dV +
∑

i

µi dNi (3.26)

Die Bedingung für den spontanen Ablauf von hemishen Reaktionen kann nun her-

geleitet werden. Rükblikend auf Gl.(3.7) bei der ∆S∗ = −Q/θ der Anteil der an die

Umgebung abgegebenen Entropie ist, ergibt sih

∆S∗ = −
Q

θ
, (3.27)

so dass gilt

∆S −
Q

θ
≥ 0 (3.28)

oder umgestellt

θ∆S −Q ≥ 0. (3.29)

Wenn der Prozess isobar abläuft, ist Qp = ∆H und

θ∆S −∆H ≥ 0 (3.30)

oder

∆H − θ∆S ≤ 0 (3.31)

Dabei ist H die Enthalpie. Die Änderung der freien Gibbs-Enthalpie bei Ablauf einer

hemishen Reaktion ist nun

∆G = ∆H − θ∆S ≤ 0. (3.32)

Für ∆G < 0 kann eine Reaktion spontan erfolgen, bei ∆G = 0 ist der Gleihgewihts-

zustand erreiht (Stillstand der Reaktion) und im Fall von ∆G > 0 ist eine hemishe

Reaktion niht möglih.

Die Ungleihung wird in der hemishen Thermodynamik als Bedingung für das sponta-

ne Auftreten von hemishe Reaktionen, Mishungen und Phasenumwandlungen verwen-

det. Ob die Ungleihung erfüllt ist und damit eine hemishe Reaktion thermodynamish

möglih ist, hängt zunähst vom Vorzeihen von ∆H und ∆S ab. ∆H ist in der Regel
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3.4 Chemishe Thermodynamik und hemishes Potential

negativ, d.h. Wärme und mehanishe Arbeit werden vom System abgegeben bzw. vom

System verrihtet. Die Reaktion ist also exotherm.

Die Temperatur ist neben den spezi�shen Gröÿen ∆H und ∆S die frei wählbare Grö-

ÿe. Man erkennt, dass eine obere und eine untere Temperaturgrenze existiert, oberhalb

derer und unterhalb derer eine Polymerisation thermodynamish unmöglih ist. Die obere

Temperatur wird als Ceiling- die untere als Floor-Temperatur de�niert

7

. Einzelheiten zur

Ceiling-Temperatur werden z.B. in [93℄ diskutiert. Analog zu den Falluntersheidungen

der freien Energie kann man auf der rehten Seite von Gl. (3.32) 4 Fälle untersheiden:

• ∆H < 0 und ∆S > 0
Chemishe Reaktionen laufen immer spontan ab, wenn die Enthalpie abnimmt und

die Entropie zunimmt,

• ∆H > 0 und ∆S > 0
Endotherme hemishe Reaktionen können nur ablaufen, wenn die Entropie zu-

nimmt und die Temperatur so hoh ist, dass | θ∆S |>| ∆H |,

• ∆H < 0 und ∆S < 0
Chemishe Reaktionen mit Entropieabnahme können nur ablaufen, wenn sie exo-

therm sind und die Temperatur so niedrig ist, dass | θ∆S |<| ∆H |,

• ∆H > 0 und ∆S < 0
Chemishe Reaktionen laufen niht ab.

In der hemishen Thermodynamik werden an dieser Stelle Messwerte für ∆H und ∆S
als Standardbildungsenthalpien und Standardbildungsentropien hinzugezogen

8

. Eine für

messtehnishe Zweke oft anzutre�ende Darstellung ergibt sih aus folgender Umfor-

mung: ersetzt man in der De�nitionsgleihung für die freie Enthalpie

G = H − θS (3.33)

die Entropie durh den Di�erentialquotienten

(
∂G

∂θ

)

p=const

= −S, (3.34)

ergibt sih

G−H = θ

(
∂G

∂θ

)

p=const

(3.35)

7

Als Ceiling-Temperatur bezeihnet man in der Polymerisationstehnik die Temperatur, bei der Po-

lymerisation und Depolymerisation gleih shnell ablaufen. Unterhalb der Floor-Temperatur �ndet

keine Polymerisation statt.

8

Eine Abshätzung des Verhältnisses zwishen geleisteter Arbeit und abgegebener Wärmemenge kann

anhand einer DSC-Messung erfolgen. Die Aushärtung einer Probe ergibt typisherweise eine Re-

aktionsenthalpie von 100 J/g Bei einem Volumenshwund von 5% erhält man grob geshätzt eine

Energiedihte von < 0,1%. Der Ein�uss der mehanishen Arbeit in einem DSC-Experiment ist also

zu vernahlässigen.
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oder durh Einführung von Di�erenzbeträgen bei den thermodynamishen Potentialen

G und H

∆G−∆H = θ

(
∂∆G

∂θ

)

p=const

(3.36)

oder

d∆G =

(
∆G−∆H

θ

)
dθ. (3.37)

Division durh θ ergibt
θ d∆G

θ2
−

∆Gdθ

θ2
= −

∆H dθ

θ2
, (3.38)

mit der Identität

d

(
x

y

)
=
y dx− x dy

y2
(3.39)

folgt

d

(
∆G

θ

)
= ∆H d

1

θ
. (3.40)

Damit ist [
∂(∆Gθ )

∂(1θ )

]

p=const

= ∆H. (3.41)

Trägt man ∆G/θ gegen 1/θ auf, erhält man als Steigung der Funktion den Wert von

∆H.

Diese Besonderheit soll im folgenden näher betrahtet werden. Bei jeder hemishen

Reaktion �ndet niht nur ein Sto�umsatz, sondern auh ein Energieumsatz statt [188℄.

Dieser Energieumsatz tritt als Entwiklung (exotherm) oder Verbrauh (endotherm) einer

Wärmemenge QReaktion auf. Diese Wärmemenge ist aus 2 Anteilen zusammengesetzt. Der

eine Teil ist in seiner Energieform niht festgelegt und kann in Form von mehanisher

Arbeit auftreten (freie Energie), während der andere nur als Wärme ersheinen kann und

somit in seiner Energieform gebunden ist (gebundene Energie)

9

EReaktion = Efrei + Egebunden. (3.42)

Der gesamte Umsatz an Energie wird durh den 1. Hauptsatz, der Anteil an freier Energie

durh den 2. und der gebundene Anteil durh den 3. Hauptsatz beshrieben. Dabei sind

den Energieanteilen die Begri�e Reaktionswärme, Reaktionsarbeit und Reaktionsentropie

zugeordnet.

Durh Abgabe von Wärme an die Umgebung wird die Entropie der Umgebung erhöht.

Bei einer hemishen Reaktion mit der Reaktionsenthalpie ∆H wird die Wärmemenge

qUmg = −∆H abgegeben. Dies führt zu einer Entropieänderung in der Umgebung von

∆SUmg = −
∆H

θ
. (3.43)

9

Die Untersheidung von freier und gebundener Energie wurde von H. v. Helmholtz eingeführt (1882).
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Abbildung 3.5: Prinzipieller Verlauf der inneren Energie U eines warmhärtenden Epoxid-

harzes nah Tomashevsky [166℄

3.5 Thermodynamik der Polymere

Ein besonderes Kennzeihen der Thermodynamik der Polymere, in denen die Reakti-

onsharze als Spezialfall beinhaltet sind, ist die Bildung von Festkörperstrukturen aus

monomeren Flüssigkeiten oder auh Gasen. In einer nihtisothermen Betrahtungsweise

ändert das Reaktionsharz naheinander seinen Zustand von einer viskosen Flüssigkeit

über ein Gemish aus kleinen Molekülen und shon teilweise vernetzten Molekülstruk-

turen zu einem duroplastishen Zustand [5,6℄. Dabei steigt die Glastemperatur stark an

und kann am Ende der Reaktion in einem groÿen Temperaturbereih liegen. Die Ände-

rung des Zustandes ist mit der Änderung der Entropie S, der inneren Energie U oder

freien Energie ψ oder der Enthalpie und mit den Aktivierungsshwellen Bk (k = 1, 2, 3)
verbunden. Abbildung 3.5 zeigt den Verlauf der inneren Energie bei der Aushärtung

eines Reaktionsharzes. Hierbei wird ein Temperaturpro�l angenommen, das sih aus ei-

ner Erwärmung (Phase I), einer konstanten Temperatur (Phase II und III) sowie einer

Abkühlung auf Raumtemperatur (Phase IV) zusammensetzt.

Zusätzlih zur hemishen Reaktion tritt nun die Besonderheit auf, dass ein Aufbau

von langen Molekülketten statt�ndet, die im Material makroskopishe Änderungen her-

vorrufen:

• Exotherme Wärmeentwiklung bei der hemishen Reaktion,

• Volumenshwund, durh Bildung kovalenter hemisher Bindungen verringert sih

der Abstand zwishen Molekülen bzw. sie werden zu einem einzigen groÿen Molekül

verbunden,

• Umwandlung von einer Flüssigkeit in einen Feststo�,

• Anstieg der Glasumwandlungstemperatur.
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C = C C C

Abbildung 3.6: Polymerisation von Ethylen

Die Ursahe für alle 4 Phänomene ist das Vorhandensein eines hemishen Potentials. Aus

hemisher Siht kann man z.B. die Ringspannung bei Epoxiden (d.h. die darin gespei-

herte potentielle Energie) oder die π-Bindungen einer Allylgruppe als Potential identi�-

zieren. Bei der hemishen Reaktion wird dieses Potential umgewandelt in Wärmeabgabe

an die Umgebung, in Volumenshwund, d.h. mehanishe Arbeit, und Umwandlung von

�üssig auf fest.

Diese 4 Nihtgleihgewihtphänomene müssen in der thermodynamishen Beshrei-

bung berüksihtigt werden. Es muss angemerkt werden, dass auh Systeme existieren,

in denen nur eine hemishe Reaktion statt�ndet oder nur ein Phasenwehsel. Die Be-

rüksihtigung von Volumenshwund bedingt durh die hemishe Reaktion ist ebenfalls

spezi�sh für die betrahtete Materialklasse. Es gibt aber auh Reaktionsharze, die dieses

Phänomen niht zeigen wie z.B. vernetzende Silikone. Die Änderung der Teilhenzahl ist

bei den betrahteten Materialien sogar extrem, weil im vernetzten Zustand praktish nur

noh ein Molekül vorliegt. Im Gegensatz zu den häu�gsten Fällen, bei denen zwar eine

hemishe Reaktion abläuft, aber damit keine Umwandlung von �üssig auf fest oder vis-

kos zu elastish verbunden ist, muss bei den betrahteten Materialien noh die spezielle

Thermodynamik der Polymerisation berüksihtigt werden. Hierbei wird die Änderung

der freien Enthalpie betrahtet. Bei Polymerisationsreaktionen verlieren die Monomere

hauptsählih an Translationsentropie. Die Rotations- und Shwingungsentropien wer-

den beim Polymer weitgehend ausgeglihen. ∆S ist negativ (exoentropish). Die spontan

ablaufende hemishe Reaktion erfordert (wie bereits gezeigt): ∆G < 0.

Für die meisten Polymerisationsreaktionen gilt: ∆H < 0 und ∆S < 0. Diese Entro-

pieänderung ist deshalb negativ, weil aus kleinen Molekülen lange Ketten werden, so

dass die einzelnen Moleküle Bewegungsfreiheitsgrade verlieren. Als Beispiel kann die Po-

lymerisation von Ethylen zu Polyethylen (Abb. 3.6) angeführt werden. Dieser Vorgang

ist dennoh kein Widerspruh zum 2. Hauptsatz der Thermodynamik, weil die gesamte

Entropieproduktion positiv ist

10

. Es existiert also die Grenztemperatur oberhalb der kei-

ne Polymerisation möglih ist - die so genannte Ceiling-Temperatur. In seltenen Fällen

gilt: ∆H > 0 und ∆S > 0 ⇒ ebenso relevant ist die untere Temperaturgrenze - die

Floor-Temperatur. Die einfahe De�nition der Ceiling-Temperatur betrahtet zunähst

nur isotherme Prozesse. Die thermodynamishen Abläufe in einem Reaktionsharz können

also niht ohne die entstehende Wärmemenge betrahtet werden. Insbesondere kann kein

konstitutives Modell ohne die nah auÿen ab�ieÿende Wärme thermodynamish konsis-

tent begründet werden.

Die in der Betrahtung stehenden Reaktionsharze werden thermodynamish als ein ho-

10

Weitere Beispiele derartiger Phänomene wurden von I. Müller in anshauliher Weise beshrieben [139℄.
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mogenes, isotropes Einsto�system betrahtet. Das System besteht also zwar aus mehreren

Komponenten, ist aber homogen, wie es real im Fall einer homogenen Reaktionsharzmi-

shung vorliegt [8℄.

3.6 Materialtheorie und rationale Thermodynamik

Die Gleihungen der Kinematik und die Bilanzgleihungen sind materialunabhängig. Zur

Lösung von Randwertproblemen benötigt man weitere Bestimmungsgleihungen, die als

konstitutive Gleihungen bezeihnet werden

11

. Unbekannt sind die Bewegung (3 ska-

larwertige Gleihungen), die Dihte ρ (1 Skalar), die Spannungen TTT (bei Symmetrie 6
skalarwertige Gleihungen) die Temperatur θ (1 Skalar), die innere Energie U (1 Skalar)

und der Wärme�uss qqq (3 skalarwertige Gleihungen). Zunähst stehen zur Verfügung:

Die Massenbilanz (1 skalarwertige Funktion), die Impulsbilanz (3 skalarwertige Gleihun-
gen) und die Energiebilanz (1 skalarwertige Gleihung). Die Di�erenz der Unbekannten

15−5 = 10 bedeutet, das die konstitutiven Gleihungen mindestens den Spannungstensor

(6 Gleihungen), die innere Energie (1 Gleihung) und den Wärme�uss (3 Gleihungen)

beshreiben müssen, um eine formale mathematishe Behandlung zu ermöglihen. Im

Rahmen der allgemeinen Materialtheorie bezeihnet man die gesuhten konstitutiven

Gesetze als Funktionale von Prozessvariablen. Dabei werden einige Prinzipien (Determi-

nismus, Äquipräsenz, lokale Wirkung und Materialsymmetrie) berüksihtigt, die in den

Werken der Kontinuumsmehanik beshrieben werden [28, 50, 170℄.

3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleihung

Die rationale Thermodynamik wurde von Coleman, Truesdell [169℄ und Noll ab den

50er Jahren des letzten Jahrhunderts entwikelt [40, 150℄. Sie beinhaltet die Konzepte

der Nihtgleihgewihtsthermodynamik im Rahmen der Kontinuumsmehanik. Die Ziel-

setzung ist die Entwiklung von konstitutiven Gleihungen unter Beahtung mathemati-

sher Grundsätze. Während in der klassishen tehnishen Thermodynamik der Gebrauh

vektorieller und tensorieller Gröÿen möglihst vermieden wird (z.B. durh integrale Be-

trahtung), ist die rationale Thermodynamik eine Theorie, die sih den mathematishen

Anforderungen stellt und somit eine klare rihtungsweisende und präzise Formulierung

von konstitutiven Gleihungen ermögliht. Ein aktuelles Beispiel der konsequenten An-

wendung der rationalen Thermodynamik �ndet man in der Arbeit von Anand et al. [121℄.

Ausgangspunkt ist auh hier zunähst die Clausius-Plank Ungleihung

∆S ≥

B∫

A

dQ

θ
⇔ ∆S −

B∫

A

dQ

θ
≥ 0 (3.44)

Da die Wärmemenge δQ sih aus dem Austaush mit der Umgebung über die Ränder

und den inneren Entropiequellen zusammensetzt, wird für die Entropie die Bilanzglei-

11

Die folgenden Darstellungen sind den Ausführungen von Diebels [50℄ entnommen
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3 Thermodynamik

hung bzw. -ungleihung verwendet:

∫

B

ργ dv =
d

dt

∫

B

ρs dv −



∫

B

ρ
r

θ
dv −

∫

∂B

qqq

θ
· nnn da


 ≥ 0 (3.45)

Für den Entropie�uss wird der Quotient aus Wärme�uss qqq und absoluter Temperatur θ
angesetzt, für die Entropiezufuhr der Quotient aus Wärmezufuhr ρr und absoluter Tem-

peratur θ. In der rationalen Thermodynamik wird also die Existenz der absoluten Tem-

peratur vorausgesetzt. Ebenso werden Entropiezufuhr und -produktion als voneinander

unabhängig steuerbar angenommen. In Gl. (3.45) ist, wie shon in Kapitel 2 beshrieben,

der Term der Entropieproduktion γ enthalten. Es gilt ebenso das Axiom, dass in einem

materiellen Körper die Entropieproduktion niht negativ ist. In lokaler Formulierung

lautet Gl. (3.45) mit

∇∇∇ ···
(qqq
θ

)
=

1

θ
∇∇∇ ··· qqq −

1

θ2
qqq ··· ∇∇∇θ (3.46)

ρθγ = ρṡθ − ρr +∇∇∇ ··· qqq −
qqq ··· ∇∇∇θ

θ
≥ 0. (3.47)

Durh Einsetzen der Energiebilanz kann weiter umgeformt werden. Dadurh wird die

Spannungsleistung in die Gleihung eingeführt

ρθγ = ρṡθ + σσσ ······ ε̇εε+ ρu̇−
qqq ··· ∇∇∇θ

θ
≥ 0 (3.48)

Diese Form des 2. Hauptsatzes führt auf eine spezielle Formulierung des Prinzips der

Irreversibilität in Form der Clausius-Duhem-Ungleihung, wenn die Existenz einer frei-

en Helmholtz'shen Energie und die dazugehörigen Legendre-Transformationen postuliert

werden. Die freie Energie ψ spielt in einem konstitutiven Materialmodell eine grundlegen-

de Rolle. Das vollständige Di�erential der freien Energie gibt bei konstanter Temperatur

an, wie viel Energie in mehanishe Arbeit maximal umgewandelt werden kann. Die freie

Energie ψ wird durh innere Energie und Entropie mittels der Legendre-Transformation

wie folgt de�niert:

ρψ = ρu− ρθs (3.49)

ρψ̇ = ρu̇− ρθṡ− ρsθ̇ (3.50)

Die konkrete De�nition der freien Energie ergibt sih aus den speziellen Materialeigen-

shaften des betrahteten Systems. Einsetzen in die Ungleihung Gl.(3.45) ergibt

ρθγ = σσσ ······ ε̇εε− ρ
dψ

dt
− ρs

dθ

dt
−

1

θ
qqq ··· ∇∇∇θ ≥ 0 (3.51)

Auh in der rationalen Thermodynamik wird das Konzept der inneren Variablen verwen-

det [11℄. Dadurh ergeben sih Erweiterungen der Clausius-Duhem-Ungleihung. Nah

Wilmanski [190℄ wird die Form der Clausius-Duhem-Ungleihung für Einsto�-Systeme
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3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleihung

verwendet. Bei nihtmehanishen Feldern (z.B. elektro- magnetisher Art) ist sie inad-

äquat

12

. Die pragmatishe Behandlung von hemishen Reaktionen, Phasenwehsel und

Grenz�ähenphänomenen bereitet der mathematish fundierten Beshreibung in der ra-

tionalen Thermodynamik erheblihe Probleme. �ilhavý [179℄ und Wilmanski weisen auf

die niht konvexen Potentiale hin, die niht mehr als mathematishe Pathologien be-

trahtet werden, sondern Gegenstand aktueller Forshung sind. In der Literatur werden

hemishe Reaktionen von Gasen und Flüssigkeiten behandelt, z.B. bei DeCastro [44℄.

3.7.1 Erweiterungen der Energiebilanz

Die Energiegleihung wurde von Müller [134℄ in erweiterter Form angegeben [53, 137℄.

Ziel dabei war es, weitere Potentiale in der Energiebetrahtung mit einzubeziehen. Unter

Berüksihtigung von potentieller (im hier betrahteten Fall ein hemishes Potential)

und kinetisher Energie kann der Energiesatz geshrieben werden:

d(U + Epot + Ekin)

dt
= Q̇+ Ẇ (3.52)

und

dU

dt
= Q̇+ Ẇint (3.53)

Beide Formen lassen sih mit Hilfe des Impulssatzes ineinander überführen. Die Arbeits-

terme sind jedoh untershiedlih.

Ẇ =

∫

∂B

(σσσ ··· vvv) ··· nnn dA (3.54)

Ẇint =

∫

B

σσσ ···
∂vvv

∂xxx
dV. (3.55)

Im Spezialfall der unbewegten Ober�ähe vershwindet vvv auf ∂B und es gilt

Ẇ = 0 (3.56)

und Ẇint ist beliebig. Angewendet auf den zweiten Hauptsatz bedeutet dies

dS

dt
≥
Q̇

θ0
(3.57)

mit θ0 als homogener Temperatur auf der Ober�ähe ∂B. betrahtet man die Gleihungen

(3.52), (3.56) und (3.57), erhält man

d(U + Epot + Ekin)

dt
≤ θ0

dS

dt
, (3.58)

12

In Wilmanski [190℄ �ndet sih folgende Darlegung The di�erene between the volume supply Z and the

prodution P an be reognized only in relation to the onstitutive de�nition of the material. Then

the volume supply is a quantity whih is ontrolled from the external world it an be, for instane,

swithed o�, and the prodution(soure) is ontrolled by the onstitutive variables whih haraterize

a partiular material.

51



3 Thermodynamik

so dass bei konstanter Ober�ähentemperatur θ0 die freie Energie

ψ = U + Epot + Ekin − θ0S (3.59)

gegen ein Minimum konvergiert. Ingo Müller hat diese Zusammenhänge klar erkannt,

allerdings unter der Vorraussetzung, dass keine äusseren Kräfte wirken. [135℄.

3.7.2 Chemishes Potential im Rahmen der rationalen Thermodynamik

Im Vergleih zu den einfahen Materialien, die in der rationalen Thermodynamik den

weitaus gröÿten Teil ausmahen, ist hier die Einbeziehung eines hemishen Potentials

erforderlih. Die mehanishe Arbeit dW wird in der hemishen Thermodynamik oft als

Produkt von Druk und Volumenänderung p dV angegeben, weil dort Gase und Flüssig-

keiten als ideale Medien betrahtet werden. Ebenso werden hemishe Reaktionen in der

Regel durh die freie Gibbs-Energie modelliert, weil die Reaktionen häu�g bei konstan-

tem Druk durhgeführt werden. Diese Vorgehensweise ist bei Gasen und Flüssigkeiten

vorteilhaft. In der rationalen Thermodynamik wird das mehanishe Potential allgemei-

ner verwendet für niht ideale Medien, die auh Shubspannungen übertragen können. An

dieser Stelle müssen die innere Energie, die mehanishe Arbeit und die Entropie genauer

betrahtet werden. Alle 3 Anteile werden bei hemish reaktiven Systemen beein�usst.

Der Ausdruk

∆G = ∆H − θ∆S < 0 (3.60)

ist also in diesem Fall durh folgende Beziehung zu ersetzen:

∆ψ = ∆U − θ∆S < 0 (3.61)

In der rationalen Thermodynamik ist es üblih, die spezi�she innere Energie mit Hilfe der

Legendre Transformation durh die spezi�she freie Energie ρψ = ρu−θρs auszudrüken.
Dies hat den Vorteil, dass in der Clausius-Duhem-Ungleihung die Rate der Entropie

durh die Rate der absoluten Temperatur ersetzt wird.

Bei Anwesenheit eines hemishen Potentials lautet der 1. Hauptsatz der Thermody-

namik für den speziellen Fall, dass nur Sto� beteiligt ist

ρ(u̇+ ġ) = σσσ ······ ε̇εε−∇∇∇ ··· qqq + ρr (3.62)

mit

ρġ =
d

dt

∑

i

µiNi.

Wie in der (Kontinuums-) Thermodynamik üblih, wird durh Einsetzen des 1. in den 2.
Hauptsatz der Thermodynamik die Clausius-Duhem Ungleihung erhalten. Dazu wird

ρθṡ− (ρr −∇∇∇ · qqq)−
1

θ
qqq · ∇∇∇ θ ≥ 0 (3.63)

betrahtet. Der in Klammern gesetzte Ausdruk kann mit Hilfe von Gl.(3.62) ersetzt

werden

ρθṡ+ σσσ ······ ε̇εε− ρ(u̇+ ġ)−
1

θ
qqq ··· ∇∇∇θ ≥ 0, (3.64)
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3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleihung

umgeformt folgt

ρ
d

dt
(θs− u− g)− ρs

dθ

dt
+ σσσ ······ ε̇εε−

1

θ
qqq ··· ∇∇∇θ ≥ 0. (3.65)

Mit der freien Helmholtz'shen Energie, die ebenfalls den Term des hemishen Poten-

tials enthält

ρψ = ρ(u− θs+
∑

i

µiNi

︸ ︷︷ ︸
=g

), (3.66)

erhält man weiter die bekannte Form der Clausius-Duhem-Ungleihung

σσσ ······ ε̇εε− ρ
dψ

dt
− ρs

dθ

dt
−

1

θ
qqq ··· ∇∇∇θ ≥ 0 (3.67)

Zur weiteren Auswertung muss allerdings beahtet werden, dass die Rate der freien Ener-

gie ρψ hier den dissipativen Anteil

ρ

d

∑
i
µiNi

dt

enthält. Die reversiblen Anteile können mit einer Standardargumentation weiterbehan-

delt werden. Es verbleibt die Restungleihung, die die nihtisothermen und die hemish

induzierten Anteile enthält. Weiter, reduziert auf den isothermen Fall, verbleibt die Res-

tungleihung

ρ

d

∑
i
µiNi

dt
≤ 0 (3.68)

Bildet man

g(ξ(t)), (3.69)

ist nah der Kettenregel

dg

dt
=

dg

dξ

dξ

dt
, (3.70)

welhes der thermodynamishen Forderung entspriht. Daraus folgt die Bedingung

∑

i

µiνiξ̇ < 0, (3.71)

was mit ξ̇ ≥ 0 Gl.(3.25) entspriht

∆G = ∆H − θ∆S < 0 (3.72)

Man beahte, dass ∆G gleih

∂G
∂ξ , also die Ableitung nah der Reaktionskoordinate,

ist. Die thermodynamishe Konsistenz ist also gewährleistet, unter der Voraussetzung,

dass die Zeit immer positiv ist und damit auh die Zeitableitung von Gl. (3.25) und∑
i µiνi=̂∆G. Dies ist die Vorgehensweise des Nahweises der thermodynamishen Kon-

sistenz eines Modells in der rationalen Thermodynamik.

Es ergibt sih mit der rationalen Thermodynamik das gleihe Resultat, wenn das Ge-

geneinanderwirken von Energie und Entropie in der formalen Behandlung beahtet wird.

Es ergeben sih für die Gültigkeit des Modells folgende Einshränkungen:
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3 Thermodynamik

• Der Temperaturbereih muss zwishen der Ceiling- und der Floor-Temperatur lie-

gen,

• Die Temperatur zur Aushärtung darf niht mehr als 200C unterhalb der maximal

erreihbaren Glasumwandlungstemperatur des modellierten Systems liegen, weil

andernfalls die hemishe Reaktion zum Stillstand kommt, also niht thermodyna-

mish aber kinetish gehemmt ist.

Die zeitlihe Änderung der Entropie

13

führt auf die Theorie des Übergangszustandes nah

Eyring [63℄

14

.

3.7.3 Anmerkungen zur thermodynamishen Konsistenz

An dieser Stelle seien noh einige Punkte hervorgehoben. Bei den betrahteten Reakti-

onsharzen treten innere Wärmequellen auf. Bei der gängigen Betrahtung der rationalen

(Kontinuums-)Thermodynamik werden die Zufuhr- oder Produktionsterme niht näher

betrahtet bzw. sheinbar eliminiert. Der Ausdruk

∫
V ρr dV wird als innere Wärmequelle

bezeihnet, damit ist die Absorption von Strahlung gemeint. Das ist aber ein Zufuhrterm

(von Aussen) und damit separat bilanzierbar. Im Fall von hemishen Reaktionen tritt

tatsählih eine innere Wärmequelle auf, die aus einem Produktionsterm der inneren

Energie herrührt. Diese Energie tritt wiederum als Dissipationsterm auf. Beides kann als

additiver Teil der freien Energie ausgedrükt werden.

Somit ist eine Beshreibung durh die Clausius-Duhem-Ungleihung möglih. Oft ver-

bindet sih auh die Vorstellung, dass die Entropie nur steigen kann, mit der Annahme,

dass ein Materialmodell nur derartige Änderungen beshreiben kann. Der Sahverhalt ist

aber, dass dies nur für adiabatishe Prozesse gilt. Wenn in dem adiabatishen System

jedoh ein isothermes Teilsystem enthalten ist, gilt folgendes: Es existiert eine Entropie

vor dem Prozess, während des Prozesses kann die Entropie im adiabatishen Gesamt-

system nur steigen (2. Hauptsatz), aber nah Abshluss des Prozesses kann die Entropie

im isothermen Teilsystem niedriger sein, als vor dem Prozess. Das kann an einem Re-

aktionsharz messtehnish nahgewiesen werden

15

. Wenn man in die freie Energie ein

hemishes Potential (eine potentielle Energie) mit aufnimmt, ist eine Bedingung nah

Art der Ungleihung möglih. Die, in der hemishen Thermodynamik etablierten Be-

dingungen (eine höhste und eine niedrigste Temperatur), stellen eine zusätzlihe Ein-

shränkung für das Materialmodell dar. Der Fall ∆H > 0 und ∆S < 0 brauht in der

rationalen Thermodynamik niht betrahtet zu werden, weil a priori ein System vor-

raussetzt wird, dass hemish reagieren kann

16

. Damit ist aber eine direkte Anbindung

13

Es existiert wie bei der Energie auh bei der Entropie eine Aktivierungsshwelle

14

In Dreyer [53℄ �ndet sih folgende Darlegung: Hier ist allerdings niht bekannt, welhe konkrete Form

der lokale Entropie�ussvektor

qqq

θ
hat. Bereits für ideale Gase folgt aus der kinetishen Gastheorie

von Maxwell und Boltzmann in Gleihgewihtsnähe

qqq

θ
− 2

5pθ
qqqt [72℄ sowie bei der Wärmeleitung von

Kristallen bei tiefen Temperaturen

qqq

θ
(1 − 3

32c2a2θ8
qqq2) [52℄ und für den Entropie�uss eines Bündels

shwarzer Strahlen die Korrektur

4
3
qqq

θ
[146℄.

15

Daher der alte Streit des Wärmetods des Universums (wenn adiabatish, dann unausweihlih).

16

Die Kontinuumsmehanik kann und will niht nahweisen, ob z.B. Eisen mit Chlor reagiert.
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3.7 Freie Energie und Clausius-Duhem-Ungleihung

der rationalen Thermodynamik an die klassishe und insbesondere hemishe Thermody-

namik erreiht. Die oben ausgeführte Herleitung zeigt, dass es einen stetigen Übergang

zwishen (Kontinuums-) Thermodynamik und Chemie in Gestalt der freien Enthalpie

gibt. Die Chemie liefert die Methoden zur Bestimmung der freien Enthalpie, die Konti-

nuumsmehanik bindet diese Erkenntnisse in klarer mathematisher Formulierung in die

Berehnung von Feldproblemen ein, die wiederum niht Gegenstand der Chemie sind.

3.7.4 Innere Variable der Härtungsreaktion

Die erste Annahme für das betrahtete Material ist die Homogenität und Isotropie im

Ausgangs- und Endzustand. Die Ausgangskomponenten sind Flüssigkeiten mit gering

ausgeprägten elastishen Anteilen. Weiterhin wird ein hemishes Potential postuliert,

das zu Beginn der hemishen Reaktion existiert und am Ende verbrauht ist [173�176,

191,192℄. Ohne Berüksihtigung koexistierender Phasen im �üssigen Zustand erfolgt eine

Umwandlung [65℄

A→ B (3.73)

vom ungehärteten Zustand A zum ausgehärteten Zustand B. Als Reaktionsgleihung

kann der Aushärtungsprozess aufgeshrieben werden als

[Monomer]
∆H
−→ [Polymer]n (3.74)

ξc =
[Polymer]

[Monomer]
=

[∆QR]

[∆QR0]

ξm =
[n]

[n0]
(3.75)

Im Detail laufen hier Folge-und Parallelreaktionen mit untershiedliher thermisher Ak-

tivierungsenergie ab. Durh Gl.(3.74) können alle relevanten zeitlihen Veränderungen

eines Reaktionsharzes beshrieben werden. ξc modelliert den Reaktionsumsatz der reak-

tiven Molekülgruppen und die proportional damit freiwerdende Reaktionswärme QR. Die
Variable ξm beshreibt den Verlauf der Molekülkettenverlängerung und Vernetzung.

Durh Einführung der inneren Variablen ξc und ξm kann die hemishe Dissipation als

additiver Teil der freien Energie ψ dargestellt werden.

ψ = ψ(θ,εεε, ξc, ξm) (3.76)

Im Fall von Reaktionsharzen können folgende Kenntnisse zur Formulierung der freien

Energie nützlih sein:

1. Die Verknüpfung von Spannung und Dehnung ist abhängig vom Reaktionsumsatz.

2. Die bei der hemishen Reaktion entstehende exotherme Wärme ist wihtiger Be-

standteil der freien Energie.
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3. Der hemishe und der mehanishe Reaktionsumsatz sind ξc und ξm als innere

Variable der Indikator des zeitlihen Verlaufs der Aushärtungsreaktion.

Eine weitere Annahme ist, dass keine Strömungsvorgänge im Reaktionsharz während

der Aushärtung ablaufen. Weiterhin werden keine Relaxationsvorgänge als Reaktion auf

äuÿere Lasten betrahtet. Damit ist auh der Fall ausgeshlossen, dass die Aushärtung

durh Verglasung kinetish behindert wird und eine Restreaktion dauerhaft unterbleibt.

Die Betrahtung setzt also eine Aushärtungstemperatur oberhalb von Tg∞ voraus. Durh

die Annahme ausreihend hoher Härtungstemperatur werden die in der Realität ablau-

fenden Relaxationen und die damit verbundenen Halbwertszeiten so kurz, dass sie sih

einer Messung entziehen.
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4 Ableitung eines Materialmodells für

Reaktionsharze

4.1 Modellbildung auf Basis der rationalen Thermodynamik

In diesem Kapitel werden konstitutive Gleihungen für Reaktionsharze hergeleitet, in de-

nen die Phänomene des hemishen Reaktionsshwundes, der Änderung der elastishen

Eigenshaften und der entstehenden Reaktionswärme berüksihtigt werden. Aufbauend

auf den grundlegenden Prinzipien der Materialtheorie wird anshlieÿend ein deduktiv

entwikeltes mathematishes Modell vorgestellt. Hierbei bilden die Bilanzgleihungen der

Thermodynamik einen Rahmen, der mit Hilfe der Axiome der Materialtheorie shrittwei-

se eingeengt wird. Aus der so entstandenen Gleihungsstruktur wird dann über konstitu-

tive Annahmen die konkrete Gleihung bestimmt. Die Vorgehensweise wird in der Litera-

tur umfassend beshrieben, besonders sei auf die Arbeiten von Truesdell und Noll [169℄,

sowie auf Coleman, Gurtin [41, 78℄ und Haupt [81℄ verwiesen. Die speziellen Annahmen

für Reaktionsharze beruhen auf den Grundlagen der Härtung nah Ehrenstein [56℄ und

Gillham [54, 70, 158℄. Die grundsätzlihe Berüksihtigung von hemishen Potentialen

aus kontinuumsmehanisher Siht wurde u.a. von Huyghe [92℄ vorgenommen.

4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleihungen

4.2.1 Allgemeine Formulierung der konstitutiven Gleihungen

Ausgangspunkt für die Herleitung der materialabhängigen Gleihungen für das betrahte-

te Modell ist die Formulierung allgemeiner Konstitutivgleihungen (s. beispielsweise [14℄).

Dabei wird eine elastishe Substanz zugrunde gelegt und eine innere Variable eingeführt:

der normierte Reaktionsumsatz ξ ∈ [0, 1]. Für die untershiedlihen Phänomene, die bei

diesem Modell betrahtet werden sollen, wäre es an dieser Stelle möglih, mehrere innere

Variablen einzuführen, es kann jedoh gezeigt werden, dass diese Untersheidung niht

die Funktion selbst, sondern nur untershiedlihe Parameter betri�t. Diese ergeben sih

aus den Messwerten für den mehanishen und den hemishen Reaktionsumsatz.
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Es folgt damit ein vereinfahter Ansatz.

TTT = TTT {EEE, θ, ξc, ξm}

ψ = ψ {EEE, θ, ξc, ξm}

s = s {EEE, θ, ξc, ξm}

qqq = qqq {EEE, θ, ξc, ξm}

ξ̇c = ξ̇c {EEE, θ, ξc, ξm}

ξ̇m = ξ̇m {EEE, θ, ξc, ξm} (4.1)

Im Weiteren sollen kleine Deformationen betrahtet werden, d.h. es gilt TTT ≈ σσσ, EEE ≈ εεε.
Damit ergibt sih:

σσσ = σσσ {εεε, θ, ξc, ξm}

ψ = ψ {εεε, θ, ξc, ξm}

s = s {εεε, θ, ξc, ξm}

qqq = qqq {εεε, θ, ξc, ξm}

ξ̇c = ξ̇c {εεε, θ, ξc, ξm}

ξ̇m = ξ̇m {εεε, θ, ξc, ξm} (4.2)

Es wird formal die Zeitableitung der freien Energie gebildet:

ψ̇ =
∂ψ

∂θ
θ̇ +

∂ψ

∂εεε
······ ε̇εε+

∂ψ

∂ξc
ξ̇c +

∂ψ

∂ξm
ξ̇m (4.3)

Setzt man diese in die Clausius-Duhem-Ungleihung (3.51) ein, folgt unmittelbar

(
σ − ρ

∂ψ

∂εεε

)
······ ε̇εε− ρ

(
s+

∂ψ

∂θ

)
θ̇ − ρ

∂ψ

∂ξc
ξ̇c − ρ

∂ψ

∂ξm
ξ̇m −

1

θ
qqq ··· ∇∇∇θ ≥ 0. (4.4)

Die Ungleihung ist linear in ε̇̇ε̇ε und θ̇. Die Zustandsgleihungen folgen aus

s = −
∂ψ

∂θ
, σσσ = ρ

∂ψ

∂εεε
, Ac = −

∂ψ

∂ξc
, Am = −

∂ψ

∂ξm
(4.5)

und es verbleibt die Ungleihung

ρAcξ̇c + ρAmξ̇m −
1

θ
qqq ··· ∇∇∇θ ≥ 0. (4.6)
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4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleihungen

4.2.2 Freie Energie des hemish reagierenden Materials

Für die nahfolgenden Betrahtungen wird Isotropie vorausgesetzt. Die freie Energie kann

durh eine Taylorreihenentwiklung um den Ausgangszustand ψ = ψ(θ0,000, ξc0, ξm0) bis
zu Gliedern höherer Ordnung ausgedrükt werden

1

, mit dem Ziel eine Abshätzung für

ein physikalish sinnvolles Modell zu bekommen.

Dazu werden der Spannungs- und der Verzerrungstensor in einen deviatorishen und

einen sphärishen Anteil aufgespalten:

σσσ = sss+
1

3
trσσσ III, (4.7)

εεε = eee+
1

3
trεεεIII (4.8)

Von den möglihen 30 partiellen Ableitungen der Näherung durh die Reihe von 5
Variablen bis zur 2. Ordnung verbleiben durh Anwendung des Satzes von Shwarz [46℄

noh 5 Reihenglieder 1. Ordnung, in der 2. Ordnung 5 quadratishe und 10 gemishte

partielle Ableitungen. Durh die Aufspaltung des Verzerrungstensors in einen deviato-

rishen und einen hydrostatishen Anteil als unabhängige Variablen entfallen weitere 4
Terme bei der Bildung der Skalarprodukte. Es wird die Annahme gemaht, dass höhere

Glieder der Taylorreihe Null sind, oder keinen Ein�uss haben.

Ω : R
3×3 → R

1

Ω 7→ ψ = ψ (eee,εεεv, θ, ξc, ξm) , εεεv =
1

3
trεεεIII (4.9)

Es verbleiben 16 Terme für die weitere Betrahtung. Die physikalishe Bedeutung der Ko-

e�zienten in der Taylor-Entwiklung kann aus einer Dimensionsanalyse erhalten werden.

Aus den nah Gl. (2.46) de�nitionsgemäÿ massebezogenen Gröÿen ergeben sih durh

Multiplikation mit der Dihte volumenbezogene Gröÿen. Jeder Term der Taylorreihe hat

die Dimension ML−1T−2
(M steht für Masse, L für Länge, T für Zeit). Daraus kann

auf die Bedeutung der partiellen Ableitungen innerhalb der Terme geshlossen werden

(s. Tabelle 4.1). Dabei sind insbesondere die gemishten und quadratishen Terme zu be-

trahten

2

. Die gemishten Ableitungen zwishen eee und εεεv sowie zwishen eee und θ können
niht isotrop sein bzw. sind, unter der Vorraussetzung von Isotropie, gleih Null.

Es werden im Weiteren nur die 2. Ableitungen der Taylorreihe betrahtet, was eine

1

Die folgenden Ausführungen orientieren sih an einer Herleitung von Ulm [172℄.

2

In den thermo-hemish-mehanishen Koppeltermen sieht man die Abhängigkeit der Entropie von der

Dehnung und dem Reaktionsumsatz z. B. für die thermishe Dehnung unter Nutzung der Maxwell

Symmetrien ( ∂σσσ
∂θ

)εεε = −( ∂s
∂εεε

)θ =
∂2ψ

∂θ∂εεεv
= −αE.
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4 Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze

Tabelle 4.1: Physikalishe Bedeutung der Reihenglieder

ρ0ψ(eee,εεεv, θ, ξ) Symbol Teil des Terms Einheit Dimension

ρ0ψ ψ freie Energie J ML−1T−2

ρ0(
∂ψ
∂θ )eee,εεεv,ξc,ξm s Entropie JK

−1 ML−1T−2θ−1

ρ0(
∂ψ
∂εεεv

)eee,θ,ξc,ξm σ hydrostatishe Spannung Nm

−2 ML−1T−2

ρ0(
∂ψ
∂eee )εεεvθ,ξc,ξm sss deviatorishe Spannung Nm

−2 ML−1T−2

ρ0(
∂ψ
∂ξc

)θ,εεεv,ξm Ac0 Anfangswert hemishe A�nität J ML−1T−2

ρ0(
∂ψ
∂ξm

)eee,εεεv,θ,ξc Am0 Anfangswert mehanishe A�nität J ML−1T−2

ρ0(
∂2ψ
∂εεεv∂θ

)eee,ξc,ξm α Längenausdehnung Nm

−2
K

−1 ML−1T−2θ−1

ρ0(
∂2ψ
∂εεεv∂ξc

)eee,θ,ξm β hemisher Volumenshwund Nm

−2 ML−1T−2

ρ0(
∂2ψ

∂εεεv∂ξm
)eee,θ,ξc β mehanisher Volumenshwund Nm

−2 ML−1T−2

ρ0(
∂2ψ
∂ξm∂θ

)eee,εεεv,ξc Qm Reaktionswärme J s−1 ML−1T−3

ρ0(
∂2ψ
∂ξc∂θ

)eee,εεεv,ξm Qc Reaktionswärme J s−1 ML−1T−3

ρ0(
∂2ψ

∂ξm∂ξc
)eee,εεεv,θ km Reaktionsprodukt J s−1 ML−1T−3

ρ0(
∂2ψ
∂θ2

)eee,εεεv,ξc,ξm c Wärmekapazität JK

−1 ML−1T−2θ−1

ρ0(
∂2ψ
∂εεε2v

)eee,θ,ξc,ξm K Kompressionsmodul Nm

−2 ML−1T−2

ρ0(
∂2ψ
∂eee2 )εεεv,θ,ξc,ξm G Shubmodul Nm

−2 ML−1T−2

ρ0(
∂2ψ
∂ξ2c

)eee,εεεv,θ,ξm Ac hemishe A�nität J ML−1T−2

ρ0(
∂2ψ
∂ξ2m

)eee,εεεv,θ,ξc Am mehanishe A�nität J ML−1T−2
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4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleihungen

physikalishe Linearisierung der Konstitutivgleihungen darstellt

ψ (eee,εεεv, θ, ξc, ξm)

= ψ(eee,εεεv, θ, ξc, ξm)0

+
∂ψ

∂eee
······ eee+

∂ψ

∂εεεv
······ εεεv +

∂ψ

∂θ
(θ − θ0) +

∂ψ

∂ξc
(ξc − ξc0) +

∂ψ

∂ξm
(ξm − ξm0)

+
1

2

[
εεεv ······

∂2ψ

∂εεε2v
······ εεεv + eee ······

∂2ψ

∂eee2
······ eee+ 2

∂2ψ

∂εεεv∂θ
······ εεεv(θ − θ0)

+ 2
∂2ψ

∂εεεv∂ξc
······ εεεv(ξc − ξc0) + 2

∂2ψ

∂θ∂ξc
(θ − θ0)(ξc − ξc0)

+ 2
∂2ψ

∂εεεv∂ξm
······ εεεv(ξm − ξm0)

+ 2
∂2ψ

∂ξc∂ξm
······ (ξc − ξc0)(ξm − ξm0) + 2

∂2ψ

∂θ∂ξm
(θ − θ0)(ξm − ξm0)

+
∂2ψ

∂θ2
(θ − θ0)

2 +
∂2ψ

∂ξ2c
(ξc − ξc0)

2 +
∂2ψ

∂ξ2m
(ξm − ξm0)

2

]
+ . . .

(4.10)

Aus Gründen der Übersihtlihkeit kann man die Anteile der freien Energie aufteilen in:

ψ = ψ0 + ψ1 + ψ2 (4.11)

Wegen der vorausgesetzten Isotropie ergibt sih

ψ0 = σ0
1

3
tr ε+ sss0 ······ eee− s0(θ − θ0)−Ac0ξc −Am0ξm, (4.12)

ψ1 = −3K(ξc)tr ε(α(θ − θ0) + βξc) +
1

θ0
Qc(ξc)(θ − θ0),

− 3K(ξm)tr εξm +
1

θ
ξm(θ − θ0)−AcAmξcξm (4.13)

ψ2 =
1

2
K(ξm)tr

2 ε+G(ξ)eee ······ eee−
1

2

(
Cv

θ0

)
(θ − θ0)

2
+

1

2
kξ2c +

1

2
kξ2m (4.14)

Hierbei kann man die folgenden Interpretationen geben:

• Ψ0 ist der Anteil des Anfangszustandes für die Spannungen σσσ0 = sss0+
1
3 trσσσ111, wobei

der Anfangsspannungsdeviator sss0 ist, der Entropie s0 und Ac0 der Anfangswert der
hemishen A�nität Am0 der Anfangswert der Vernetzung ist.

• Ψ1 beshreibt die möglihe Kopplung zwishen Volumendehnung trεεε, Temperatur-

änderung θ − θ0, Reaktionsfortshritt ξc und Vernetzungsfortshritt ξm.

• Ψ2 ist der Entwiklungsterm 2. Ordnung bezüglih der Argumente εεε = eee+ 1
3trεεε111,

θ, ξc und ξm.
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4 Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze

Die Funktion Qc(ξc) beshreibt die Entwiklung der Reaktionswärme. Die Koe�zienten

α sind der lineare thermishe Ausdehnungskoe�zient und β der hemishe Volumenkon-

traktionskoe�zient.

Die mehanishen Gröÿen sind von der inneren Variablen ξm abhängig.

K(ξm) =
E(ξm)

3(1− 2ν(ξm))
, G(ξm) =

E(ξm)

2(1 + ν(ξm))
(4.15)

4.2.3 Konstitutive Gleihungen

Die Zustandsgleihungen für das thermohemish-elastishe isotrope Material lassen sih

aus den Anteilen der freien Energie ableiten. Es gilt

sss = σσσ − p111,
−p = σ0 +K(ξc)[tr ε− 3α(θ − θ0)− 3βξc − ξm],
sss = sss0 + 2G(ξm)eee,

(4.16)

s = s0 +
1

θ0
[Cv(θ − θ0) + 3K(ξc)αθ0tr ε−Qc(ξc)−Qm(ξm)], (4.17)

Ac,m = Ac0 +Am0 − kξc − kξm + 3
∂K(ξc)

∂ξc
[α(θ − θ0) + βξc] trεεε (4.18)

+ 3βK(ξc)trεεε− qc(ξc)
θ − θ0
θ0

−
1

2

∂K(ξc)

∂ξc
tr2 εεε−

∂G(ξm)

∂ξm
eee ······ eee

+ 3
∂K(ξm)

∂ξm
tr ε ξm +AcAm,

wobei qc(ξc) = dQc(ξc)/dξc ist. Die Zustandsgleihungen zeigen die Kopplung der Va-

riablen. Die thermodynamishen Kräfte σσσ, S, Ac und Am sind niht nur abhängig von

ihren Zustandsvariablen, es besteht auh eine Kopplung zu den übrigen Variablen. Dieses

Modell ist aus einem Potential abgeleitet und niht hypoelastish formuliert.

4.2.4 Invertierung der Zustandsgleihungen

Die Invertierung der Zustandsgleihungen ergibt

trεεε =
1

K(ξc)
(σ − σ0) + 3α(θ − θ0) + 3βξc + ξm, (4.19)

eee =
sss− sss0
2G(ξm)

(4.20)

Dabei kann der erste Term in folgender Weise ausgedrükt werden

trεεε = trεεεe + trεεεt + trεεεc (4.21)

mit e für elastish, t für thermish und  für hemish.
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4.2 Deduktiv abgeleitete Konstitutivgleihungen

In Gl. (4.19) ist der Koe�zient α der thermishe Ausdehnungskoe�zient, der die Vo-

lumendilatation mit der Temperaturdi�erenz verbindet. Auÿerdem gilt:

trεεεc = 3βξc, (4.22)

s = s0 +
1

θ0

[
Cv + 9θ0α

2K(ξc)
]
(θ − θ0) + 3α(σ − σ0) + 9αβK(ξc)ξcξm −

Qc(ξc)

θ0
.(4.23)

Durh die Annahme kleiner Deformationen werden die Terme 2. Ordnung in Gl. (4.18)

vernahlässigt:

Ac,m = Ac0 +Am0 − kξc − kξm + 3βK(ξc)trεεε−
1

θ0
f(ξc)(θ − θ0), (4.24)

oder mit Gl. (4.20)

Ac,m = Ac0+Am0−[k−9β2K(ξc)]ξc−
1

θ0
[qc(ξc)−9αβK(ξc)θ0](θ−θ0)+3β(σ−σ0). (4.25)

Die folgende Ungleihung muÿ erfüllt sein zum Nahweis der thermodynamishen Kon-

sistenz

− ρ
∂ψ

∂ξc
ξ̇c − ρ

∂ψ

∂ξm
ξ̇m −

1

θ
qqq ··· ∇∇∇θ ≥ 0. (4.26)

Die als grundsätzlih dissipativ angesehenen äuÿeren Wärmeströme entfallen bei der

weiteren Betrahtung, da das Fourieshe Gesetz der Wärmeleitung qqq = −λ · ∇∇∇θ mit Gl.

(4.26) vertäglih ist.

− ρ
∂ψ

∂ξc
ξ̇c − ρ

∂ψ

∂ξm
ξ̇m ≥ 0 (4.27)

Es verbleibt somit die Forderung, dass das hemishe Potential bzw. die A�nität den

Forderungen von Kapitel 3 genügt.

4.2.5 Wärmeleitungsgleihung

Die Herleitung der Wärmeleitungsgleihung wird in der Literatur ausführlih beshrie-

ben. Die weiteren Ausführungen sind entnommen von Tautz und Baehr [165℄. Für die

Beshreibung der Wärmeleitung wird das Fourier'she Gesetz zugrunde gelegt, das den

Wärme�ussvektor mit dem Temperaturgradienten verknüpft:

qqq = −λ∇∇∇θ (4.28)

wobei λ der Koe�zient der thermishen Leitfähigkeit ist. Die Abhängigkeit des Koe�zi-

enten vom Reaktionsumsatz ξ, d.h. λ = λ(ξ) ist aktuell Gegenstand der Forshung, wird

hier jedoh als konstant angenommen. Arbeiten von Arndt et al. [18,19℄ bestätigen eine

geringe Änderung der Wärmeleitfähigkeit während des Ablaufs der Härtungsreaktion.

Im Fall der betrahteten Reaktionsharze liegt ein Temperaturfeld vor, das eine innere
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4 Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze

Wärmequelle enthält, die gemäÿ der hemishen Reaktionskinetik von der Zeit und der

Temperatur abhängt.

Die Wärmeleitungsgleihung kann aus dem ersten Hauptsatz abgeleitet werden. Er

liefert unter Vernahlässigung von kinematishen Leistungen die Leistungsbilanz

dU

dt
= Q̇(t) + P (t) (4.29)

mit der spezi�shen Wärmekapazität c gilt: du = cdθ und

dU

dt
= ρ

∫

V

c
∂θ

∂t
dV, (4.30)

Q̇ =

∫

V

ρr dV −

∫

A

qqq ···nnn dA =

∫

V

ρr dV −

∫

V

∇∇∇ ··· qqq dV (4.31)

Der Anteil der Leistung aus externer Strahlenquelle wird im folgenden vernahlässigt.

Die von aussen zugeführte mehanishe Leistung besteht aus einem reversiblen und einem

irreversiblen Anteil, der sih aus der Di�erenz

−σσσ ······ ε̇εε+ ρ(ψ̇ + sθ̇) (4.32)

ableitet. Für die Leistung der im Inneren des Körpers auftretenden irreversiblen Ener-

gieumwandlungen wird

P = Pdiss =

∫

V

Q̇c dV (4.33)

gesetzt. Hierzu zählen Leistungen aus hemisher Reaktionswärme, Reibungswärme und

Wärme aus elekrisher Leistung.

Zusammenfassung und Einsetzen ergibt:

∫

V

[
ρc
∂θ

∂t
+∇∇∇ ··· qqq − Q̇c

]
dV = 0, (4.34)

ρc
∂θ

∂t
= −∇∇∇ ··· qqq + Q̇c. (4.35)

sowie Einsetzen des Fourieshen Gesetzes liefert:

ρc
∂θ

∂t
= λ∇∇∇ ···∇∇∇θ + Q̇c (4.36)

Oft wird zur Vereinfahung der Shreibweise der Laplae Operator ∆∆∆ eingeführt, sowie

die Abkürzung a = λ/ρc. Mit

∇∇∇ ··· (∇∇∇θ) = ∆∆∆θ, (4.37)

∂θ

∂t
= a∆∆∆θ +

Q̇c

ρc
(4.38)

Für die Wärmeleitungsgleihung mit Quellterm existieren geshlossene Lösungen für

den Fall, dass die Wärmequelle niht oder linear von der Temperatur abhängt. Ein-

zelheiten zur grundsätzlihen mathematishen Behandlung können z. B. Meinold und

Wagner [130℄ entnommen werden. Im hier betrahteten Fall der hemish vernetzenden

Reaktionsharze ist die Wärmequelle stark temperaturabhängig.
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4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

4.2.6 Feldgleihungen der linearen Chemoelastizität

Die Feldgleihungen des betrahteten thermomehanishen Systems (geshlossen bezüg-

lih der hemishen Komponenten) sind die mehanishe Gleihgewihtsgleihung

∇∇∇ ··· σσσ + ρfff = 0 (4.39)

und die thermishe mit der hemishen Dissipation

θ0Ṡ = Q0 +Ac ξ̇c. (4.40)

Hier beshreibt Q0 = r −∇∇∇ ··· qqq den Wärme�uss in das System durh Wärmeleitung und

eventuelle externe Wärmequellen. r wird im Weiteren vernahlässigt.

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik postuliert, dass die Änderung der Entropie niht

kleiner sein kann als die von auÿen zugeführte Entropie pro Zeiteinheit:

θ0Ṡ ≥ Q0, (4.41)

θ0Ṡ = Cvθ̇ − qc(ξc)ξ̇c + 3α θ0K(ξc) trε̇ = Q0 +Ac ξ̇c (4.42)

Gleihung (4.42) erlaubt die Identi�zierung folgender Gröÿen

• Cv = ρc als Wärmekapazität in einem Isodeformationsexperiment bei konstantem

Reaktionsumsatz,

• Wärme Qc(ξc) als latente Wärme der Polymerisationsreaktion, die an die Um-

gebung abgegeben wird in einem isothermen und Isodeformationsexperiment und

qc(ξ) = dQc
dξc

als latente Wärme pro Reaktionsumsatz dξc (positiv für exotherme

Reaktionen),

• Wärme 3αθ0K(ξ)trε̇εε durh Deformation die an die Umgebung abgegeben wird. Die-

se wird im Folgenden vernahlässigt gegenüber der Wärme aus hemisher Reaktion

(d. h. |3αθ0K(ξm)trε̇εε| ≪ Q̇c(ξc)),

• Ac ξ̇c als Dissipation durh hemishe Reaktion. Dadurh ist die Rate der Wärme

gegeben durh die Reaktion aus 2 Teilen bestehend: latente Wärme sowie Dissipati-

on, wobei die letztere vernahlässigbar ist gegenüber der ersten in der als exotherm

angenommenen Reaktion (d. h. Ac ξc ≪ Q̇c(ξc)).

Dadurh wird Gl. (4.42) in folgender Weise vereinfaht:

Cvθ̇ = Q0 + Q̇c(ξc) (4.43)

4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

Der zeitlihe Verlauf der hemishen Härtung von Reaktionsharzen kann von wenigen

Sekunden bis zu mehreren Stunden dauern. Bei langsamen Reaktionen existiert min-

destens eine geshwindigkeitsbestimmende langsame Reaktion. Bei shneller Reaktionen

�ndet eine Erwärmung durh die Reaktionsenthalpie statt.

65



4 Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze

Die Entropieänderung des Systems hängt von der zeitlihen Änderung der Temperatur

ab. Die Variablen εεεv und ξc ändern sih mit der Zeit, in der sih das System vom Gleih-

gewiht (vor der Reaktion) über das Nihtgleihgewiht (während der Reaktion) in den

neuen Gleihgewihtszustand (nah der Reaktion) verändert. Sie hängen von einer zeit-

abhängigen Funktion ab, die den Verlauf der Reaktion beshreibt (ξ - Reaktionsumsatz)

und in einfahen Fällen folgende Gestalt hat:

ξ̇c = ae
E
θ (1− ξc)

Die Änderung des Volumens und die entstehende Wärmemenge sind direkt proportional

dem Reaktionsumsatz oder indirekt proportional dem Abreagieren der reaktiven mole-

kularen Gruppen. Der Aufbau von langen Molekülketten, die im Verlauf der Reaktion

auh noh untereinander vernetzen, verläuft nihtlinear über die Zeit.

Bis zu dieser Stelle wurde ein Modell aufgestellt, dass die konstitutiven Gleihungen in

Abhängigkeit vom Reaktionsumsatz beinhaltet. Zur Kenntnis der zeitabhängigen Feld-

gröÿen ist eine Evolutionsgleihung erforderlih, die im nähsten Abshnitt diskutiert

wird.

4.3.1 Evolutionsgleihung für die inneren Variable ξc und ξm

Die Beziehung zwishen A�nität Ac und Geshwindigkeit der Reaktion ξ̇c wird als linear

angenommen. Der Ein�uss der Temperatur kann für die meisten Reaktionen durh ein

Arrhenius-Gesetz beshrieben werden, welhes sih auh experimentell bestätigen lässt.

Ac = −
∂ψ

∂ξc
= kξ̇ce

Ea
Rθ

(4.44)

In Larive [117℄ wird eine Konstante angegeben, die den Verlauf der hemishen Kinetik

realistish wiedergibt, weil ein Abklingen der Reaktion zu beobahten ist, was durh die

zunehmende Unbeweglihkeit der Moleküle zum Ende der Reaktion hervorgerufen wird.

3

Aus den hergeleiteten Zustandsgleihungen ergibt sih unter Verwendung des Ansatzes

von Larive:

1− ξc = tc(θ, ξc)
dξc
dt

(4.45)

mit

tc = τc(θ0)λ(ξc, θ0) (4.46)

und

λ(ξc, θ0) =
1 + e

−τL(θ0)

τc(θ0)

ξc + e

−τL(θ0)

τc(θ0)

(4.47)

3

Die formale Kinetik bezieht sih auf Gasreaktionen, bei denen zwar die die statistishe Wahrsheinlih-

keit abnimmt, noh einen reaktionsfähigen Partner zu �nden, aber keine Abnahme der Beweglihkeit.

In diesem Zusammenhang spriht man auh von di�usionskontrollierter Reaktion.
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4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

Hierbei handelt es sih um eine separierbare Di�erentialgleihung 1.Ordnung. Es ergibt

sih nah Trennen der Variablen, Partialbruhzerlegung und Integration:

ln |ξc + e
τL
τc | − ln |ξc − 1|+ C =

t

τc
(4.48)

Mit dem Anfangswert ξ(t=0) = 0 folgt

C =
τL
τc
. (4.49)

Eingesetzt und vereinfaht erhält man

ξc(t) =
1− e

−t
τc

1 + e
−t
τc

+
τL
τc

. (4.50)
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Abbildung 4.1: Latenzzeit und Härtungszeit

Die Anwendung dieser Gleihung erlaubt es, die drei Phänomene Entwiklung von

Reaktionswärme, Volumenshwund und Aufbau einer elastishen Materialstruktur zu

beshreiben. Dadurh ist es möglih, den Ein�uss untershiedlihe Härtungstemperatu-

ren zu analysieren und Untershiede im mehanishen Spannungsaufbau zu veri�zieren.

Bildet man die Zeitableitung, erhält man wieder die Di�erentialgleihung in der Form

dξc
dt

=
e

−t
τc + e−

t−τL
τc

τc

(
1 + e−

t−τL
τc

)2 (4.51)
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4 Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze

sowie die 2. Ableitung nah der Zeit

d

2ξc
dt2

=

(
e

−t
τc + e−

t−τL
τc

)(
−1 + e−

t−τL
τc

)

τ2c

(
1 + e−

t−τL
τc

)3 . (4.52)

Eine Nullstelle von Gl. (4.52) ist o�ensihtlih durh t = τL gegeben, was auh der

Wendepunkt von Gl.(4.50) ist (Gleihung der Wendetangente).

ξc(t) =
1

4

(t− τL)

(
1 + e−

t−τL
τc

)

τc
+

1

2
−

1

2
e−

t−τL
τc

(4.53)

4.3.2 Temperaturabhängigkeit von τc und τL

Die Temperaturabhängigkeit von τc und τL lässt sih durh e-Funktionen vom Arrhenius-

Typ beshreiben:

τc(θ) = τc(θ0)e
(Uc(

1
θ
− 1
θ0

))
(4.54)

und

τL(θ) = τL(θ0)e
(UL(

1
θ
− 1
θ0

))
. (4.55)

Die Auftragung ergibt einen linearen Zusammenhang zwishen ln τc,L und 1/θ.
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Abbildung 4.2: Berehneter Verlauf der thermishen Aktivierungsenergie für die meha-

nishe Latenzzeit τLm
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4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

4.3.3 Berehnung des Härtungsverlaufs und der Temperatur

Der Ein�uss der Temperaturentwiklung durh die Reaktionswärme kann mit Hilfe der

gefundenen Aktivierungskonstanten Uc und UL für den Sonderfall rein adiabatisher Ver-

hältnisse berehnet werden. Aus der Gleihung der Wärmeleitung (4.38) wird im Fall

adiabatisher Bedingungen a∆θ = 0 und dem zeitlihen Verlauf der pro Zeiteinheit frei-

gesetzten Wärme der Reaktion Q̇c = Qc
dξc
dt

mit Qc als gesamter Reaktionswärme pro

Volumen aus DSC-Messung

ρc
∂θ

∂t
= Qc

dξc
dt
. (4.56)

Die Integration ergibt

ξc(t) =
ρc

Qc

[
θ(t)ad − θ0

]
↔

Qc
ρc

= θad∞ − θ0. (4.57)

Dies gilt für den Grenzwert ξc = 1. Einsetzen der Gln. (4.50), Gl.(4.54) und (4.55) ergibt

θ(t)ad − θ0
θad∞ − θ0

= ξc(t) =
1− e

−t
τc(θ)

1 + e
−t
τc(θ)

+
τL(θ)

τc(θ)

. (4.58)

Diese nihtlineare algebraishe Gleihung wird iterativ für jeden Zeitshritt unter Ver-

nahlässigung von

τL
τc

≪ 1 gelöst

θ(t) = ξc(t−1)(θ) (4.59)

Beispielhaft läÿt sih die Temperaturerhöhung für das untersuhte Reaktionsharz mit

einer Anfangstemperatur von 100

0
C und einer Reaktionswärme von 89, 5 J/g auftragen.

Die maximale Temperatur θad∞ ergibt sih aus

Q = ρc(θad∞ − θ0) (4.60)

zu 149,4

0
C. Der Verlauf in Abbildung 4.3 zeigt den stark nihtlinearen Ein�uÿ der Tem-

peraturabhängigkeit der Aktivierungskonstanten. Trägt man die normierte Temperatur

(θ(t) − θ0)ρc/Q aus einer Messung am Bauteil während der Härtung über dem Reak-

tionsumsatz auf, kann man eine Abshätzung darüber erhalten, ob der Härtungsverlauf

nahezu isotherm verläuft. In einem Beher mit 20 ml Vergussvolumen wurde das Reakti-

onsharz bei 100

0
C gehärtet und die Temperatur in der Mitte mit einem Thermoelement

gemessen. Die Ergebnisse sind in Abb. 4.4 dargestellt.
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4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

Man erkennt, dass auh eine moderate Härtungstemperatur in diken Shihten (10

mm Durhmesser) deutlihe Abweihungen von einer isothermen Reaktionsführung er-

gibt (Maximum bei ξc = 0, 8 in Abb. 4.4. Die Konsequenzen für den mehanishen

Spannungsaufbau sind niht trivial abzushätzen. Ein grosser Temperaturgradient führt

zu einem stark inhomogenen Feld des Reaktionsumsatzes. Bei niedrigen Temperaturen

und Reaktionumsätzen ist der Gelpunkt noh niht erreiht, während an Orten hoher

Temperaturen die Reaktion shon weit fortgeshritten ist, damit der Volumenshwund

spannungfrei erfolgt. Dann ist ein Nah�ieÿen des Materials möglih. Diese Vorgehens-

weise wird beim ADG-Verfahren

4

genutzt, um den Reaktionsshwund teilweise zu kom-

pensieren. Ist das Material allerdings shon geliert an Orten niedriger Temperatur bei

festen Gehäusewänden, werden die naheilenden Volumenanteile einer erhöhten Shwund-

dehnung ausgesetzt. Diese Fragestellung ersheint nur im Rahmen einer gekoppelten

Temperatur-/Strukturanalyse unter Einbeziehung der Temperaturabhängigkeit der Wär-

mequellen diskutierbar zu sein.

4.3.4 Bestimmung der Aktivierungsenergie aus dynamishen Versuhen

Oft bereitet es grosse experimentelle Shwierigkeiten, DSC-Messungen unter isothermen

Bedingungen durhzuführen. Shon beim Abfahren der gewünshten Temperatur treten

deutlihe Ein�üsse der Reaktionsenthalpie auf. Messtehnish wird in solhen Fällen ei-

ne dynamishe Temperaturrampe verwendet. Eine bekannte Methode zur Analyse der

Kinetik ist der Kissinger Ansatz [110℄. Hierzu nimmt man die Temperatur als lineare

Funktion der Zeit an

θ(t) = θ0 + γt, (4.61)

wobei γ die Temperaturrate ist. Für die Beshreibung der hemishen Kinetik shneller

Reaktionen wird eine Reaktion 1. Ordnung zugrunde gelegt.

dξc
dt

= k(1 − ξc)
n k = Ae

−E
Rθ

(4.62)

Die Funktion, mit der die Reaktionskinetik beshrieben wird, ist niht nur durh eine Pa-

rameterdarstellung mittelbare Funktion des Parameters, sondern zusätzlih auh direkte

Funktion von t

F (t, ξc(t), θ(t)) = 0, (4.63)

d

dt
F (t, ξc(t), θ(t)) =

∂F

∂t
+
∂F

∂ξc

∂ξc
∂t

+
∂F

∂θ

∂θ

∂t
(4.64)

Der Ansatz von Kissinger setzt nun voraus, dass die Geshwindigkeit der Reaktion, als

Funktion der Temperatur, mindestens ein Maximum aufweist. Dort ist die zeitlihe Än-

derung der Reaktionsgeshwindigkeit gleih 0. Die Temperatur des Maximums wird aus

4

ADG (Automatishes Druk Gelieren, Verfahren, bei dem eine hohe Formtemperatur ein rashes Ge-

lieren an der Werkzeugwandung erzeugt und �üssiges Material nahdosiert wird um den Shwund zu

kompensieren.
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4 Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze

DSC-Messungen mit Heizraten zwishen 2 K min

−1
und 10 K min

−1
bestimmt (Abb.

4.5).
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Abbildung 4.5: Temperatur am Maximum als Funktion der Heizrate aus dynamishen

DSC-Messungen

Di�erenzieren von Gl.4.62 liefert

d

dt

(
dξ

dt

)
=

dξ

dt

(
Eγ

Rθ2
−An(1− ξ)n−1e

−E
Rθ

)
. (4.65)

Für

d

dt

(
dξ

dt

)
= 0 ergibt sih

Eγ

Rθ2
= An(1− ξ)n−1e

−E
Rθ

(4.66)

oder

ln
γ

θ2
= ln

(
AR

E

)
−

E

Rθ
. (4.67)

Diese Funktion kann als Plot von ln γ
θ2

über

1
θ aufgetragen werden (Abb. 4.6).

72



4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

0.008 0.009 0.010 0.011 0.012 0.013 0.014 0.015

1/�, [1/ �K]

�8.0

�7.8

�7.6

�7.4

�7.2

�7.0

�6.8
ln

�
�

�

2
[�

K
1
/
s]

Kissinger Plot zur Kinetik schneller Reaktionen

Peakmaximum aus DSC

berechnet

Abbildung 4.6: Aktivierungsenergie und A�nität aus dynamishen DSC Messungen

Daraus können die Aktivierungsenergie E und der Vorfaktor A bestimmt werden.

4.3.5 Gelpunktbedingung

Aus den mehanishen Messungen während des Härtungsvorganges lässt sih ablesen,

dass der Übergang von einer Flüssigkeit zu einem duroplastishen Feststo� kontinuierlih

ist. Es liegt also kein Phasenwehsel mit einer sprunghaften Änderung des mehanishen

Verhaltens vor. Wie zuvor beshrieben, werden nah dem Stand der Tehnik untershied-

lihe Methoden verwendet, um den Beginn eines Spannungsaufbaus zu erfassen. Hier wird

dazu vorgeshlagen, die Gelierzeit mit dem Wendepunkt der mehanishen Messkurve zu

de�nieren. Die harakteristishe Gröÿe ist dabei die Zeit τLm. Die Bedingung für den Auf-
bau mehanisher Spannungen lässt sih formulieren als Wendepunkt der mehanishen

Umsatzkurve.

4.3.6 Vereinfahtes eindimensionales Modell zur Chemoelastizität

Der Shwund wird durh die hemishe Reaktion hervorgerufen. Bei spannungsfreien

Bedingungen verringert sih das Volumen des Harzes, bis die hemishe Reaktion abge-

shlossen ist. Das makroskopishe Verhalten wird in einer ersten Näherung als elastish

angenommen.

Die Dehnung setzt sih additiv aus den mehanishen, thermishen und hemishen

Anteilen zusammen. Die thermishe Dehnung wird in diesem vereinfahten Modell niht
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4 Ableitung eines Materialmodells für Reaktionsharze

berüksihtigt.

ε = εm + εc (4.68)

Mit dem Volumenshwund ändert sih die Stei�gkeit des elastishen Materials, hervor-

PSfrag replaements

a)

b)

0 < ξ ≪ 1

ξ = 1

εc = βξc

E = E0ξm

Abbildung 4.7: Federmodell mit hemishem Volumenshwund und Stei�gkeitsanstieg

a) σσσ = 0, b) εεε = 0

gerufen durh die immer dihtere Verknüpfung von Molekülen im Netzwerk des Poly-

mers [177℄:

σ = Eξm(ε+ βξc) ⇒ σ = Eξmε+ Eξmβξc (4.69)

Für den spannungsfreien Zustand ergibt sih

σ = 0; ε = −
Eβξmξc
Eξm

= −βξc. (4.70)

Für den dehnungsfreien Zustand ε = 0 gilt

σ = Eβξmξc (4.71)

in Analogie zur thermoelastishen Formulierung. Die gesamte Spannung und Dehnung in

einem solhen Experiment ist durh die Koe�zienten der hemishen Dilatation β und

den Koe�zienten der Verfestigung durh Polymerisation ξm ∈ [0, 1] mit dem Reaktions-

umsatz ξc ∈ [0, 1] verknüpft.

Die Zugrundelegung dieser hemo-mehanishen Kopplung bedeutet, dass die harak-

teristishe Zeitskala der Shwund- und Verfestigungsevolution gesteuert wird durh die

instationäre Kinetik der hemishen Reaktion. Für das angenommene spannungsfreie Ex-

periment sind die Unbekannten der hemishe und der mehanishe Reaktionsumsatz ξc
und ξm. Die zeitlihe Veränderung von ξc und ξm ist de�niert durh ein kinetishes Ge-

setz, d. h. eine Gleihung, die die hemishe A�nitäten Ac = Ac(ξc) und Am = Am(ξm)
mit der Geshwindigkeit des hemishen und mehanishen Reaktionsumsatzes ξ̇c und
ξ̇m verbindet. Ein linearer Ansatz ergibt

σ = 0; Am(ξm) = k
dξm
dt

(4.72)
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4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

mit k > 0. Die A�nitäten Ac,m(ξc,m) drüken das lokale Ungleihgewiht aus, dass

die treibende Kraft der hemishen Reaktion darstellt. Sie nehmen ab von einem Aus-

gangszustand Ac,m(ξc,m = 0) = Ac,m0, der die Reaktion startet, bis zum Gleihgewiht

Ac,m(ξc,m = 1) = 0 an dem die Reaktion beendet ist (d. h. ξ̇ = 0). Weiterhin de�-

niert die Funktion Ac,m(ξc,m) die Reaktionsordnung, wie aus der physikalishen Chemie

bekannt [20℄

σ = 0; 1− ξ = tc,m
dξc,m
dt

, (4.73)

worin tc,m = k
Ac,m0

die harakteristishen Zeiten der Reaktion sind, die aus Experimenten

bestimmt werden. Betrahtet man nun die energetishen Gesihtspunkte des Modells, ist

der Ausgangspunkt

σσσ ······ ε̇εε− ρψ̇ ≥ 0 (4.74)

mit der Spannungsleistung σσσ ······ ε̇εε und der freien Energie ψ.

Für das 1D Model kann die freie Energie angesetzt werden als

ψ = ψ(ε, ξm, ξc) =
1

2
Eξm(ε− βξc)

2 + g(ξc). (4.75)

Bildet man die Zeitableitung

ψ̇ =
1

2
E(ε − βξc)

2ξ̇m +

(
−Eξm(ε− βξc)β +

dg

dξc

)
ξ̇c + Eξm(ε− βξc)ε̇ (4.76)

und setzt diese in die C.D.U. ein

σε̇− ρψ̇ ≥ 0 (4.77)

ergibt sih:

[σ − Eξm(ε− βξc)] ε̇−
1

2
E(ε− βξc)

2ξ̇m +

[
−Eξm(ε− βξc)β +

dg

dξc

]
ξ̇c ≥ 0 (4.78)

Um diese Ungleihung für beliebige Dehnungsraten zu erfüllen, folgt:

σ = Eξm(ε− βξc), (4.79)

Restungleihung

−
1

2
E(ε− βξc)

2ξ̇m +

[
−Eξm(ε− βξc)β +

dg

dξc

]
ξ̇c ≥ 0 (4.80)

Um diese Gleihung zu erfüllen muss ξ̇m ≤ 0 sein. Das würde eine Abnahme der Stei�gkeit

bedeuten. Die Evolutionsgleihung für ξc wird wie folgt de�niert:

ξ̇c =
1

tc


Eξm(ε− βξc)︸ ︷︷ ︸

σ

β − g
′

(ξc)




(4.81)
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Bei Annahme fehlender Spannungen: σ = 0 ergibt sih:

ξ̇c = −
1

tc
g
′

(ξc) (4.82)

g(ξc) =
A0

2
(1− ξc)

2 ⇒ g
′

(ξc) = −A0(1− ξc) (4.83)

⇒ ξ̇c =
A0

tc
(1− ξc) (4.84)

Dieses Modell kann keine Verfestigung beshreiben. Als alternative Formulierung wird

ein hypoelastisher Ansatz verwendet.

5

Für die freie Energie wird folgender Ansatz gemaht

ρψ =
E

2

t∫

0

ξ̇m(s) [ε(t)− βξc(t)− (ε(s)− βξc(s))]
2
ds+

Ac
2
(1−ξc)

2+
Am
2

(1−ξm)
2
(4.85)

Bildet man die Zeitableitung

ρψ̇ =
E

2
ξ̇m(t) [ε(t) − βξc(t)− (ε(s)− βξc(s))]

2

︸ ︷︷ ︸
=0(s=t)

+

t∫

0

ξ̇m(s)[ε(t) − βξc(t)− (ε(s) − βξc(s))]ds(ε̇(t)− βξ̇c(t))

− Ac(1− ξc)ξ̇c −Am(1− ξm)ξ̇m

(4.86)

und setzt diese in die C.D.U.

σε̇− ρψ̇ ≥ 0 (4.87)

ein, so folgt

[σ − E

t∫

0

ξ̇m(s)[ε(t)− βξc(t)− (ε(s)− βξc(s))]ds]ε̇(t)

+
[
βE

t∫

0

ξ̇m(s)[ε(t) − βξc(t)− (ε(s)− βξc(s))]ds

+Ac(1− ξc)
]
ξ̇c −Am(1− ξm)ξ̇m ≥ 0.

(4.88)

Fordert man, dass dieser Ausdruk für beliebige Werte von ε̇ niht negativ wird, so ergibt
sih:

σ = E

t∫

0

ξ̇m(s)[ε(t)− βξc(t)− (ε(s)− βξc(s))]ds (4.89)

5

Dieser Ansatz wurde in Teilen analog zu [86℄ verwendet.
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Bildet man die Ratenform der Spannung, so �ndet man:

σ̇ = E [ε(t)− βξc(t)− (ε(t)− βξc(t))]︸ ︷︷ ︸
=0

ξ̇m(t)

+ E

t∫

0

ξ̇m(s)[ε̇(t)− βξ̇c(t)]ds

(4.90)

σ̇ = E
[
ε̇(t)− βξ̇c(t)

] t∫

0

ξ̇m(s)ds

= E
[
ε̇(t)− βξ̇c(t)

][
ξm(t)− ξm(0)︸ ︷︷ ︸

=0

] (4.91)

⇒

σ̇ = Eξm(t)[ε̇(t)− βξ̇c(t)] (4.92)

Restungleihung

[βσ +Ac(1− ξc)]ξ̇c +Am(1− ξm)ξ̇m ≥ 0 (4.93)

Thermodynamish konsistente Evolutionsgleihungen ergeben sih für beliebige Materi-

alfunktionen:

Bm, Bc ≥ 0 (4.94)

mit:

ξ̇m = Bm(θ, ξ, σ, ε · · · )Am(1− ξm)

ξ̇c = Bc(θ, ξ, σ, ε · · · )[βσ +Ac(1 − ξc)]
(4.95)

In dieser Arbeit werden dazu die Funtionen aus dem Modell von Larive verwendet Gl.

[4.47℄:

Bc, Bm =
1

τc(θ)λ(ξ, θ0)
=

1

τc

ξ + e

−τL(θ0)

τc(θ0)

1 + e

−τL(θ0)

τc(θ0)

(4.96)

Für β < 0 (Volumenabnahme) folgt ⇒ σ < 0 beshleunigt die Reaktion (Druker-

höhung). Dies ist plausibel. Bei spannungsfreier Aushärtung gilt:

ξ̇c = Bc(θ, ξc)Ac(1− ξc) (4.97)

4.3.7 3D Chemoelastizität ohne Temperaturein�uÿ

Dieses Konzept lässt sih auf drei Dimensionen übertragen. Mit der Aufspaltung des

Verzerrungstensors εεε in Deviatorishen- und Kugelanteil eee = εεε − 1
3(trε)III wird die freie
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Energie wie folgt de�niert:

ρψ =
G

2

t∫

0

ξ̇mG(t) [eee(t)− eee(s)] ······ [eee(t)− eee(s)] ds

+
K

2

t∫

0

ξ̇mK(s) [trεεε(t)− βξc(t)− (trεεε(s)− βξc(s))]
2
ds

− AmG
2 (1− ξmG)

2 + AmK
2 (1− ξmK)2 + Ac

2 (1− ξc)
2

(4.98)

Bedingt durh den Split des Verzerrungstensors kann auh die mehanishe Reaktions-

variable den deviatorishen und den Kugelanteilen zugeordnet werden ξm = ξmG+ ξmK .
Die Zeitableitung ist:

ρψ̇ = G

t∫

0

ξ̇mG(t) [eee(t)− eee(s)] ds ėee(t)

+ K

t∫

0

ξ̇mK(s) [trεεε(t)− βξc(t)− (trεεε(s)− βξc(s))] ds [ ˙trε(t)− βξ̇c(t)]

− AmG(1− ξmG)ξ̇mG −AmK(1− ξmK)ξ̇mK −Ac(1− ξc)ξ̇c

(4.99)

Hierbei wurden die Leibnitzregel, die Produktregel und die Assoziativität der Faktoren

benutzt.

Zum Einsetzen in die C.D.U. wird die Spannungsleistung in deviatorishe und volu-

metrishe Anteile aufgespalten:

σσσdev ······ ėee+ σmtrε̇εε− ρψ̇ ≥ 0 (4.100)

eingesetzt ergibt:

[
σσσdev −G

t∫

0

ξ̇mG(s) [eee(t)− eee(s)] ds
]
ėee(t)

+
[
σm −K

t∫

0

ξ̇mK(s) [trεεε(t)− βξc(t)− (trε(s)− βξc(s))] ds
]
trε̇εε(t)

+
[
βK

t∫

0

ξ̇mK(s)[trεεε(t)− βξc(t)− (trεεε(s)− βξc(s))]ds+Ac(1− ξc)
]
ξ̇c

+AmG(1− ξmG)ξ̇mG +AmK(1− ξmK)ξ̇mK ≥ 0

(4.101)

Daraus folgt für die Spannung

σσσ = G

t∫

0

ξ̇mG(s) [eee(t)− eee(s)] ds

+ K

t∫

0

ξ̇mK(s)

[
1

3
trε(t)III − βξc(t)III − (

1

3
trε(s)III − βξc(s)III)

]
ds

(4.102)
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4.3 Evolutionsgleihungen für das Modell

bzw. für die Ratenform:

σ̇σσ = Gėee(t)ξmG(t) +K
[1
3
trε̇εε(t)III − βξ̇c(t)III

]
ξmK(t) (4.103)

Die Restungleihung ergibt sih zu:

[
βσm +Ac(1− ξc)

]
ξ̇c +AmG(1 − ξmG)ξ̇mG +AmK(1− ξmK)ξ̇mK ≥ 0 (4.104)

(4.105)

Thermodynamish konsistente Evolutionsgleihungen ergeben sih für:

BmG, BmK , Bc ≥ 0 (4.106)

mit:

ξ̇mG = BmG(θ, ξ, σ, ε · · · )AmG(1− ξmG)

ξ̇mK = BmK(θ, ξ, σ, ε · · · )AmK(1− ξmK)

ξ̇c = Bc(θ, ξ, σ, ε · · · )[βσm +Ac(1− ξc)]

(4.107)

β < 0 ⇒ σm < 0beshleunigt die Reaktion. Bei spannungsfreier Aushärtung gilt

wie im 1D Fall:

ξ̇c = Bc(θ, ξc)Ac(1− ξc) (4.108)
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5 Experimentelle Analyse des

hemishen Aushärtungsprozesses

In diesem Kapitel werden die experimentellen Arbeiten mit beispielhaft ausgesuhten

Materialien zusammengestellt. Nah einer kurzen Beshreibung der verwendeten Mess-

geräte werden die durhgeführten Messungen und deren Ergebnisse vorgestellt, die dazu

dienen, das hergeleitete Materialmodell zu validieren. Zu den gemessenen Gröÿen gehö-

ren die Dihte, die spezi�she Wärmekapazität cp, die spezi�she Reaktionsenthalpie h
sowie die dynamish-mehanishen elastishen Konstanten E und G während der Aus-

härtungsreaktion.

Für Experimente, die im Kapitel 5 diskutiert werden, wurden die nahfolgenden Ma-

terialien verwendet:

• EE8200 Vergussmasse auf Basis Epoxid/Saurer Ester (Fa. Henkel),

• Epoxidharz EPILOX A16-02 (Fa. LEUNA Harze),

• Härter UVI 6974 (Fa. UCC Chemials),

• CW229/HT258 Vergussmasse auf Basis Epoxid/Anhydrid (Fa. Huntsman)

Alle Materialien wurden nah Herstellerangaben präpariert und gehärtet.

5.1 Messgrössen

Die Realisierung von analytishen und numerishen Rehnungen setzt die Kenntnis von

Parametern voraus, die in den konstitutiven Modellen auftreten. Zur Bestimmung der

Parameter des Modells wurden folgende Messungen durhgeführt [60, 161, 178℄:

• Dihtebestimmung

� �üssiges Material A und B-Komponente gemisht,

� Dihte nah der hemishen Aushärtung

• Messung des thermisher Ausdehnungskoe�zenten α oberhalb und unterhalb der

Glasübergangstemperatur Tg (TMA)

• kalorimetrishe Messung (DSC) der Reaktionsenthalpie bei konstanten Tempera-

turen und mit linearen Temperaturrampen

• dynamish-mehanishe Messung (DMA) an ausgehärteten Probekörpern mit si-

nusförmig shwellender Last im Zugmodus
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5 Experimentelle Analyse des hemishen Aushärtungsprozesses

• isotherme Messung der Shwundkraft ohne dynamishe Belastung

• dynamish-mehanishe Messung mit sinusförmig shwellender Last im Torsions-

modus während der hemishen Reaktion

5.2 Messgeräte

In den Experimenten wurden die folgenden Geräte eingesetzt: DSC Q100 TA Instruments,

DMA Q800 TA Instruments, DMA ARES Rheometris, TMA Q 400 TA Instruments und

Gaspyknometer zur Dihtebstimmung.

5.2.1 Dihtebestimmung mit Dihtewaage und Gaspyknometer

Die Bestimmung der Dihte der �üssigen Ausgangskomponenten erfolgt zwekmässig in

einem Pyknometer, in dem ein de�nierter Gasstrom in ein bekanntes Volumen eingeleitet

wird. Aus dem eingenommenen Volumen und der gewogenen Masse der �üssigen Probe

wird die Dihte direkt bestimmt. An ausgehärteten Proben wird die Dihte mit Hil-

fe der Auftriebsmethode bestimmt. Typishe Dihten ungefüllter Reaktionsharze liegen

zwishen 1 und 1, 2 g/m3. Der Koe�zient der Volumenänderung wurde durh Dihte-

messung zu −0, 487 am ausgehärteten Epoxidharz CW229/HT258 bestimmt.

5.2.2 Thermo-mehanishe Analyse TMA

Die Messung des thermishen Ausdehnungskoe�zienten α erfolgt in einer temperierbaren

Messkammer aus Quarzglas, in der eine Probe durh einen Stempel gegenüber einer

Unterlage abgetastet wird. Beim Erwärmen oder Abkühlen der Probe ändert sih der

Abstand zwishen Stempel und Unterlage. Dies wird sensorish erfasst. Die thermishe

Ausdehnung wird dabei in einer Raumrihtung gemessen. Beispielhaft ist eine Messung

am ausgehärteten Epoxidharz Henkel EE8200 in Abb. 5.1 dargestellt.

5.2.3 Dynamishe Di�erenzkalorimetrie DSC

Die Dynamishe Di�erenzkalorimetrie ist ein Verfahren zur Bestimmung von Wärmezu-

�uss oder Wärmeentstehung in einer Probe. Dabei wird eine Probe mit wenigen Milli-

gramm Masse in einem Tiegel erwärmt und gegen einen leeren Referenztiegel gemessen.

Der Untershied der Heizleistung entspriht dem Wärmestrom, der in der Probe entsteht

(exotherm) oder aus der Umgebung aufgenommen wird (endotherm). Die Temperatur

kann während der Messung konstant sein bzw. linear geführt werden, alternativ kann die

Temperatur auh von einem sinusförmigen Verlauf überlagert werden. Diese Methode

wird als MDSC (modulierte DSC) bezeihnet. Sie erlaubt die Trennung zwishen rever-

siblen und irreversiblen Anteilen der kalorimetrishen Änderungen in der Probe.

Bei der einfahsten Messung wird die Probe bei einer konstanten Temperatur über

den Zeitraum der hemishen Reaktion betrahtet. Exotherme Änderungen in der Probe

ergeben einen Peak in negativer Ordinatenrihtung. Beispielhaft ist eine Messung des

ausgehärteten Epoxidharzes CW229/HT258 in Abb. 5.2 gezeigt.
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5.2 Messgeräte

Abbildung 5.1: Messung des linearen thermishen Ausdehnungskoe�zienten zwishen -

50

◦
C und 200

◦
C

Abbildung 5.2: Isotherme DSC Messung des Epoxid/Anhydridsystems Huntsman

CW229 bei 120

◦
C
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5 Experimentelle Analyse des hemishen Aushärtungsprozesses

Abbildung 5.3: Messanordnung DMA im Zugmodus

Der Nullpunkt der Messung ist durh das Erreihen der Temperatur festgelegt. Bei

dieser Messung wird eine Basislinie mit Hilfe einer ausgehärteten Probe erzeugt. Die

Messkurve und die Kurve der Basislinie werden voneinander abgezogen. Die Integration

der, als Di�erenz verbleibenden Peak�ähe, ergibt die Reaktionsenthalpie in J/g.

5.2.4 Dynamish-mehanishe Analyse DMA

Die Ermittlung der Gelierzeit und Temperatur erfolgt mit dem dynamish-mehanishen

Versuh. Die Messanordnung für die DMA im Zugmodus ist in Abb. 5.3 gezeigt. Eine

exemplarishe Messung zeigt Abb. 5.4.

Bei der DMA wird eine sinusförmige Deformation der Probe erzeugt:

ε(t) = ε0 sin(ωt) (5.1)

Die Spannung ergibt sih zu

σ(t) = σ0 sin(ωt+ δ). (5.2)

Unter Nutzung der Additionstheoreme folgt:

σ(t) = σ0[sin(ωt) cos δ + cos(ωt) sin δ] (5.3)

Der, bei Aushärtungsprozessen, zeitabhängige Modul wird übliherweise als komplexe

Gröÿe de�niert:

E∗ = E′ + iE′′
(5.4)

Damit ergibt sih

E′ =
σ0
ε0

cos δ ⇒ ε0E
′ = σ0 cos δ (5.5)
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Abbildung 5.4: Messung des komplexen Zugmoduls zwishen -50

◦
C und 220

◦
C

und

E′′ =
σ0
ε0

sin δ ⇒ ε0E
′′ = σ0 sin δ. (5.6)

Einsetzten ergibt

σ(t) = ε0E
′ sin(ωt) + ε0E

′′ cos(ωt) (5.7)

wie oben de�niert

E∗ = E′ + iE′′. (5.8)

Der entsprehende zeitlihe Verlauf von Spannung und Dehnung ist in Abb. 5.5 darge-

stellt. Bei Messungen am Rheometer kann die axiale Kraftkomponente gemessen werden,

ohne die �üssige Probe in Rotation zu versetzen. Die entsprehende Messanordnung ist

in Abb. 5.6 dargestellt. Eine exemplarishe Messung enthält Abb. 5.7. Der Vorteil der

Methode ist, dass abgeshätzt werden kann, ob die gemessene Kraft, mit starren Grenz-

�ähen als Randbedingung, derjenigen Kraft entspriht, die durh die gleihe Dehnung

belastet an einer spannungsfrei gehärteten Probe entsteht. Der Nahteil ist, dass shon

bei geringsten Abweihungen von isothermen Bedingungen der Reaktionsshwund durh

eine entgegengesetzt wirkende thermishe Ausdehnung kompensiert und damit das Er-

gebnis verfälsht wird.
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Abbildung 5.5: Zeitliher Verlauf von Spannung und Dehnung

Abbildung 5.6: Messanordnung Shwundkraft

86



5.3 Validierungsbeispiele
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Abbildung 5.7: Isotherme Messung der Shwundkraft bei 85◦C

5.3 Validierungsbeispiele

Im Folgenden wird anhand eines ausgewählten Systems die Validierung des Modells ge-

zeigt [82℄. Im ersten Shritt wird nahgewiesen, dass ein Reaktionsharz am Ende der

hemishen Aushärtungsreaktion eine geringere spezi�she Wärmekapazität und damit

als Folge eine niedrigere Entropie besitzen kann.

5.3.1 Spezi�she Wärmekapazität eines Epoxidharzsystems

Durh Messungen mit DSC-Tehnik wird ein Reaktionsharz ohne hemishe Reaktion,

d.h. ohne Beshleuniger oder Härtungskomponente, bzw. katalytish gehärtet untersuht

werden. Dies gelingt durh die Verwendung eines Photoinitiators, der erst nah Belih-

tung durh UV-Strahlung den katalytishen Härter freisetzt. Dadurh ist es möglih, die

Harzmishung ohne Photoinitiator in der DSC Apparatur zwishen Raumtemperatur und

200

0
C zu untersuhen, ohne das eine Aushärtungsreaktion einsetzt. Erst nah Entnah-

me der DSC-Probenmenge (13,35 mg) wird der Photoinitiator zugesetzt und eine Probe

ausgehärtet. Von der ausgehärteten Probe wird ebenfalls eine DSC-Messung auf 200

0
C

realisiert. Ziel ist es, den Untershied der spezi�shen Wärmekapazität vor und nah der

Aushärtung zu messen. Die sogenannte Saphir-Methode erfordert 3 Messläufe. Im ers-

ten Lauf wird eine Blindprobe ohne Probensubstanz gefahren, der zweite Lauf enthält

eine Probe aus Saphir mit bekannter spezi�sher Wärmekapazität. Im dritten Lauf wird

die Probe selbst gemessen. Die Bestimmung von cp erfolgt nah DIN 53765 und DIN
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5 Experimentelle Analyse des hemishen Aushärtungsprozesses

51007 [2℄:

cp =
(Φmess − Φbl)

m

msaphir

(Φsaphir − Φbl)
cp,saphir (5.9)

Aus in Tabelle 5.1 aufgeführten Komponenten wurden in folgenderweise Proben herge-

stellt:

• Einwaage der Harzkomponenten, Mishen (Speedmixer, Fa. Haushild, 1 min),

• Entnahme DSC-Probe (ungehärtet),

• manuelles Vergieÿen in PTFE-Form (Kavität: 80x10x2mm),

• Evakuieren 0,1 mbar, 5 min,

• UV-Belihtung 50mWcm−2
(UV B), 1 min,

• Thermishe Nahhärtung 1h 100

0
C, 1h 130

0
C, 3h 150

0
C,

• Entnahme der DSC-Probe (gehärtet)

Die spezi�she Wärmekapazität des betrahteten Systems ist nah der hemishen Re-

aktion als absolute Gröÿe gemessen niedriger als vor der hemishen Reaktion. Auf mo-

lekularer Gröÿenordnung kann man sih den dazu gehörigen Verlust von Translations-

und Rotationsfreiheitsgraden der Monomere durh kovalente hemishe Bindungen an

benahbarte Moleküle vorstellen. Translations- und Rotationsfreiheitsgrade um die Bin-

dungsahse bzw. als Kettenbewegung sind nah wie vor vorhanden und werden erst

nah Untershreiten der Glasübergangstemperatur sukzessive eingeshränkt. Aus Abb.

5.8 lässt sih folgendes ablesen.

Masseteile Chemishe Substanz Handelsname Hersteller

80 Diglyidylether Bisphenol F Epilox A 16-02 Leuna Harze

20 Neopenthylglykoldiglyidylether Araldit F Sigma Aldrih

0,5 Photoinitiator UVI 6974 UCC Chemials

Tabelle 5.1: Reaktionsharzmishung zur Bestimmung der Entropie mit und ohne hemi-

sher Aushärtung
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Abbildung 5.8: Spezi�she Wärmekapazität vor und nah der Aushärtungsreaktion

Bei Erreihen des absoluten Nullpunktes (0

0
K) sind alle Bewegungen auf molekula-

rem Gröÿenmaÿstab unmöglih. Legt man durh den linearen Teil der Messkurve (Abb.

5.8) eine Regressionsgerade, ergibt sih die Nullstelle zu -2,089

0
K. Die Entropieänderung

durh die hemishe Reaktion lässt sih aus den Messungen ebenfalls abshätzen

∆S = S2 − S1 =

ln θ2∫

ln θ1

cp d ln θ (5.10)

Mit Gl. (5.10) kann man die Entropieänderung zwishen θ1 und θ2 ausrehnen. Die

Änderung der Entropie durh die hemishe Reaktion wird in der physikalishen Chemie

als Bildungsentropie der Reaktionsprodukte bezeihnet.

5.3.2 Bestimmung der Modellparameter τL und τc

Zur Bestimmung des Parameters τ wurde ein Standardverfahren zum Kurven�t in der

Software-Umgebung Mathad verwendet. Hierbei wird eine Methode eingesetzt, der eine

Minimierung der Fehlerquadrates zugrunde liegt. Die isothermen Messläufe bei 100, 110

und 120

0
C werden aufgetragen und mit der analytishen Lösung der Evolutionsgleihung

angenähert. Zur Charakterisierung dienen die Parameter τL und τc [27℄, s. Tabelle 5.2.
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5 Experimentelle Analyse des hemishen Aushärtungsprozesses

isotherme Reaktionstemperatur 100

◦
C 110

◦
C 120

◦
C

Parameter

τLc 3980 2050 170

τLm 3300 1650 1000

τcc 1750 640 370

τcm 600 190 160

Tabelle 5.2: Tabelle der Modellparameter

Die mehanishen Kennwerte wurden aus DMA-Messkurven bestimmt, bei denen eine

oszilierende Shubbeanspruhung erfolgte. Die Kennwerte für den hemishen Reakti-

onsumsatz wurden aus isothermen DSC-Messungen erzeugt. Die folgenden Abbildungen

zeigen den Kurven�t für die hemishen und mehanishen Reaktionen am untersuhten

Modellsystem. In der Darstellung wurde jeweils der Mittelwert aus 3 Messungen aufge-

tragen. Auf den Abbildungen 5.9 und 5.10 sind Messergebnisse und Simulationen der

Reaktionsumsätze gezeigt. Anhand der Messkurven bei 100, 110 und 120

0
C (s. Abbil-

dungen 5.11, 5.12 und 5.13) ist deutlih die Vershiebung zu kürzeren Reaktionszeiten

zu erkennen. Daneben sieht man die Auswirkungen auf das Verhältnis von hemishem

Umsatz zu mehanishem Umsatz.
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Abbildung 5.9: Messung und Berehnung des hemishen Reaktionsumsatzes
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Abbildung 5.10: Messung und Berehnung des mehanishen Reaktionsumsatzes
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Abbildung 5.11: Berehneter Verlauf des hemishen und mehanishen Reaktionsumsat-

zes bei 100
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C
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Abbildung 5.13: Berehneter Verlauf des hemishen und mehanishen Reaktionsumsat-

zes bei 120

0
C
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Abbildung 5.12: Berehneter Verlauf des hemishen und mehanishen Reaktionsumsat-

zes bei 110

0
C
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Abbildung 5.14: Gelierzeiten als Funktion der Temperatur
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Abbildung 5.15: Aus gemessenen Parametern berehnetes Verhältnis von Gelierzeit zur

gesamten Reaktionszeit

Die Reaktionszeiten verkürzen sih auf Grund der starken der starken Temperatu-

rabhängigkeit. Damit werden die Gelierzeiten erwartungsgemäÿ kürzer mit steigender
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5 Experimentelle Analyse des hemishen Aushärtungsprozesses

Reaktionstemperatur (Abb. 5.14). Ein weiterer wihtiger Punkt ist, dass das Verhält-

nis von mehanisher Gelierzeit zur gesamten hemishen Reaktionszeit niht konstant

ist. Abbildung 5.15 zeigt den Verlauf des Quotienten aus mehanisher Latenzzeit und

hemisher Reaktionszeit.

Der für den Aufbau mehanisher Spannungen relevante hemishe Umsatz wird mit

höheren Temperaturen geringer.

5.3.3 Fehlerrehnung

Für die in diesem Kapitel durhgeführten Messungen ergibt sih folgende Fehlerbetrah-

tung (s. Tabelle 5.3) für die Messungen an den 3 Systemen.

• DSC

• DMA

• TMA

rel. Fehler DSC rel. Fehler DMA rel. Fehler TMA

±2, 2% ±2, 35% ±1, 3%

Tabelle 5.3: Tabelle der Fehlerbetrahtung

Der relative Messfehler beträgt somit ±6%.
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6 Berehnung von

Anfangs-Randwertproblemen

Wie in den bisherigen Untersuhungen gezeigt, liegt bei der Berehnung von Spannungen

und Dehnungen bei der Applikation von Reaktionsharzen ein thermish/mehanish ge-

koppeltes Anfangs- Randwertproblem vor. Mit geeigneten Vereinfahungen wie z.B. der

Voraussetzung von Rotationssymmetrie und isothermen Bedingungen, können auh erste

Abshätzungen der mehanishen Belastungen an einem Bauteil vorgenommen werden.

Bei industriellen Anwendungen liegt oft eine zylindrishe Struktur vor, beispielsweise

beim Verguss von aktiven elektrishen Komponenten in einem beherförmigen Gehäuse.

Ebenfalls häu�g liegt die Aufgabenstellung vor, eine einseitige Beshihtung, z.B. auf

einer Leiterplatte, vorzunehmen. Diese Vorgehensweise hat eine Berehtigung, weil der

numerishe Aufwand, bedingt durh die erforderlihe transiente Berehnung, hoh ist.

Anhand des Beispiels einer zylindrishen Struktur soll im Weiteren gezeigt werden, dass

die Analogie zur Thermoelastizität zur einer analytishen Abshätzung genutzt werden

kann. Die zylindrishe Struktur liegt bei der Messung der Shwundkraft vor und kann

dadurh dazu dienen, den direkten Vergleih von gemessenen, analytish abgeshätzten

und numerishen Ergebnissen durhzuführen. Am Beispiel einer steifen Grundplatte mit

diker Beshihtung soll beispielhaft die Durhführung einer numerishen Analyse gezeigt

werden. Hier sollen die messtehnish herausgearbeiteten Ein�üsse untershiedliher Här-

tungstemperaturen numerish quanti�ziert werden.

6.1 Analytishe Berehnungen an ausgewählten

Fragestellungen

6.1.1 Grundgleihungen der Chemo-Thermoelastizität

Die Grundgleihungen der Thermoelastizität (s. beispielsweise [14,33,114℄) können durh

Terme der Chemoelastizität ergänzt werden. Zunähst gilt:

• Cauhy-Eulershe Bewegungsgleihung

∇∇∇ ··· σσσ + ρfff = ρüuu σσσ = σσσT (6.1)

• linearisierte Verzerrungs-Vershiebungsgleihungen

εεε =
1

2
(∇∇∇uuu+∇∇∇uuuT) (6.2)
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6 Berehnung von Anfangs-Randwertproblemen

• Konstitutivgleihungen

σ̇σσ(ξm(t), ξc(t)) =

(
K(ξm(t)) −

2

3
G(ξm(t))

)
tr ε̇εε III

+2G(ξm(t)) ε̇εε− 3K(ξm(t))[α( ˙θ − θ0)− β(ξ̇c(t))]III

(6.3)

Die Di�erentialgleihung für die Temperatur ergibt sih durh Einsetzen der kon-

stitutiven Gleihung für die Entropie und aus

θρṡ =∇∇∇ ··· qqq + ρr (6.4)

Cvθ̇ − f(ξc)ξ̇ + 3α θ0K(ξm) trε̇εε = λ∇∇∇2(θ − θ0) + ρr (6.5)

Zur Lösung der Bewegungsgleihung und der partiellen Di�.-Gl. für die Temperatur

müssen noh Anfangs- und Randbedingungen formuliert werden.

• mehanishe Randbedingungen (hier beispielhaft 1. Art)

ttt = nnn ··· σσσ auf ∂B (6.6)

• thermishe Anfangsbedingung

θ(xxx, t0) = θ0 fürxxx ∈ B (6.7)

• thermishe Randbedingungen (beispielhaft für Neumann'she Randbedingung)

∂θ(xxx, t0)

∂nnn
=
∂θ0(xxx, t0)

∂nnn
fürxxx ∈ B (6.8)

• hemishe Anfangsbedingung

ξc = ξm = 0 für t = 0 (6.9)

• hemishe Evolutionsgleihungen

ξ̇m = Bm
1
τc
ξ+e

−τL(θ0)
τc(θ0)

1+e
−τL(θ0)
τc(θ0)

Am(1− ξm)

ξ̇c = Bc
1
τc
ξ+e

−τL(θ0)
τc(θ0)

1+e
−τL(θ0)
τc(θ0)

[βσ +Ac(1− ξc)]

(6.10)
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PSfrag replaements

z

r

ϕ

Abbildung 6.1: Zylinderkoordinaten

PSfrag replaements

ξ(r)

r
2b

Abbildung 6.2: Geometrie der sheibenförmigen Messstruktur mit hemisher Aushär-

tungsreaktion

6.1.2 Beispiel 1: Shwundkraftmessung an zylindrisher Struktur

Eine typishe Anwendung von Reaktionsharzen ist die Umhüllung von elektrishen oder

elektronishen Bauteilen in einem Gehäuse. Eine Abshätzung anhand einer rotations-

symmetrishen Struktur soll den Ein�uss der Materialparameter auf den Spannungszu-

stand zeigen. Hierzu wird eine einfahe Geometrie gewählt (s. Abb. 6.1) und zur ver-

einfahung die integrierte Form der hypoelastishen Formulierung verwendet. Analog zu

den Betrahtungen zur Thermoelastizität in [22, 25, 142, 145℄ wird ein einfahes Beispiel

einer sheibenförmigen Struktur mit einem zweidimensionalen rotationssymmetrishem

Spannungszustand, Müller folgend [140℄, betrahtet. Dabei sind möglihe rotationssym-

metrishe Belastungen der Reaktionsshwund und das Feld des Reaktionsumsatzes mit

radialen Gradienten. Innendruk, Auÿendruk, Längskräfte und Trägheitskräfte infol-

ge konstanter Winkelgeshwindigkeit um die Ahse des Rotationskörpers werden niht

betrahtet. Es wird ein ebener Dehnungszustand vorrausgesetzt. Die Struktur ist she-

matish in Abb. 6.2 dargestellt.

Die Gleihgewihtsbedingungen in Zylinderkoordinaten erhält man aus der Kräftebi-
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6 Berehnung von Anfangs-Randwertproblemen

lanz bezüglih der z-Ahse:
∂σz(r)

∂z
= 0 (6.11)

r∂σr
∂r

− σϕ + fr = 0 (6.12)

Die kinematishe Gleihungen lauten

εr =
∂ur
∂r

,

εϕ =
ur
r
, (6.13)

εz =
∂uz
∂z

.

weiterhin ergeben sih durh Einsetzen der vereinfahten Formulierung der konstitutiven

Gleihungen ohne Berüksihtigung von Temperaturänderungen:

εr =
1

E
[σr − ν(σϕ + σz)] + βξc(r),

εϕ =
1

E
[σϕ − ν(σr + σz)] + βξc(r), (6.14)

εz =
1

E
[σz − ν(σr + σϕ)] + βξc(r).

Im Weiteren wird nur eine reine Ortsabhängigkeit der Modellparameter berüksihtigt

also zu einem beliebigen Zeitpunkt t.
Beim ebenen Verzerrungszustand vershwindet die Hauptdehnung in z-Rihtung (εz =

0). Die Axialspannung kann durh Radialspannung und Umfangsspannung ausgedrükt

werden.

σz = ν(σr + σϕ)− E(ξm(r))βξc(r) (6.15)

Einsetzen in die Radialdehnung εr ergibt

εr =
1

E(ξm(r))
[σr − ν(σϕ + νσr + νσϕ − E(ξm(r))βξc(r))] + βξc(r) (6.16)

Analog erhält man für εϕ

εϕ =
1

E(ξm(r))
[σϕ − ν(σr + νσr + νσϕ − E(ξm(r))βξc(r))] + βξc(r) (6.17)

Die Gleihung der radialen Vershiebung ur im ebenen Verzerrungszustand lautet damit

∂2ur
∂r2

+
1

r

∂ur
∂r

−
ur
r2

=
∂

∂r

[
1

r

r∂ur
∂r

]
=

1 + ν

1− ν
β
∂ξc(r)

∂r
−

(1− 2ν)(1 + ν)

(1− ν)E(ξm(r))
f(r) (6.18)

Zweimalige Integration unter Vernahlässigung des Terms für die Volumenkräfte liefert:

r∂σr
∂r

= 2C1r +
1 + ν

1− ν
βξc(r)r, (6.19)

ur = C1 +
C2

r
+

1 + ν

1− ν

β

r

r∫

0

ξc(r)r dr. (6.20)
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Es treten zwei Integrationskonstanten auf. Die Randbedingung ur(0) = 0 erzeugt im

dritten Summanden den unbestimmten Ausdruk

0
0 . Durh Anwendung der Regel von

l'Hospital werden Zähler und Nenner durh ihre Ableitungen ersetzt.

lim
r→0

1

r

r∫

0

∆ξ(r)r dr =
r∆ξ(r)

1

∣∣∣∣
r=0

= 0 (6.21)

Es ergibt sih C2 = 0 für ur(0) = 0.
Mit der Randbedingung der Kräftefreiheit am Rand r = b : σr(b) = 0 folgt

C1 = (1 − ν)
βξc
b2

r∫

0

ξc(r)r dr. (6.22)

Die Vershiebung in radialer Rihtung ergibt sih nah Einsetzen und Umformen zu

ur =
1 + ν

1− ν
β


1

r

r∫

0

ξc(r)r dr + (1− 2ν)
r

b2

b∫

0

ξc(r)r dr


 . (6.23)

Es ergeben sih die Spannungen mit εz = 0

σr =
E(ξm(r))β

1− ν


 1

b2

b∫

0

ξc(r)r dr −
1

r2

r∫

0

ξc(r)r dr


 ,

σϕ =
E(ξm(r))β

1− ν


 1

b2

b∫

0

ξc(r)r dr −
1

r2

r∫

0

ξc(r)r dr − ξc(r)


 , (6.24)

σz =
E(ξm(r))β

1− ν


2ν

b2

b∫

0

ξc(r)r dr − ξc(r)


 .

Im einfahsten Fall einer homogenen Aushärtung ergibt sih:

r∫

0

ξc(r)r dr = ξc
r2

2
(6.25)

Für ν = 0, 5 ergibt sih mit

σz =
E(ξm(r))β

1− ν
ξc(ν − 1) (6.26)

das Ergebnis für den uniaxialen Zugversuh. Die Rehnung zeigt den Ein�uss der Quer-

kontraktion auf das Ergebnis: bei einem Wert von ν von 0, 4 ist die gemessene Normal-

spannungskomponente nur noh 1/3 der (gedahten) uniaxialen Spannung. Wie shon

im Kapitel 4 beshrieben, ist eine Abshätzung von Temperaturfeldern ein komplexes

Problem, dass groÿe Shwierigkeiten bereitet

1

.

1

In den Standardwerken der Wärmelehre wie z.B. dem oft zitierten Werk von Carslaw und Jaeger [36℄
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6 Berehnung von Anfangs-Randwertproblemen

6.2 Numerishe Beispielrehnungen

Die numerishen Finite-Elemente-Berehnungen wurden mit ABAQUS durhgeführt. Es

wurde die dort implementierte Numerik verwendet. Das Prinzip der virtuellen Vershie-

bungen ist die Grundlage der Finite-Elemente-Methode. Nah Pölling [147℄ vershwindet

die Summe der Arbeiten, die von den äuÿeren Lasten und den inneren Spannungen mit

einer beliebigen, in�nitesimalen, kinematish zulässigen virtuellen Vershiebung δuuu ver-

rihtet wird, wenn sih der Körper im Gleihgewihtszustand be�ndet. Der Vorteil dieses

Ansatzes beruht darin, dass die Ordnung der zu lösenden Gleihungssysteme auf den

Grad eins innerhalb der integralen Ausdrüke reduziert wird. Dadurh ist es möglih,

einfahe Ansatzfunktionen für jedes Element zu wählen. Zur Anwendung der Methode

der �niten Elemente gibt es eine umfangreihe Literatur. An dieser Stelle sei nur auf

die Besonderheiten der Implementierung eigener konstitutiver Gleihungen in ABAQUS

hingewiesen [3℄.

6.3 User-De�ned Material Modell

Zur Implementierung des Materialmodells in den FEM-ode ABAQUS wurde ein user

de�ned material model entwikelt. Verwendet wurde eine subroutine in FOTRAN [58℄.

Das Modell berehnet zunähst die Evolutionsgleihung der inneren Variablen ξm und

ξc. Davon abhängig werden die elastishen Konstanten und die durh hemishen Re-

aktionsshwund hervorgerufenen Volumendehnungen berehnet. Das Modell ist bis zum

Ende der hemishen Reaktion linear elastish im Reaktionsumsatz und nihtlinear in

der Zeit.

Im ersten Berehnungsdurhlauf wird das Vershiebungsfeld bis zum Ende der he-

mishen Reaktion berehnet und in einem txt.f ile abgespeihert. Zur Berehnung der

Spannungen nah dem Abkühlen auf Raumtemperatur wird das vernetzte Modell noh

einmal aufgerufen, das Vershiebungsfeld eingelesen und eine linear-viskoelastishe Reh-

nung durhgeführt

2

. Weitere Untersuhungen zu Reaktionsharzen als Klebefugen �nden

sih in Johlitz [96℄.

Zur Berehnung der Reaktionskinetik wurde ein implizites Euler-Rükwärtsverfahren

verwendet wie von Ulm in [173℄ in ähnliher Weise vorgeshlagen wurde:

℘ = ξn+1 − ξn −
∆t

τc(Θn+1)

1− ξn+1

λ(ξn+1,Θn+1)
= 0 (6.27)

Ein Ansatz für den benötigten Integrationszeitshritt ist

∆t = εiiτc(Θn+1) (6.28)

wird angegeben, dass es keine analytishen Lösungen für Temperaturfelder mit zeitlih veränderlihen

und stark temperaturabhängigen Wärmequellen gibt, wie sie typisherweise als Arrheniusfunktionen

bei hemishen Reaktionen vorliegen. Hier wird auf numerishe Ansätze verwiesen. In Arbeiten von

Grigull und Tautz [76, 165℄ wird eine analytishe Abshätzung von stationären Temperaturfeldern

mit stark temperaturabhängigen Parametern vorgestellt, die aber nur auf hemishe Reaktionen in

einer Rohrströmung anzuwenden ist.

2

Es sind beliebige Standardmodelle verwendbar wie viskoplastishe et.
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mit der Spur des Verzerrungstensors εii ≪ 1 (typisherweise wird εii = 0, 05 gewählt).

In der oberen Gleihung ist Θn+1 die Temperatur zur Zeit tn+1 als Lösung des Tempe-

raturfelds. Dieses wird hier jedoh niht weiter betrahtet.

Mit bekannten Werten (Θn+1, ξn) ist ξn+1 die Lösung der Gleihung ℘(ξn+1) = 0, die
oben de�niert wurde, im Lösungsintervall ξn+1 ∈ [ξn, 1]. In einer ersten Näherung kann

diese aus der Lösung des vorhergehenden Zeitshritts erhalten werden:

ξn+1 ≈ ξn +
∆t

τc(Θn+1)

1− ξn+1

λ(ξn,Θn+1)
(6.29)

Nah Ulm [177℄ führt dieses Verfahren niht notwendigerweise auf ℘(ξn+1) = 0.
In einer verfeinerten Analyse wurde eine lokale Newton-Iteration angewendet:

ξk+1
n+1 = ξkn+1 − ℘(ξkn+1)

ξkn+1 − ξk−1
n+1

℘(ξkn+1)− ℘(ξk−1
n+1)

, (6.30)

wobei k der Index für die lokale Iteration ist. Die Methode ist stabil für alle Zeitshritte.

Die Güte der Näherung hängt aber dennoh von der Wahl der Shrittweite ab,

℘(ξk=1
n+1 = ξn) = −

∆t

τc(θn+1)

1− ξn
λ(ξn, θn+1)

< 0, (6.31)

℘(ξk=2
n+1 = 1) = 1− ξn > 0 (6.32)

und der Annahme, dass ℘(ξn+1) nur einen Wendepunkt im Lösungsintervall ξn+1 ∈ [ξn, 1]
besitzt.

6.3.1 Beispiel 2: Zugstab in der Aushärtungsform

Die einfahste Fragestellung ist (analog zum freishwimmenden Tropfen) der in der Form

gegossene Zugstab (Abb. 6.3). In der Laborpraxis zur Herstellung von Probekörpern

werden die Flähen einer Gieÿform mit Trennmittel versehen, so dass keine Spannungen

durh Reaktionsshwund oder Abkühlkontraktion entstehen können. Abbildung 6.3 zeigt

den spannungsfreien Zustand am Ende der hemishen Reaktion. Fixiert man das Harz an

beiden Enden der Gieÿform durh entfernen des Trennmittels in diesem Bereih, ergeben

sih Zugspannungen nah Ablauf der Härtungsreaktion (s. Abb. 6.4).

6.3.2 Beispiel 3: Validierung der Shwundkraftmessung

Zur Validierung des Modells wird die Shwundkraft in einem Probekörper (Geometrie der

Messstruktur mit Abmessungen nah DIN 53455 s. Abb. 6.5) mit ABAQUS berehnet. In

dieser Abbildung ist auh die 2. Hauptspannung für den Temperaturfall 100

0
C dargestellt.

In den Randzonen oben und unten kommt es zu einer leihten Erhöhung der Spannungen

in Folge des auftretenden Shwunds.

In Abbildung 6.6 sind die Knotenkräfte auf den Elementen der Oberseite zu einer

resultierenden Kraft zusammengefasst. Die resultierende Kraft ist vergleihbar mit dem

Ergebnis einer Shwundkraftmessung in der dynamish-mehanishen Analyse (DMA).

Man erkennt den Untershied in der Höhe axialen Kraftkomponente.
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X Y

Z

Abbildung 6.3: Zugstab aus Gieÿharzform

(Avg: 75%)

S, Mises

+6.085e+00
+7.293e+00
+8.502e+00
+9.711e+00
+1.092e+01
+1.213e+01
+1.334e+01
+1.455e+01
+1.575e+01
+1.696e+01
+1.817e+01
+1.938e+01
+2.059e+01

Step: zugpruefung, verlauf der Zugpruefung
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.000e+00

einfache Last
ODB: zugVergleich.odb Abaqus/Standard 6.10-2    Wed Aug 06 08:55:41 W. Europe Daylight Time 2014

X

Y
Z

Abbildung 6.4: Zugstab aus Gieÿharzform an beiden Seiten �xiert nah Härtungsreaktion
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(Avg: 75%)
S, Mid. Principal

−1.600e−02
−5.759e−03
+4.483e−03
+1.473e−02
+2.497e−02
+3.521e−02
+4.545e−02
+5.569e−02
+6.594e−02
+7.618e−02
+8.642e−02
+9.666e−02
+1.069e−01

Step: Step−1
Increment   2000: Step Time =    1995.
Primary Var: S, Mid. Principal
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +2.846e+01

ODB: aaa1Solution__14_59_14_11.odb    Abaqus/Standard 6.10−2    Wed Nov 14 14:59:51 W. Europe Standard Time 2012

X
Y

Z

Abbildung 6.5: Isotherme Berehnung der Shwundspannung bei 100

0
C (hier 2. Haupt-

spannung)
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Numerische Berechnung der Kraft auf Plattengeometrie

100 < C

120 < C

Abbildung 6.6: Berehneter Verlauf der Shwundkraft bei untershiedlihen Härtung-

stemperaturen
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0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

t, [s]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

F
,
[N

]

DMA Messung der Kraft auf Plattengeometrie
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Abbildung 6.7: Messwerte der Shwundkraft aus DMA bei untershiedlihen Härtung-

stemperaturen

6.3.3 Beispiel 4: Zweishihtplatte

Der Ein�uss der Härtungstemperatur wird besonders deutlih an einem Verbund aus

zwei Shihten. Die untere Shiht besteht aus 1 mm Trägermaterial aus BMC Kunst-

sto�, der obere Teil aus dem Reaktionsharz (Abb. 6.8). Berehnet wurde die Aushärtung

bei 100

0
C und bei 120

0
C. Aus Abb. 6.9 kann man erkennen, dass der Betrag des Ver-

shiebungsvektors gröÿer als die Dike der Trägershiht werden kann. In Abb. 6.10 ist

die erste Hauptdehnung dargestellt. Man erkennt zunähst, dass das Bauteil shleht ge-

lagert ist. Die erste Hauptspannung ist in Abb. 6.11 dargestellt. An einem Randknoten

ergeben sih 1,2 MPa Zugspannung. Dieser Wert ist erwartungsgemäÿ zwar niedrig und

wird aus diesem Grund oft vernahlässigt, stellt aber die Spannung durh die hemishe

Reaktion dar. Der Betrag des Vershiebungsvektors nah Härtung bei 120

0
C (Abb. 6.12)

ist gröÿer. Der Grund hierfür ist der untershiedlihe Reaktionsumsatz beim Gelieren.

Die erste Hauptdehnung bei 120

0
C ist kleiner (Abb. �g:e120). Die erste Hauptspannung

bei 120

0
C ist ebenfalls kleiner (Abb. �g:e120). Der Grund für die kleineren Dehnungs-

und Spannungswerte liegt darin begründet, dass bei 120

0
C das Gelieren nah 58% Re-

aktionsumsatz möglih. Bei 100

0
C ist das Gelieren bereits nah 44% Reaktionsumsatz

erreiht. Damit werden bei 120

0
C niedrigere Spannungen erzeugt.

Beim Abkühlen auf Raumtemperatur entstehen jedoh weitaus kritishere Werte. Ab-

bildung 6.15 zeigt die maximale Hauptspannung am Verbund bei Raumtemperatur. In

der oberen Shiht aus Reaktionsharz werden Spannungen von über 80 MPa berehnet.
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X

Y

Z

Abbildung 6.8: Verbund von Reaktionsharz und Trägerplatte vor der Aushärtung (FE-

Modell)

U, Magnitude

+0.000e+00
+1.819e−01
+3.639e−01
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+7.278e−01
+9.097e−01
+1.092e+00
+1.274e+00
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+1.637e+00
+1.819e+00
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+2.183e+00

Step: Step−1
Increment    680: Step Time =   2.0000E+04
Primary Var: U, Magnitude
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.390e+00

ODB: Job−1.odb    Abaqus/Standard 6.10−2    Tue Nov 05 19:27:53 W. Europe Standard Time 2013
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Abbildung 6.9: Betrag des Vershiebungsvektors nah Härtung bei 100

0
C
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(Avg: 75%)
E, Max. Principal

−1.624e−02
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+3.214e−02
+3.654e−02

Step: Step−1
Increment    680: Step Time =   2.0000E+04
Primary Var: E, Max. Principal
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.390e+00

ODB: Job−1.odb    Abaqus/Standard 6.10−2    Tue Nov 05 19:27:53 W. Europe Standard Time 2013
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Abbildung 6.10: 1. Hauptdehnung nah Härtung bei 100

0
C

(Avg: 75%)
S, Max. Principal
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+3.178e+00

Step: Step−1
Increment    680: Step Time =   2.0000E+04
Primary Var: S, Max. Principal
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.390e+00

ODB: Job−1.odb    Abaqus/Standard 6.10−2    Tue Nov 05 19:27:53 W. Europe Standard Time 2013
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Abbildung 6.11: 1. Hauptspannung nah Härtung bei 100

0
C
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U, Magnitude
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Step: Step−1
Increment    313: Step Time =    8000.
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Abbildung 6.12: Betrag des Vershiebungsvektors nah Härtung bei 120

0
C

(Avg: 75%)
E, Max. Principal

−1.618e−02
−1.262e−02
−9.061e−03
−5.499e−03
−1.938e−03
+1.624e−03
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+8.747e−03
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Step: Step−1
Increment    313: Step Time =    8000.
Primary Var: E, Max. Principal
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.390e+00

ODB: Job−1.odb    Abaqus/Standard 6.10−2    Tue Nov 05 20:26:13 W. Europe Standard Time 2013

X

Y

Z

Abbildung 6.13: 1. Hauptdehnung nah Härtung bei 120

0
C
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(Avg: 75%)
S, Max. Principal

−2.956e−02
+1.580e−01
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Step: Step−1
Increment    313: Step Time =    8000.
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Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.390e+00

ODB: Job−1.odb    Abaqus/Standard 6.10−2    Tue Nov 05 20:26:13 W. Europe Standard Time 2013
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Abbildung 6.14: 1. Hauptspannung im Verbund nah Härtung bei 120

0
C

(Avg: 75%)
S, Max. Principal

+0.000e+00
+2.083e+01
+4.167e+01
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+1.042e+02
+1.250e+02
+1.458e+02
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−2.322e+01

+2.029e+03

Step: Step−1
Increment     56: Step Time =   0.5118
Primary Var: S, Max. Principal
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.000e+00

ODB: Cooling.odb    Abaqus/Standard 6.12−1    Sun Nov 30 14:12:06 W. Europe Standard Time 2014

X

Y

Z

Abbildung 6.15: Verbund von Reaktionsharz und Trägerplatte nah der Aushärtung bei

100

0
C und Abkühlen auf Raumtemperatur
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6.3 User-De�ned Material Modell

Diese Ergebnis zeigt, dass ein Verbund shon nah dem Herstellungsprozess die Grenzen

der Festigkeit erreiht.
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7 Zusammenfassung und Ausblik

7.1 Zusammenfassung

In der Arbeit wird ein konstitutives Modell zur Beshreibung der Umwandlung vom

unreagierten Ausgangszustand zum duroplastishen Endzustand von Reaktionsharzen

vorgeshlagen. Dabei werden die Phänomene Volumenshwund, Aufbau einer elastishen

Struktur und Wärmeentwiklung berüksihtigt.

Es konnte gezeigt werden, dass sih alle drei relevanten Änderungen mit einem einzi-

gen Typ von Evolutionsgleihung und einer Bedingung für den Gelpunkt abbilden lassen.

Die hemishe Kinetik wird niht im Detail betrahtet, sondern durh eine Gesamtreak-

tion (Bruttoreaktion) beshrieben. Dabei zeigte sih, dass mit dem Modell der Ein�uss

untershiedliher Härtungstemperaturen auf die am Bauteil auftretenden Spannungen

abgebildet werden kann. Beim Aushärten von Reaktionsharzen ergibt eine detaillierte

Analyse der hemishen Kinetik das Vorhandensein von Folge- und Parallelreaktionen,

die einerseits molekulare Segmente verlängern, andererseits Ketten miteinander verbin-

den und damit zur räumlihen Vernetzung als Endzustand beitragen. Die räumlihe

Vernetzung von Molekülen führt zu einem elastishen Materialverhalten. Diese Teilre-

aktionen besitzen untershiedlihe thermishe Aktivierungsenergien und laufen daher bei

untershiedlihen Temperaturen shneller oder langsamer ab. Als Folge davon erfolgt

das Gelieren, also der mehanishe Zustand, bei dem erstmals im Verlauf der Reaktion

Shub- und Zugspannungen auftreten können. Dies erfolgt bei untershiedlihem he-

mishen Umsatz. Dieser Sahverhalt ist messtehnish erfassbar und wird vom Modell

wiedergegeben. Das Auftreten dieser reaktionsbedingten Spannungen ist, analog zu rein

thermoelastishen Fragestellungen, abhängig vom konkret gestellten Randwertproblem.

Das Modell erlaubt, die Grenzfälle ungehinderte und vollkommen gehinderte Volumen-

kontraktion sowie alle Zwishenzustände wiederzugeben. Damit ist das erste Ziel der

Arbeit erreiht, die Ein�üsse der o. g. Phänomene in eine Berehnung ein�ieÿen zu las-

sen.

Die thermodynamishe Konsistenz des Modells wird zunähst mit Hilfe einer Taylorent-

wiklung der Helmholzshen freien Energie untersuht. Sie ist an Bedingungen geknüpft,

die sih aus der Betrahtung der Thermodynamik der Polymerbildung ergeben. Es zeigte

sih jedoh, dass die thermodynamishe Bedingung der Polymerbildung sih zwar auh

im Rahmen der rationalen Kontinuumsmehanik formulieren lässt, jedoh die shärfe-

ren Bedingungen für die Konsistenz des kontinuumsmehanishen Modells niht erfüllen

kann. Ein Ansatz für die freie Energie in Form einer Funktion in Integralform wurde daher

verwendet. Dabei kann gezeigt werden, dass damit der Nahweis der thermodynamishen

Konsistenz gelingt. Es ergibt sih eine Formulierung der konstitutiven Gleihungen in Ra-

tenform. Weiterhin muss darauf hingewiesen werden, dass zusätzlih zur Erfüllung des 2.
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7 Zusammenfassung und Ausblik

Hauptsatzes bei den betrahteten Werksto�en bzw. Werksto�vorstufen auh kinetishe

Bedingungen auftreten. Das beherrshende Phänomen ist der Glaszustand, durh den

der Ablauf der hemishen Reaktion zum Stillstand gebraht werden kann.

Im Rahmen der Arbeit wurde ebenfalls eine Messmethode zur Bestimmung der Shwund-

spannungen verwendet, die zur Validierung von numerishen Berehnungen dient. Diese

Methode wurde bereits von Harsh [80℄ im Jahr 2008 vorgestellt. Damit ist es möglih, al-

le Modellparameter messtehnish zu bestimmen. Zusätzlih können aus den Messungen

der Shwundkraft Rükshlüsse gezogen werden, wie z. B. die Anwesenheit von Füllstof-

fen, die durh Bildung von Hohlräumen spannungsreduzierend wirken.

Das einfahste Modell ohne Kopplung mit dem Temperaturfeld wurde in die kommer-

zielle FEM-Software ABAQUS implementiert. Die Einbindung des entwikelten Modells

erfolgte durh eine user subroutine. Aufgrund der Komplexität der hemishen, meha-

nishen und thermishen Zusammenhänge erfordert shon das vereinfahte isotherme

Modell 10 Parameter, die aus Messungen gewonnen werden müssen. Hiermit ist es mög-

lih, den Spannungs- und Verformungszustand des betrahteten Feldproblems numerish

zu bestimmen.

Weitere Betrahtungen wurden zu denkbaren Abweihungen von isothermen Bedin-

gungen angestellt. Bedingt durh die starke Abhängigkeit der kinetishen Parameter von

der Temperatur, können groÿe Gradienten der Temperatur und damit des Reaktionsum-

satzes entstehen. Eine grundsätzlihe analytishe Abshätzung dazu wurde gegeben.

Für industrielle Anwendungen lässt sih folgende Vorgehensweise ableiten:

• Untersuhung der günstigsten und dabei wirtshaftlih vertretbaren Härtungstem-

peratur

• Kontrolle, ob isotherme Bedingungen realisierbar sind

• messtehnishe Kontrolle, ob weitere E�ekte erfasst werden müssen

• numerishe Berehnung der zu erwartenden Spannungen und Verzerrungen

Diese Vorgehensweise lässt sih mit den vorgestellten Methoden und Modellen realisieren.

7.2 Ausblik

Bei einer weitergehenden Betrahtung können, basierend auf dem vorgestellten Modell,

Erweiterungen vorgenommen werden, wie die Einbeziehung von groÿen Verformungen,

Abhängigkeiten der Wärmeleitfähigkeit vom Reaktionsumsatz, Abhängigkeiten der ther-

mishen Ausdehnungskoe�zienten vom Reaktionsumsatz sowie aus den groÿen Verfor-

mungen hervorgerufene niht-linear viskoelastishe E�ekte beim Abkühlen. Die Bereh-

nung komplizierterer Aushärtungpro�le erfordert weitere user subroutinen, die den Ver-

lauf der Reaktionswärme wiedergeben und damit eine gekoppelte numerishe Feldbereh-

nung. Derartige weitergehende Untersuhungen sind in Zukunft erforderlih, um letzt-

endlih Aussagen zur Zuverlässigkeit von Reaktionsharzen als Konstruktionswerksto� zu

gewinnen. Erste Voraussetzung dabei ist naturgemäÿ die Kenntnis von verarbeitungsbe-

dingten Spannungen als Ausgangszustand für eine Lebensdaueranalyse.
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7.2 Ausblik

Abbildung 7.1: Shema zur numerishen Berehnung nah Rabearison et al. [73℄

Eine weitere Fragestellung ergibt sih aus der Tatsahe, dass bisher nur die Härtung von

Reaktionsharzen betrahtet wurde, die kinetish niht gehemmt wird. In der Praxis er-

gibt sih allerdings häu�g die Situation, dass Reaktionsharze bei niedrigen Temperaturen

(< Tg∞) gehärtet werden und dabei in einen Glaszustand kommen, der die weitere he-

mishe Reaktion durh Unbeweglihkeit der Moleküle verhindert. In diesem Fall werden

Relaxationszeiten wesentlih gröÿer und eine Modellierung muss zwingend viskoelastish

sein.

Das Modell kann erweitert werden auf Harze mit shwundreduzierenden Füllsto�en.

Der Mehanismus dieser Kompensation besteht darin, dass gezielt feindisperse Phasen

aus Füllsto� eingebraht werden, die bei Anwesenheit von hemishen oder thermishen

Shwundspannungen Risse oder Hohlräume bilden. Es handelt sih also um eine ge-

wünshte Vorshädigung des Materials, die jedoh kontrolliert statt�ndet. Zur Berük-

sihtigung derartiger E�ekte sind allerdings umfassende elektronenmikroskopishe Un-

tersuhungen erforderlih.

Ein Shema für die numerishe Berehnung eines Härtungsverlaufs wurde 2009 von

Rabearison et al. [73,74℄ vorgestellt. Neben einer detaillierten Untersuhung der Reakti-

onskinetik eines kommerziell stark verbreiteten Epoxidharzes als Matrixwerksto�, wird

eine Feldkopplung zwishen Vershiebungsfeld und Temperaturfeld realisiert. Dazu die-

nen eine user subroutine für die Verfestigung und die exotherme Wärmeentwiklung.

Der hohe numerishe Aufwand ergibt Rehenzeiten für ein zweidimensionales rotations-

symmetrishes Modell mit 700 Elementen bei typishen Aushärtungsbedingungen von 20

Minuten. Durh die Berehnung mit linear-elastishem Sto�gesetz konnte allerdings der

beim Abkühlen unterhalb Glastemperatur hohe Ein�uÿ von Relaxationen niht berük-
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7 Zusammenfassung und Ausblik

sihtigt werden.

Ein Zugang zur Berüksihtigung von moderat groÿen Verformungen ist z. B. durh

eine Vorgehensweise zu realisieren, die Anand [121℄ bei der Beshreibung plastisher

Deformationen vorshlägt. Hierbei könnte eine multiplikative Zerlegung des Deformati-

onsgradienten FFF benutzt werden, wobei der Spannungstensor durh einen Anteil aus 2.

Piola-Kirhho�- und Mandel-Tensor ausgedrükt wird.

Eine weitere Herausforderung stellt die Tatsahe dar, dass die Änderung des Zustandes

von �üssig auf fest, also das in der Arbeit behandelte Phänomen des Gelierens, o�ensiht-

lih keine lokalen Eigenshaften besitzt. Es handelt sih dabei niht um einen Phasen-

übergang im Sinne von Kristallisation oder Shmelzen. Bei Phasenübergängen kann die

Grenze zwishen zwei Phasen beliebig klein gezogen werden - shon zwei Moleküle sind

entweder kristallin angeordnet oder niht. Beim Gelieren eines Reaktionsharzes lässt sih

niht lokal feststellen, ob ein betrahtetes Volumenelement geliert ist oder niht. Im Ex-

tremfall kann ein Molekül sehr groÿ werden, ein Gelzustand kann erst durh Adhäsion an

Gehäusewänden nahgewiesen werden. Aus der Siht der Kontinuumsmehanik handelt

es sih dabei um ein Gradientenmaterial, das eine modellmäÿige Betrahtung von Gra-

dienten des Deformationsgradienten nah sih zieht. Bei der weiteren mathematishen

Behandlung entstehen daraus Tensoren höherer Ordnung für Spannungen, Verzerrungen

und Stei�gkeiten.

Shlussendlih stellt sih auh die Frage, ob die behandelten Spannungs- und Verzer-

rungszustände auh direkt messtehnish am Bauteil erfasst werden können. Aus Siht

der Experimentalphysik handelt es sih dabei um ein Feld aus weiher Materie, dass

geringe Dihtegradienten aufweist. Eine ultrashallmikroskopishe Methode ist denkbar,

aber niht etabliert. Untersuhungen mit Hilfe einer Neutronenquelle können Vorspan-

nungen in Metallen oder Metalloxiden auf Grund von Vershiebungen von Atomen direkt

nahweisen, bei polymeren Materialien versagt diese Methode, weil spannungsabbauende

Relaxationen mit solhen Vershiebungen verbunden sind.
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