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Abstract

This thesis investigates the complexity of the following decision problem. Determine, whether a given
sequence of an open-shop scheduling problem on an arbitrary set of operations is irreducible, or not.

With the notion of so-called H-comparability graphs the corresponding complementary problem
co-IRREDUCIBILITY can be posed as follows: ‘Is there a comparability graph G* with Gs;; € G* C
G?7’, where Ggry denotes the induced subgraph of the Hamming graph K,, x K,, corresponding to
the set of operations, and G denotes the H-comparability graph corresponding to the given sequence.
This problem, however, is no special case of the COMPARABILITY-GRAPH-SANDWICH problem
which is known to be NP-complete.

IRREDUCIBILITY is known to belong to co-NP. It is investigated, under which conditions IR~
REDUCIBILITY belongs to NP, and therefore to NP N co-NP = ZPP*, or even P. An algorithm
is presented which reduces reducible sequences nondeterministically in polynomial time, and fails
to recognize the irreducibility of irreducible sequences only under very narrow conditions. Based on
reasonable doubts on the existence of instances meeting these narrow conditions, it is conjectured
that IRREDUCIBILITY belongs to NP. If true, from this conjecture follows that either IRREDU-
CIBILITY belongs to P, or to NP-incomplete = NP — (P + NP-complete). The details pointing to
IRREDUCIBILITY belonging to P are discussed.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das folgende Entscheidungsproblem hinsichtlich seiner Komplexitéit untersucht.
Gegeben ist ein Plan eines Open-Shop Schedulingproblems iiber einer beliebigen Operationenmenge.
Ist dieser Plan irreduzibel?

In einer Formulierung mittels sogenannter H-Comparabilitygraphen lautet die Problemstellung
fir das komplementére Problem co-IRREDUCIBILITY: “Existiert ein Comparabilitygraph G* mit
Gsrg € G* C G777, wobei Ggry der zu der Operationenmenge SIJ gehorende induzierte Teilgraph
des Hamming-Graphen K, X K,,, und G der H-Comparabilitygraph zu dem gegebenen Ausgangs-
plan ist. Trotz der Ahnlichkeit ist dieses Problem kein Spezialfall des COMPARABILITY-GRAPH-
SANDWICH Problems, dessen NP-Vollstandigkeit bekannt ist.

Bekannt ist die Zugehorigkeit von IRREDUCIBILITY zu co-NP. Untersucht werden die Bedin-
gungen, unter denen IRREDUCIBILITY in NP, und damit in NP N co-NP = ZPP*, oder sogar in P
liegt. Es wird ein Algorithmus vorgestellt, der reduzierbare Plane nichtdeterministisch reduziert, und
irreduzible Plidne nur unter sehr engen Voraussetzungen nicht als irreduzibel erkennen kann. Basierend
auf begriindeten Zweifeln an der Existenz von Instanzen, die diese engen Voraussetzungen erfiillen,
wird vermutet, dass IRREDUCIBILITY in NP liegt. Bei Richtigkeit dieser Vermutung liegt IRRE-
DUCIBILITY entweder in P, oder in NP-incomplete = NP — (P 4+ NP-complete). Die Hinweise auf
die Zugehorigkeit zu P werden diskutiert.

Keywords: irreducible sequences, H-comparability graphs, open-shop, complexity, ZPP*
NP-incomplete
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Einleitung

Bei der Suche nach Losungen fiir Optimierungsprobleme ist eine Beschrankung des Suchraums auf effi-
ziente Losungen hilfreich. Fiir viele Optimierungsproble kénnen solche effizienten Losungen charakte-
risiert, und von nicht-effizienten Losungen unterschieden werden (“efficiency frontier”). Fiir Probleme
aus der Schedulingtheorie ist eine solche Unterscheidung oft nicht bekannt.

Aus der Frage der Beschreibung von effizienten Losungen fiir das Open-Shop Schedulingproblem
hat sich die Theorie der Reduzierbarkeit von Plénen entwickelt. Ein (Ablauf-) Plan ist eine strukturel-
le Losung des Open-Shop Problems. Er enthélt Informationen iiber die Reihenfolgen, in der einzelne
Operationen abgearbeitet werden. Zusammen mit den numerischen Werten einer gegebenen Aufga-
benstellung kann aus ihm ein Zeitplan (Schedule) abgeleitet werden. Zu den numerischen Werten eines
Problems gehoren vor allem die Bearbeitungszeiten der einzelnen Operationen.

Theorie der Reduzierbarkeit von Plinen

Der Begriff der Reduzierbarkeit geht zuriick auf KLEINAU (1992) [41]. Sie erkannte, dass bestimmte
Pléne fiir jede Wahl der numerischen Parameter besser als andere Pléane sind. Ein Plan A reduziert
einen Plan B, A < B, wenn sein Zielfunktionswert fp (A) fiir jede Wahl der Bearbeitungszeiten P
nicht grofler als der Zielfunktionswert fp (B) von B ist, fp(A) < fp(B). Pline, die nicht weiter
(streng) reduzierbar sind, heiflen irreduzibel. Sie stellen die effizienten Lésungen fiir das Open-Shop
Problem dar.

Der Komplexititsstatus des Problems der Erkennung irreduzibler Pline konnte seitdem nur fiir
einige Spezialfélle geklart werden. So ist die Irreduzibilitédt sowohl fiir Pline mit nur zwei Maschinen
(BRASEL UND KLEINAU (1996) [16]), als auch fiir Pléne iiber Operationenmengen mit “baumartiger”
Struktur (TAUTENHAHN (2000) [64]) in polynomieller Zeit erkennbar. Wesentliche Impulse fiir de
Bestimmung der Komplexitit dieses Problems sind auch bei WILLENIUS (2000) [66] enthalten.

BRASEL, HARBORTH, TAUTENHAHN UND WILLENIUS (1999) [13] erkannten die Moglichkeit der
kompakten und anschaulichen Beschreibung der Reduzierbarkeit mittels sogenannter H-Comparabili-
tygraphen. Fiir vollstdndige Operationenmengen besteht ein H-Comparabilitygraph aus dem Hamming-
Graphen (H-Graphen) K,, x K,, und allen zusitzlichen Kanten aus der transitiven Hiille zu einer
azyklischen Orientierung auf dem Hamming-Graphen.

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Einordnung der Komplexitéit des Entscheidungsproblems der
Erkennung der Irreduzibilitét eines gegebenen Open-Shop Plans in die Komplexitétsklassen innerhalb
von NP U co — NP. Dabei steht insbesondere die Frage der Existenz eines nichtdeterministischen
Verfahrens mit polynomiell beschrinkter maximaler Laufzeit im Vordergrund.

Kapiteliibersicht

Die Arbeit ist in zwei Teile gegliedert. Teil I (Kapitel 1 bis 4) umfasst die Beschreibung des Problems
IRREDUCIBILITY mit allen dazu notwendigen Grundlagen. In Kapitel 1 (Graphen und Compara-
bilitygraphen) werden die Eigenschaften von Comparabilitygraphen dargestellt. Kapitel 2 (Komple-
zititstheoretische Grundlagen) enthilt einen Uberblick iiber die komplexititstheoretischen Aspekte
der Fragestellung. Ein besonderes Augenmerk liegt hier auf die Betrachtung randomisierter Verfah-
ren mit polynomiell beschrinkter maximaler Laufzeit. In Kapitel 3 (Open-Shop Scheduling) wird
die Modellierung bestimmter Schedulingprobleme durch graphentheoretische Modelle beleuchtet. Ins-
besondere die Beschreibung von Open-Shop Plinen durch H-Comparabilitygraphen wird detailliert

1



2 EINLEITUNG

dargelegt. Kapitel 4 (Das Problem IRREDUCIBILITY) enthilt schlie8lich eine Darstellung der Theo-
rie der Reduzierbarkeit mit Hilfe von H-Comparabilitygraphen, und die Beschreibung der zentralen
Fragestellung.

Teil II dieser Arbeit (Kapitel 5 bis 7) umfasst die Untersuchung des Komplexitétsstatus von IRREDU-
CIBILITY. In Kapitel 5 (Ansitze zur Reduktion von Plinen) wird eine Reihe von Ideen zur polynomiel-
len Reduktion von Plénen diskutiert. Anhand verschiedenster Eigenschaften von H-Comparabilitygra-
phen werden dabei die Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Komplexitéit von IRREDUCIBILITY
erortert.

In Kapitel 6 (Ein Reduktionsalgorithmus) werden zwei Ausprigungen eines Verfahrens zur kon-
struktiven Losung des Problems IRREDUCIBILITY vorgestellt. Wahrend einer der beiden Algorith-
men (Reducingl) ein polynomielles Verfahren mit kleiner Versagenswahrscheinlichkeit € > 0 ist, 16st
der andere Algorithmus (Reducing2) das Problem ohne Fehler, aber unter Umstéinden nicht in po-
lynomiell beschriankter Laufzeit. Es werden Bedingungen diskutiert, unter denen beide Algorithmen
identisch sind.

Schliefllich sind in Kapitel 7 (Komplezitit von IRREDUCIBILITY) die Ergebnisse der Untersu-
chungen der vorangegangenen Kapitel zur Komplexitdt von IRREDUCIBILITY zusammenfassend
dargestellt.

Dariiber hinaus enthilt die Arbeit einen Anhang, in dem die in Kapitel 6 beschriebenen Algorithmen
Reducingl und Reducing? etwas detaillierter dargestellt sind.
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Grundlagen






Kapitel 1

Graphen und
Comparabilitygraphen

In diesem Kapitel stellen wir die zentralen graphentheoretischen Begriffe und Konzepte dieser Arbeit
ausfiihrlich vor. Nach einigen grundlegenden Definitionen und Bezeichnungen (Abschnitt 1.1) widmen
wir uns im zweiten Abschnitt dem Begriff der transitiven Orientierung. AnschlieBend betrachten wir
verschiedene Charakterisierungen von Graphen, die transitive Orientierungen besitzen (Abschnitt 1.3),
und stellen danach einige ausgewihlte Eigenschaften dieser Graphenklasse vor (Abschnitt 1.4).

1.1 Graphen und Kantenmengen

Graphen und Komponenten

Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer Menge von Knoten V = {v1,...,v,} und einer Menge
E CV xV von Kanten (oder Bigen), die verschiedene Knoten miteinander verbinden kénnen. Sind
mehrere Kanten (parallele Bogen, Multikanten) zwischen zwei Knoten zugelassen, so bezeichnet man
einen Graphen auch als Multigraphen. Eine Kante von einem Knoten v zuriick zum selben Knoten v
wird als Schlinge bezeichnet. Ein Graph, der weder multiblen Kanten, noch Schlingen enthélt heifit
schlicht oder einfach.

Ferner heifit ein Graph G = (V, E) zusammenhdingend, wenn von jedem Knoten v € V' ein Weg zu
jedem anderen Knoten w € V existiert. Andernfalls zerfillt G in verschiedene Zusammenhangskom-
ponenten oder einfach nur Komponenten.

In dieser Arbeit betrachten wir ausschliellich zusammenh#ngende schlichte Graphen. Die Auffas-
sung von der Kantenmenge E C V' x V als binérer Relation zwischen den Knoten ist daher wohldefi-
niert. Ferner betrachten wir ausschlieflich Graphen mit endlichen Knoten- und Kantenmengen.

Die Sprechweise ,ein Graph G = (V, E)” meint in dieser Arbeit immer einen schlichten ungerich-
teten Grahen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir generell darauf verzichten, diese beiden
Eigenschaften jedesmal erneut zu nennen.

Gerichtete und ungerichtete Kanten

Mit e = ab € F wollen wir eine gerichtete Kante von Knoten a € V zu Knoten b € V bezeichnen. Die
zugehorige Umkehrkante von b nach a sei mit e=! = ba (gelegentlich auch mit €) bezeichnet. Existiert
in einem Graphen G = (V, E) zu einer Kante ¢ = ab € E auch die Umkehrkante e=! € E, so sagen
wir, G enthilt die ungerichtete Kante é = ab zwischen a und b. Existiert in einem Graphen G zu jeder
Kante e die Umkehrkante e~!, so nennen wir G einen ungerichteten Graphen, andernfalls ist G ein
gerichteter Graph. -

Fiir eine ungerichtete Kante é = {e,e™!'} = e~ C F schreiben wir gelegentlich abkiirzend é € E.
Diese Konvention erlaubt uns, bei ungerichteten Graphen eine einzelne Kante é als Element der
Kantenmenge zu betrachten, obwohl wir sie formal als Menge zweier gerichteter Kanten e und e~}
beschreiben.



6 KAPITEL 1. GRAPHEN UND COMPARABILITYGRAPHEN

Wege und Nichtkanten

Ein (gerichteter) Weg oder Pfad in einem Graphen von einem Knoten a zu einem Knoten b ist eine
Folge von Kanten e; = vyvg, €2 = v9v3,...,€; = vjv;41 mit v1 = a und v;41 = b. Er kann wahlweise
durch die Kanten, ey, ..., e, oder durch die Folge der Knoten a = vy, vs,...,v;,v;4+1 = b beschrieben
werden, und hat wahlweise die Kantenlinge | oder die Knotenlinge [ + 1. Wir werden die Léange von
Wegen in aller Regel durch die Anzahl ihrer Kanten beschreiben.

Mit é ¢ E bezeichnen wir eine ungerichtete Kante, die nicht in der Kantenmenge E zu einem
Graphen G = (V, E) liegt. D.h. weder e, noch e~ ! liegen in E. Wir werden solche Kanten gelegentlich
als Nichtkanten in G bezeichnen. Diese sprachliche Regelung wird sich spéter als duflerst hilfreich
erweisen.

Im Rahmen dieser Arbeit wollen wir einen Graphen G = (V, E) grundsétzlich als ungerichtet
betrachten. D.h. wann immer eine Kante e = ab € E existiert, dann existiert in G auch ihre Umkehr-
kante e~! € E. Dadurch entfillt u.a. auch die Notwendigkeit der formalen Unterscheidung zwischen
gerichteten und ungerichteten Wegen. Die Definition der gerichteten Wege deckt beide Moglichkeiten
ab. R

Zwei Knoten a,b € V, die durch eine Kante ab € E verbunden sind, oder zwei Kanten é;,é2 € E,
die einen gemeinsamen Knoten haben, heiflen adjazent. Eine Kante inzidiert mit jedem ihrer beiden
Knoten. Die Anzahl der ungerichteten Kanten, die mit einem Knoten a inzidieren, liefern die Valenz
oder den Grad von a.

Teilgraph und induzierter Teilgraph

Ein Teilgraph oder Untergraph von G = (V, E) ist ein Graph G’ = (V', E') mit V' CV und E' C E.
Gelegentlich wird dabei auch V' = V gefordert. Die Frage, ob V' = V oder V' C V gilt, markiert
manchmal den Unterschied zwischen den Begriffen Teilgraph und Untergraph. Wir verwenden beide
Begriffe synonym (und meinen V/ C V).

Sei V* C V eine Teilmenge der Knoten und E* C F eine (ungerichtete) Teilmenge der Kanten von
G = (V,E). Dann ist Gy« = (V*, E (V*)) der durch die Knotenmenge V* induzierte Teilgraph von G,
und Gg« = (V (E*), E*) der durch die Kantenmenge E* induzierte Teilgraph von G. Dabei ist E (V*)
die durch V* induzierte Kantenmenge, E (V*) = {ab€ E: a,b € V*} C E, d.h. E (V*) enthélt genau
die Kanten aus E, fiir die sowohl der Anfangs- als auch der Endknoten in V* liegt. V (E*) ist analog
die durch E* induzierte Knotenmenge, V (E*) = {a,b € V: ab € E*}.

Symmetrischer Abschluss und Semigraph

Zu einer beliebigen Kantenmenge A C F bezeichnen wir mit A~! = {6_11 e € A} (bzw. mit A) die
Menge der Umkehrkanten zu den Kanten aus A. Mit A= {e, eliec A} = AU A" sei ferner der
symmetrische Abschluss oder die symmetrische Hiille der Kantenmenge A bezeichnet. A enthilt die
Menge der ungerichteten Kanten zu den Kanten aus A (oder A~1). Den Graphen Ga= (V, 121) nennt

man den Semigraphen zum Graphen G4 = (V, A). Er ist ungerichtet und enthélt alle Kanten e und
e~ ! fiir die gilt, dass wenigstens eine der beiden in A enthalten ist.

Wie bereits erwahnt, beschéftigen wir uns in dieser Arbeit ausschliefllich mit einfachen und zusam-
menh#ngenden Graphen. Insbesondere spielen isolierte Knoten, also Knoten, die mit keiner Kante in-
zidieren, keine Rolle. Dariiberhinaus ist durch die Struktur der Graphen, die wir zur Beschreibung von
Schedulingproblemen verwenden werden, die Menge der Knoten klar vorgegeben und unabénderlich.
Daher koénnen wir in diesen Féllen einen Graphen vollsténdig und eindeutig durch die Angabe der
Kantenmenge beschreiben. Wir werden also abkiirzend hiufig die Kantenmenge A mit dem durch
sie induzierten Untergraphen G4 = (V (A), A) identifizieren. Fiir den zu A gehdrenden Semigraphen

Ga = (V (A) ,A) werden wir dann jedoch [A] = (V (A) ,A) schreiben. Diese abweichende Notation

bietet uns mehr Platz und Ubersichtlichkeit fiir Variationen der Kantenmenge A: Beispielsweise kann

der Semigraph G(Pl-i-Pg)” = (V (P + P2)tr , (P + Pg)tr) zu einer Kantenmenge A = (P, + PQ)tT, SO

etwas iibersichtlicher als [(Pl + Pg)tr} geschrieben werden.
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Differenz und Vereinigung von Kantenmengen

Die Vereinigung (oder Summe) von zwei Kantenmengen A und B werden wir der Einfachheit halber
in aller Regel mit AU B = A + B beschreiben. Analog, schreiben wir A\ B = A — B fiir die Differenz
der Kantenmengen. Dies erlaubt uns beispielsweise das Umkehren der Kantenmengen F; und P; in
einem Graphen einfach mit A — P, — P;+ P! + P{l =(A\(P,UuP))U(P U Pj*l) zu bezeichnen.

Mit G — A = (V, E— fl) sei der Teilgraph von G = (V, E) bezeichnet, der durch Entfernen oder

Léschen der ungerichteten Kanten aus A C F entsteht. Wird durch das Entfernen von A kein Knoten
aus V isoliert, so gilt [E — A] = G—A. Von diesem Fall kann in dieser Arbeit ausnahmslos ausgegangen
werden.

Mit G — é sei analog der Teilgraph bezeichnet, der durch Entfernen der Kante é entsteht. Das
Konzept der Kontraktion von Kanten spielt in dieser Arbeit keine Rolle, muss aber deutlich von dem
einfachen Entfernen von Kanten unterschieden werden.

Komplement und bipartiter Graph

Der Komplementgraph oder das Komplement G¢ = (V, E¢) (oder G = (V, E)) zu einem schlichten
Graphen G = (V, F) enthilt genau die Kanten, die in E nicht enthalten sind, €=V x V — E.

Ein Graph G = (V, E) heifit bipartit, wenn seine Knotenmenge V' = V; + V4 eine Zerlegung in
zwei Mengen V; und V5, hat, so dass sdmtliche Kanten in E sowohl mit einem Knoten aus Vi, als
auch mit einem Knoten aus V, inzidieren. D.h. die induzierten Kantenmengen Ey, und Ey, sind leer.
Den wollstindigen bipartiten Graph auf den Knotenmengen Vi und Vo mit |V3| = n und |Vo| = m
bezeichnen wir mit Ky, ,, = (Vi + Vo, {ij: i € V1,5 € Va}).

Kreis, Clique und stabile Knotenmenge

AbschlieBend seien mit K,, = ({1,...,n},{ij: i,j € {1,...,n}}) der vollstindige Graph auf n Knoten,
und mit C,, der Kreis mit n Knoten und n Kanten bezeichnet. Tritt der K, als Teilgraph eines Graphen
G auf, so nennt man diesen Teilgraphen auch Clique. Eine stabile oder unabhdngige Knotenmenge in
G ist eine Clique im Komplement G°.

Auf der Grundlage dieser Bezeichnungen kénnen wir uns nun ausfiihrlich mit einer speziellen Klasse
von Graphen befassen—den Comparabilitygraphen.

1.2 Der Begriftf des Comparabilitygraphen

In diesem Abschnitt werden wir die Begriffe transitive Orientierung und Comparabilitygraph ein-
fithren (Abschnitt 1.2.1), und einige Konzepte zur Beschreibung von transitiven Orientierungen be-
trachten (Abschnitte 1.2.2 bis 1.2.8).

Ubersichten zu diesen Zusammenhiingen, die iiber die hier dargestellten hinaus gehen, kénnen z.B.
bei GOLUMBIC (1980) [33] oder SIMON (1992) [60] nachgelesen werden.

1.2.1 Orientierungen und transitive Orientierungen

Bevor wir jedoch den Begriff der transitiven Orientierung definieren kénnen, miissen wir kléren, was
wir unter einer Orientierung auf einem schlichten ungerichteten Graphen verstehen wollen.

Definition 1.1 (Orientierung) Sei G = (V,E) ein Graph. Fine Kantenmenge A C E mit A +
A7V =F und AN A~' = heifit eine Orientierung von G.

Eine Orientierung A enthélt also von jedem (gerichteten) Kantenpaar {e,eil} C FE genau eine
der gerichteten Kanten e oder e~1. Oder, alternativ: A enthilt von jeder ungerichteten Kante é € F
genau eine der beiden moglichen “Richtungen” oder Orientierungen.
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Interpretation von Orientierungen

Es gibt mehrere Moglichkeiten der Interpretation einer Orientierung A auf dem Graphen G = (V) E).
Zum Einen konnen wir sie als Teilmenge der gerichteten Kanten eines Graphen auffassen—also als
Kantenmenge A C E. Diese Interpretation entspricht der Definition. Andererseits kénnen wir A auch
als Zuordnung oder Fixierung einer “Richtung” fiir jede der Kanten eines ungerichteten Graphen be-
trachten. Diese Interpretation ist formal vollig verschieden von der ersten. Sie ist jedoch sehr anschau-
lich und hilfreich bei der Interpretation von Konzepten im Zusammenhang mit der Umorientierung
von Teilmengen orientierter Kanten. Zum Dritten kénnen wir A auch als (induzierten) gerichteten,
oder orientierten, Teilgraphen G4 = (V, A) vom ungerichteten Semigraphen [A] = G = (V7 A+ A‘l)
auffassen. Diese Interpretation wird uns spéter insbesondere erlauben, einen Sachverhalt (z.B. eine
Losung fiir das Open-Shop Scheduling-Problem) direkt mit einer Orientierung zu verkniipfen, ohne
in jedem Argumentationsschritt den Umweg iiber den zugehorigen Semigraphen erldutern zu miissen.
Wir werden alle drei Interpretationen verwenden: die erste und die letzte in formaler Darstellung von
Zusammenhingen (weitgehend synonym), und die mittlere zur Anschauung.

Transitive Orientierungen und Comparabilitygraphen

Definition 1.2 (transitive Orientierung) Fine transitive Orientierung auf einem Graphen G =
(V, E) ist eine Orientierung T C E mit der Figenschaft, dass ab,bc € T impliziert, dass auch
ac €T gilt.

D.h. in einer transitiven Orientierung 7" existiert zu jedem Weg der Kantenlénge 2 auch die direkte
transitive Kante. Als direkte Folgerung gilt sogar, dass zu jedem Weg der Lange | > 2 in T alle
transitiven Kanten in 7" enthalten sein miissen. D.h. jeder Weg der Kantenlédnge ! in T" korrespondiert
mit einem vollstdndigen Graphen K;1; in [T]. Umgekehrt korrespondiert auch jede Clique K, in [T]
mit einem Weg der Knotenlidnge n in jeder transitiven Orientierung von [T]. Das liegt daran, dass
transitive Orientierungen per Definition kreisfrei bzw. azyklisch sind: Wiirde es in einer transitiven
Orientierung T einen Kreis vjvg, vous, ..., vi—1v;, vjv1 geben, so miissten nach Definition auch alle
transitiven Kanten—insbesondere auch vjv;—existieren. Also miisste T sowohl die Kante vyv; als
auch ihre Umkehrkante v;v; enthalten, und wére damit keine Orientierung.

Definition 1.3 (Comparabilitygraph) FEin Graph G = (V, E) auf dem eine transitive Orientierung
existiert, ist ein Comparabilitygraph.

Ein Beispiel fiir einen Comparabilitygraphen G und eine transitive Orientierung von G wird in
Abbildung 1.1 auf Seite 10 gegeben. G (linke Seite) besitzt genau zwei verschiedene transitive Ori-
entierungen 77 und 7. In der abgebildeten Orientierung (rechte Seite) sind die Kanten vw und vz
transitive Kanten. Die Kante vz ist dabei sowohl iiber den Knoten x als auch iiber den Knoten y
transitiv.

Die Bezeichnung Comparability- oder auch Vergleichbarkeitsgraph fiir transitiv orientierbare Gra-
phen hat ihren Ursprung im Zusammenhang mit partiellen Ordnungen. Comparabilitygraphen werden
daher oft auch als PO-Graphen (partially orderable) bezeichnet. Wir werden diese Zusammenhénge
im Abschnitt 1.3.6 néher erlidutern.

Ist T C FE eine transitive Orientierung auf einem Graphen G, so ist ihre Umkehrorientierung
T—1 auch eine transitive Orientierung auf G. Wir nennen zwei transitive Orientierungen 77 und
Ty wverschieden, wenn Ty # To und Ty # T{l gilt. Die Menge aller transitiven Orientierungen auf
einem Graphen G bezeichnen wir mit 7g = {Tl, cooy 1, Tfl, ey T;l}. Fiir einen Graphen G mit ¢
verschiedenen transitiven Orientierungen gilt |7¢| = 2t.

Definition 1.4 (eindeutig orientierbar) FEin Comparabilitygraph G = (V, E) der keine zwei ver-
schiedenen transitiven Orientierungen besitzt, fir den also Tg = {Tl,Tl_l} gilt, ist eindeutig orien-
tierbar oder prim.

Werden Comparabilitygraphen als PO-Graphen bezeichnet, so nennt man solche eindeutig transi-
tiv orientierbaren Graphen UPO-Graphen (uniquely partially orderable). Eine besondere Eigenschaft
solcher speziellen Comparabilitygraphen werden wir im Abschnitt 1.4.3 kennen lernen.
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Der Rang eines Knotens

Eine azyklische Orientierung A C E besitzt mindestens eine Quelle und mindestens eine Senke. Eine
Quelle in einer Orientierung ist ein Knoten ¢ € V, fiir den sémtliche inzidierende Kanten quw € A die
Form qw € A haben. Fiir eine Senke s € V gilt umgekehrt ws € A fiir alle Kanten ws € A. Beziiglich
einer azyklischen Orientierung A C F konnen wir aulerdem den Rang eines Knotens definieren.

Definition 1.5 (Rang) Sei A C E eine azyklische Orientierung auf einem Graphen G = (V, E).
Der Rang r (v) eines Knotens v € V ist die Anzahl der Knoten auf einem lingsten einfachen Weg
von einer Quelle zu v.

Ein ldngster einfacher Weg von einem Knoten v € V' zu einem Knoten w € V ist dabei ein Weg
von v nach w, der keinen Knoten mehrfach enthilt, und nicht weiter verlingert werden kann, ohne
diese Eigenschft zu verlieren. Mit Hilfe des Rangs kénnen wir den Knoten in einer kreisfreien Ori-
entierung eine eindeutige “Rangordnung” zuordnen. Insbesondere liefern die Rénge eine Darstellung
einer transitiven Orientierung: Ist A € 7¢ eine transitive Orientierung von G = (V| E), dann gilt fiir
adjazente Knoten v,w € V entweder r (v) < 7 (w) oder r (v) > 7 (w).

1.2.2 Die I'-Relation

Wir fithren nun eine Relation auf den Kanten eines Graphen ein, die eine Beschreibung von transitiven
Orientierungen ermoglicht.

Betrachten wir einen Comparabilitygraphen G = (V, E), also einen ungerichteten Graphen, auf dem
mindestens eine transitive Orientierung 1" € 7 existiert. Es ist naheliegend, dass nicht jede beliebige
Orientierung A C E die Eigenschaft der Transitivitidt besitzt. Das bedeutet, dass die Kanten aus E
nicht vollig unabhingig voneinander orientiert werden konnen, will man eine transitive Orientierung
konstruieren. In der Tat ist es so, dass die Orientierung einer einzelnen Kante in aller Regel die
Orientierung von anderen Kanten nach sich zieht.

Konkret impliziert die Nichtexistenz einer Kante zwischen zwei Knoten x und z, die durch einen
Weg der Liange 2 iiber einen dritten Knoten y verbunden sind, dass die Orientierung einer dieser
beiden Kanten zu y auch die Orientierung der anderen Kante festlegt. Es ist also 7y, yz € E, aber
zz ¢ E. Wird nun die Kante 7y von z nach y orientiert, oder, formal richtiger, zy zur Orientierung
hinzugefiigt, dann kann die Kante 3z nicht mehr von y nach z orientiert werden. Sie muss von z nach
y orientiert werden. Andernfalls kann die Orientierung nicht mehr transitiv werden, da immer die
transitive Kante von z nach z fehlen wird (zz ¢ E). Damit impliziert die Orientierung der Kante 7y
von z nach y die Orientierung der Kante 5z von z nach y.

Dieser Sachverhalt kann durch eine binédre Relation zwischen gerichteten Kanten beschrieben wer-
den. Diese Relation ist die sogenannte I'-Relation.

Definition 1.6 (I'-Relation) Sei G = (V, E) ein Graph, und seien ab,cd € E. Die I'-Relation auf
FE wird folgendermaflen definiert:

a=c, bAd¢E
abl'ed= < VvV b=d, ac¢ E .
V ab=cd

Mit T (e) = {¢’ € E —e: e'Te} sei die I-Nachbarschaft der Kante e € E bezeichnet. Sie enthdlt die
Menge der von e verschiedenen Kanten aus E, die in I'-Relation zu e stehen.

Die I'-Relation ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch, aber sie ist nicht transitiv, d.h. sie
ist keine Aquivalenzrelation. Um das zu verdeutlichen, betrachten wir z.B. die schwarzen Kanten in
Abbildung 1.1. Die gerichtete Kante vw liegt sowohl in I-Relation zu der Kante vz (wx ¢ E) als
auch zu vz (wz ¢ E), d.h. T (vw) = {vz,vz}. Eine dieser beiden Kanten, nimlich vz, liegt ihrerseits
in T-Relation zur Kante vy (zy ¢ E). Damit gilt also vwl'vzlvy. Es gilt jedoch nicht vwlvy, da die
(graue) Kante wy in F existiert.

Fiir zwei Kanten ab und cd, die nicht in I'-Relation zueinander stehen, schreiben wir auch ab I'ed.
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Abbildung 1.1: Die I'-Relation. Dargestellt ist ein Graph G (linke Seite) und eine transitive Orientie-
rung von G (rechte Seite). Es gelten: I' (vw) = {vz,vz}, T (ve) = {vw,vy}, T (yz) = {zz,yw}. Die
vier schwarzen (ungerichteten) Kanten bilden eine Farbklasse, die drei grauen eine andere.

Symmetrien der I'-Relation

Neben der bekannten Symmetrie einer bindren Relation, also in diesem Fall abl'cd < cdl'ab, besitzt die
I"-Relation eine weitere bemerkenswerte symmetrische Eigenschaft. Wir haben die I'-Relation als eine
Relation zwischen gerichteten Kanten eingefiihrt. Bei ihrer Definition spielt jedoch die Nichtexistenz
einer ungerichteten Kante die entscheidende Rolle. Daher folgt, dass zwei Kanten genau dann in
Relation zueinander stehen, wenn auch ihre Umkehrkanten in Relation zueinander stehen, abl'cd <
ab~'Ted™!, bzw. abl'ed < bal'de.

1.2.3 Implikationsklassen und Farbklassen

Die I'-Relation ist, wie bereits erwiihnt, keine Aquivalenzrelation. Betrachten wir jedoch den tran-
sitiven Abschluss dieser Relation, so kénnen wir eine Aquivalenzrelation mit Hilfe der I'-Relation
beschreiben.

Definition 1.7 (I-Kette) Sei G = (V, E) ein Graph. Fine I'-Kette oder ein I'-Weg zwischen zwei
Kanten ¢’ ¢” € E ist eine Kantenmenge K = {e1,...,e,.} C E mit ¢’ = elexl"...Te, = €”. Zwei
Kanten, die durch eine I'-Kette miteinander verbunden sind, heiflen I'-verbunden.

Definition 1.8 (I'*-Relation) Sei G = (V, E) ein Graph. Zwei Kanten €',e’ € E liegen in T'*-
Relation zueinander, e'T*e”, wenn sie I'-verbunden sind, d.h. wenn in G eine I'-Kette von ¢’ nach e”
existiert.

Implikationsklassen und Farbklassen

Die I'*-Relation ist eine Aquivalenzrelation. D.h. sie zerlegt die (gerichtete) Kantenmenge E eines
Graphen G = (V, E) in Aquivalenzklassen, fiir die gilt, dass zwei beliebige Kanten e; und e, aus einer
solchen Aquivalenzklasse durch einen I'-Weg miteinander verbunden sind. Fiir die Konstruktion einer
transitiven Orientierung bedeutet dies, dass die Orientierung von é; die Orientierung von és nach
sich zieht. Wird e; als Orientierung von é; gew#hlt, so muss auch es als Orientierung von é; gewéhlt
werden, und umgekehrt. Also impliziert die Orientierung einer beliebigen Kante bereits die Orientie-
rung aller anderen Kanten in derselben Aquivalenzklasse. Daher werden diese Aquivalenzklassen als
Implikationsklassen bezeichnet.

Definition 1.9 (Implikationsklasse) Sei G = (V, E) ein Graph. Fine Menge I = I (e) = {e’ €
E: e'T*e} C E fiir ein e € E nennen wir eine Implikationsklasse von G. I heifit echt, falls INI~* =
gilt.

Zwei Kanten liegen also genau dann in einer gemeinsamen Implikationsklasse, wenn sie I'-verbunden
sind. Die ungerichtete Kantenmenge I =1+ I zu einer Implikationsklasse I nennen wir die Farb-
klasse von I.

Mit, 7 (e) und I (&) bezeichnen wir die Implikations- bzw. die Farbklasse, die die Kante e enthiilt.
Jede Kante e € E in einem schlichten Graphen G = (V, E) induziert die eindeutig bestimmte Implika-
tionsklasse I (e) und die zugehorige Farbklasse I (e). Eine Implikationsklasse I wird auf der anderen
Seite durch jede ihrer Kanten e € I induziert.



1.2. DER BEGRIFF DES COMPARABILITYGRAPHEN 11

Fiir eine Implikationsklasse I (e) ist I ()" = I (e7!) die Umkehrimplikationsklasse. Zwei Impli-
kationsklassen I; und Iy heiflen verschieden, falls I1 # I und I; # I;l gilt.

In Abbildung 1.1 bilden die (schwarzen) gerichteten Kanten vw, vz, vy und vz eine Implikati-
onsklasse I, und die (grauen) Kanten xz, yz und yw eine Implikationsklasse I5. Damit enthilt der
(ungerichtete) Graph im linken Teil der Abbildung genau 4 Implikationsklassen, I, I, I; ' und I;*,
die zu zwei verschiedenen Farbklassen I; (schwarze Kanten) und I, (graue Kanten) gehéren.

Zerlegung der Kantenmenge

In einer echten Implikationsklasse I gilt, dass zu keiner Kante e € I die Kante e~! in I liegt. Gilt
andererseits e~! € I fiir ein e € I, so gilt es fiir alle e € I, und es folgt sofort I (e) = I (e™') =T (e)" =

I (e). Der Grund hierfiir ist die symmetrische Eigenschaft der I'-Relation bzgl. der Umkehrkanten. Es
kann sogar der Fall auftreten, dass eine Implikationsklasse I eines Graphen G = (V, E) die gesamte
Kantenmenge E enthilt, ] = -1 = I = E. Wir werden solche nicht-echten Implikationsklassen in
den Abschnitten 1.3.1 und 1.3.4 noch ndher betrachten. An dieser Stelle sei lediglich erwahnt, dass
jeder ungerade Kreis C), (n > 5) nur aus genau einer Implikationsklasse besteht.

Ist auf der anderen Seite die I'-Nachbarschaft einer Kante e leer, I' (e) = ), so besteht I (e) allein
aus der Kante e, I (¢) = {e}. Ein Beispiel hierfiir ist der vollstdndige Graph K, (n > 2), bei dem jede
Kante ihre eigene Implikationsklasse bildet.

Die Menge der Implikationsklassen eines Graphen G = (V| E) bezeichnen wir mit Zg = {11, .. ., I,

Il_l, .. .,Ik_l}, und die Menge der Farbklassen von G mit Fg = {fl, .. ,fk} Esgilt I1 +...+ I +

Ifl +.. .—|—I,;1 = F, bzw. I +...+1I = E. Eine echte disjunkte Zerlegung der Kantenmenge E in ihre
Implikationsklassen liegt bei dieser Darstellung formal genau dann vor, wenn jede Implikationsklasse
I; (1 =1,...,k) echt ist. Ist dagegen eine Implikationsklasse I; € Zg unecht, so gilt I; = Ij_l, und
diese Kantenmenge ist damit doppelt in I7 + ...+ Iy + Il_1 +...+ Ik_1 vertreten.

Dennoch hat E auch in diesem Fall eine disjunkte Zerlegung in ihre Implikationsklassen, £ =
L+ ...+ I, mit Zo = {I1,...,I;}. Da wir es in dieser Arbeit jedoch generell mit Comparability-
graphen zu tun haben werden, fir die {I;,...,[;} = {Il, oI I .,I,;l} gilt, ziehen wir die
Auffassung, dass Zg aus der Menge der Implikationsklassen I, ..., I; und ihren Umkehrimplikati-
onsklassen Il_l, e ,Ik_1 besteht, der Auffassung, dass Zg aus I, ..., I; besteht, vor. Diese Auffassung
erschwert zwar formal die Zerlegung von F in die Implikationsklassen von G beim Auftreten von unech-
ten Implikationsklassen, erleichtert aber andererseits die Darstellung von transitiven Orientierungen
bei Comparabilitygraphen.

Die Zerlegung von FE in ihre Farbklassen liefert unabhéingig von der Auffassung von Zg fiir jeden
schlichten Graphen eine disjunkte Zerlegung der Kantenmenge F.

Kiirzeste Wege

Abschlieflend wollen wir noch kurz einen interessanten Zusammenhang zwischen Farbklassen und
kiirzesten Wegen in einem Graphen herstellen. Ein kiirzester Weg zwischen zwei Knoten a = ¢ und
b = x; eines Graphen G = (V, E) ist ein Weg xg, x1, T2, . . ., ; mit minimaler Lénge . Ein solcher Weg
enthélt insbesondere keine “Umwege”. D.h. alle z; sind verschieden, und es gilt fiir allet =0,...,[—2
T;zir2 ¢ E, da der Weg sonst verkiirzt werden konnte. Damit gilt jedoch z;z; (I’ (xi+1xi+2)_1 fiir
alle i = 0,...,1 — 2, und damit insbesondere, dass alle Kanten x;2;41 (i = 0,...,l — 1) entweder in
I (zox1) oder in I (z122) = I (zoz1)” " liegen.

Lemma 1.10 (kiirzeste Wege) [27] Seien a,b € V' zwei Knoten aus einer Zusammenhangskom-
ponente eines Graphen G = (V, E). Dann liegen alle Kanten entlang eines kiirzesten Weges von a
nach b in einer gemeinsamen Farbklasse.

1.2.4 Der I'-Graph

Wir wollen noch eine alternative Moglichkeit zur Beschreibung von Implikationsklassen betrachten.
Im vorangegangenen Abschnitt haben wir Implikationsklassen als Aquivalenzklassen der I'*-Relation
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kennen gelernt. Zwei gerichtete Kanten liegen demnach genau dann in einer Implikationsklassen, wenn
sie durch eine I'-Kette verbunden sind.
Diesen Sachverhalt konnen wir alternativ auch mit Hilfe des sogenannten I'-Graphen darstellen.

Definition 1.11 (I'-Graph) Sei G = (V, E) ein Graph. Der I'-Graph Gr = (E,T') zum Graphen G
enthdlt als Knotenmenge die Kantenmenge von G, und verbindet zwei Knoten ey und es in Gt genau
dann, wenn sie in G in direkter I'-Relation liegen.

Der I'-Graph zu einem Graphen G = (V, E) bildet somit genau die direkten I'-Relationen in G ab.
Eine I'-Kette e1I'...T'e; in G liefert einen ungerichteten Weg e1, ..., e; in Gr. Folglich sind zwei Kan-
ten e; und e in G genau dann I'-verbunden, e;I'™es, wenn die mit ihnen korrespondierenden Knoten
im I'-Graphen zu G durch einen Weg verbunden sind, d.h. wenn sie in der gleichen Zusammenhangs-
komponente liegen. Die Zusammenhangskomponenten von Gr liefern somit die Implikationsklassen
von G. Es ist sorgfiltig auseinander zu halten, dass die Implikationsklassen von G = (V, E) in G eine
Zerlegung der Kantenmenge E, in Gr jedoch eine Partition der Knotenmenge (in Zusammenhangs-
komponenten) liefern.

Die Auffassung einer I'-Kette als ungerichteter Weg im I'-Graphen zu G bietet gegeniiber der
Darstellung als Kette e1I"...T'e; den Vorteil einer besseren Anschauung. Insbesondere das Hinzufiigen
von Kanten zu G, das bestehende I'-Relationen zerstéren kann, wird in Gt durch Loschen von Kanten
sehr anschaulich dargestellt. Auf diesen Aspekt werden wir in Kapitel 4.3 noch niher eingehen.

Ein Beispiel fiir einen I'-Graphen findet sich in Abbildung 1.4 auf Seite 23.

I'-Relation und Nichtkanten

Jede I-Relation in G = (V, E) ist durch eine Nichtkante é ¢ E induziert. Umgekehrt kann eine
Nichtkante é ¢ E beliebig viele oder gar keine I'-Relationen induzieren. Wird jedoch durch é ¢ E
eine I'-Relation induziert, so ist wegen der symmetrischen Eigenschaften der I'-Relation als Relation
zwischen gerichteten Kanten, die von der Nichtexistenz von ungerichteten Kanten abhéngt, die Anzahl
der induzierten I'-Relationen gerade. Folglich hat der I'-Graph zu einem beliebigen Graphen G =
(V, E) immer eine gerade Anzahl von Kanten.

Echte Implikationsklassen und konsistenter I'-Graph

Fiir eine echte Implikationsklasse I € Zg gilt I NI~ = (). Im ['-Graphen zu G = (V, E) lisst sich die
Echtheit von I daran messen, ob in der durch I induzierten Knotenmenge (Komponente) in Gr zwei
Knoten e1,es € F existieren, deren korrespondierende Kanten in G Umkehrkanten voneinander sind,
e1 = ey L

Um diese umsténdliche Sprechweise etwas zu entflechten, werden wir in Zukunft die Knoten von
Gr mit den Kanten von G identifizieren. Eine Implikationsklassen in G ist demnach genau dann echt,
wenn die zugehorige Komponente in Gr keine zwei Knoten enthilt, die Umkehrkanten voneinander
représentieren.

Definition 1.12 (konsistent) Sei Gr = (E,T") der I'-Graph zu einem Graphen G = (V,E). Eine
Zusammenhangskomponente K C E in Gr heifit konsistent, wenn K N K~' = @ gilt. Sind alle
Komponenten in Gr konsistent, so heiffit Gr konsistent.

Eine Komponente K C E in Gr ist also konsistent, wenn e =1 ¢ K fiir alle e € K gilt. Damit ist eine
Implikationsklasse in G genau dann echt, wenn sie im I'-Graphen zu G eine konsistente Komponente
induziert.

1.2.5 Transitive Hiille und transitive Reduktion

Eine transitive Orientierung T C F auf einem Graphen G = (V| E) enthilt per Definition bereits
sdmtliche transitive Kanten ac, die sich durch die Zugehorigkeit von ab und bc zu T ergeben. Eine
beliebige Orientierung A C E auf G konnen wir u. U. zu einer transitiven Orientierung “ausbauen”,
indem wir sdmtliche noch nicht vorhandenen transitiven Kanten zu A hinzufiigen.
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Definition 1.13 (transitive Hiille) Sei A eine Kantenmenge. Mit A" = A + {ab: 3 a-b-Weg in
A} bezeichnen wir die transitive Hiille von A.

Die transitive Hiille oder der transitive Abschluss einer Kantenmenge ist eindeutig bestimmt. Sie
ist fiir beliebige Kantenmengen definiert, aber natiirlich besonders interessant fiir Orientierungen. Die
transitive Hiille einer Orientierung A ist per Definition transitiv. Ob A" jedoch eine Orientierung ist,
héngt davon ab, ob A kreisfrei ist. Enthélt die Orientierung A einen Kreis ab, bc, ca € A, so enthélt
AP die transitiven Kanten ba, cb und ac. Dann ist A" keine Orientierung auf [A'"] (ab, bc, ac € A™T).
Ist A dagegen azyklisch, so werden bei der Bestimmung der transitiven Hiille héchstens Kanten ac
zu A hinzugefiigt, die nicht in der Kantenmenge E des Graphen G = (V, E) enthalten sind, fiir die
also nicht ca € A gelten kann. Damit ist A®" eine Orientierung. Im Allgemeinen ist A dann jedoch
keine Orientierung auf G mehr, A" ¢ E, sondern auf dem Graphen [A'"]. Der Spezialfall A" C E
tritt genau dann ein, wenn A bereits transitiv ist. Dann gilt A" = A und G = (V, E) = [A""] ist ein
Comparabilitygraph.

Ist A eine azyklische, aber nicht transitive Orientierung auf einem Comparabilitygraphen G =
(V,E) = [A], dann gilt A C A™. [4] ist dann ein echter Teilgraph von [A'], [A] C [A!"].

Wiihrend die transitive Hiille A" zu einer Orientierung A eindeutig bestimmt ist, kann es umgekehrt
viele verschiedene Orientierungen Aj,..., As geben, mit A" = A" = ... = A!". Die (beziiglich
Kanteninklusion) kleinste dieser Orientierungen ist dagegen ebenfalls eindeutig bestimmt.

Definition 1.14 (transitive Reduktion) Sei A eine Orientierung. Mit A” = {ab € A: S v €
V (A) mit av,vb € A} bezeichnen wir die transitive Reduktion von A.

Die transitive Reduktion, oder auch das transitives Redukt A™ zu einer transitiven Orientierung A
erhilt man also, indem man aus A alle transitiven Kanten entfernt. Auch diese Definition kann auf
beliebige Kantenmengen A angewandt werden, ist aber besonders bedeutsam fiir transitive Orientie-
rungen.

Ist A eine transitive Orientierung, dann ist A” die eindeutig bestimmte kleinste Kantenmenge mit
(A")" = A. Fiir eine azyklische Orientierung A, in der es keine (gerichteten) Wege mit 3 oder mehr
Knoten gibt, gilt A = A" = A”. A ist dann eine transitive Orientierung, die keine transitiven Kanten
enthélt.

Sowohl die transitive Hiille als auch die transitive Reduktion zu einer azyklischen Orientierung A
kénnen in polynomialer Zeit (siehe Kapitel 2) berechnet werden.

1.2.6 Das Dreieckslemma

Eine wichtige Eigenschaft von Implikationsklassen ist die Giiltigkeit des sogenannten Dreieckslem-
mas fiir Implikationsklassen. Dieses Dreieckslemma wird héufig auch als Golumbic’s Dreieckslemma
(GoruMBIC (1980) [33]) bezeichnet, um es von anderen Dreieckslemmata aus anderen Feldern der
Mathematik zu unterscheiden. Das Fundament fiir dieses bedeutende Theorem (Teil (7)) findet sich
jedoch bereits bei GILLMORE UND HOFFMANN (1964) [30].

Fiir Comparabilitygraphen erméglicht das Dreieckslemma den Schluss von lokalen Gegebenheiten
in einem betrachteten Graphen G = (V, E) auf andere Bereiche dieses Graphen. Den Wert dieser
Eigenschaft werden wir spéter noch zu schétzen lernen, wenn wir die sogenannten Planimplikations-
klassen als Teilstruktur von Implikationsklassen kennen lernen werden (in Kapitel 4), fiir die diese
Eigenschaft nicht mehr gilt.

Kanonische I'-Ketten

Um zukiinftige Beweise etwas iibersichtlicher gestalten zu konnen, fithren wir zunéchst den Begriff der
kanonischen  I'-Kette ein (GOLUMBIC [33]). Nach  Definition  der  I'-Nachbar-
schaft, sind zwei Kanten ab und ¢'b" aus E genau dann in G = (V, E) I'-verbunden, wenn eine I'-Kette
von ab nach a'b’ in G existiert, ab = agbpl'a1b1T" ... Tagb, = a’'b’. Zu jeder dieser I'-Verbindungen
a;bila;11bi41 (i = 0,...,k — 1) kénnen wir nun 0.B.d.A. die Kante a;4+1b; in die Kette einfiigen,
a;bil'a;+1b;T'a;11b;11. Diese zusétzliche Kante a;41b; ist in jedem Fall identisch zu einer ihrer beiden
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Nachbarn in der Kette. (Insbesondere gilt a,11b; € E.) Damit kénnen wir von jeder I'-Kette zwischen
zwei Kanten ab und a'b’ ohne Einschrinkung annehmen, dass sie von folgender Form ist:

ab = aobol"albol"albll"agbll" .. .Fak_lbk_ll"akbk_ll"akbk = a'b’.

Eine I'-Kette dieser Form nennen wir kanonisch. Die besondere Bedeutung dieser Notation liegt darin,
dass wir nun jede I'-Relation in einer I'-Kette gleich behandeln kénnen. Wir miissen bei der Interpre-
tation von agbol’'a1b; nicht unterscheiden, ob vielleicht ag = a; und by # by gilt, oder aber by = by
und ag # a1. Wir interpretieren stattdessen die Kette agbol'a;bol'a1b1, und kénnen sofort aga; ¢ F
und l%b\l ¢ E schlieBen. Dabei miissen wir nicht wissen, ob a1by = agbg oder aber a1bg = a1by ist. (Da
wir nur schlichte Graphen betrachten, gilt ab ¢ E auch fiir a = b.)

Golumbic’s Dreieckslemma

Um das Versténdnis einer Erweiterung von Golumbic’s Dreieckslemma in Kapitel 4 (Satz 4.47) zu
erhohen, liefern wir zu Satz 1.15 auch einen Beweis.

Satz 1.15 (Dreieckslemma) [30],[33] Sei G = (V, E) ein Graph, und seien A, B, und C' Impli-
kationsklassen von G mit A # B~! und A # C. Ferner seien ab € B, ac € C und bc € A. Dann
gelten

(1) 3V e A= ab € Bundad € C
(ii) AV €A, dV e B=dd el

(ii1) a ¢ V (A).

w
.v
:>

\
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Abbildung 1.2: Das Dreieckslemma

Beweis. (Nach GOLUMBIC [33] und ANDRESEN [4]1.) (i) Sei b'¢’ € A. Dann existiert eine kanonische
I-Kette bc = bocol'bycolbiciT .. . Thger, = b'c’ in A. Wir zeigen nun per Induktion die Existenz von
ab; € B und ac; € C fir alle i = 0,...,k. Fir ¢ = 0 ist nichts zu tun, da nach Voraussetzung
aby = ab € B und acyp = ac € C gelten. Sei nun ¢ > 1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
ab;—1 € B und ac;—; € C. Aus der Existenz von ac;—1 € C und b;c;—1 € A (aus I-Kette) folgt nun
wegen A # C die Existenz der ungerichteten Kante c?b\i € FE. Andererseits folgt aus der direkten I'-
Nachbarschaft von b;c;—1 und b;_1¢;—1 in der I'-Kette bl/_l\bl ¢ E. Damit liegen aber ab; und ab;,—; € B
in I'-Relation zueinander, und beide folglich in der gleichen Implikationsklasse. Also ist ab; € B.

Aus ab; € B folgt nun mit b;c; € A (I'-Kette) und A # B~ die Existenz der ungerichteten Kante
ac; € E. Da nun aber die Knoten ¢; und ¢;_; nicht benachbart sind (b;c;T'b;c;—1), liegen ac; und
ac;_1 € C in I'-Relation zueinander. Also ist auch ac; € C.

IDer Beweis von (ii) bei GOLUMBIC [33] enthilt einen Fehler, der bei ANDRESEN [4] korrigiert wird.
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(7) Angenommen, B # C. Wir betrachten nun eine neue kanonische I'-Kette ab = agboT'a1bol'a1b;
I'...Taib; = a'b' in B. Wir zeigen per Induktion die Existenz eines Dreiecks A a;bjc isomorph zu
dem Dreieck A abe fiir alle j = 0,...,0. Fir j = 0 gilt nach Voraussetzung die Existenz von A
apboc. Sei nun also j > 1, und sei die Existenz von A a;_1b;_1c mit aj_1b;—1 € B, aj_1c € C und
bj_1c € A bereits gezeigt. Die Existenz von ajc, folgt aus A # B~ (a;bj—1 € B, bj_1c € A). Wegen
aTa-;l ¢ E (aj—1bj—1Ta;bj_1) liegt ajc in I'-Relation zu a;_i¢c € C. D.h. ajc € C. Die Existenz von
b/]z, andererseits, folgt aus der Annahme B # C (a;b; € B, ajc € C), und es gilt b;cI'bj_1c € A
(b]/bj: ¢ E). Somit haben wir ein neues Dreieck a;b; € B, ajc € C, und bje € A (j = 0,...,1),
isomorph zu A abc. Insb. existiert das Dreieck A a’b’c mit a’b’ € B, a’c € C, und b'c € A. Auf dieses
Dreieck kénnen wir nun Teil (7) beziiglich der Kanten b'c € A und b'¢’ € A anwenden, und erhalten
a'cd eC. e

Sei nun B = C angenommen. Aus A # B~! folgt die Existenz der Kante a’c’. Nach Teil (i)
gilt ferner die Existenz von ac’ € C. Angenommen, a'c’ liegt nicht in C, a'd € D # C. Dann
erfiillt das umgekehrte Dreieck A a'b'c’ (mit v'a’ € B, '’ € A7, und ¢’a’ € D™1), beziiglich der
Kanten v'a’ € B! und ba € B~! die Voraussetzungen von Teil (i) (es gelten B~ # (A’l)f1 und
B~! = C~! # D71). Die Anwendung von Teil (i) liefert neben b¢’ € A insb. ac’ € D, im Widerspruch
zu ac’ € C # D. Also folgt a’'c’ € C.

(i4i) a ¢ V (A) folgt direkt aus (i) (A#C). A

Das Dreieckslemma besagt also folgendes. Angenommen, in einem beliebigen ungerichteten Gra-
phen existiert ein Dreieck, dessen Kanten zu verschiedenen Implikationsklassen gehoren. Existiert
dann in diesem Graphen ein weiteres Dreieck, das, beziiglich der Zuordnung zu Implikationsklassen,
mit dem Ausgangsdreieck in zwei Kanten iibereinstimmt, so stimmt es auch in der dritten Kante
iiberein. In jedem Graphen gibt es also viele &hnliche Dreiecke.

Anwendung auf echte Implikationsklassen

Als direkte Anwendung des Dreieckslemmas ldsst sich folgern, dass echte Implikationsklassen transitive
Orientierungen sind. Wegen der Bedeutung dieser Eigenschaft liefern wir auch hier den Beweis.

Satz 1.16 (Implikationsklassen sind transitiv) [33] Sei I € Zg eine Implikationsklasse eines
Graphen G = (V, E). Dann gilt entweder I = 1 = I7Y, oder INI™* = 0 und I und I~ sind die
einzigen transitiven Orientierungen von I.

Beweis. Angenommen, I N 171 # (). Sei ab € I NI~!, d.h. abI'*ba. Nun ist jede Kante cd € I I'-
verbunden mit ab € I, cd"*ab. Andererseits gilt dann auch dcl™*ba, und somit auch cdl™*abl™*bal™*dc.
Also gilt I = I.Seinun INI~t =10 angenommen, und seien ab,bc € I. Wiirde nun die Kante ac
nicht existieren, so wiirde abI'ch folgen—im Widerspruch zu I N I~' = (. Also ist ac € E. Sei J
die Implikationsklasse, zu der ac gehért. Angenommen, I # J. Wegen I # I~ und I # J ist das
Dreieckslemma (Satz 1.15) auf das Dreieck A abc anwendbar. Daraus folgt a ¢ V' (I) (mit Teil (4i%))—
im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt [ = J, d.h. I ist transitiv. Mit I ist offensichtlich auch
I~! transitiv. SchlieSlich impliziert die Orientierung einer Kante aus I die Orientierung aller anderen
Kanten. D.h. fiir jede transitive Orientierung 71" auf I gilt entweder I C T oder I~! C T. Damit sind
I und 1! die einzigen transitiven Orientierungen von I. m

Wir koénnen also echte Implikationsklassen als transitive Orientierungen auf den Farbklassen auf-
fassen. Die Aussage, dass eine echte Implikationsklasse transitiv ist, findet sich bereits bei GILMORE
UND HOFFMAN (1964) [30]. Jedoch ist die Formulierung dort unabhingig von den Begriffen Implika-
tionsklasse und Orientierung. Insbesondere findet sich dort noch nicht die Auffassung von Implikati-
onsklassen als transitiven Orientierungen auf ihren Farbklassen.

1.2.7 Implikationsklassen als Bausteine transitiver Orientierungen

Hat eine Implikationsklasse I € Z einen nichtleeren Schnitt mit einer transitiven Orientierung T’ € 7¢,
so gilt, dass I dann vollstindig zu 1" gehort, I C T. Der Grund hierfiir ist, dass jede Kante e € [
mit jeder Kante e* € I N'T aus dem Schnitt I'-verbunden ist. Die Orientierung von é wird eindeutig
festgelegt durch die Orientierung von e* (siehe hierzu z.B. auch SIMON [60]).
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Ist der Schnitt 7' N I andererseits leer, so gilt TN I1~! # 0, da T ja eine Orientierung ist. Damit
gilt fiir jede transitive Orientierung 7' € 75 und jede Implikationsklasse I € Zg entweder T N I=1
oder TNI=1I"

Ein Spezialfall hierbei ist die Situation, dass eine Implikationsklasse I € Z¢ genau eine Orientierung
von G liefert. Dann gilt I + I=! = E und I N I~! = (. Der Graph G ist in diesem Fall eindeutig
transitiv orientierbar, also prim.

Satz 1.17 (Implikationsklassen und transitive Orientierungen) [33] Sei I € Zg eine Impli-
kationsklasse eines Graphen G = (V,E). Hat G eine transitive Orientierung T, dann gilt entweder
TNI=1oderTNI=1I"' undinjedem FallINI~'=0.

Eine frithe Variante eines Teils dieser Aussage findet sich auch in diesem Fall bereits bei GILMORE
UND HOFFMAN (1964) [30].

Aus Satz 1.17 folgt, dass jede transitive Orientierung 7" auf einem Graphen G = (V, E) ausschlief3-
lich echte Implikationsklassen enthélt. Diese Eigenschaft liefert eine Charakterisierung von Compara-
bilitygraphen: Ein Graph G ist genau dann ein Comparabilitygraph, wenn jede Implikationsklasse in
G echt ist. Wir werden diesen Zusammenhang im Abschnitt 1.3.1 néher betrachten. Dort werden wir
neben dieser auch noch einige andere Moglichkeiten der Charakterisierung von Comparabilitygraphen
kennen lernen.

Kombination von Implikationsklassen

Nach Satz 1.16 gilt fiir jede Farbklasse I, dass sie entweder nicht, oder aber eindeutig transitiv orien-
tierbar ist. Im ersten Fall gilt [ = I~! = I , und im zweiten Fall sind I und I~! die einzigen transitiven
Orientierungen. Zusammen mit Satz 1.17 ergibt sich daraus, dass jede transitive Orientierung 7" aus
Orientierungen von Farbklassen, und damit aus Implikationsklassen, zusammengesetzt ist.

Wir kénnen daher Implikationsklassen als fundamentale, nicht-spaltbare Bausteine oder Atome
fiir transitive Orientierungen auffassen.

Folgerung 1.18 (Bausteine transitiver Orientierungen) Sei G = (V, E) ein Comparabilitygraph,
und sei Fg = {fl, ey fk} die Menge seiner Farbklassen. Jede Farbklasse ist eindeutig transitiv ori-

entierbar, und jede transitive Orientierung T € Tg setzt sich aus Orientierungen auf den Farbklassen
zusammen, T = J; + ...+ Jp mit J; € {Ii I-_l} firallei=1,... k.

?7

Andererseits liefert nicht jede beliebige Kombination von Orientierungen auf den Farbklassen eine
transitive Orientierung von G. Als Gegenbeispiel betrachten wir ein Dreieck. Jede der drei Kanten
bildet eine eigene Farbklasse, so dass sich 2% = 8 mdgliche Orientierungen ergeben. Von diesen sind
jedoch nur 6 transitiv. Die anderen beiden bilden jeweils einen Kreis.

Potentiell transitive Orientierungen

Wir nennen eine beliebige Kombination T* = J; + ...+ Ji von Orientierungen J; € {Ii, I Z-_l} auf den
Farbklassen eines Graphen G = (V| E) eine potentiell transitive Orientierung. Eine solche Kombination
heifit zuldssig, wenn sie zu einer transitiven Orientierung von G fithrt. Wenn G ein Comparabilitygraph
ist, dann hingt die Antwort auf die Frage, ob T* eine zuldssige Kombination ist, lediglich davon ab,
ob T* Kreise enthilt.

Satz 1.19 (potentiell transitive Orientierungen) Sei Fg = {fl, e ,fk} die Menge der Farb-

klassen eines Comparabilitygraphen G = (V, E). Fine potentiell transitive Orientierung T* = J; +
e+ Jg mit J; € {Ii, Ii_l} (i=1,...,k) ist genau dann transitiv, wenn sie kreisfrei ist.

Beweis. Da G ein Comparabilitygraph ist, ist jede Implikationsklasse I; (i = 1,...,k) nach Satz
1.17 sowohl echt als auch transitiv. Da Implikationsklassen Aquivalenzklassen auf E sind, ist T* eine
Orientierung von G. Da transitive Orientierungen azyklisch sind, bleibt lediglich zu zeigen, dass die
Kreisfreiheit auch hinreichend fiir die Transitivitdt von 7™ ist. Sei also T kreisfrei und nicht transitiv.
D.h. es existieren ab,bc € T* mit ac ¢ T*. Da alle Implikationsklassen transitiv sind, kénnen ab und
be nicht in der gleichen Implikationsklasse liegen. Sei Iy = I (ab) und Iy = I (be), mit 1) # I». Da ab
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und be~! andererseits auch nicht in I-Relation liegen (I; # I, '), muss die Kante ac € E existieren,
und damit ca € T* gelten, da T* eine Orientierung ist (ac ¢ T*). Damit enthilt T* jedoch einen
Kreis. W

Rekombination von transitiven Orientierungen

Jede transitive Orientierung eines Comparabilitygraphen G = (V, E) ist also eine zulissige Kombi-
nation von transitiven Orientierungen auf seinen Farbklassen. Hat G mehrere verschiedene transitive
Orientierungen, |7¢| > 2, so konnen wir jede dieser Orientierungen aus jeder anderen durch Umkehren
der Orientierungen auf einem Teil der Farbklassen erzeugen.

Folgerung 1.20 (Rekombination der Implikationsklassen) Sei T = I1 + ... + I € Tg eine
transitive Orientierung von G = (V, E), und sei M = {i1,...,im} C {1,...,k}. Wir nennen die
Orientierung Thyy =T — 1;; — ... — I;,, + I{ll +... 4+ Ii;l, die durch Umkehren der Orientierung auf
allen IAz-j, i; € M, entsteht, eine Rekombination der Implikationsklassen von T'. Ty ist genau dann
zuléissig, d.h. transitiv, wenn sie kreisfrei ist.

1.2.8 Anzahl transitiver Orientierungen

In diesem Teilabschnitt werden wir die Interaktionen zwischen Implikationsklassen untersuchen, und
insbesondere die Anzahl der transitiven Orientierungen eines Comparabilitygraphen G = (V, E) niher
betrachten. Wir wissen bereits, dass diese Anzahl nach oben exponentiell durch die Anzahl der
verschiedenen Farbklassen von G beschrinkt ist. Hat G genau k verschiedene Farbklassen, Fo =

{fl, . ,fk}, so kann G maximal 2F transitive Orientierungen besitzen. In diesem Fall wire jede

beliebige Kombination der Orientierungen auf den Farbklassen kreisfrei. Jede potentiell transitive
Orientierung wire tatséchlich transitiv. Ein Beispiel fiir einen solchen Graphen ist in Abbildung 1.3

dargestellt.
d
A
7 \
a b C.\ /.6 ) f
o
4

Abbildung 1.3: Der Graph G = (V, E) besitzt 3 verschiedene echte Implikationsklassen (Darstellung
durch verschiedene Kantensorten), die véllig unabhéngig voneinander orientiert werden kénnen, so
dass jede der 23 = 8 moglichen Kombinationen zu einer transitiven Orientierung auf G fiihrt.

Andererseits haben wir bereits gesehen, dass es durchaus denkbar ist, dass einige Kombinationen
von Implikationsklassen Kreise enthalten.

Um zu einer Beschreibung der Anzahl transitiver Orientierungen eines Comparabilitygraphen zu
gelangen, miissen wir zundchst die moglichen Interaktionen zwischen den Implikationsklassen verste-
hen. Die Darstellung dieser strukturellen Zusammenhénge geht auf GoLuMmBIC (1977a) [31] zuriick
(siehe auch GoLuMBIC (1980) [33]).

Zur Darstellung dieses Resultats (Satz 1.21) ist es notwendig, vorher noch ein paar Begriffe ein-
zufithren. Diese werden fiir die weiteren Betrachtungen dieser Arbeit keine weitere Rolle spielen.

Simplex und Multiplex

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein vollstéindiger Teilgraph (Vs,.S) auf r + 1 Knoten in G,
bei dem jede ungerichtete Kante ab € S zu einer anderen Farbklasse von G' gehort, heifit ein Simplex
vom Rang r, oder auch r-Simplex. Jede ungerichtete Kante ab € E in G bildet beispielsweise ein
Simplex vom Rang 1. Jedes r-Simplex enthilt genau 17 (r + 1) ungerichtete Kanten aus 3r (r + 1)
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verschiedenen Farbklassen. Wir nennen ein Simplex maximal, wenn es nicht echt in einem grofleren
Simplex enthalten ist.
Das durch das r-Simplex S induzierte Multiplex (Vas, M) ist durch die folgende Kantenmenge
definiert:
M= U I=/{abe E: abl™zy fiir ein zy € S}.
INS#D
M ist also die Vereinigung aller 17 (r + 1) in S enthaltenen Farbklassen. Jedes r-Simplex S induziert
ein Multiplex M vom Rang r. Umgekehrt jedoch kann ein r-Multiplex M durch verschiedene r-
Simplizes S; und Sy erzeugt werden. In diesem Fall sind S; und S isomorph. Ein Multiplex heifit
mazimal, wenn es nicht echt in einem gréferen enthalten ist.

Ein maximales Multiplex wird durch ein oder mehrere maximale Simplizes generiert. Fiir zwei
maximale Multiplizes M; und Ms in einem Graphen G gilt entweder M; N My = () oder My = M>. Da
die Kantenmenge E eines beliebigen Graphen G = (V| E) eine Zerlegung in ihre Farbklassen besitzt,
und ein Multiplex nichts weiter als die Vereinigung von verschiedenen Farbklassen ist, folgt damit,
dass E = Mj + ...+ M}, auch eine eindeutige Zerlegung in die maximalen Multiplizes M, ..., M; von
G hat (M -Zerlegung, GOLUMBIC [31]).

Jedes Simplex S vom Rang r eines Graphen G hat genau (r + 1)! transitive Orientierungen, und
jede dieser transitiven Orientierungen ist auch transitiv auf dem durch S induzierten Multiplex M,
sofern G ein Comparabilitygraph ist. D.h. jedes r-Multiplex M eines Comparabilitygraphen hat genau
(r 4+ 1)! transitive Orientierungen (GOLUMBIC [31], [33]).

Struktursatz von Golumbic

Der folgende Struktursatz von Golumbic fasst schliefflich diese Zusammenhéinge zusammen, und be-
sagt, dass es eine eins-zu-eins-Beziehung zwischen den transitiven Orientierungen auf den maximalen
Multiplizes von G = (V, E) und denen von G gibt. Auch wenn wir hier nicht néher auf den Beweis
dieser Aussage eingehen kénnen, sei erwéhnt, dass das Dreieckslemma (Satz 1.15) hierbei von funda-

mentaler Bedeutung ist. Mit ¢ (G) sei die Anzahl der transitiven Orientierungen von G bezeichnet,
tHG) =17Tql.

Satz 1.21 (Anzahl transitiver Orientierungen) [31] Sei G = (V, E) ein Graph, und sei E =
My + ...+ M; die Zerlegung von E in seine mazximalen Multiplizes.

(1) Ist T eine transitive Orientierung von G, dann ist T N M; eine transitive Orientierung von M;.

(i) Sind Ty,...,T; jeweils transitive Orientierungen auf My, ..., My, dann ist Ty + ... + T} eine
transitive Orientierung auf G.

(idi) t(G) =t (My) -t (Mz) - ... t(My).

(iv) Ist G ein Comparabilitygraph und r; der Rang von M;, dann ist t (G) = [[._, (ri + 1)\.

Anwendung auf potentiell transitive Orientierungen

Also iibertriigt sich jede beliebige transitive Orientierung auf einem maximalen Simplex auf das indu-
zierte Multiplex, und jede transitive Orientierung auf einem Multiplex ist vertréglich mit jeder anderen
transitiven Orientierung auf jedem anderen Multiplex. Insbesondere enstehen also bei der Vereinigung
von transitiven Orientierungen auf den Multiplizes M; keine Kreise. Das bedeutet, dass eine beliebige
Kombination von Orientierungen auf den Farbklassen eines Comparabilitygraphen nur dann einen
Kreis enthalten kann, wenn dieser in einem maximalen Simplex liegt. D.h. jede Kombination, die in
jedem maximalen Simplex kreisfrei ist, ist zulédssig. Eine solche Kombination ist dann auch in jedem
Simplex kreisfrei.

Satz 1.22 (potentiell transitive Orientierungen) Sei G = (V, E) ein Comparabilitygraph, und
set Ig = {Il, oI I I,;l} die Menge der Implikationsklassen. Sei ferner (Vs,,51),...,
(Vs,,S1) die Menge der verschiedenen mazimalen Simplizes von G. Eine potentiell transitive Ori-
entierung T* = Jy + ...+ Jx, mit J; € {Ii, Ii_l} fir alle i = 1,...,k ist genau dann transitiv, wenn
sie in keinem mazximalen Simplex von G einen Kreis enthdlt, d.h. wenn T* N S; kreisfrei ist fiir alle
j=1,...,1
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Beweis. Klar ist, dass T*NS; kreisfrei fiir alle j = 1,. .., [ ist, falls T* transitiv ist. Es bleibt zu zeigen,
dass die Kreisfreiheit von 7" N.S; fiir alle j die Transitivitét von T nach sich zieht. Angenommen, 7"
ist nicht transitiv. Dann existieren in T* zwei Kanten ab, bc € T* mit entweder ac ¢ E oder ca € T*.
Sei A =1 (ab) und B = I (bc). Im ersten Fall (ae ¢ E) wiirde A = B~! gelten, und T* = A+ B + ...
damit eine unechte Implikationsklasse enthalten, B, B~! C T*— im Widerspruch zur Voraussetzung
(G ist Comparabilitygraph). Also ist ca € T*, und A und B sind verschieden, A # B. Sei C' = I (ca).
Nach Annahme ist das Dreieck A abc kein 2-Simplex, da es nicht kreisfrei ist, d. h C = A oder
C = B. Damit gilt entweder A = C oder B = C. Im ersten Fall folgt A = B~ 1 (Widerspruch)
aus der Transitivitdt von A (cb € A, da cal'*ab) (Satz 1.16). Im zweiten Fall folgt analog B = A~!
(Widerspruch) (ba € B, da beI'™ca). Damit muss T* transitiv sein. W

Ein Simplex vom Rang 2 wird naheliegenderweise als ein 3-farbiges Dreieck bezeichnet. Der Graph
G = (V,E) in Abbildung 1.3 enthiilt kein solches 3-farbiges Dreieck, und damit auch kein Simplex
hoheren Rangs. Jedes Simplex in G hat den Rang 1 und besteht nur aus einer einzelnen Kante.
Die Zerlegung von E in seine maximalen Multiplizes ist fiir G identisch mit der Zerlegung in seine
Farbklassen, F = I + I + I5. Nach Satz 1.21 gilt damit t (G) =2-2-2=28.

Folgerung 1.23 (3- farblge Dreiecke) Sei G = (V,E) ein Comparabilitygraph , und sei Ig =
{Il, e ,Ik,Ifl, 1} die Menge der Implikationsklassen. Enthdlt G keine 3-farbigen Dreiecke
(Simplizes vom Rang 2) s0 ist jede potentiell transitive Orientierung tatsdchlich transitiv, t (G) = 2%,

Schranken fiir die Anzahl transitiver Orientierungen

Aus Golumbic’s Struktursatz folgt ferner, dass die Anzahl transitiver Orientierungen auf einem Com-
parabilitygraphen mit & verschiedenen Farbklassen nicht nur nach oben (durch 2¥) beschrinkt ist,
sondern auch nach unten. Ein Comparabilitygraph mit & Farbklassen kann nicht beliebig viele zykli-
sche Kombinationen von Orientierungen auf den Farbklassen enthalten. Anders gesagt: die Anzahl
der unzuldssigen Kombinationen von Orientierungen auf den Farbklassen ist nach oben beschrénkt.
Nach Satz 1.21 und der Definition der Multiplizes ist fiir die Betrachtung von ¢ (G) die Zerlegung
von E in seine maximalen Multiplizes dquivalent zu der Auswahl einer Menge maximaler Simplizes,
die alle Farbklassen abdeckt. Ein Simplex vom Rang r hat %r (r 4+ 1) ungerichtete Kanten aus verschie-
denen Farbklassen. Damit gibt es 937 (r+1) potentiell transitive Orientierungen auf diesem r-Simplex.
Von diesen sind nach Satz 1.21 (r + 1)! kreisfrei. Fiir wachsendes r gilt damit, dass der Anteil der
kreisfreien potentiell transitiven Orientierungen an allen potentiell transitiven Orientierungen gegen
Null strebt, lim,_, s (r+1)!

95 r(r+1)
dennoch sehr schnell.

Ein Comparabilitygraph G = (V| E) mit k verschiedenen Farbklassen hat daher besonders wenig
transitive Orientierungen (geringer Anteil kreisfreier potentiell transitiver Orientierungen), wenn diese
k Farbklassen eine Zerlegung in maximale Simplizes mit besonders groflen Rédngen haben. Die maxi-
male Grofle eines r-Simplexes in G ist dabei durch k& begrenzt, da %rmax (rmax + 1) < k gelten muss.

Es ist folglich rmax (k) = L—l + ,/l + QkJ Von den k Farbklassen sind dann genau %rmax (Pmax + 1)

in einem maximalen r-Simplex gebunden. Fiir die verbleibenden k — rmax (k) (rmax (k) + 1) Kanten
konnen wir nun erneut die maximale Grofle eines r-Simplexes bestlmmen. Auf diese Weise entsteht
eine Zerlegung von k in Summanden der Form ¢; (39 (i 4+ 1)) mit ¢; € No, i = 1,...,"max (k). Der
Faktor ¢; gibt dabei die Haufigkeit an, mit der ein maximaler Simplex vom Rang ¢ in dieser Zerle-
gung der Farbklassen von G vertreten ist. Die auf diese Weise erzeugte Zerlegung von k ist ein guter
Kandidat fiir einen Comparabilitygraphen mit minimaler Anzahl von transitiven Orientierungen bei
gegebener Anzahl der Farbklassen.

Andererseits ist es denkbar, dass von einem Comparabilitygraphen G = (V| E) nicht nur die Anzahl
der Farbklassen, k, bekannt ist, sondern auch die Grofle r eines grofiten r-Simplexes. Die angegebene
Zerlegung von k l4sst sich auch in diesem Fall leicht bestimmen. Ist  nun kleiner als ryax (k), so besitzt
G weniger sehr grofle maximale Simplizes, sondern mehr Simplizes von mittlerer Groéfle, und damit
tendenziell weniger potentiell transitive Orientierungen, die unzuléssig sind. Die Anzahl transitiver
Orientierungen wird hier grofler ausfallen, als bei r = ryax (k).

Sei t (k) die minimale Anzahl transitiver Orientierungen, die ein Comparabilitygraph mit genau k
Farbklassen hat, und ¢ (k,r) die minimale Anzahl transitiver Orientierungen bei genau k Farbklassen

= 0. Andererseits wichst die Anzahl dieser kreisfreien Orientierungen
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und r als maximalen Rang eines Simplexes.
Lemma 1.24 (¢(G) ist submultiplikativ) Seien ki,ko € N'. Es gilt t (k1) - ¢ (k2) >t (k1 + ka).

Beweis. Sind G7 = (Vi1, E1) und Go = (Va, E3) zwei Comparabilitygraphen mit k1 bzw. ko Farb-
klassen, dann ist G = (Vi + Va2, E1 + E3) ein Comparabilitygraph mit k; + ko Farbklassen und
t(G) = t(Gy) - t (G3).2 Werden nun G7 und Go so gewihlt, dass t (G1) = t (k1) und t (G2) = t (k2),
dann folgt ¢ (k1 + ko) <t(G) =t (k1) -t (k2). W

Satz 1.25 (Schranken fiir t (G)) Sei G = (V, E) ein Comparabilitygraph mit k Farbklassen. Ist r
der Rang eines grofiten maximalen Simplexes in G, dann gilt

(r+ 12820 > (@) > t (k1) = min {H (i + 1>!>‘“} :

qeENT il
i=
Yo aigi(i+l)=k

Dabei gibt q; die Anzahl der i-Multiplizes in der durch das gewdhlte ¢ € N reprisentierten Zerlegung
von E wieder.
Beweis. Nach Satz 1.21 gilt t (G) = Hé‘:1 t (M;), wobei E = M; + ...+ M; die Zerlegung in ma-
ximale Multiplizes ist. Enthélt G einen r-Simplex, so sind dadurch %r (r 4+ 1) Farbklassen gebunden.
Eine maximale Anzahl transitiver Orientierungen ergibt sich, wenn alle verbleibenden &k — %r (r+1)
Farbklassen jeweils Simplizes vom Rang 1 bilden. Mit Folgerung 1.23 folgt ¢ (G) < (r + 1)! LQk—gr(r+1),
Da jede Zerlegung von E in seine maximalen Multiplizes mit einer Zuordnung der Farbklassen
zu maximalen Simplizes korrespondiert, hat jede solche Zerlegung eine Darstellung von k als Summe
von Summanden der Form g;1i (i 4+ 1). Dabei ist 3i (i + 1) die Anzahl der Farbklassen, die durch
ein -Multiplex gebunden sind, und ¢; die Haufigkeit, mit der ein Multiplex vom Rang 4 in der Zer-
legung auftritt. Jede mogliche Zerlegung kann damit durch einen Vektor g = (qi1,...,q,) € N,
mit Y7, ¢;3i (i + 1) = k, repréisentiert werden. Fiir eine gegebene Zerlegung ¢ gilt nach Satz 1.21
t(G) = Hé-:l t(M;) = [Ti—; (G +1)H%. Da das Minimum dieses Ausdrucks iiber alle zuldssigen ¢
gebildet wird, ist auch die Zerlegung mit einer minimalen Anzahl von transitiven Orientierungen
darunter. W

Bemerkung 1.26 (Abschitzung fiir t (G)) In Satz 1.25 gilt vermutlich insbesondere die sehr gro-

be Abschitzung
t(G) >t (k) > (rmax (k) +1)! = Q% + W&JF%J +1>!.

Satz 1.25 besagt, dass die Anzahl der transitiven Orientierungen in einem Graphen G = (V, E) mit
genau k Farbklassen durch die Aufteilung der Farbklassen auf verschiedene Simplizes bestimmt ist.
Daraus geht jedoch nicht hervor, ob zu jeder denkbaren Aufteilung von Farbklassen auf verschiedene
Simplizes auch Graphen existieren, die diese Aufteilungen annehmen.

Lemma 1.27 (Zusammensetzen von Simplizes) Seien (Vs,, S1) und (Vs,, S2) zwei Simplizes mit
Ringen r1 und ro. Dann existiert ein zusammenhingender Graph G = (V, E) mit Vg,,Vs, CV und
51,52 C E, dessen Kantenmenge in zwei Multiplizes My und Mo zerfdllt, die durch S1 und So indu-
ziert werden. Es gilt dann t (G) =t (S1) -t (S2) = (r1 + 1)+ (r2 + 1)

Beweis. Sei Vg, = {v1,...,0,} und Vg, = {wy,...,wp}, mit n = r +1 und m = ro + 1. Wir
konstruieren G = (V, E) folgendermaflen: Sei V = Vg, + Vg, + @, und sei E = S; + Sa + F1 +
Ey + ...+ E,. Dabei sei F; = {@:j:l...,m} und E; = {ow;:j=1,...,m} + vz (i =
2,...,n). D.h. der Knoten v; € Vg, wird mit allen Knoten aus Vs, — w; verbunden, und jeder
weitere Knoten aus Vg, wird sowohl mit allen Knoten aus Vg,, als auch mit dem neuen Knoten
x verbunden. (Es gilt |[Eq| = 2(m —1) und |E;| = 2(m+1) ({ = 2,...,n), und damit insgesamt
|E| =2 (%Tl (7‘1 + 1) + %Tg (7“2 + 1)) + 27“2 + 27“1 (7“2 + 2))

2Der Graph G kann auch als zusammenhiingender Graph konstruiert werden (siche Lemma 1.27). Fiir den Beweis
ist das jedoch nicht ausschlaggebend.
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Wegen v1w; ¢ E liegt jede Kante viw; aus Ei in direkter I'-Relation zu wiwj, viw;Twiw; (j =
2,...,m). D.h. eine Kante v;w; aus E; liegt jeweils in derselben Farbklasse wie wiw;. (Da (Vs,,S1)
ein Simplex ist, gehort damit jede der m — 1 Kanten aus F; einer anderen Farbklasse an. Andererseits
ist jedoch nicht jede der %rl (r1 4+ 1) Farbklassen aus S; auch in E; vertreten!) Fiir die Kanten aus
einem E; mit i = 2,...,n gilt, dass sie jeweils alle in der Farbklasse von v;v; liegen: wegen v1x ¢ F
gilt v;zT'v;v1, und wegen zw; ¢ E gilt v;w;Tv;z fiir alle j = 1,..., m. (Auch hier gilt, dass nicht jede
der 17y (ro + 1) Farbklassen von Sy auch in einem der F; vertreten ist.)

Durch die Konstruktion ist ausgeschlossen, dass sich zusétzliche Simplizes ergeben. Damit ist G

1

ein zusammenhéngender Graph mit genau 171 (r; 4+ 1) + 273 (r2 + 1) verschiedenen Farbklassen, fiir

den t(G) =t(S1)-t(S2) =(ri +1)! - (ra +1)! gilt. W

Folgerung 1.28 (jede Zerlegung von k tritt auf) Sei durch ¢ € N mit y_._, qi%i (it+1) =k
eine Zerlequng von k verschiedenen Farbklassen in maximale i-Simplizes (i = 1,...,r) gegeben. Dann
existiert ein zusammenhdingender Comparabilitygraph G = (V, E), dessen Zerlegung von E in seine
mazimalen Multiplizes dieser Darstellung von k geniigt. Fir t (G) gilt dann t (G) = [],_, ((i + 1)1)*.

i=1
Insbesondere existiert ein Comparabilitygraph mit r = rpax (k) = {f% + @/% + QkJ .

Beweis. Nach Lemma 1.27 konnen zwei beliebige Simplizes so zu einem zusammenhéngendem Com-
parabilitygraphen G = (V, E) verkniipft werden, dass die maximalen Simplizes von G genau die-
sen beiden entsprechen. Diese Konstruktion kann nacheinander auf beliebig viele Simplizes angewen-
det werden. D.h. jede beliebige zuldssige Zerlegung von k kann auftreten. Mit Satz 1.21 folgt dann

HE) =TT, (D)™, .

Minimale Anzahl transitiver Orientierungen

Aus Satz 1.25 ldsst sich ableiten, dass die minimale Anzahl transitiver Orientierungen in einem Gra-
phen mit genau k Farbklassen erreicht wird, wenn die Farbklassen auf Simplizes von moglichst grolem
Rang verteilt werden. Ein Simplex mit groflem Rang induziert bei gegebener Anzahl der verwende-
ten Farbklassen mehr zyklische potentielle transitive Orientierungen, und damit weniger transitive
Orientierungen, als jede Aufteilung dieser Farbklassen in kleinere Simplizes.

Vermutung 1.29 (minimale Anzahl transitiver Orientierungen) Sei k die Anzahl der Farb-
klassen in einem Comparabilitygraphen, und sei r = Tmax = L—% + ,/i +2/<:J der grofitmaogliche
Rang eines Simplexes. Seien ferner k; und q; firi=r,r—1,...,1 folgendermafen rekursiv bestimmt:
%J (i=r,...,1). Dann ist die
minimale Anzahl transitiver Orientierungen eines Comparabilitygraphen mit k Farbklassen gegeben

Sei kr =k und ki—y = k;modgq; (i =1,...,2), und sei ¢; = L

durch
[ (G+1)H* . k¢gK
tk)y=9 tk—k*)tk*) , kek\{20} .
14.400 , k=20

K beschreibt dabei die Menge der natiirlichen Zahlen mit k = rmax (k) (rmax (k) + 1) + k* fiir ein
k* € K mit k* < k. Das kleinste Element in IC ist 20.

Bemerkung 1.30 (minimale Anzahl transitiver Orientierungen) Seir der Rang eines grifiten
mazimalen Simplexes in einem Comparabilitygraphen mit k ¢ K Farbklassen. Nach Vermutung 1.29
hat die Kantenmenge E eines Comparabilitygraphen G = (V, E) mit minimaler Anzahl transitiver
Orientierungen eine Zerlegung

E=(M{+...+M)+...+ (M + My +...+ M,)

in jeweils grofitmdagliche mazimale i-Multiplizes M;



22 KAPITEL 1. GRAPHEN UND COMPARABILITYGRAPHEN
T 2 3 4 5 6 7
rer+1) 3 6 10 15 21 28
(r + 1) 6 24 120 720 5.040 40.320
k 2k
5 32 36 24
48 24
10 1.024 432 288 120
768 384 120
15 32.768 7.776 3.456 2.880 720
24.576 12.288 3.840 720
20 1.048.576 186.624 55.296 14.400 17.280
786.432 393.216 122.880 23.040
25 33.554.432 3.359.232 663.552 345.600 86.400 60.480
25.165.824 12.582.912 3.932.160 737.280 80.640
30 1.073.741.824 60.466.176 7.962.624 1.728.000 518.400 725.760 161.280
805.306.368 402.653.184 125.829.120 23.592.960 2.580.480 161.280
35  34.359.738.368 1.451.188.224 191.102.976 41.472.000 12.441.600 7.257.600  1.935.360
25.769.803.776  12.884.901.888  4.026.531.840  754.974.720  82.575.360 5.160.960

Tabelle 1.1: Untere Schranke (obere Zeile) und obere Schranke (untere Zeile) fiir die Anzahl der
transitiven Orientierungen auf einem Graphen mit genau k verschiedenen Farbklassen und einem
maximalen Multiplex vom Rang r.

1.3 Charakterisierung von Comparabilitygraphen

Wir haben Comparabilitygraphen als Graphen definiert, die transitive Orientierungen besitzen. Dane-
ben gibt es noch eine Reihe weiterer Moglichkeiten zur Charakterisierung von Comparabilitygraphen.
In diesem Abschnitt wollen wir die wichtigsten dieser Charakterisierungen kurz betrachten.

Die fiir unsere Zwecke bedeutsamste Charakterisierung wird die bereits erwdhnte Charakterisie-
rung durch die Echtheit aller Implikationsklassen bleiben (Abschnitt 1.3.1). Die Erwidhnung von al-
ternativen Varianten soll lediglich die Vielfalt der Moglichkeiten bei der Beschreibung von transitiven
Orientierungen aufzeigen.

1.3.1 Echte Implikationsklassen

Die zentrale Charakterisierung von Comparabilitygraphen geht auf GoLumBIC (1977a) [31] zuriick
(siehe auch GoLuMBIC (1980) [33]).

Satz 1.31 (Charakt. durch echte Implikationsklassen) [31] FEin Graph G = (V, E) ist genau
dann ein Comparabilitygraph, wenn jede seiner Implikationsklassen I € Ig echt ist, INT~1 = ().

Ist E =1 +...+ I; die Zerlegung der Kantenmenge eines Graphen G = (V, E) in Implikations-
klassen, dann ist G genau dann ein Comparabilitygraph, wenn Zg = {Il, cooy I, 11_1, ceey Ik_l} und
I; # Iz-_l firallei =1,...,k = é gilt. Der I'-Graph von G besteht dann aus einer geraden Anzahl
| = 2k von Komponenten, und fiir jeden Knoten e € F in Gr = (E,T) gilt, dass der Knoten e~! in

einer anderen Komponente von Gr liegt.
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Folgerung 1.32 (Charakt. durch konsistenten I'-Graphen) FEin Graph G = (V, E) ist genau
dann ein Comparabilitygraph, wenn sein I'-Graph Gr konsistent ist.

GoLuMBIC (1977) [31], [32] beschreibt einen Algorithmus, der auf Grundlage dieser Charakterisie-
rung in der Zeit O (§|E|)3 fiir einen Graphen G = (V, E) entscheidet, ob G ein Comparabilitygraph
ist, und ggf. eine transitive Orientierung von G bestimmt. Mit § ist dabei die Maximalvalenz in G
bezeichnet. Auf den bei GOoLUMBIC [31], [32], [33] in diesem Zusammenhang benutzten Begriff der
G-Zerlegung der Kantenmenge E wollen wir hier nicht néher eingehen. Es handelt sich dabei um eine
algorithmische Darstellung der Bestimmung der Implikationsklassen eines Graphen.

Die Kantenmenge E in dem Graphen G = (V, E) in Abbildung 1.4 besteht aus nur einer (unechten)
Implikationsklasse I = I~! = E. G ist damit kein Comparabilitygraph.

ab ¢ o ba ab ¢ o ba
o’ \ /><\
chb @ ® hc b @ —® be
/><\
o cd‘O e dc cdo\></odc
— I~
e./ \.c ce ® ® ec ce.\ /. ec
E— / /><\
f. .d fe ® /O ef fe .\></= ef

Abbildung 1.4: Der I'-Graph und der Graph Gp, zu einem Graphen G, der kein Comparabilitygraph
ist.

1.3.2 Pseudotransitive Orientierungen

Eine transitive Orientierung ist eine Orientierung A C E mit der Eigenschaft, dass die Zugehorigkeit
der Kanten ab und bc zu A die Zugehorigkeit der transitiven Kante ac zu A impliziert. Eine Orien-
tierung A C E mit der Eigenschaft, dass ab,bc € A die Zugehorigkeit von entweder ac oder ca zu A
impliziert, heifit pseudo- oder auch quasitransitiv.

Jede transitive Orientierung ist trivialerweise auch pseudotransitiv. Jeder Comparabilitygraph be-
sitzt damit auch pseudotransitive Orientierungen. GHOUILA-HOURI (1962) [29] zeigte, dass hiervon
auch die Umkehrung gilt.

Satz 1.33 (Charakt. durch pseudotransitive Orientierungen) [29] Ein Graph G = (V, E) ist
genau dann ein Comparabilitygraph, wenn er eine pseudotransitive Orientierung Q C E besitzt.

Diese Charakterisierungen von Comparabilitygraphen ist eine der frithesten iiberhaupt. Ihr Beweis
liefert konstruktiv eine transitive Orientierung 7' aus einer pseudotransitiven Orientierung @ (siehe
z.B. auch SIMON (1992) [60]). Diese Konstruktion ist jedoch nicht unbedingt als Grundlage eines
Algorithmusses zur Erkennung von Comparabilitygraphen geeignet, da ein konstruktiver Test auf
Existenz einer pseudotransitiven Orientierung auf einem Graphen G = (V, E') mindestens so schwierig
ist, wie ein Test auf eine transitive Orientierung selbst.

1.3.3 Bipartiter Graph

Eine weitere sehr frithe Charakterisierung von Comparabilitygraphen geht ebenfalls auf GHOUILA-
HourI (1962) [29] zuriick. Sie besagt, dass ein Graph G = (V, E) genau dann eine transitive Orientie-
rung besitzt, wenn ein von G abgeleiteter Hilfsgraph G p, bipartit ist. Der Hilfsgraph Gp, = (E, Ep,)

3Die Beschreibung der Laufzeit von Algorithmen werden wir in Kapitel 2 niher betrachten.
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wird dabei folgendermaBen definiert*: zwei Knoten ab,cd € E sind in Gp, genau dann durch eine
Kante verbunden, wenn in G entweder b = ¢ und ad ¢ E, oder a = d und be ¢ E gilt. D.h. zwei
Knoten sind Gp, verbunden, wenn die Kanten, die sie reprisentieren in G einen gerichteten Weg der
Knotenlénge 3 bilden, dessen transitive Kante nicht in G enthalten ist. Insbesondere ist jede Kante
ab € E mit ihrer Umkehrkante ba € E in Gp, verbunden. In Abbildung 1.4 ist ein Beispiel fiir den
Graphen Gp, zu einem Graphen G = (V| E) gegeben.

Fiir Gp, gilt genau wie fiir den I'-Graphen, dass die Zusammenhangskomponenten die Implikati-
onsklassen von G abbilden.

Satz 1.34 (Charakt. durch bipartiten Graphen) [29] Ein Graph G = (V, E) ist genau dann
ein Comparabilitygraph, wenn der Graph Gp, bipartit ist.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung lisst sich ein Comparabilitygraph G = (V, E) in der Zeit
O (§ |E|) erkennen (siehe z.B. BANG-JENSEN UND GUTIN [7]), wobei auch hier ¢ die maximale Valenz
in GG bezeichnet.

1.3.4 Dreieckssehnen

Eine der bedeutensten Charakterisierungen von Comparabilitygraphen findet sich bei GILLMORE UND
HoOFFMAN (1964) [30].

Ein nicht-einfacher Kreis K = xg,21,...,xj—1,%o der Linge | > 4 in einem Graphen G = (V| E)
ist ein Kreis iiber die Knoten xq,...,z; = xg, in dem Knoten mehrfach vorkommen diirfen. D.h. es
wird nicht z; # x; fir alle ¢,7 =0,...,1 — 1 gefordert. Eine Kante ;42 € E in einem solchen Kreis
heiflt eine Dreieckssehne.

Fiir einen Comparabilitygraphen muss nun gelten, dass jeder ungerade Kreis mindestens eine
Dreieckssehne enthalten muss.

Satz 1.35 (Charakt. durch Dreieckssehnen) [30] Fin Graph G = (V,E) ist genau dann ein
Comparabilitygraph, wenn er keine (nicht-einfachen) Kreise ungerader Linge ohne Dreieckssehne
enthdlt.

Der Graph G in Abbildung 1.4 enthilt einen solchen ungeraden Kreis K = a,b,c,d, c,e, f,e,b,a
ohne Dreieckssehne, und ist damit kein Comparabilitygraph.

Fiir eine unmittelbare Anwendung in einem Algorithmus zur Identifizierung von Comparability-
graphen ist diese Charakterisierung nicht geeignet. Sie spielt jedoch bei der Beschreibung von Eigen-
schaften transitiver Orientierungen eine herausragende Rolle.

1.3.5 Verbotene Teilgraphen

Der folgende Ansatz von GALLAT (1967) [27] bietet eine besonders aus theoretischer Sicht interessante
Einsicht. Es handelt sich hierbei um eine Charakterisierung von Comparabilitygraphen durch eine
endliche Liste von Graphenklassen, die ein Comparabilitygraph nicht enthalten darf.

Im Gegensatz zu allen anderen Alternativen zu der Echtheit von Implikationsklassen (Satz 1.31)
werden wir auf diese M6glichkeit der Charakterisierung von Comparabiltiygraphen noch einmal zuriick
kommen.

Wir bezeichnen die Menge der verbotenen Graphenklassen mit C = C; + Cs. Die Graphen aus
C; sind in Abbildung 1.5 dargestellt, die Graphen aus Cy sind in Abbildung 1.6 und 1.7 durch ihre
Komplemente dargestellt. Der Graph G aus Abbildung 1.4 entspricht dem Komplement des Graphen
L, fir n =1 aus Abbildung 1.6.

Satz 1.36 (Charakt. durch verbotene Teilgraphen) [27] Ein Graph G = (V, E) ist genau dann
ein Comparabilitygraph, wenn er keinen induzierten Teilgraphen isomorph zu einem Graphen aus der

Graphenfamilie C = C1 + Co (Abbildungen 1.5, 1.6 und 1.7) enthdlt.

Die Familie C der verbotenen Graphen enthilt gewissermaflen genau die kleinsten Graphen, die
keine Comparabilitygraphen sind. Wahrend jeder Graph G aus C selber kein Comparabilitygraph ist,
ist jedoch jeder echte induzierte Teilgraph eines Graphen G aus C ein Comparabilitygraph.

4Bei BANG-JENSEN UND GUTIN [7] findet sich fiir diesen Graphen die Bezeichnung Ggtd-
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Abbildung 1.5: Liste C - Teil 1: Die Graphen in C; (TROTTER [62])

Der besondere Charme dieser Charakterisierung liegt darin, dass er die Moéglichkeit eréffnet, zum
Nachweis der Existenz von transitiven Orientierungen auf einer gegebenen Graphenstruktur, “nur” die
Graphen in der Liste C abzuarbeiten, und fiir jeden zu zeigen, dass er nicht als induzierter Teilgraph
fiir die gegebene Struktur in Frage kommen kann.

1.3.6 Partiell geordnete Mengen

Abschliefend wollen wir uns noch kurz der Auffassung von Comparabilitygraphen als Darstellung von
partiellen Ordnungen widmen. Auf dieser Auffassung basiert der Begriff Comparabilitygraph fiir einen
transitiv orientierbaren Graphen. Bei der Darstellung dieser Zusammenhéinge orientieren wir uns an
TROTTER (1992) [62]. Die Urspriinge der Theorie der geordneten Mengen gehen jedoch bereits auf
DUSHNIK UND MILLER (1941) [25] zuriick.

Eine partiell geordnete Menge (partially ordered set, poset) P = (X, P) besteht aus einer Grund-
menge X und einer reflexiven, antisymmetrischen, und transitiven Relation P C X x X. Eine Relation
P mit diesen Eigenschaften heif3t partielle Ordnung oder Halbordnung. Gilt fiir zwei Punkte z,y € X
einer partiell geordneten Menge P = (X, P) entweder 2Py oder y Pz, so heiflen sie vergleichbar (com-
parable). Andernfalls heiflen sie unvergleichbar (incomparable).

Sind in einer partiellen Ordnung P alle Paare (x,y) vergleichbar, so nennt man P eine lineare oder
totale Ordnung auf X. Jede partielle Ordnung P kann als Durchschnitt von verschiedenen linearen
Ordnungen auf X dargestellt werden. Die minimale Anzahl der dazu notwendigen linearen Ordnungen
definiert die Dimension von P.

Mit einer partiell geordneten Menge P = (X, P) konnen wir nun einen Vergleichbarkeits- oder Com-
parabilitygraphen G (P) = (X , ]5) = [P] assoziieren, der zwei verschiedene Punkte z,y € X genau

dann miteinander verbindet, wenn sie beziiglich P vergleichbar sind. Ein solcher Graph, der eine par-
tielle Ordnung abbildet, wird daher oft auch als PO-Graph bezeichnet. In G (P) liefert P C P eine
transitive Orientierung.

Satz 1.37 (Charakt. durch partielle Ordnungen) ([62]) Ein Graph G = (V, E) ist genau dann
ein Comparabilitygraph, wenn es auf V' eine partielle Ordnung P mit P = E gibt.
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Abbildung 1.6: Liste C - Teil 2: Die Komplemente der Graphen in C2 (TROTTER [62])

Damit konnen wir einen Comparabilitygraphen G = (V, E) auch als Darstellung einer partiellen
Ordnung auffassen. Hat G mehrere verschiedene transitive Orientierungen, so entspricht jede dieser
Orientierungen einer anderen partiellen Ordnung auf der gleichen Grundmenge. Dabei induziert jede
dieser verschiedenen partiellen Ordnungen den gleichen Comparabilitygraphen.

1.4 Weitere Eigenschaften von Comparabilitygraphen

In den vorherigen Abschnitten haben wir bereits viele Eigenschaften von Comparabilitygraphen und
ihren transitiven Orientierungen kennen gelernt. In diesem Abschnitt wollen wir einige ausgewihlte
spezielle Eigenschaften dieser Graphenklasse nennen, die fiir unsere Zwecke relevant sind.

Von besonders grofier Bedeutung sind die Umstéinde, unter denen wir Knoten und Kanten aus
einem gegebenen Comparabilitygraphen so entfernen kénnen, dass der verbleibende Teilgraph wieder
ein Comparabilitygraph ist (Abschnitt 1.4.1). Insbesondere die Resultate zum Entfernen von Kanten
bilden eine bedeutende Grundlage fiir die gesamte Arbeit.

Anschlieflend widmen wir uns kurz dem Konzept der modularen Dekomposition (Abschnitt 1.4.2),
das vor allem aus algorithmischer Sicht ein grofie Rolle bei der Betrachtung von Comparabilitygraphen
spielt. Danach wollen wir ein bekanntes asymptotisches Resultat zur Anzahl von transitiven Orientie-
rungen zitieren (Abschnitt 1.4.3), und darlegen, dass Comparabilitygraphen sowohl perfekte, als auch
superperfekte Graphen sind (Abschnitt 1.4.4).
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Abbildung 1.7: Liste C - Teil 2: Die Komplemente der Graphen in Cy (vervollstindigt) (TROTTER [62])
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1.4.1 Entfernen von Knoten und Kanten aus Comparabilitygraphen

Sei G = (V, E) ein Comparabilitygraph. Seien ferner v € V' ein Knoten und e € F eine Kante aus G.
Die Frage, die wir uns nun stellen, lautet: Unter welchen Umsténden sind die Graphen G — v bzw.
G — é wieder Comparabilitygraphen?

Entfernen von Knoten

In Bezug auf das Entfernen von Knoten ist diese Frage schnell und einfach umfassend zu beantworten.
Entfernt man aus einer transitiven Orientierung T' € 7 einen Knoten v und sémtliche zu v inzidierende
Kanten, so ist die iibrig bleibende Orientierung 7" — v nach wie vor eine transitive Orientierung auf
G — v (siehe hierzu beispielsweise WILLENIUS (2000) [66]).

Satz 1.38 (induzierter Teilgraph) [24],([66]) Jeder induzierte Teilgraph eines Comparabilitygra-
phen ist ein Comparabilitygraph.

Diese Aussage folgt aus einem klassischen Theorem von DILLWORTH (1950) [24], und spiegelt wider,
dass Comparabilitygraphen zu der Klasse der perfekten Graphen gehoren. Auf diesen Begriff gehen
wir im Abschnitt 1.4.4 noch néher ein.

Entfernen von Kanten aus transitiver Reduktion

Fiir Knoten eines Comparabilitygraphen gilt also, dass man sie in beliebiger Weise entfernen kann,
ohne die Eigenschaft der transitiven Orientierbarkeit zu verlieren. Fiir Kanten gilt das nicht. Entfernt
man beispielsweise aus einem Kreis der Linge 5 mit einer Dreieckssehne gerade diese Dreieckssehne,
so ist der verbleibende Graph G — é kein Comparabilitygraph mehr.

Das bedeutet jedoch nicht, dass aus einem Comparabilitygraphen keinerlei Kanten entfernt werden
konnen. Im eben genannten Beispiel kann jede Kante aufler der Dreieckssehne entfernt werden. Es gilt,
dass in jedem Comparabilitygraphen mindestens eine Kante existiert, die entfernt werden kann, ohne
die transitive Orientierbarkeit zu verletzen.

Satz 1.39 (Kante aus transitiver Reduktion) [66] SeiT € 7¢ eine transitive Orientierung auf
G = (V,E). Fiir eine Kante e € T ist T — e genau dann eine transitive Orientierung auf G — é, wenn
e eine nicht-transitive Kante in T 1st, d.h. wenn e € T" gilt.

Der Satz 1.39 besagt, dass zu einer gegebenen transitiven Orientierung T' € 7 jede Kante aus
der transitiven Reduktion T “gefahrlos” geloscht werden kann. Er besagt micht, dass diese Kanten
die einzigen Kanten sind, die aus G entfernt werden kénnen, ohne die Eigenschaft der Comparabilitit
zu verlieren. Beispielsweise koénnen auch solche Kanten entfernt werden, die zwar in T transitiv sind,
aber beziiglich 7" € 7 zur transitiven Reduktion gehoren.
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Immer-transitive Kanten

Dariiberhinaus trifft der Satz keine Aussage iiber Kanten, die in jeder transitiven Orientierung auf
einem Graphen transitiv sind. Eine Aussage iiber die Entfernbarkeit einer beliebigen Kante ¢ € E aus
G = (V, E) ist bei ANDRESEN (2005) [3] enthalten (siche auch [4]).

Definition 1.40 (immer-transitive Kante) Sei G = (V, E) ein Comparabilitygraph, und sei Tg =
{T1,..., T} die Menge seiner transitiven Orientierungen. Eine Kante é € E heifft immer-transitiv,
wenn jede Orientierung T; (i = 1,...,k) entweder e oder e™! als transitive Kante enthilt. Es gilt dann
{e,e™} Ty =0 fir allei=1,...,r.

In Abbildung 1.8 ist ein Graph G = (V| E) abgebildet, der eindeutig transitiv orientierbar ist. D.h.
er besitzt genau zwei echte Implikationsklassen I und I—1, die jeweils eine transitive Orientierung von
G liefern. In jeder dieser beiden Orientierungen ist die Kante é = bc eine transitive Kante. Damit ist
é eine Kante, die beziiglich keiner transitiven Orientierung von G zur transitiven Reduktion gehort.
Dennoch ist der Graph G — é ein Comparabilitygraph. Der Grund hierfiir ist, dass die Entfernung von
e = bcund e~ ! = cb aus dem I'-Graphen Gr ihre jeweiligen Komponenten aufspaltet. Diese Teilmengen
der Implikationsklassen kénnen sich im Graphen G — é “gegeneinander verdrehen”. D.h. wir kénnen
die Orientierung auf einer der beiden Teilmengen umkehren, und auf der anderen unveréndert lassen.
In diesem Fall fithrt das zu einer (eindeutigen) transitiven Orientierung auf G — é.
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Abbildung 1.8: Ein (primer) Comparabiltiygraph G mit einer Kante é = be, die entfernt werden
kann, obwohl é beziiglich der (einzigen) eindeutigen transitiven Orientierung T € 7 nicht in der
transitiven Reduktion liegt. Die Entfernung von € spaltet jede der beiden Implikationsklassen in zwei
fé—Komponenten.

I'-Relation und f‘-Komponenten

Zur Beschreibung dieser Teilmengen der Implikationsklassen fiihren wir eine neue Relation ein.

Definition 1.41 (f‘é-Relation) Sei G = (V,E) ein Graph, und sei é € E eine Kante. Fir zwei
Kanten ab, cd € E ist die I'-Relation beztiglich € definiert durch

abl'scd < abl'ed und {ab,cd} N {e,e™'} =0.

D.h. zwei Kanten stehen genau dann in I':-Relation zueinander, wenn sie in I'-Relation zueinander
stehen, und keine der beteiligten Kante e oder e~ ! ist. Als Anschauung koénnen wir uns die Kanten
im I'-Graphen zu einem Graphen G = (V, E) geférbt vorstellen. Zu jeder I'-Relation in G gehért eine
Kante in Gr. Fiirben wir nun die Kanten, die eine I's-Relation repriisentieren mit einer anderen Farbe,
als die Kanten, die “nur” eine I'-Relation reprisentieren, so sind genau die Kanten in Gr, die mit den
Knoten e und e~! inzidieren, anders gefiirbt, als alle iibrigen (siehe Abbildung 1.8). Fiir alle Kanten
aus den Farbklassen eines Graphen G = (V| E), die é nicht enthalten ist die I's-Relation identisch mit
der I'-Relation.

An dieser Stelle betrachten wir die I-Relation beziiglich einer fest vorgegebenen Kante é € E.
Wir werden dieses Konzept der I'j;-Relation spiiter noch auf eine beliebige Kantenmenge M C E
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ausdehnen, und auf die Menge der “Schriagkanten” in einem Comparabilitygraphen zu einer Losung
eines Schedulingproblems anwenden.

Analog zur I-Relation kénnen wir auch fiir die I-Relation die Begriffe I'-Kette, ['*-Relation, I-
Nachbarschaft und I'-verbunden definieren. Zwei Kanten eines Graphen G = (V, E) sind genau dann
I's-verbunden, wenn es in G eine I-Kette zwischen diesen beiden Kanten gibt, die weder e noch e~!
enthélt.

Der transitive Abschluss I'* ist genau wie die I'*-Relation eine Aquivalenzrelation. Die zugehorigen
Aquivalenzklassen nennen wir I- Komponenten.

Definition 1.42 (I‘é-Komponente) Sei G = (V,E) ein Graph, und sei é € E eine Kante. Eine
Menge I =1 (¢') = {e” € E: e’fze”} zu einer Kante ¢/ € E nennen wir eine I'-Komponente von G

beziiglich é.

Ein zentraler Begriff dieser Arbeit sind die sogenannten Planimplikationsklassen zu einem Plan,
die wir in Kapitel 4 kennen lernen werden. Diese Planimplikationsklassen sind nichts anderes, als die
I- Komponenten beziiglich der Schrégkantenmenge des Comparabilitygraphen zu einem Plan.

Da die F* Relation eine Aqulvalenzrelatlon ist, bilden die I's-Komponenten eine Partition von E—é.
Diese Zerlegung ist aulerhalb der Farbklasse I (e) identisch mit der Zerlegung in Implikationsklassen.
Ob die Implikationsklasse I (e), die e enthilt, tatséchlich in verschiedene f‘é—Komponenten und e
zerfillt, hiingt von den konkreten Eigenschaften der Kante e ab. I (e) zerfiillt genau dann, wenn das
Entfernen des Knotens e im I'-Graphen die entsprechende Zusammenhangskomponente dekomponiert.

Entfernen von beliebigen Kanten

Ist é € E nun eine immer-transitive Kante, und zerfillt I (e) nicht in mindestens zwei verschiedene
I';-Komponenten, dann ist G — é kein Comparabilitygraph (ANDRESEN [3]). Zerfillt I (e) dagegen, so
ist G — é genau dann kein Comparabilitygraph, wenn es ein Paar von Kanten in I (e) gibt, die fiir die
Immer-Transitivitit von é verantwortlich sind, aber in einer gemeinsamen I'-Komponente beziiglich é
liegen.

Satz 1.43 (Entfernen einer Kante) [3] Sei G = (V, E) ein Comparabilitygraph, und sei e = ab €
E eine Kante. Der Graph G — é ist genau dann kein Comparabilitygraph, wenn in G eine der beiden
folgenden Konstellationen existiert:

(i) 3 ein Knoten x € V mit ax,xb € I(e), und ax und xb liegen in einer gemeinsamen Ie-
Komponente;

(i1) 3 zwei Knoten y,z € V mit yb,2b € I (e) = I1, za,ay, zy € Iy mit I, #+ I, und yb und zb liegen
in einer gemeinsamen I's-Komponente.
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Abbildung 1.9: Eine immer-transitive Kante ab ist transitiv innerhalb ihrer Implikationsklasse T (e)
(links), oder sie erfiillt zusammen mit einer zweiten Implikationsklasse die Konstellation (k) (rechts).

Der Satz 1.43 enthiilt die Aussage von Satz 1.39 als Spezialfall. In [3] wird gezeigt, dass eine Kante
ab € E genau dann immer-transitiv ist, wenn sie eine der beiden Konstellationen aus Abbildung 1.9
erfiillt. Insbesondere gibt es zu jeder immer-transitiven Kante, die nicht in ihrer eigenen Farbklasse
transitiv ist, eine Menge von genau zwei verschiedenen Farbklassen, die fiir die Transitivitat dieser
Kante verantwortlich sind.
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Satz 1.44 (immer-transitive Kanten) [3] Sei G = (V, E) ein Comparabilitygraph. Eine Kante

ab € E ist genau dann immer-transitiv, wenn ein Knoten x € V- mit ax,zb € {(ab) eristiert, oder
wenn zwei Knoten y,z € V. mit yb, zb € I (ab) = I und za,ay, zy € Iy mit Iy # I existieren.

Entfernen von Kantenmengen

Die Frage der transitiven Orientierbarkeit nach dem Entfernen einer einzelnen Kante aus einen Com-
parabilitygraphen ist damit umfassend geklirt. Leider ist dieser Ansatz nicht auf die gleichzeitige
Entfernung mehrerer Kanten erweiterbar. Eine Kantenmenge ist nicht notwendigerweise entfernbar,
wenn jede ihrer Kanten einzeln entfernbar ist. Ein Beispiel hierzu ist ein Kreis der Linge 5 mit 2 (be-
liebigen) Dreieckssehnen. Dieser Graph ist transitiv orientierbar. Die Orientierung ist dabei eindeutig,
wenn die beiden Dreieckssehnen einen gemeinsamen Knoten haben. Das Entfernen jeder einzelnen
Dreieckssehne fiihrt nach Satz 1.35 zu einem Comparabilitygraphen. Werden jedoch beide Dreiecks-
sehnen simultan entfernt, so ist der verbleibende ungerade Kreis kein Comparabilitygraph mehr.

Es gibt jedoch einige spezielle Kantenmengen, die problemlos entfernt werden kénnen. Nach Go-
lumbic’s Struktursatz (Satz 1.21) kénnen Multiplizes aus einem Comparabilitygraphen entfernt wer-
den, ohne eine gegebene transitive Orientierung zu verindern. GOLUMBIC (1977a) [31] zeigte ferner,
dass dariiberhinaus auch einzelne Farbklassen gefahrlos entfernt werden kénnen.

Satz 1.45 (Entfernen von Farbklassen) [31] Sei A eine Implikationsklasse eines Graphen G =
(V, E), und sei D eine Implikationsklasse von E — A. Dann gilt eine der beiden folgenden Aussagen:

(1) D ist eine Implikationsklasse in G, und A ist eine Implikationsklasse von E — D.

(it) D = B+ C, wobei B und C Implikationsklassen von G sind, und G enthdlt ein Dreieck mit
Kanten aus den Implikationsklassen A, B und C.

Bemerkung 1.46 (Entfernen von Farbklassen) Satz 1.45 besagt insbesondere, dass D eine echte
Implikationsklasse ist, wenn G ein Comparabiltiygraph ist.

1.4.2 Modulare Dekomposition

In dieser Arbeit wollen wir transitive Orientierungen und Comparabilitygraphen grundsétzlich als aus
Implikationsklassen zusammengesetzte Kantenmengen beschreiben. Man kann Comparabilitygraphen
jedoch auch mit Hilfe von Knotenmengen algorithmisch beschreiben. Der zentrale Begriff in diesem
Zusammenhang ist der eines Moduls in einem Graphen G = (V, E).

Basierend auf einem Struktursatz von GALLAI (1967) [27] lidsst sich die Knotenmenge eines Gra-
phen G = (V, E) rekursiv so partitionieren, dass mit Hilfe dieser Partition eine azyklische Orientierung
von G bestimmt werden kann, die transitiv ist, falls G ein Comparabilitygraph ist. Diese modulare
Dekomposition ermoglicht das Finden einer transitiven Orientierung eines Comparabilitygraphen in
linearer Zeit (siehe Kapitel 2). Daher ist dieses Konzept aus algorithmischer Sicht von grofier Bedeu-
tung.

Wir werden diesen Ansatz hier nur kurz skizzieren, und den Zusammenhang zwischen Modulen
und Implikationsklassen herstellen.

Definition 1.47 (Modul) Sei G = (V, E) ein Graph. Eine nichtleere Teilmenge X C V' von Knoten
heiffit Modul, wenn fir alle v € V — X gilt, dass v entweder zu allen x € X adjazent ist, oder zu
keinem.

Definition 1.48 (starkes Modul) Zwei Module X und Y iiberlappen, falls X NY # 0 und weder
X CY nochY C X gilt. Ein Modul, das kein anderes tiberlappt ist ein starkes Modul.

Definition 1.49 (quasimaximales Modul) Ein starkes Modul X in einem Graphen G = (V,E)
heifft quasimaximal (stark), wenn X CV gilt und kein starkes Modul Y mit X CY C V existiert.



1.4. WEITERE EIGENSCHAFTEN VON COMPARABILITYGRAPHEN 31

Struktursatz von Gallai

Der Zusammenhang zwischen Modulen und transitiven Orientierungen ist durch den folgenden Struk-
tursatz von GALLAI (1967) [27] gegeben.

Satz 1.50 (Gallai’s Struktursatz) [27] Sei G = (V, E) ein Graph.

(¢) Ist G nicht zusammenhinged und sind Gu,...,Gq die Zusammenhangskomponenten von G, so
sind die Farbklassen von G1,...,G, die Farbklassen von G. Es sei X; =V (G;), i =1,...,q
und P ={X1,..., X,}.

(#i) Ist das Komplement G° nicht zusammenhingend, (dann ist G zusammenhingend) und sind
GY,...,Gy die Komponenten von G¢ mit Knotenmengen X; =V (GS),i=1,...,q, so gilt fiir
jedes Indexpaar 1 < i < j < q, dass jeder Knoten von X; zu jedem Knoten von X; adjazent
ist. Diese Kanten zwischen X; und X; bilden eine Farbklasse IAU Die von den fij verschiedenen
Farbklassen von G sind die Farbklassen der Graphen G;. Wiederum sei P = {X1,..., X,}.

(13¢) Sind G und G° zusammenhdngend, so existiert eine eindeutige Partition P = {X;,...,X,} von
V' mit folgenden FEigenschaften:

a) Gibt es fir ein Indexpaar 1 <1 < j < q eine Kante von X; nach X;, so ist jeder Knoten
/4 J q Js J
von X; adjazent zu jedem Knoten von X;.

(b) Simtliche Kanten von G, die verschiedene Mengen X; verbinden, bilden eine einzige Farb-
klasse I. Jeder Knoten von G ist zu mindestens einer Kante in I inzident.

(¢) Die von I werschiedenen Farbklassen von G sind die Farbklassen der Graphen G; = Gx,
(i=1,...,q)

(d) P ist keine Verfeinerung einer anderen Partitionierung von V, die obige Eigenschaften
besitzt.

Die Partition P = {X1,...,X,} heifit kanonische Partition. Die Knotenmengen X; (i=1,...,q)
der kanonischen Partition sind die quasimazimalen starken Module von G.

Module und Implikationsklassen

Wir wollen auf diesen fundamentalen Satz an dieser Stelle nicht néher eingehen. Wir greifen lediglich
zwei darin enthaltene Aussagen heraus, um eine Verbindung zwischen Modulen und Implikationsklas-
sen herstellen zu konnen.

Lemma 1.51 (Kanten zwischen Modulen) [27] Seien X und Y zwei disjunkte Module eines
Graphen G = (V,E). Dann ist entweder jedes Element von X zu jedem Element von Y adjazent
oder es ist kein Element von X zu einem Element von Y adjazent. Existieren Kanten zwischen X und
Y, dann liegen alle Kanten von X mnach Y in einer Implikationsklasse.

Satz 1.52 (Farbklassen und Module) [27] Sei I € Fg eine Farbklasse eines Graphen G =
(V,E). Dann ist die Menge der Knoten von I ein Modul von G. Ist umgekehrt X ein Modul von
G, dessen induzierte Kantenmenge eine Kante aus I enthdlt, so liegen alle Kanten aus I in E (X).

Nach Satz 1.52 koénnen wir eine Implikationsklasse eines Graphen G = (V, E) eindeutig mit einem
Modul X C V verkniipfen. Die Umkehrung gilt genau dann, wenn X ein starkes Modul ist.

Bei der modularen Dekomposition handelt es sich um eine rekursive Zerlegung der Knotenmen-
ge V eines Graphen G = (V, E) nach Satz 1.50 (Gallai’s Struktursatz). Siehe hierzu beispielweise
McCONNELL UND SPINRAD (1999) [50] oder (2000) [51].

1.4.3 Fast alle Comparabilitygraphen sind prim

Ein primer Comparabilitygraph G = (V, E) ist ein eindeutig transitiv orientierbarer Graph (siehe
Abschnitt 1.2.1). “Eindeutig” bedeutet, dass es keine zwei verschiedenen transitiven Orientierungen
auf G gibt. Alle Kanten aus FE liegen in einer Farbklasse I , und jede Implikationsklasse I und I—!
liefert eine transitive Orientierung von G, T = {I,17'} = Z¢. MOHRING (1984) [53] zeigte, dass “fast
alle” Comparabilitygraphen eindeutig orientierbar sind. Wir wollen diese Aussage in diesem Abschnitt
kurz erldutern, um in einem spéteren Kapitel darauf Bezug nehmen zu kénnen.
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UPO-Graphen

In der Interpretation von G als PO-Graphen G (P) zur partiellen Ordnung P = (V, P) (siehe Abschnitt
1.3.6) bedeutet die Eindeutigkeit der transitiven Orientierung, dass aus G (P) = G (Q) entweder P =
Q oder P = Q! folgt. D.h. aufler der Umkehrung von P gibt es keine andere partielle Ordnung Q auf
V', die denselben PO-Graphen induziert. Man nennt daher prime Comparabilitygraphen auch UPO-
Graphen (uniquely parially orderable). Von AIGNER UND PRINS (1971) [2] stammen die folgenden
Aussagen zu UPO-Graphen.

Satz 1.53 (Charakt. von UPO-Graphen) [2] FEin Comparabilitygraph G = (V,E) ist genau
dann prim (UPO), wenn er héchstens eine nichttriviale Komponente hat, und es keine Partition
L1 + L2 =F glbt, mit

aAbeLl,bAceLg = ac€ k.

Folgerung 1.54 (dreiecksfreie PO-Graphen) [2] Sei G = (V,E) ein zusammenhdngender
Graph, der keine Dreiecke enthdlt. Dann ist G genau dann eindeutig transitiv orientierbar, wenn
er ein Comparabilitygraph ist.

Satz 1.55 (hinreichende Bed. fiir UPO) [2] Sei G = (V,E) ein Comparabilitygraph, dessen
Komplement zusammenhdngend ist und keinen K3 als induzierten Teilgraphen enthdlt. Dann ist
G eindeutig transitiv orientierbar.

UPO-Graphen und PO-Graphen

Die Aussage, dass “fast alle” Comparabilitygraphen eindeutig transitiv orientierbar sind, ist folgen-
dermaflen zu verstehen. Sei G (n) die Anzahl der Comparabilitygraphen, die auf n Knoten existieren,
und G (n,UPO) die Anzahl dieser Comparabilitygraphen, die eindeutig orientierbar sind. Dann meint
die eindeutige Orientierbarkeit “fast aller” Comparabilitygraphen, dass der Anteil der primen Compa-
rabilitygraphen an allen Comparabilitygraphen auf n Knoten mit wachsendem n gegen 1 konvergiert.

Satz 1.56 (PO-Graphen, asymptotisch) [53] Fust alle Comparabilitygraphen sind prim, d.h.

i G0UPO)
e G (n)

Satz 1.56 besagt also, dass unter allen Comparabilitygraphen auf n Knoten mit wachsendem n
ein immer grofler werdender Anteil davon eindeutig orientierbar ist. Damit lidsst sich jedoch keine
Aussage iiber Teilklassen von Comparabilitygraphen treffen. Insbesondere folgt fiir die Klasse der
sogenannten H-Comparabilitygraphen, die wir in Kapitel 3 zur Beschreibung von Loésungen von Open-
Shop Scheduling Problemen kennen lernen werden, nicht, dass fiir wachsende Anzahl der Knoten der
Anteil der eindeutig orientierbaren Graphen zunimmt.

Aus Satz 1.56 folgt nicht unbedingt, dass bei beliebiger Wahl einer bestimmten Klasse von Com-
parabilitygraphen G = (V| E) auf n Knoten die erwartete Anzahl von transitiven Orientierungen von
G mit wachsendem n sinkt. In Abschnitt 1.2.8 haben wir gesehen, dass die Anzahl von transitiven
Orientierungen sehr schnell mit der Anzahl der Farbklassen anwichst. Und da die mégliche Anzahl
der Farbklassen mit der Anzahl der Knoten wéchst, ist es denkbar, dass mit wachsendem n zwar
ein immer kleinerer Anteil von Comparabilitygraphen verschiedene transitive Orientierungen besitzt,
dieser jedoch in der Summe immer mehr Orientierungen représentiert. Aus diesem Grunde ist grofe
Vorsicht bei der Interpretation von Satz 1.56 geboten.

1.4.4 Perfektheit und Superperfektheit

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch kurz die Zusammenhéinge zwischen perfekten, super-
perfekten und transitiv orientierbaren Graphen erldutern. Auf die herausragende Rolle, die perfekte
Graphen in vielen anderen Zusammenhéngen spielen, konnen wir dabei nicht nidher eingehen.
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Cliquenzahl und chromatische Zahl

Der Begriff der perfekten Graphen geht auf BERGE (1961) [8] zuriick. Sie sind definiert als Graphen, bei
denen die Cliquenzahl und die chromatische Zahl fiir jeden induzierten Teilgraphen iibereinstimmen.
Wir kennen bereits den Begriff Clique als vollstindigen Teilgraphen eines Graphen G = (V| E). Die
Cliguenzahl w (G) von G beschreibt nun die Anzahl der Knoten in einer grofiten Clique in G. Die
chromatische Zahl oder Firbungszahl x (G) eines Graphen ist die kleinste Anzahl von Farben in einer
Knotenfiarbung auf G. Eine Knotenfirbung eines Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung f: V —
{1,...,k} der Knoten in eine Menge {1,...,k} von Farben mit der Eigenschaft, dass benachbarte
Knoten verschiedene Farben besitzen, f (v) # f (w) fiir alle vw € E.

In jeder Farbung eines Graphen G = (V, E') muss jeder Knoten in einer Clique mit einer anderen
Farben geférbt sein. Daher gilt fiir jeden Graphen, dass die chromatische Zahl mindestens so grofl wie
die Grofle einer maximalen Clique ist, x (G) > w (G).

Definition 1.57 (perfekter Graph) Ein Graph G = (V, E) heifst perfekt, wenn x (Ga) = w(G4)
fiir jeden induzierten Teilgraphen A C'V gilt.

Berge-Graphen

Bereits Claude Berge vermutete, dass ein Graph genau dann perfekt ist, wenn weder er selbst, noch sein
Komplement einen induzierten Kreis ungerader Linge > 5 enthélt. Graphen, die diese Eigenschaft
erfiillen, werden Berge-Graphen genannt. Die Vermutung, dass ein Graph genau dann perfekt ist,
wenn er ein Berge-Graph ist, wurde bekannt als die starke Perfekte-Graphen-Vermutung. Sie wurde
inzwischen bewiesen (siche CHUDNOVSKY ET AL. (2005) [21]), und wird nun als starkes Perfekte-
Graphen-Theorem zitiert. Eine Folgerung aus dem starken Perfekte-Graphen-Theorem ist, dass ein
Graph genau dann perfekt ist, wenn sein Komplement perfekt ist. Diese Aussage wurde bis zu ihrem
Beweis durch FULKERSON (1971) [26] und LovAsz (1972) [47] schwache Perfekte-Graphen-Vermutung
genannt, und wird nun als schwaches Perfekte-Graphen-Theorem bezeichnet.

Satz 1.58 (schwaches Perfekte-Graphen-Theorem) [47] Ein Graph G = (V, E) ist genau dann
perfekt, wenn sein Komplement G¢ perfekt ist.

Satz 1.59 (starkes Perfekte-Graphen-Theorem) [21] FEin Graph G = (V,E) ist genau dann
perfekt, wenn weder er selbst, noch sein Komplement G¢ einen ungeraden Kreis > 5 als induzierten
Teilgraphen enthdlt.

Aufler durch die Gleichheit der chromatischen Zahl x (G4) mit der Cliquenzahl w (G4) fiir je-
den induzierten Teilgraphen A C V koénnen perfekte Graphen auch noch durch eine Reihe anderer
Eigenschaften charakterisiert werden. Darauf wollen wir hier nicht niher eingehen (siehe hierzu bei-
spielsweise GOLUMBIC [33],[34]).

Comparabilitygraphen und Perfektheit

Die Klasse der perfekten Graphen umfasst eine grofie Zahl von Graphenklassen. Bei HOUGARDY (2006)
[38] findet man eine Ubersicht iiber 120 dieser Graphenklassen und ihre Beziehungen untereinander.
Das Information System on Graph Class Inclusions [39] bietet eine Online-Ubersicht iiber minimale
Ober- und maximale Unterklassen von mehr als 1.000 verschiedenen Graphenklassen. Eine der ersten
Graphenklassen, deren Perfektheit gezeigt werden konnte, war die Klasse der Comparabilitygraphen.
Sie folgt bereits aus einem klassischen Theorem von DILLWORTH (1950) [24].

Satz 1.60 (Perfektheit) [24] Comparabilitygraphen sind perfekt.

Fiir Comparabilitygraphen ist der Nachweis der Perfektheit sehr anschaulich. Sei T' € 7 eine
transitive Orientierung eines Comparabilitygraphen G = (V, E). Wir bestimmen die dazugehérige
partielle Ordnung P = P (T) der Knoten, und fiarben die Knoten mit den entsprechenden Elementen
aus P. Als Darstellung von P kénnen wir beispielsweise die Rédnge der Knoten beziiglich T' bestimmen.
Benachbarte Knoten kénnen nicht den gleichen Rang haben, da sie beziiglich P vergleichbar sind—
d.h. einer der beiden Knoten ist “kleiner” als der andere. (In 7" muss ein Knoten ein Vorgénger des
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anderen sein.) Damit ist durch P eine Férbung von G mit den Farben {1,...,7max } gegeben. Da jeder
Weg in einer transitiven Orientierung zu einer Clique in G gehort, gilt insbesondere rp.x = w (G),
und damit rmax < x (G). Da P jedoch eine zuliissige Farbung von G ist, gilt rmax = X (G) = w (G).
Mit Satz 1.38 liasst sich diese Argumentation nun auf jeden induzierten Teilgraph von G iibertragen.

Gewichtete Cliquenzahl und Intervall-Farbungszahl

Eine weitere Teilklasse der perfekten Graphen ist die Klasse der superperfekten Graphen. Wéahrend
perfekte Graphen durch “einfache” Knotenfirbungen und Cliquen definiert sind, werden bei der Be-
trachtung superperfekter Graphen gewichtete Varianten beider Begriffe herangezogen.

Sei G = (V, E) ein Graph, und sei durch w: V' — N eine nichtnegative Gewichtung der Knoten
gegeben. Bei einer Intervall-Firbung fu,: V — P ({1,...,k}) auf G wird jedem Knoten v € V eine
Menge von w (v) aufeinanderfolgenden Farben so zugeordnet, dass jeweils benachbarte Knoten keine
gemeinsame Farbe erhalten. Es gilt also |fy, (v)| = w (v) und fo, (v) N fu, (w) = O fiir alle v,w € V mit
vw € E. Die Intervall-Firbungszahl x,, (G) von G gibt die kleinste Gesamtzahl von Farben an, die
bei einer Intervall-Farbung beziiglich w notwendig sind.

Die gewichtete Cliquenzahl w,, (G) eines Graphen G = (V, E) mit einer nichtnegativen Gewichtung
w der Knoten, ist gegeben durch das grofite Gewicht einer Clique in G. Trivialerweise muss in einer
Intervall-Farbung die Anzahl der Farben fiir jede Clique mindestens so grofl wie das Gewicht der
Clique sein. Damit gilt insbesondere X, (G) > wy, (G). In Anlehnung an die Definition von perfekten
Graphen, heif3t ein Graph superperfekt, wenn in dieser Relation die Gleichheit gilt.

Definition 1.61 (superperfekter Graph) FEin Graph G = (V,E) heifit superperfekt, wenn fir
jede nichtnegative Gewichtung w der Knoten X (Ga) = wy (Ga) fir jeden induzierten Teilgraphen
ACV gilt.

Comparabilitygraphen und Superperfektheit

Klar ist, dass jeder superperfekte Graph auch perfekt ist. Die Definitionen der Begriffe Intervall-
Féarbung und Farbung stimmen iiberein, falls die Gewichtung w (v) = 1 fiir alle v € V' gewihlt wird.
Weniger offensichtlich ist, dass fiir Comparabilitygraphen auch die Umkehrung dieser Aussage gilt.

Satz 1.62 (Superperfektheit) [39] Comparabilitygraphen sind superperfekt.

Die Idee fiir einen Beweis dieser Aussage werden wir im Abschnitt 3.3.3 skizzieren. Nach [39]
sind Comparabilitygraphen sogar eine maximale Teilklasse in der Klasse der superperfekten Graphen.
D.h., dass es keine Klasse von superperfekten Graphen gibt, die die Klasse der Comparabilitygraphen
vollstdndig enthalt.

Waéhrend das Problem der Erkennung von superperfekten Graphen aus komplexitits-
theoretischer Sicht noch ungelost ist, konnen perfekte Graphen in polynomieller Zeit erkannt wer-
den (CHUDNOVSKY ET AL. (2005) [20]).

Damit beenden wir das Kapitel zu den graphentheoretischen Grundlagen dieser Arbeit. Die zentra-
len Begriffe “transitive Orientierung” und “Comparabilitygraphen” bleiben auch im weiteren Verlauf
dieser Arbeit von entscheidender Bedeutung. Im folgenden Kapitel wollen wir eine kleine Einfithrung
in die Komplexitétstheorie geben.



Kapitel 2

Komplexititstheoretische
Grundlagen

Die Komplexitéitstheorie versucht, den Rechenaufwand von Algorithmen zu quantifizieren, und damit
Aussagen iiber die relative Schwierigkeit von verschiedenen Problemen zu ermdéglichen. Betrachtet
werden dabei sowohl die benotigte Rechenzeit, als auch der benotigte Speicherbedarf. Wir beschranken
uns hier ausschliefllich auf den Aspekt der Zeitkomplexitit von Algorithmen und Problemen.

Nach einer kurzen Einfithrung in einige grundlegende Begrifflichkeiten (Abschnitt 2.1), fithren
wir nacheinander die Komplexititsklassen P und NP (Abschnitt 2.2), NP-complete (Abschnitt 2.3),
sowie co-NP und NP-incomplete (Abschntt 2.4) ein und setzen sie in Beziehung zueinander. Zuletzt
betrachten wir noch eine Reihe weniger bekannte Komplexititsklassen innerhalb von NP U co-NP
(Abschnitt 2.5).

Fiir eine detailliertere Darstellung der Zusammenhénge zwischen diesen Komplexitéitsklassen sei auf
WEGENER (2003) [65] verwiesen. Dort werden auch weitere Klassen oberhalb von NP und co-NP
betrachtet (polynomielle Hierarchie). Eine Einfiihrung in Strukturen innerhalb von P, sowie in Kom-
plexitédtsklassen, die in Abhéngigkeit vom notwendigen Speicherplatz definiert sind, findet sich bei-
spielsweise bei REISCHUK (1999) [58].

2.1 Die Zeitkomplexitit von Algorithmen und Problemen

Als Ma#f fiir die Rechenzeit eines Verfahrens wird iiblicherweise die maximale Rechenzeit beziiglich
eines einheitlichen Kostenmafes in Abhéngigkeit von der Eingabelinge benutzt. Als Kostenmafl wird
dabei die Anzahl der elementaren Rechenschritte verwendet. Zu diesen gehdren dabei u. a. die Grund-
rechenarten, Vergleiche, oder die Auswahl von Elementen. Es wird unterstellt, dass jeder dieser elemen-
taren Rechenschritte unabhéingig von den technischen Gegebenheiten der benutzten Rechenmaschine
dieselbe Zeit bendtigt. Um die Rechenzeit eines Algorithmusses zu bestimmen, wird dann die maximale
Anzahl der elementaren Rechenschritte gezéhlt. Diese Anzahl wichst monoton mit der Eingabelénge
des vorliegenden Problems. Diese Eingabeldnge umfasst einen oder auch mehrere Parameter, die die
“Grofe” einer bestimmten Probleminstanz beschreiben

Die O-Notation

Da sich die Anzahl der elementaren Rechenoperationen nur sehr selten exakt bestimmen lésst, wird
die Rechenzeit durch obere und untere Schranken beschrieben. Fiir diese Beschreibungen hat sich die
O-Notation bewéhrt, bei der die maximale Anzahl der Rechenschritte eines Verfahrens g (n) : N — N
auf den Bestandteil der Funktion ¢ (n) reduziert wird, der das asymptotische Wachstum von g (n)
fiir groBe Eingabelidngen n beschreibt. Das Landausche Symbol O (f (n)) beschreibt die Menge aller
Funktionen g (n), fiir die eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass g (n) < ¢- f (n) fiir alle n > ng gilt,

O(f(n)={g():3Fc>0:g(n)<c-f(n) ¥Vn=no}.

35
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Ein Algorithmus mit einem Rechenaufwand g (n) € O (f (n)) hat die Zeitkomplezitit O (f (n)). Man
sagt auch, der Algorithmus benétigt die (Lauf-) Zeit O (f (n)) oder er hat den Aufwand O (f (n)).
Die Anzahl der Rechenschritte g (n) wichst dann asymptotisch nicht schneller als f (n), wobei von
konstanten Faktoren abstrahiert wird. Ist f (n) ein Polynom in n, so sagen wir, der Algorithmus hat
eine polynomielle Laufzeit. Das Problem, dass er 16st, ist damit polynomiell 16sbar.

Obwohl durch O (f) eine Menge von Funktionen beschrieben wird, wird die Zugehorigkeit von
g zu O (f) hiufig durch “g = O (f)” ausgedriickt. Diese Schreibweise ist formal nicht korrekt, aber
iiblich. Ebenso iiblich ist es auch, diese Schreibweise auf Inklusionsbeziehungen zwischen verschieden
O-Mengen zu erweitern. So schreibt man etwa n? +n = O (n2) =0 (n?’), und meint damit n? +n €
O (n2), sowie n? € O (n3), bzw. O (n2) co (n3)

Die Zeitkomplexitéit eines Problems

Hat ein Algorithmus zur Losung eines gegebenen Problems A eine Zeitkomplexitét von O (f (n)), so
lasst das—unter Beriicksichtigung der vorhandenen Rechenleistung—Riickschliisse auf die Rechenzeit
zur Losung einer konkreten Probleminstanz von A zu. Damit lassen sich verschiedene Algorithmen zur
Losung von A hinsichtlich ihres Aufwandes vergleichen. Die Schwierigkeit des Problems selber ldsst
sich so nur bedingt einschiitzen. Klar ist lediglich, dass das Problem A hichstens eine Zeitkomplexitét
von O (f (n)) hat. Damit ist A hochstens f (n)-schwierig und mindestens f (n)-leicht.

Ein schnellster Algorithmus zur Losung eines Problems heifit effizient. Die Zeitkomplexitit ei-
nes Problems A wird bestimmt durch die Zeitkomplexitét eines effizienten Algorithmusses zu dessen
Losung. Hat dieser einen Aufwand von O (f (n)), so sagt man, A ist in der Zeit O (f (n)) losbar.

Probleme und Probleminstanzen

Sorgfiiltig auseinanderhalten miissen wir in diesem Zusammenhang die Begriffe Problem und Proble-
minstanz. Wéhrend ein Problem eine allgemeine Beschreibung der Eingabeparameter zu einer Fra-
gestellung bezeichnet, ist unter einer Instanz dieses Problems eine konkrete Ausprigung dieser Ein-
gabeparameter zu verstehen. Betrachten wir zur Anschauung der Begriffe beispielsweise das folgende
Problem.

Problem COMPARABILTIY: Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Ist G ein Compa-
rabilitygraph?

Eine Instanz dieses Problems ist ein konkreter Graph G = (V, E), der auf seine transitive Orien-
tierbarkeit iiberpriift werden soll.

Die Zeitkomplexitit von COMPARABILITY

In Abschnitt 1.3 haben wir unterschiedliche Methoden zur Indentifizierung von Comparabilitygraphen
betrachtet, die zu verschieden Algorithmen zur Losung des Problems COMPARABILITY fiihren.
Bestimmt man z.B. in G die Implikationsklassen, und testet diese auf Echtheit, so ldsst sich in der
Zeit O (0 |E|) tiberpriifen, ob G ein Comparabilitygraph ist, oder nicht (GoLuMBIC (1977) [31], [32]).
Mit 6 ist dabei die Maximalvalenz in G bezeichnet. Da ein Knoten v € V maximal |V| — 1 Nachbarn
haben kann, ist ¢ nach oben durch |V|] beschriankt. Damit gilt O (§ |E|) = O (|V||E|). Bestimmt
man alternativ den Graphen Gp, zu G, und testet diesen auf Bipartitheit, so lasst sich die transitive
Orientierbarkeit von G ebenfalls in O (6 |E|) verifizieren.

Schneller ldsst sich das Problem COMPARABILITY jedoch durch die Verwendung der modula-
ren Dekomposition 16sen. Die ersten linearen Algorithmen zur Erkennung von Comparabilitygraphen
stammen von MCCONNELL UND SPRINRAD (1994) [49],[50] und COURNIER UND HABIB (1994) [23].
Vorgestellt wurde dort jeweils ein Algorithmus mit einer Laufzeit O ((|[V| + |E|)log|V]).

Bei MCCONNELL UND SPRINRAD (2000) [51] wird ein Algorithmus mit einer Laufzeit von O(|V|+
|E|log (|V])) vorgestellt, der eine azyklische Orientierung bestimmt, die transitiv ist, falls G ein Com-
parabilitygraph ist. Eine Implementierung dieses Verfahrens mit der angegebenen Laufzeit findet sich
bei MORIG (2006) [54]. Dieser Algorithmus lost damit nicht das Problem COMPARABILITY. Er
liefert jedoch eine Losung fiir das Problem TRANSITIVE ORIENTATION, bei dem nicht nach der

Existenz einer transitiven Orientierung gefragt wird, sondern eine transitive Orientierung auf einem
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Comparabilitygraphen gesucht ist. Bei MCCONNELL UND MONTGOLFIER (2005) [48] findet sich fiir
dieses Problem ein noch schnellerer Algorithmus mit einer Laufzeit O (|V| + |E|).

2.2 Die Komplexititsklassen P und NP

Algorithmen mit polynomiellem Aufwand sind fiir praktische Anwendungen von besonderer Bedeu-
tung. Die damit l6sbaren Probleme kénnen exakt gelost werden, sofern die Problemgrofie n nicht zu
grof} ist. Bei Problemen, die nicht polynomiell 16sbar sind, ist das nur bei sehr kleinen Problemgréfien
moglich. Allerdings sind auch bereits polynomielle Algorithmen mit einem Polynomgrad von 3 oder
mehr fiir groe Problemgréflen oft nicht mehr geeignet.

Randomisierte Algorithmen

Bei allen bisherigen Betrachtungen zu der Komplexitidt von Algorithmen und Problemen haben wir
stillschweigend unterstellt, dass ein Algorithmus ein Problem auch wirklich 16st. D.h. das der Algorith-
mus die Fragestellung des Problems tatséichlich beantwortet. Die Frage, die hinter dieser Uberlegung
steht, zielt dabei nicht darauf ab, dass wir zur Losung eines Problems A4 natiirlich nur Algorithmen
betrachten wollen, die A zu ldsen versuchen, und nicht etwa solche, die ein Problem B losen, aber
keine Aussage iiber A treffen. Wir wollen in Zukunft auch Algorithmen betrachten, die das Problem
A zwar zu 16sen versuchen, dabei aber moglicherweise Fehler machen, oder keine Losung liefern.

Um diesen Unterschied zu verdeutlichen, betrachten wir das Problem CLIQUE: Sei ein Graph
G = (V, E) gegeben. Existiert in G eine Clique der Grofle k7 Ein Algorithmus, der dieses Entschei-
dungsproblem vollstindig 16st, liefert fiir jede Instanz eine korrekte Antwort JA oder NEIN. “Korrekt”
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass ein Graph G genau dann eine k-Clique enthélt, wenn der
Algorithmus die Antwort JA liefert, und genau dann keine Clique der Grofle k, wenn die Antwort
NEIN lautet. Die Antwort des Algorithmusses ist nicht mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit versehen.

Betrachten wir zur Losung dieses Problems nun den folgenden Algorithmus: Wéhle &k verschiede-
ne Knoten auf beliebige Weise aus V' aus, und priife anschlieflend, ob die Menge der ausgewéhlten
Knoten eine Clique in G bilden. Ist das der Fall, so wird als Antwort JA zuriickgegeben. Ist das
nicht der Fall, so lautet die Antwort NEIN. In diesem Fall ist der Algorithmus ein Verfahren mit
einseitigem Fehler oder Irrtum: Wihrend die Antwort JA immer korrekt ist, hat die Ausgabe NEIN
eine Irrtumswahrscheinlichkeit € (n) < 1. Wie grof diese Fehlerwahrscheinlichkeit ist, ist hierbei im
Moment nicht von Belang. (Fiir dieses konkrete Beispiel liegt sie eher bei 1, als in der Nihe von
0.) Alternativ ist es denkbar, dass der Algorithmus als Antwort “?” zuriickgibt, wenn die Menge
der ausgewihlten Knoten keine Clique in G bilden. Dann handelt es sich um einen Algorithmus mit
einseitigem Versagen. Wahrend eine Antwort JA immer korrekt ist, liefert das Verfahren mit einer
Versagenswahrscheinlichkeit € (n) < 1 keine definitive Antwort.

Da die Auswahl der k£ Knoten “beliebig” erfolgt, handelt es sich in jedem Fall um ein randomisier-
tes Verfahren. In jedem Schritt kénnen Entscheidungen randomisiert getroffen werden. Um zu einer
positiven Antwort fiir eine gegebene Eingabeinstanz G zu gelangen, muss das Verfahren ggf. mehrmals
aufgerufen werden. Eine definitive negative Antwort ist auch bei sehr vielen Aufrufen nicht méglich.
Hierzu ist moglicherweise eine gezielte Betrachtung aller moglichen Auswahlen von k& Knoten aus V
notwendig.

Determinismus und Nichtdeterminismus

Ein Algorithmus, der keine randomisierten Elemente enthilt, heifit deterministisch. Ein determini-
stischer Algorithmus hat bei wiederholtem Aufruf mit identischen Eingabedaten immer exakt den
gleichen Verlauf. Ein randomisierter Algorithmus kann in jedem Schritt zwischen verschiedenen Ak-
tionen wéhlen, wobei es keine Vorschrift gibt, wie diese Wahl entschieden wird. Nichtdeterminismus ist
ein Spezialfall von Randomisierung, bei dem einseitige Fehler mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner als
1 erlaubt sind: Bei dem beschriebenen Algorithmus zur Losung von CLIQUE werden k verschiedene
Knoten beliebig ausgewéhlt. Dazu beginnt man beispielsweise mit einem Startknoten v, und wéhlt
nacheinander aus der jeweils verbleibenden Knotenmenge die Knoten vy, vs, ..., vg. Damit die Kno-
tenmenge {v1,...,v;} eine Clique sein kann, muss auch die Knotenmenge {v1,...,vx—1} zwingend
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eine Clique sein. Ebenso die Knotenmenge {v;, ..., vp_2}, usw.. Damit kann der Algorithmus in jedem
Schritt einen irreversiblen Fehler machen, und einen Knoten v; wihlen, der zusammen mit den Knoten
v1,...,0—1 keine Clique bildet. Die Auswahl aller nachfolgenden Knoten ist dann irrelevant. Dieser
einseitige Fehler kann nicht mehr durch einen weiteren Fehler (“in die andere Richtung”) korrigiert
werden.

Gestaltet man die Auswahl der k& Knoten jedoch beispielsweise so, dass nach der Auswahl eines
Startknotens vy in jedem Schritt zufillig zwei Knoten v;; und v;, gewéhlt werden, und anschliefend
aus der Knotenmenge {v1,...,v;—1,v;,,v,} ein Knoten wieder geloscht wird, so wiire es denkbar,
dass am Ende eine k-Clique ausgewéhlt wird, obwohl die Menge der ausgewéhlten Knoten in einem
Zwischenschritt keine Clique gebildet hat. In diesem Fall handelt es sich um einen randomisierten
Algorithmus, der nicht nichtdeterministisch ist.

Definition 2.1 (P) Die Komplezititsklasse P (polynomial time) enthilt alle Entscheidungsprobleme,
fiir deren Losung ein deterministischer Algorithmus mit polynomieller mazximaler Laufzeit existiert.

Die Klasse P enthélt damit alle polynomiell 16sbaren Entscheidungsprobleme. Diese Aussage im-
pliziert, dass die Probleme dabei vollsténdig gelost werden, also weder ein Irrtum, noch ein Versagen
auftreten kann. Das Problem COMPARABILITY liegt in P, da es deterministisch in linearer Laufzeit
(siehe oben) geldst werden kann.

Komplexititsklassen werden grundsétzlich fiir Entscheidungsprobleme definiert, bei denen die Ant-
wort stets entweder JA oder NEIN lautet. Rationale Optimierungsprobleme mit nichtleerem Losungs-
raum koénnen jedoch mit Hilfe einer binéiren Suche immer in eine Kette von Entscheidungsproblemen
transformiert werden, deren Léange polynomiell beschrinkt ist, und zwar logarithmisch durch den Wert
der Zielfunktion einer bekannten Losung des Optimierungsproblems. Damit sind Optimierungsproble-
me “im Wesentlichen gleich schwierig”, wie die zugehorigen Entscheidungsprobleme. Sie werden als
komplexitétstheoretisch dquivalent betrachtet.

Definition 2.2 (NP) Die Komplezititsklasse NP (nondeterministic polynomial time) enthdlt alle
Entscheidungsprobleme, zu denen ein nichtdeterministischer Algorithmus mit polynomieller mazimaler
Laufzeit existiert, der jede zuldssige Instanz auf mindestens einem erlaubten Rechenweg akzeptiert, und
jede unzuldssige Instanz auf allen erlaubten Rechenwegen ablehnt.

Ein Beispiel fiir einen Algorithmus aus NP ist das weiter oben beschriebene Verfahren zur Uberprii-
fung, ob der Graph G = (V, E) eine Clique der Grofle k enthilt. Dieser Algorithmus ist offensichtilich
polynomiell beschrinkt, da sowohl die Auswahl der Knoten, als auch die Uberpriifung auf Existenz
aller Kanten zwischen den ausgewihlten Knoten in polynomieller Zeit durchfiithrbar sind. Ferner gibt es
zu jedem Graphen G, der eine k-Clique enthélt, mindestens einen erlaubten Rechenweg, der eine solche
Clique findet. Andererseits gibt es keine Moglichkeit fiir eine positive Antwort bei einem Graphen G,
der keine k-Clique enthéilt. Also gilt CLIQUE € NP.

Bemerkung 2.3 Da Determinismus ein Spezialfall von Nichtdeterminismus ist, gilt offensichtlich
P C NP. Offen ist hingegen nach wie vor die Frage, ob auch NP C P, und damit NP = P, oder aber
NP # P gilt.

2.3 Die Komplexititsklasse NP-complete

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Komplexitéitsklassen P und NP definiert. Die Klasse P
ist dabei vollstéindig in NP enthalten. Das bedeutet, dass jedes Problem in P “héchstens so schwierig”
ist, wie ein schwierigstes Problem in NP. Es gibt jedoch auch Probleme in NP, die “mindestens so
schwierig” sind, wie jedes andere Problem in NP. Diese Probleme werden als NP-vollstidndig oder
NP-complete bezeichnet. Die Komplexitatsklasse NP-complete bildet genau wie P eine Teilmenge von
NP, und die Frage, ob NP # P ist, ist eng mit der Frage verbunden, ob P N NP-complete # () gilt.
Um diese Klasse jedoch formal beschreiben zu kénnen, ist es notwendig, zu kléren, was damit gemeint
ist, wenn ein Problem “mindestens so schwierig” wie ein anderes ist.
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Polynomielle Reduktion

Ein Entscheidungsproblem A reduziert ein Problem B, wenn eine Probleminstanz von B mit poly-
nomiellen Aufwand so in eine Probleminstanz von A iiberfithrt werden kann, dass die transformierte
Instanz das Problem A genau dann mit JA bzw. NEIN beantwortet, wenn die Ausgangsinstanz das
Problem B mit JA bzw. NEIN beantwortet. Das Problem B ist dann auf A reduzierbar, BaA. Eine
polynomielle Transformation wird dabei generell als schnelle Transformation betrachtet, deren Zeit-
aufwand als vernachlissigbar unterstellt wird. Der tatsdchliche Grad des jeweiligen Polynoms ist dabei
nicht von Belang. Mit dieser Auffassung ist das Problem A dann mindestens so schwierig zu l6sen,
wie das Problem B, da A als Verallgemeinerung von B betrachtet werden kann. Kann das Problem
A gelost werden, so kann das Problem B mindestens mit dem “gleichen Aufwand” gelost werden.

Zwei Probleme A und B mit AaB und BaA heiflen komplexititstheoretisch dquivalent. Sie sind
gewissermaflen gleich schwierig zu 16sen: jeweils effiziente Algorithmen, die die Probleme vollstindig
16sen, unterscheiden sich “lediglich” durch einen polynomiellen Faktor. Als tatsdchlich vernachléssigbar
wirkt ein solcher Faktor z.B. bei Problemen, die nur mit exponentiellem Aufwand vollstindig 16sbar
sind. Ist ein Problem polynomiell 16sbar, so kann es natiirlich auch mit polynomiellen Aufwand auf
ein triviales Problem reduziert werden. Auflerdem reduziert es ein solches triviales Problem. Damit ist
jedes polynomiell 16sbare Problem auf jedes andere reduzierbar. Samtliche Probleme in P sind damit
komplexitétstheoretisch dquivalent.

NP-vollstindige Probleme

Es gibt auch in der Klasse NP Probleme, auf die jedes Problem aus NP reduziert werden kann. Diese
bilden eine Klasse von Problemen, die untereinander ebenfalls komplexitétstheoretisch dquivalent sind.

Definition 2.4 (NPC) Ein Entscheidungsproblem A € NP mit BaA fiir alle B € NP, heiffit NP-
vollstiindig oder NP-complete. Die Komplexititsklasse NPC (NP-complete) enthdlt alle NP-vollstin-
digen Probleme.

Die NP-vollstéandigen Probleme stellen damit innerhalb der Klasse NP die schwierigsten Probleme
dar, da jedes einzelne mindestens so schwierig ist, wie jedes beliebige Problem aus NP. Das Optimie-
rungsproblem zu einem Entscheidungsproblem aus NPC wird NP-schwer (NP-hard) genannt.

Das erste Problem, fiir das die NP-Vollsténdigkeit gezeigt werden konnte, war das Problem SAT
(Cook (1971) [22], und unabhéngig LEVIN (1973) [45]).

Problem SAT (SATISFIABILITY): Gegeben sei eine Menge von Variablen X;, ..., X,
und eine Menge von Klauseln C1, ..., C;, die aus Literalen L; € {Xi, XZ-} bestehen, C; =
(le, e ,ij*). Existiert eine Belegung der Variablen mit Wahrheitswerten, so dass in
jeder Klausel mindestens ein Literal mit WAHR belegt ist?

Der NP-Vollstéindigkeitsbeweis fiir dieses Problem bildet eine wichtige Sdule fiir die gesamte NP-
Vollstandigkeitstheorie. Ist erst einmal von einem Problem die Zugehorigkeit zu der Klasse NP-
complete bekannt, so muss fiir weitere NP-complete-Beweise nicht mehr jedesmal die Reduzierbarkeit
jedes Problems aus NP gezeigt werden. Wegen der Transitivitdt der a-Relation geniigt es jeweils, die
Reduzierbarkeit eines NP-vollstdndigen Problems auf das gegebene Problem zu zeigen.

Bemerkung 2.5 (Nachweis der NP-Vollstindigkeit) Ein Entscheidungsproblem A ist genau
dann NP-vollstindig, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

(1) A€ NP;
(ii) Es existiert ein B € NPC mit BaA.
Mittlerweile sind zahlreiche NP-vollstandige Probleme bekannt. Zu den bekanntesten graphentheo-
retischen Problemen aus der Klasse NPC gehéren beispielsweise die Probleme HC (Hamilton Circuit),
VC (Vertex Cover), STABLE SET (unabhéingige Knotenmenge) oder CHROMATIC NUMBER. Auch

das im vorangegangenen Abschnitt betrachtete Problem CLIQUE liegt in NPC; ebenso wie die beiden
folgenden Probleme, die fiir uns noch von besonderer Bedeutung sein werden.
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Problem COMP-ED (Comparability-Editing): Gegen sei ein Graph G = (V, E). Exi-
stiert eine Menge F' C V' x V mit |F| < k, so dass G’ = (V, EAF) ein Comparabilitygraph
ist? Dabei bezeichnet EAF = (E\ F) + (F \ E) die symmetrische Differenz der Kanten-
mengen F und F.

Problem SUBGRAPH: Gegeben seien zwei Graphen G1 = (V1, E1) und G = (Va, E»).
Ist G; isomorph zu einem Teilgraphen von Ga?

Satz 2.6 (COMP-ED) [55] Das Problem COMP-ED liegt in NPC.
Satz 2.7 (SUBGRAPH) (28] Das Problem SUBGRAPH liegt in NPC.

In Kapitel 4 werden wir das Problem IRRED (IRREDUCIBILITY) als zentrales Problem dieser
Arbeit beschreiben, und einen Zusammenhang zwischen IRRED und jedem der Probleme COMP-ED
und SUBGRAPH erkennen koénnen.

Die uns bisher bekannte Komplexititswelt hat somit folgendes Aussehen (sieche Abbildung 2.1):
Die Klasse NP enthilt die Klassen P und NP-complete vollstéindig. Es ist nicht bekannt, ob NP #£ P
gilt. Im Falle von NP = P liegt NPC trivialerweise vollstandig in P. Im Falle von P # NP gilt NPC N
P = (). Da alle NP-vollstindigen Problem komplexitétstheoretisch dquivalent sind, gilt sogar, dass der
Nachweis der Existenz eines polynomiellen Algorithmusses fiir ein einziges NP-vollsténdiges Problem
die Zugehorigkeit der gesamten Klasse NPC zu P, und damit P = NP, implizieren wiirde.

NP

Abbildung 2.1: Die Komplexitéitswelt in NP, falls NP #£ P ist.

Ebenso gilt jedoch, dass der Nachweis der Nichtexistenz eines polynomiellen Algorithmusses fiir
ein einziges NP-vollsténdiges Problem NPC N P = (), und damit auch P # NP, implizieren wiirde. Bis
heute konnte jedoch trotz intensiver Bemiithungen weder das eine noch das andere gezeigt werden. Aber
obwohl der Beweis noch aussteht, kann NP # P als Antwort auf diese zentrale Frage vermutet werden.
Fiir eine Begriindung dieser Vermutung sei an dieser Stelle auf WEGENER (2003) [65] verwiesen.
Daher muss der Nachweis der NP-Vollstandigkeit eines Problems als ein sehr starkes Indiz fiir dessen
Schwierigkeit gewertet werden.

2.4 Die Komplexititsklassen co-NP und NP-incomplete

Die Klassen P und NPC bilden jeweils Aquivalenzklassen in NP beziiglich der komplexitétstheore-
tischen Aquivalenz. Im Falle von NP # P enthélt NP somit mindestens zwei verschiedene Aquiva-
lenzklassen. Offen ist, ob es auch noch weitere Aquivalenzklassen gibt.

NP-unvollstindige Probleme

Definition 2.8 (NPI) Die Komplexititsklasse NPT (NP-incomplete) enthdlt alle Entscheidungspro-
bleme, die in NP liegen, aber weder zu P, noch zu NPC gehéren, NPI = NP — (P + NPC).

Die Frage, ob die Klasse NPI leer ist, ist nicht nur sehr eng mit der Frage NP = P verbunden. Sie
ist sogar dquivalent.

Satz 2.9 (NPI) [42] Die Klasse NPI ist genau dann nicht leer, wenn NP # P ist. Dariberhinaus
enthdlt die Klasse NPI im Falle von NP # P mehrere Probleme, die komplexititstheoretisch nicht
dquivalent sind.
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Damit existiert im Falle von NP # P eine strukturiertere Komplexititslandschaft innerhalb von
NP als sie in Abbildung 2.1 dargestellt ist. Neben P und NPC existieren dann mindestens noch zwei
weitere Aquivalenzklassen in NP. Dennoch ist bisher kein Problem bekannt, von dem gezeigt werden
kann, dass es in NPT liegt.

Wiéhrend es fiir die Zugehorigkeit eines Problems zu P oder NPC Beweisstrategien gibt, ist es
allerdings alles andere als klar, wie eine Zugehorigkeit zu NP1 gezeigt werden konnte. Als Kandidaten
fiir NPI-Probleme wurden z.B. die folgenden Probleme betrachtet:

Problem LP (Linear Programming): Sei durch max, {¢’z: Az <b} ein lineares Opti-
mierungsproblem und durch z eine bekannte Losung mit ¢?zg = ko gegeben. Existiert
ein z mit Az <bund Tz =k > ko?

Problem PRIMES: Gegeben sei eine natiirliche Zahl q. Ist ¢ eine Primzahl?

Problem FACT (Factorization): Gegeben seien zwei natiirliche Zahlen ¢ und k£ mit k& < q.
Hat ¢ einen Primfaktor d mit 1 < d < k7

Problem GI (Graph Isomorphism): Gegeben seien zwei Graphen G; = (Vi, E1) und
Go = (Va, Es). Sind G7 und G2 isomorph?

Von dem Problem LP konnte bereits 1979 gezeigt werden, dass es polynomiell losbar ist (KHACHI-
YAN [40]). Fiir das Problem PRIMES stellte MILLER (1976) [52] einen polynomiellen Algorithmus vor,
der allerdings auf einer unbewiesenen zahlentheoretischen Hypothese basiert. AGRAWAL, KAYAL UND
SAXENA [1] prisentierten 2002 einen polynomiellen Primzahltest. Damit gelten zur Zeit lediglich die
Probleme FACT und GI als ernsthafte Kandidaten fiir NPI. Fiir beide Probleme ist es bisher nicht
gelungen, polynomielle Verfahren zu entwickeln. Andererseits gibt es fiir beide Verfahren gute Griinde
zu vermuten, dass sie nicht in NPC liegen. Gemeinsam ist den beiden Problemen dabei jeweils eine
enge Verwandtschaft zu einem Problem mit bekanntem Komplexitétsstatus.

Das Problem FACT ist offensichtlich eng verwandt mit dem Problem PRIMES, und das Pro-
blem GI ist ein Spezialfall von SUBGRAPH fiir den Fall, dass die beiden Graphen G; und Gq
die gleiche Anzahl von Knoten haben. Allerdings gibt es einen bedeutenden Unterschied zwischen
diesen beiden Verwandtschaften. Wéhrend das Problem PRIMES polynomiell 16sbar ist, ist SUB-
GRAPH NP-vollsténdig. Auswirkung auf die Komplexitédt von FACT bzw. GI haben diese Tatsachen
iiberraschenderweise jedoch nicht. Von FACT wird vermutet, dass es “ein wenig” schwieriger als PRI-
MES ist, aber eben nicht so schwierig, dass es in NPC liegen wiirde. Und von GI wird vermutet, dass
“deutlich” einfacher zu 16sen ist, als SUBGRAPH—ohne dabei jedoch polynomiell 16sbar zu sein.

Komplementire Probleme

Der Grund, warum man sowohl von FACT als auch von GI vermutet, dass sie nicht NP-vollstindig sind,
besteht darin, dass man fiir beide Probleme die Zugehorigkeit zu der folgenden Komplexitatsklasse
zeigen konnte.

Definition 2.10 (co-NP) Die Komplexititsklasse co-NP enthdlt alle Entscheidungsprobleme, deren
Komplemente in NP liegen.

Ein Problem A liegt damit genau dann in co-NP, wenn A in NP liegt. Das Komplement A eines
Entscheidungsproblems A ist dabei das Problem, dass fiir jede Instanz genau dann die Antwort JA
liefert, wenn das Ausgangsproblem die Antwort NEIN liefert.

Im Abschnitt 2.2 haben wir einen nichtdeterministischen polynomiell begrenzten Algotithmus zur
Losung des Problems CLIQUE beschrieben. Das komplementéire Problem zu diesem Problem (co-
CLIQUE) lautet: Hat der gegebene Graph G = (V,E) keine Clique der Grofie k (oder grofer)?
Bei der Beschreibung des angesprochenen Verfahrens haben wir die Bedeutung der Einseitigkeit des
erlaubten Fehlers betont: Das Verfahren ist ggf. in der Lage, eine Aussage tiber die Existenz einer
Clique zu treffen. Es ist jedoch keinesfalls in der Lage, eine Aussage, iiber die Nichtexistenz einer
Clique in G zu treffen. Es ist auch kein alternativer NP-Algorithmus bekannt, der die Nichtexistenz
einer Clique in G bestétigen konnte. Es ist nicht bekannt, ob das Problem co-CLIQUE in NP liegt.

Das Problem CLIQUE ist jedoch bei weitem nicht das einzigste NP-Problem, dessen Zugehorigkeit
zu co-NP ungewiss ist. Es ist sogar so, dass es eine grofle Zahl von bekannten NP-Problemen gibt, fiir
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deren Komplemente unklar ist, ob sie in NP liegen, oder nicht. Es ist jedoch kein Zufall, dass wir zur
Anschauung dieser Tatsache auf ein NP-vollstdndiges Problem zuriickgegriffen haben.

Satz 2.11 (co-NP) ([58],[65]) Die Klassen NP und co-NP sind genau dann identisch, wenn ein
Problem A € NPC mit A € co-NP ezistiert.

Die Frage NP # co-NP ist damit mit der Frage NP # P verkniipft: Im Falle von NP # co-NP
gilt auch NP # P. Daher tiberrascht es nicht, dass bisher fiir kein NP-vollstindiges Problem die
Zugehorigkeit zu co-NP gezeigt werden konnte. Dies impliziert, dass es bisher beispielsweise auch
nicht gelungen ist, ein NP-vollstdndiges Problem auf sein Komplement zu reduzieren.

NP n co-NP

Abbildung 2.2: Die Komplexitéitswelt in NP U co-NP, falls NP # P ist.

Es ist nun nicht mehr tiberraschend, dass man “gute Griinde” hat, zu vermuten, dass die Probleme
FACT und GI als Probleme aus NP N co-NP nicht NP-vollstandig sind. Besonders bemerkenswert
ist das fiir das Problem GI, da im Gegensatz zu FACT das Referenzproblem SUBGRAPH nicht in
P, sondern in NPC liegt. In der Vergangenheit konnte von den allermeisten NP-Problemen, deren
Zugehorigkeit zu co-NP bewiesen wurde, spater auch gezeigt werden, dass sie in P liegen. Fiir FACT
und GI ist das bis jetzt nicht gelungen. Damit ist die Komplexitétswelt in NP U co-NP in etwa so
strukturiert, wie in Abbildung 2.2 illustriert. Es ist nicht bekannt, ob P (im Falle von NP # P) eine
echte Teilmenge von NP N co-NP ist. Ebensowenig ist bekannt, ob die Klasse NPI — NPI N co-NP
im Falle von NP # co-NP leer oder nicht leer ist. Allerdings wird—nicht zuletzt wegen der Aussage
in Satz 2.9—vermutet, dass alle Beziehungen in Abbildung 2.2 echte Teilmengenbeziehungen sind.

2.5 Weitere Komplexititsklassen

Basierend auf dem Begriff der randomisierten Algorithmen lassen sich auch noch weitere Komple-
xitédtsklassen definieren. Wir wollen diese Klassen an dieser Stelle nicht néher diskutieren, sondern
lediglich ihre Beziehung zu den Klassen NP und co-NP darstellen.

Familien von randomisierten Komplexitéitsklassen

Definition 2.12 (EP) Die Komplezititsklasse EP (exponential polynomial time) enthdlt alle Ent-
scheidungsprobleme, fiir die ein randomisierter Algorithmus mit polynomieller mazximaler durchschnitt-
licher Laufzeit existiert.

Definition 2.13 (ZPP (e (n))) Die Komplexititsklasse ZPP(e (n)) (zero-error probabilistic polyno-
mial time) enthdlt alle Entscheidungsprobleme, fiir die ein randomisierter Algorithmus mit polynomi-
eller mazimaler Laufzeit existiert, der fiir jede Eingabe der Linge n eine durch e (n) < 1 beschrdinkte
Versagenswahrscheinlichkeit besitzt.

Definition 2.14 (BPP(e (n))) Die Komplezititsklasse BPP (e (n)) (bounded-error probabilistic poly-
nomial time) enthdlt alle Entscheidungsprobleme, fiir die ein randomisierter Algorithmus mit polyno-
mieller mazimaler Laufzeit existiert, der fiir jede Eingabe der Linge n eine durch e (n) < % beschrinkte
Irrtumswahrscheinlichkeit besitzt.
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Definition 2.15 (RP(e (n))) Die Komplezititsklasse RP (g (n)) (random polynomial time) enthdlt
alle Entscheidungsprobleme, fiir die ein randomisierter Algorithmus mit polynomieller mazimaler
Laufzeit existiert, der abzulehnende Fingaben ablehnt und anzunehmende Eingaben der Linge n mit
einer durch e (n) < 1 beschrinkte Irrtumswahrscheinlichkeit ablehnt.

Zu jeder Klasse C ist die Klasse co-C dadurch definiert, dass die Komplemente ihrer Elemente
in C liegen. In der Klasse EP liegen die sogenannten “Las Vegas-Algorithmen”. Ein Algorithmus
aus der Klasse ZPP(e (n)) liefert keine falschen Ergebnisse, kann aber versagen (Ausgabe “?”). Ein
BPP(e (n))-Algorithmus liefert dagegen immer ein Ergebnis, das jedoch falsch sein kann—und zwar
zweiseitig. D.h. sowohl eine Antwort JA, als auch eine Antwort NEIN hat eine durch ¢ (n) beschriinkte
Fehlerwahrscheinlichkeit. Die Beschrinkung dieser zuléssigen Fehlerwahrscheinlichkeit auf % ist dabei
notwendig, um sinnlose Algorithmen, wie z.B. ein Miinzwurf, auszuschlieen. In diese Gruppe fallen
die sogenannten “Monte-Carlo-Algorithmen”. Im Gegensatz dazu haben RP (e (n))-Algorithmen nur
eine einseitige Fehlerwahrscheinlichkeit. Ein Beispiel hierfiir ist der Primzahltest von SOLOVAY UND
STRASSEN (1977) [61], der in co-RP (2710%) liegt. Ist eine Zahl n prim, so liefert der Algorithmus die
Antwort “PRIME”. Ist n dagegen nicht prim, so liefert der Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit
von 2719 dennoch die Antwort “PRIME”.

Fiir alle Klassen mit Versagens- oder Irrtumwahrscheinlichkeiten gilt, dass ein Problem jeweils
nur dann in dieser Klasse liegt, wenn diese Versagens- oder Irrtumswahrscheinlichkeit fiir jede In-
stanz echt kleiner als die angegebene Schranke ist. Es reicht nicht, dass es mit einem Algorithmus
gelost werden kann, der fiir sehr viele oder sogar fast alle Instanzen eine korrekte Antwort findet,
aber fiir einige wenige Instanzen mit Sicherheit ein falsches oder gar kein Resultat liefert. Bei einem
RP(e (n))-Algorithmus muss eine zuldssige Instanz auf mindestens einem erlaubten Rechenweg als
zuldissig verifizierbar sein. Bei einem ZPP(e (n))-Algorithmus muss damit nicht nur die Zuldssigkeit
von jeder zuléssigen Instanz auf mindestens einem erlaubten Rechenweg erkennbar sein, sondern auch
die Unzuléssigkeit von jeder unzulédssigen Instanz.

Satz 2.16 (EP) ([65]) Es gilt EP = ZPP (3).

Definition 2.17 (ZPP, ZPP*) Die Komplezititsklasse ZPP enthdlt alle Entscheidungsprobleme aus
ZPP (3). In ZPP* liegen alle Probleme, die fiir eine Funktion € (n) <1 zu ZPP (¢ (n)) gehoren.

Definition 2.18 (RP, RP*) Die Komplezititsklasse RP enthilt alle Entscheidungsprobleme aus
RP (). In RP* liegen alle Probleme, die fir eine Funktion £ (n) <1 zu RP (¢ (n)) gehdren.

Definition 2.19 (BPP, PP) Die Kompleititsklasse BPP enthilt alle Entscheidungsprobleme aus
BPP (1). In PP liegen alle Probleme, die fiir eine Funktion € (n) < 3 zu BPP (¢ (n)) gehdren.

Die Klasse BPP(%) ist genauso unsinnig, wie die Klasse ZPP(1), da beide jeweils alle Entschei-
dungsprobleme enthalten. Die Komplexititsklassen ZPP, ZPP*, BPP und PP sind genau wie P gegen
Komplementbildung abgeschlossen. Diese Komplexitétsklassen lassen sich damit folgendermaflen or-
ganisieren: Alle setzen polynomielle maximale Laufzeiten der betreffenden Algorithmen voraus. Bei
Problemen aus P darf ein Verfahren weder Fehler machen, noch versagen. Das Ergebnis muss stets
richtig sein. Algorithmen zu Problemen aus ZPP oder ZPP* sind ebenfalls fehlerfrei, diirfen aber
versagen (Antwort “?”). Dagegen liefern Algorithmen zu Problemen aus den Klassen RP, RP* oder
co-RP, co-RP* zwar stets eine Antwort; sie diirfen dabei jedoch einen einseitigen Fehler machen. Die
“Richtung” dieser Einseitigkeit markiert dabei den Unterschied zwischen RP und co-RP, bzw. RP*
und co-RP*. Bei BPP und PP sind schliellich bei allen Eingaben Fehler erlaubt.

Wihrend ZPP, RP, co-RP und BPP Komplexititsklassen mit beschrénkter Versagens- oder Irr-
tumswahrscheinlichkeit sind, sind ZPP*, RP*, co-RP* und PP Komplexitétsklassen mit unbeschrink-
ten Versagens- oder Irrtumswahrscheinlichkeiten.

Randomisierung und Nichtdeterminismus

Da die Antwort “?” fiir ein Versagen durch ein Ablehnen mit moglichem Fehler ersetzt werden kann,
gilt sowohl ZPP C RP, als auch co-ZPP C co-RP. Wegen ZPP = co-ZPP gilt damit ZPP C RP N
co-RP. Analog gilt natiirlich auch ZPP* C RP* N co-RP*. Fiir beide Klassen gilt sogar die Umkehrung
dieser Teilmengenbeziehungen.
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Satz 2.20 (ZPP, ZPP*) ([65]) FEs gelten ZPP = RP N co-RP sowie ZPP* = RP* N co-RP*.

Auf die Klassen ZPP und ZPP* werden wir in Kapitel 7 noch einmal eingehen. Die Klasse ZPP*
haben wir jedoch auch schon im vorangegangenen Abschnitt beschrieben—allerdings trug sie dort
einen anderen Namen.

Satz 2.21 (RP*) ([65]) Es gilt NP = RP*.

Damit gilt natiirlich auch co-NP = co-RP*, sowie ZPP* = NP N co-NP. Zum Abschluss dieses
Kapitels prasentieren wir eine Darstellung der Komplexitatswelt innerhalb der randomisierten Kom-
plexitatsklassen.

Satz 2.22 (randomisierte Komplexititsklassen) ([65]) Zwischen den Klassen P, ZPP, RP,
co-RP, BPP, NP N co-NP, NP, co-NP und PP gelten die folgenden Teilmengenbeziehungen.

Irrtum/Versagen Trrtum/Versagen
beschrankt unbeschrankt
zweiseitiger
Irrtum /BE(—\ /P P
emsettiger RP  co-RP NP co-NP
rrtum \ / \_)(
kein Lrrtum, ZPP — > NPn co-NP
aber Versagen T
weder Irrtum,
noch Versagen P




Kapitel 3

Open-Shop Scheduling

In diesem Kapitel widmen wir uns einigen grundlegenden Aspekten der Schedulingtheorie. Wir kon-
zentrieren uns dabei auf das sogenannte Open-Shop Schedulingproblem.

In Abschnitt 3.1 stellen wir die allgemeine Formulierung von Shop Schedulingproblemen vor. An-
schlieflend betrachten wir das Blockmatrizenmodell zur Darstellung von Losungen (Abschnitt 3.2). In
Abschnitt 3.3 geben wir eine graphentheoretische Formulierung des Open-Shop Schedulingproblems
an, und stellen eine Darstellung von Losungen durch Comparabilitygraphen vor. Abschlieend disku-
tieren wir in Abschnitt 3.4 kurz die Komplexitit von Schedulinproblemen.

Einen Uberblick iiber grundlegende Begriffe und Verfahren in der Schedulingtheorie findet man bei-
spielsweise bei BRUCKER (1995, 2007) [17],[18], BLAZEWICZ et al. (2007) [9] oder PINEDO (1995)
[56].

3.1 Das allgemeine Shop Schedulingproblem

Die Schedulingtheorie befasst sich mit Existenz- und Optimierungsproblemen an der Schnittstelle zwi-
schen mathematischer Optimierung, diskreter Mathematik, und Operations Research. Die grundlegen-
de Fragestellung lasst sich folgendermafBien formulieren: Wie kann eine gegebene Menge von Auftrigen
Ay, ..., A, mit Hilfe einer Menge von Maschinen My, ..., M, so abgearbeitet werden, dass eine Ziel-
funktion, wie z.B. die Gesamtbearbeitungszeit oder die durchschnittliche Bearbeitungszeit minimiert
wird.

Ein Schedulingproblem ist charakterisiert durch seine Maschinenumgebung, seine Jobcharakteri-
stika, und seine Zielfunktion. Zu der Maschinenumgebung gehéren unter anderem Informationen zu
der Anzahl der vorhandenen Maschinen oder dariiber, ob diese Maschinen identisch sind, oder aber
verschiedene Arbeitsschritte eines Fertigungsprozesses erledigen.

Betrachtet man beispielsweise einen Prozess, bei dem jeder Auftrag nacheinander auf mehreren
verschiedenen Maschinen bearbeitet wird, so spricht man von einem Shop Problem®. Beispiele hierfiir
sind die Produktion von verschiedenen Modellen auf einer Fertigungsstrafle in der Automobilindustrie,
die Produktion von verschiedenen Giitern mit Hilfe der gleichen Maschinen innerhalb einer Fabrik, oder
die Zuordnung von Lehrern und Klassen in einem Stundenplan. Neben den Shop Problemen werden in
der Schedulingtheorie auch andere Problemklassen betrachtet, z.B. Parallelmaschinenprobleme oder
Einmaschinenprobleme

Zu den Jobcharakteristika gehoren Informationen iiber eventuell vorhandene Vorrangbedingungen
zwischen einzelnen Arbeitsschritten eines Prozesses, Verfiigbarkeits- (release dates) oder Falligkeitster-
mine (due dates) fiir einzelne Auftrige, oder ggf. die Unterbrechbarkeit von Operationen.

Mogliche Zielfunktionen kénnen neben der bereits angesprochenen Minimierung der Gesamtbe-
arbeitungszeit (makespan) oder der durchschnittlichen Bearbeitungszeit (mean flow time) beispiels-

IDie Bezeichnung Shop Probleme hat ihren Ursprung darin, dass im Englischen einzelne Produktionsabteilungen
hiufig als Shop bezeichnet werden. In der Automobilindustrie spricht man beispielsweise vom “body shop” (Fertigung
der Karosserie) oder vom “paint shop” (Lackierung).

45
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weise auch die Minimierung von Verspatungen, oder die Minimierung von Strafen, die sich durch
Verspéatungen ergeben, sein.

3.1.1 Technologie und Organisation

Ein Shop Schedulingproblem kann folgendermafien beschrieben werden. Gegeben sei eine Menge von
Auftrigen (jobs) A; miti € I ={1,...,n} und eine Menge von Maschinen M; mit j € J = {1,...,m}.
Jeder Auftrag A; besteht aus einer Teilmenge der Operationen O; C {O;1,...,Oim}, wobei die Ope-
ration O;; die Bearbeitung von Auftrag A; auf Maschine M; beschreibt.

Jeder Auftrag kann zu jedem festen Zeitpunkt nur von hochstens einer Maschine bearbeitet wer-
den. Umgekehrt kann jede Maschine zu jedem Zeitpunkt hochstens einen Auftrag bearbeiten. Die
Bearbeitung von A; auf M, darf u.U. unterbrochen (preemption) und zu einem spéteren Zeitpunkt
wieder aufgenommen werden. Die Bearbeitungszeit (processing time) p;; von Auftrag A; auf Maschine
M; ist deterministisch und bekannt. In der Literatur werden auch Schedulingprobleme behandelt, bei
denen die Bearbeitungszeiten nur mit Ungewissheiten bekannt sind.

Vor dem Hintergrund der Approximierbarkeit von reellen Zahlen durch rationale Zahlen werden
die Bearbeitungszeiten iiblicherweise als ganzzahlig angenommen.

Operationenmenge

Die Operationenmenge SIJ = O1 + ...+ O, eines Shop Problems besteht aus der Menge der Ope-
rationen aller Auftrage. Gilt fiir jeden Auftrag A;, dass die Operationenmenge O; aus allen Ope-
rationen O;1, ..., Oy besteht, so sprechen wir von einer vollstindigen Operationenmenge SIJ. An-
dernfalls heiflt sie unvollstindig. Gelegentlich werden wir die Operationenmenge eines Problems nicht
als Menge von Operationen O;; beschreiben, sondern uns darauf beschrénken, sie durch die Indi-
zes i € I und j € J zu beschreiben. Wir identifizieren dann SIJ mit einer Teilmenge von I X J,
SIJ ={(i,5) € I x J: p;j > 0}. Im Falle einer vollstandigen Operationenmenge gilt SIJ =1 x J.

Eine unvollstéandige Operationenmenge SIJ* C I x J kann auch als eine vollstandige Operationen-
menge interpretiert werden, bei der jede nicht vorhandene Operation O;; ¢ SIJ* eine Bearbeitungszeit
pi; = 0 hat.

Technologische und organisatorische Reihenfolge

Die Reihenfolge der Bearbeitung eines Auftrags A; auf den Maschinen nennt man die technologische
Reihenfolge M O; (machine order) oder die Technologie von A;. Sie kann a-priori bekannt oder Teil
des Problems sein. Die Reihenfolge der Auftrége auf einer Maschine M; heifit die organisatorische
Rethenfolge JO; (job order) oder die Organisation auf M;. Sie ist immer Teil des Problems.

Job-Shop

Ist bei einem Shop Problem die technologische Reihenfolge fiir alle Auftrdge durch die Technologie
des abgebildeten Prozesses vorgegeben, so spricht man von einem Job-Shop Problem. Untersuchungs-
gegenstand ist in diesem Fall lediglich die Organisation auf allen Maschinen.

Flow-Shop

Ein Spezialfall tritt ein, wenn alle Auftrége zu einer gemeinsamen Produktgruppe gehéren und in der
technologischen Reihenfolge iibereinstimmen. In diesem Fall unterscheiden sich Auftrige, die zu ver-
schiedenen Modellen dieser Produktgruppe gehtéren nur in den Bearbeitungszeiten. Man spricht dann
von einem Flow-Shop Problem. Ein Beispiel hierfiir ist die Serienproduktion von #hnlichen Modellen
eines Produktes auf einer Fertigungsstrafle.

Open-Shop

Gibt es dagegen weder Vorgaben zu den technologischen noch zu den organisatorischen Reihenfol-
gen, so spricht man von einem Open-Shop Problem?. Hierbei ist es nicht wichtig, was wann und in

2Der Begriff Open-Shop riihrt daher, dass es keinerlei Einschréinkungen gibt, also alles “offen” ist.
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welcher Reihenfolge geschieht. Es kommt lediglich darauf an, dass am Ende jeder Auftrag alle Be-
arbeitungsstationen durchlaufen hat. Ein Beispiel hierfiir ist die Erstellung eines Stundenplans, der
jeder Schulklasse fiir jede Unterrichtsstunde héchstens einen Lehrer, und jedem Lehrer fiir jede Unter-
richtsstunde hochstens eine Klasse zuordnet. Aus symmetrischen Griinden ist es hierbei unerheblich,
ob man dabei die Klassen als Auftridge und die Lehrer als Maschinen interpretiert, oder umgekehrt.

In der Literatur wird auch der Fall einer beliebigen Kombination aus Open-Shop und Job-Shop
betrachtet. Bei einem solchen Mized-Shop Problem ist die Technologie fiir einen Teil der Auftrage
(oder einen Teil der Operationen einiger Auftrige) vorgegeben.

3.1.2 Die «a| | v-Notation

Neben den bisher angesprochenen Problemen gibt es in der Schedulingtheorie eine gewaltige Anzahl
weiterer Problemtypen. Zur Beschreibung von Schedulingproblemen hat sich eine Notation durchge-
setzt, die jedes Problem durch drei Felder o | 8 | v beschreibt. Durch « wird dabei die Maschi-
nenumgebung eines Problems charakterisiert, durch 3 seine Jobcharakteristika, und durch v seine
Zielfunktion.

Seit ihrer Einfithrung durch GRAHAM ET AL. (1979) [37] ist diese Notation deutlich erweitert und
verfeinert worden. Fiir eine Beschreibung sei beispielhaft auf BLAZEWICZ ET AL. (2007) [9] verwiesen.

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit ausschliellich mit dem Standard-Open-Shop Problem mit
Makespan-Kriterium, O || Ciax. Die Zielfunktion Cipax = max; {C;} (Gesamtbearbeitungszeit oder
makespan) hingt von den Fertigstellungszeiten der einzelnen Auftrige A; ab. Die Fertigstellungszeit
(completion time) eines Auftrags A; (¢ = 1,...,n) ist der Zeitpunkt, zu dem alle Operationen von
A; vollsténdig abgearbeit sind. Sie wird mit C; bezeichnet, und ist von der jeweiligen Losung des
Problems abhéngig.

Bei der betrachteten Zielfunktion C,,x handelt es sich um eine sogenannte regulére Zielfunktion.
Dabei heifit eine Zielfunktion f (C1,...,C,) regulir, wenn sie monoton wachsend in jeder Variable C;
(t=1,...,n)ist, dh. wenn f(Ci,...,Cy) < f(CF,...,C}) gilt, falls C; < Cf fir allei =1,...,n
gilt.?

3.1.3 Das Problem O || C_,

Das Klassifizierungssystem lésst einen gewissen Interpretationsspielraum bei der Abgrenzung zwischen
einem Problem und einer Instanz dieses Problems. Daher wollen wir prézisieren, was wir unter einem
Open-Shop Problem verstehen wollen.

Problem und Probleminstanz

Bei einem Open-Shop Problem ist eine Menge {A;: i € I} von Auftrigen und eine Menge {M,: j € J}
von Maschinen gegeben. Jeder Auftrag A; besteht aus einer gegebenen Menge {O;x: k € J; C J}
von Operationen. Die Operationenmenge SIJ = J; + ...+ J, C I x J beschreibt die Menge aller
zu bearbeitenden Operationen. Eine Probleminstanz zu diesem Problem enthilt dariiberhinaus die
Information {iber die Bearbeitungszeiten p;; > 0 aller Operationen aus S1J. Diese Bearbeitungszeiten
sind ganzzahlig, deterministisch, und bekannt. Sie unterliegen also keinerlei stochastischen Prozessen
oder Ungewissheiten. Gesucht sind die technologischen und organisatorischen Reihenfolgen MO; (i =
1,...,n)und JO,; (j = 1,...,m) fiir alle Auftrége und alle Maschinen. Hinsichtlich dieser Reihenfolgen
miissen keinerlei einschriinkende Vorgaben beriicksichtigt werden (Open-Shop). Es gelten jedoch die
folgenden Bestimmungen (Shop Scheduling): Kein Auftrag A; kann gleichzeitig von mehr als einer
Maschine bearbeitet werden. D.h. zwei Operationen O;; und Oy; kénnen allenfalls dann gleichzeitig
bearbeitet werden, wenn ¢ # k gilt. Analog kann keine Maschine M ; mehr als einen Auftrag gleichzeitig
bearbeiten. D.h. zwei Operationen O;; und Oy, konnen allenfalls dann gleichzeitig bearbeitet werden,
wenn j # [ gilt. Wurde die Bearbeitung von Operation O;; begonnen, kann sie nicht unterbrochen
werden (kein preemption).

3Es gibt auch nicht-regulire Zielfunktionen, wie beispielsweise _ (L?) oder Y |L;|, bei denen jede Terminabwei-
chung L; = C; — d; (d; duedate von Auftrag A;) unabhingig vom Vorzeichen der Abweichung bestraft wird. Solche
Zielfunktionen finden z.B. bei just-in-time-Problemen Anwendung.
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Dariiber hinaus gibt es keine Einschréankungen: Wartezeiten fiir Auftrige und Stillstandszeiten fiir
Maschinen sind zuléssig (weder no-wait, noch no-idle); fiir die Auftrige sind weder Bereitsstellungs-
termine r; noch Fertigstellungstermine d; gegeben.

Als zu minimierende Zielfunktion dient die Gesamtbearbeitungszeit (Makespan) Chax =
max;=1, . n {Ci}, d.h. der Zeitpunkt, an dem die Bearbeitung aller Auftrige vollstindig abgeschlossen
ist.

Der angesprochene Interpretationsspielraum bei der Problemformulierung eines Problems der Form
O || Chax besteht im Folgenden: In unserer Formulierung ist die Operationenmenge SIJ ein Be-
standteil der Problembeschreibung (und kein Bestandteil der Beschreibung einer Probleminstanz).
Damit ist insbesondere die Anzahl der vorhandenen Maschinen bei der Beschreibung des Problems
bekannt—und nicht etwa Teil des Problems. Ein Schedulingproblem mit unserer Beschreibung wére
damit besser klassifiziert durch Om || Chax. Da dies jedoch uniiblich ist, werden wir daran festhalten,
ein beliebiges Open-Shop Problem mit Makespan-Kriterium als ein Problem der Form O || Cihax zu
beschreiben. Die Operationenmenge SI.J setzen wir dabei jedoch geméfl unserer Problembeschreibung
immer als gegeben vorraus.

Anwendung

Open-Shop Probleme treten in der Praxis unter anderem bei der Verwaltung von kapazitéitsbeschréink-
ten differenzierten Ressourcen auf. Ein Beispiel ist die bereits angesprochene Stundenplanung, bei
der eine Menge von fachspezifischen Lehrern einer Menge von Klassen mit diffirenzierten fachli-
chen Bediirfnissen zugeordnet werden. Hat man dafiir eine zuléssige Losung gefunden, ergibt sich
ein #hnliches Problem bei der Raumplanung.* Ein weiteres Beispiel ist die Wartung von technsichen
Anlagen.

Weitere Anwendungsgebiete finden sich zum Beispiel in der Halbleiterfertigung oder in der Sateli-
tenkommunikation (siehe PRINS (1994) [57]).

Losungsansitze fiir O || C .

Das Open-Shop Problem O || Ciax ist, wie die meisten Schedulingprobleme, NP-schwer (Abschnitt
3.4), und damit fiir exakte Verfahren unzugénglich (Kapitel 2). Eine global beste Losung ldsst sich
allenfalls fiir kleine Probleminstanzen finden. Fiir Shop-Probleme allgemein gilt dariiber hinaus, dass
nicht nur die Bestimmung von optimalen Losungen sehr schwer ist. Sie sind auch schwer zu approximie-
ren. WILLIAMSON ET AL. (1997) [67] haben gezeigt, dass im Falle von P # NP kein polynomieller Algo-
rithmus existiert, der eine approximierte Losung S, mit der Eigenschaft Ciax (Sapp) < %Cmax (Sopt)
konstruieren kann, wobei mit S, ein optimaler Plan bezeichnet sei.

Zur Losung von Open-Shop Problemen miissen also approximative Verfahren herangezogen werden.
Dabei finden zum Einen konstruktive Heuristiken, wie beispielsweise die sogenannten Reihungsregeln
oder Dispatching Rules, aber auch abgeriistete Branch ¢ Bound-Verfahren Anwendung. Zum Ande-
ren liefern iterative Verbesserungsverfahren, wie Lokale Suche, Threshold Accepting oder Simulated
Annealing sehr gute Losungen. Ein notwendiges Element fiir iterative Heuristiken ist die Definition ei-
ner Nachbarschaft zwischen zuléssigen Losungen des Problems. Weitere Losungsmethoden sind durch
dynamische Optimierung oder genetische Algorithmen gegeben.

3.1.4 Plan und Schedule

Eine Losung eines Open-Shop Problems ist ein Plan (engl. sequence). Er beschreibt eine zulidssige
Kombination von technologischer und organisatorischer Reihenfolge. Wir bezeichnen die Menge der
zuléssigen Plidne zu dem Open-Shop Problem mit einer gegebenen Operationenmenge S1J mit Sgy .
Zu jedem Plan S € Sgj; ergibt sich bei Beriicksichtigung der Bearbeitungszeiten ein Zeitplan oder

4Im Schulbetrieb ist das Problem der Raumplanung oft nicht sehr schwierig, da alle Lehrer /Klassen-Kombinationen
sehr dhnliche Anforderungen an die Rdume haben: die Klassenstérke muss bei der Auswahl der Rdume in aller Regel nicht
berticksichtigt werden, und zu beriicksichtigende fachspezifische Anforderungen an die Rdume sind eher die Ausnahme.
Anders sieht das Problem der Raumplanung beispielsweise an einer Universitéit aus. Hier spielt insbesondere die stark
variierende Gruppenstirke eine bedeutende Rolle.
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Schedule. Dieser enthélt iiber die Informationen zur Technologie und Organisation hinaus auch In-
formationen iiber die Anfangs- und Fertigstellungszeitpunkte aller Operationen. Ein Schedule ist eine
zuléssige Losung einer Probleminstanz. Da die Operationen wihrend der Bearbeitung nicht unterbro-
chen werden diirfen (no preemption), ergibt sich der Fertigstellungszeitpunkt C;; (completion time)
einer Operation O;; durch seinen Anfangszeitpunkt plus seiner Bearbeitungszeit p;;. Wir beschrénken
uns daher auf die Beschreibung eines Schedules durch die Fertigstellungszeitpunkte C;; aller Ope-
rationen. Aus einem Schedule sind insbesondere die Fertigstellungszeiten C; = maxj—1 . ., C;; aller
Auftrige A; (¢ = 1,...,n) ablesbar. Ein Schedule ist optimal, wenn er die gegebene Zielfunktion
minimiert.

Darstellung von Plinen und Schedules

Ein Plan kann durch die Angabe der Technologie und der Organisation dargestellt werden. Betrach-
ten wir beispielsweise ein Open-Shop Problem mit unvollstindiger Operationenmenge mit 3 Auftrégen
Ay, Az, A3 und 4 Maschinen My, My, M3, My. Ein zuléssiger Plan By € Ssry konnte dann folgender-
maflen beschrieben werden:

technologische Reihenfolge: organisatorische Reihenfolge:

A My — My — M, %1 ﬁBHﬁlﬂA2

AQZ M3—>M2—>M4—>M1 2 17 82

As: M; — Ms — M Ms: Ay — As

3 1 3 4 M4Z A1 — A3 — A2

Nehmen wir an, in unserem Beispiel seien die Bearbeitungszeiten durch die Matrix P = [p;;] gegeben.
Dann kann ein Schedule beispielsweise durch eine Matrix C' = [C};] dargestellt werden.

6 1 1 8§ 1 2
P=|3 6 4 2 C=1]15 10 4 12
2 1 3 2 5 8

Bei der vorliegenden Losung sind die Auftrige A; und Az nach 8 Zeiteinheiten beendet, der Auftrag
Ag ist nach 15 Zeiteinheiten abgeschlossen. Mit einem Makespan-Kriterium als Zielfunktion ergibt sich
fiir diesen Schedule ein Zielfunktionswert von 15. Aus den Matrizen P und C kann entnommen werden,
dass diese Losung optimal ist, da der Auftrag As ohne Unterbrechung bearbeitet wird.

Semiaktive und aktive Schedules

Zu jedem Plan existieren beliebig viele Schedules. In dem betrachteten Beispiel kénnen wir jede Ope-
ration und alle nachfolgenden Operationen beliebig verspéiten. Konzentrieren wir uns andererseits
jedoch auf die Betrachtung von Schedules, die keine solchen unnétigen Warte- oder Stillstandszeiten
enthalten, so ist der angegebene Schedule eindeutig durch den Plan und die Bearbeitungszeiten be-
stimmt. Wir nennen einen Schedule semiaktiv, wenn keine Operation frither beendet werden kann,
ohne den zugrundeliegenden Plan zu verdndern. Ein semiaktiver Schedule heift aktiv, wenn keine
Stillstandszeit existiert, in der eine spétere Operation bearbeitet werden konnte.

Bemerkung 3.1 (Pline und semiaktive Schedules) Zu jedem Plan S € Sgy; existiert bei gege-
benen Bearbeitungszeiten ein eindeutig bestimmter semiaktiver Schedule. Umgekehrt existiert zu jedem
beliebigen Schedule ein eindeutig bestimmter Plan.

3.2 Das Blockmatrizenmodell

Die Darstellung von Plénen erfolgt in der Literatur in aller Regel nicht durch die direkte Angabe der
technologischen und organisatorischen Reihenfolgen, sondern iiberlicherweise durch eine vollstandige
lineare Ordnung aller Operationen, die die technologischen Reihenfolgen der Auftrige und die orga-
nisatorischen Reihenfolgen auf den Maschinen jeweils als Teilordnungen enth#lt.

Wir betrachten hier dagegen das sogenannte Blockmatrizenmodell nach BRASEL (1990) [10] ([11],
[13], [15], oder auch [5], [6]), das eine sehr iibersichtliche Beschreibung von Shop-Problemen erlaubt.
Hierbei werden die wesentlichen Informationen eines Schedulingproblems und seiner Losung durch
einen Block von n x m-Matrizen iiber der Operationenmenge SIJ angegeben.
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Die Matrizen P, MO, JO, LR und C

Die Matrix P = [p;;] enthélt die Bearbeitungszeiten der Operationen O;; € SIJ. Ist die Opera-
tionenmenge unvollstdndig, so kann das durch Eintrdge p;; = 0 dargestellt werden. Die Matrizen
MO = [mo;;] und JO = [jo;;] enthalten die Informationen iiber die technologischen (machine order,
MO) bzw. die organisatorischen Reihenfolgen (job order, JO).

Die Matrix LR = [lr;;] beschreibt die zuldssige Kombination (wenn mdoglich) der technologischen
und organisatorischen Reihenfolgen durch ein lateinisches Rechteck LR = LR (n,m,r). Ein lateini-
sches Rechteck LR (n,m,r) ist eine (n x m)-Matrix mit Eintrigen aus {1,...,r} mit der Eigenschaft,
dass kein Eintrag mehrfach in einer Zeile oder Spalte vorkommt.

SchlieBlich enthilt die Matrix C' = [¢;;] die Fertigstellungszeiten der Operationen O;; € SIJ als
Eintrége. Sie beschreibt damit den semiaktiven Schedule zu dem Plan LR.

Die Rangmatrix

Da jede zulissige Kombination von Technologie und Organisation eine Losung des Open-Shop Pro-
blems darstellt, kénnen wir somit Pline durch solche lateinischen Rechtecke beschreiben.

Definition 3.2 (Plan) Ein Plan LR = LR (n,m,r) € Ssyr; ist ein lateinisches Rechteck vom Format
n x m mit Eintragen aus {1,...,r}, das die Sequenzbedingung erfillt: Zu jedem lr;; > 1 existiert in
Zeile i oder in Spalte j der Fintrag lr;; — 1.

Jeder Eintrag Ir;; liefert den Rang der Operation O;; € S1J. Die Matrix LR wird daher auch
Rangmatriz genannt. Die Sequenzbedingung stellt die Eindeutigkeit der Beschreibung sicher. Unter
allen lateinischen Rechtecken {iber SIJ, die eine bestimmte Losung eines Schedulingproblems—d.h.
eine bestimmte zuléssige Kombination von Technologie und Organisation—représentieren, wollen wir
ausschliefllich jenes betrachten, bei dem kein Eintrag mehr durch einen geringeren ersetzt werden
kann.

Der Zusammenhang zwischen den Matrizen

Zwischen diesen fiinf Matrizen bestehen die folgenden Beziehungen. Der Plan LR ist durch MO und
JO eindeutig bestimmt, und kann bei Kenntnis von MO und JO in der Zeit O (nm) ermittelt werden.
Umgekehrt kénnen MO und JO bei Kenntnis von LR in der Zeit O (nm) abgelesen werden. MO und
JO sind hierbei jedoch nur dann eindeutig bestimmt, wenn wir uns auch hier auf den Vertreter mit
minimalen Eintrégen festlegen. Die Matrix C' ldsst sich eindeutig (in der Zeit O (nm)) aus dem Plan
LR und den Bearbeitungszeiten P bestimmen. Umgekehrt kann aus dem Schedule C' bei Kenntnis
von P der Plan LR herausgelesen werden.
P LR { Mo

N .| JO
C

Bei einem Job-Shop Problem ist neben den Bearbeitungszeiten P auch die Matrix MO gegeben.
Gesucht sind die Matrizen JO, LR und C. Jedoch kénnen jeweils zwei dieser Matrizen bei Kenntnis
der dritten leicht berechnet werden. Bei einem Open-Shop Problem sind weder MO noch JO bekannt.
Betrachten wir noch einmal das Beispiel aus dem vorherigen Teilabschnitt.

Beispiel 3.3 (Blockmatrizenmodell) Es sind 3 Auftrige A1, As und As, und 4 Maschinen M,
Ma, M3 und My gegeben. Die Bearbeitungszeiten P = [p;;] sind gegeben durch

6 1 1
P=|3 6 4 2
2 1 3

Die weiter oben bereits beschriebene zuldssige Losung zu diesem Open-Shop Problem hat im Blockma-
trizenmodell die folgene Darstellung durch die Matrizen MO = [mo;;] und JO = [jo;;],

31 2 2 1 1
MO=|42 13|, Jo=|3 21 3
1 2 3 1 2 2
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Auftrag Ay, beispielsweise, wird zuerst auf My bearbeitet, danach auf My, und schliefllich auf M
(Zeile 1 in MO). Maschine My bearbeitet zuerst Ay, anschliefend As, und zuletzt As (Spalte 4 in
JO). Durch MO und JO ergibt sich der eindeutig bestimmte Plan LR = [lr;;] = By. Aus LR und P
liasst sich der zugehorige semiaktive Schedule C' = [c;;] berechnen.

3 1 2 8§ 1 2
LR=1|5 2 1 4 | =Dy, C=1]1 10 4 12
1 2 3 2 5 8

Rangmatrix vs. lineare Ordnung

Der Vorteil der Darstellung eines Plans durch eine Rangmatrix gegeniiber der in der Literatur iiblichen
Représentation durch eine lineare Ordnung auf der Operationenmenge SI1J, die alle Informationen
zu der Technologie und Organisation als Teilordnungen enthélt, besteht in der Eindeutigkeit der
Darstellung. Wahrend sehr viele lineare Ordnungen ein und denselben Plan beschreiben kénnen, sind
die Pline, die durch zwei verschiedene Rangmatrizen reprisentiert werden, in keinem Fall identisch.?

Erkauft wird dieser Vorteil durch einen gréfieren Aufwand beim algorithmischen Umgang mit der
Darstellung einer Losung. Bei der Konstruktion einer neuen zuléssigen Losung aus einer gegebenen
Rangmatrix muss beispielsweise mit einigem Aufwand sichergestellt werden, dass die manipulierte Ma-
trix tatséchlich eine zuldssige Kombination aus Technologie und Organisation reprisentiert—also die
Sequenzbedingung erfiillt. Benutzt man dagegen eine lineare Ordnung zur Darstellung einer Losung,
so kann man sehr schnell, durch beliebiges Vertauschen von Operationen in dieser Ordnung, eine
alternative zuléssige Losung generieren. Das Problem hierbei besteht dann jedoch darin, dass man
moglicherweise keine neue Losung generiert hat, sondern lediglich eine alternative Beschreibung der
gegebenen Losung. Will man sicherstellen, dass die erzeugte Losung tatséchlich eine neue Losung ist,
so muss man bei der Darstellung durch lineare Ordnungen entweder auch ein Aquivalent zur Sequenz-
bedingung beachten, oder eine entsprechend grofle Anzahl von Losungen erzeugen. In beiden Fillen
entspricht der Gesamtaufwand etwa dem Aufwand beim Umgang mit Rangmatrizen.

Aus algorithmischer Sicht kénnen beide Darstellungsformen daher als &dquivalent betrachtet wer-
den. Bei der theoretischen Beschreibung besitzt die Darstellung durch Rangmatrizen jedoch einige
Vorteile. Wir konnen jedem Plan einen Comparabilitygraphen zuordnen, an dem wir schnell ablesen
konnen, ob von zwei gegebenen Plénen einer vielleicht den anderen dominiert.

3.3 Plangraphen und H-Comparabilitygraphen

Viele Schedulingprobleme haben Interpretationen als graphentheoretische Probleme. Wir wollen in die-
sem Abschnitt eine sehr elegante graphentheoretische Formulierung fiir Shop Probleme beschreiben.
Sie orientiert sich an der Auffassung eines Plans als Rangmatrix, und erméglicht eine Identifizierung
eines Plans mit einer transitiven Orientierung auf einem Comparabilitygraphen. Sie liefert nicht nur ei-
ne besonders anschauliche Darstellung von Lésungen des Shop Problems, sondern ermdoglicht vor allem
eine sehr elegante Beschreibung der Reduzierbarkeit von Planen. Auf diesen zentralen Begriff dieser
Arbeit werden wir in Kapitel 4 eingehen, wenn wir mit allen notwendigen Mitteln zur Beschreibung
der Fragestellung dieser Arbeit vertraut sein werden.

Obwohl die graphentheoretische Formulierung grundsétzlich auch fiir Job-Shop oder Flow-Shop
Probleme geeignet ist, wollen wir unsere Augenmerk nach wie vor auf dem Open-Shop Problem be-
lassen.

3.3.1 Das disjunktive Graphenmodell

In der Literatur wird zur graphentheoretischen Beschreibung von Shop Problemen {iblicherweise das
sogenannte disjunktive Graphenmodell nach ROY UND SUSSMANN (1964) [59] herangezogen. Danach

5Zwei solche Pliane kénnen allenfalls @hnlich sein—wenn einer der Umkehrplan des anderen ist. Auf diesen Begriff
gehen wir im nichsten Abschnitt ein.
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wird einer Instanz eines Shop Problems der folgende disjunktive Graph G = (V,C, D) zugeordnet
(siehe z.B. BRUCKER [17],[18]).

Konjunktive und disjunktive Kanten

Die Knotenmenge V ist gegeben durch die Menge der Operationen SIJ und jeweils einer Quelle g € V/
und einer Senke s € V. Jeder der Knoten O;; € SIJ wird mit der Bearbeitungszeit p;; gewichtet.
Die Knoten s und ¢ erhalten das Gewicht Null. Die Kantenmenge des disjunktiven Graphen zerfillt
in die Mengen C und D. Die Menge C enthilt die Menge der gerichteten konjunktiven Kanten. Diese
Kanten spiegeln die durch die Problemstellung gegebenen Vorrangbedingungen zwischen einzelnen
Operationen wider. Die Quelle ¢ ist mit jeder Operation, die keine Vorgénger hat, durch eine kon-
junktive Kante verbunden. Die Senke s mit jeder Kante, die keine Nachfolger hat. Ist a-priori nicht
klar, welche Operationen jeweils keine Vorgédnger bzw. Nachfolger haben werden, dann werden alle in
Frage kommenden Operationen mit ¢ bzw. s verbunden.

Die Menge D schlielich enthélt die Menge der ungerichteten disjunktiven Kanten. Solche Kanten
existieren genau dann zwischen zwei Operationen, wenn diese nicht gleichzeitig bearbeitet werden
kénnen.

Das Optimierungsproblem besteht nun darin, fiir jede noch ungerichtete “disjunktive” Kante eine
Orientierung auszuwéhlen, so dass der resultierende Graph azyklisch ist, und die Zielfunktion mini-
miert wird. Bei einer C,ax-Zielfunktion entspricht der Zielfunktionswert dem Gewicht eines ldngsten
Weges von der Quelle ¢ zu der Senke s.

Anwendung auf Open-Shop Problem

Bei einem Job-Shop Problem enthélt die Menge der konjunktiven Kanten die vorhandenen Infor-
mationen iiber die technologischen Reihenfolgen. Bei einem Open-Shop Problem ist diese Kanten-
menge auf die Kanten von der Quelle ¢ zu jeder Operation, und die Kanten von jeder Operation
zu der Senke s beschriankt. Alle vorhandenen Kanten zwischen verschiedenen Operationen sind dis-
junktiv. Zwei Operationen O;; und Oy, sind damit genau dann durch eine ungerichtete “disjunk-
tive” Kante verbunden, wenn sie entweder zum selben Auftrag, oder zur selben Maschine gehoren,
G=(V,C,D) = (SIJ+q+s,C+ D) mit C = {q0;;: O; € SIJ} U{O;js: O;; € SIJ} und D =

{OTjO\kli 0;j,Ox ESIJ,izk\/j:l}_

Variation ohne zusitzliche Quelle oder Senke

Wir verwenden in dieser Arbeit eine leichte Variation des disjunktiven Graphenmodells, wie sie z.B.
bei BRASEL ET AL. (1999) [13], BRASEL (2008) [11], WILLENIUS (2000) [66] oder BLAZEWICZ ET
AL. (2007) [9] beschrieben wird. Wir verzichten auf die Einfithrung der zusétzlichen Knoten ¢ und
s, und suchen entsprechend eine azyklische Orientierung mit moglichst niedrigem Gewicht auf einem
schwersten Weg von einer Quelle zu einer Senke.

Der disjunktive Graph zu einem Open-Shop Problem hat dann die folgende Form, G = (V,C, D) =

(S1J,C+ D) mit C = und D = {ofjo\kl: 04}, Ok GSIJ,i:k\/j:l}.

Der H-Graph zu einem Open-Shop Problem

Ist die Operationenmenge SI.J vollstindig, d.h. gilt SIJ =1 x J mit |I| =n und |J| = m, so ist der
disjunktive Graph zu einer Instanz eines Open-Shop Problem isomorph zu dem Hamming-Graphen
K,, X K,,. Da sich verschiedene Instanzen zu einem Open-Shop Problem lediglich durch die Bearbei-
tungszeiten unterscheiden, konnen wir den Hamming-Graphen K,, x K,,, ohne Knotengewichtung dem
Open-Shop Problem mit vollstdndiger Operationenmenge zuordnen.

Diesen Ansatz konnen wir nun auch auf unvollstéindige Operationenmengen erweitern. Der dis-
junktive Graph zu einem Open-Shop Problem ist dann isomorph zu einem induzierten Teilgraphen
des K,, x K.
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Definition 3.4 (H-Graph) Sei SIJ C I x J eine Operationenmenge mit |I| = n Auftrigen und
|J| = m Maschinen. Wir nennen die Einschrinkung des Hamming-Graphen K, X K, auf die Kno-
tenmenge SIJ den H-Graphen zu dem Open-Shop Problem auf S1J, Gsry = (SI1J,Esry) mit

ES]‘]:{OTJ‘O\M:OU,OMESIJ,iZI{?VjZZ}.

Der H-Graph Ggy ist der eindeutig bestimmte disjunktive Graph zu dem Open-Shop Problem
auf der Operationenmenge SI.J. Werden die Knoten in einem n x m-Raster angeordnet, so kénnen
wir von “Zeilen” und “Spalten” in Ggy; sprechen. Jede Zeile von Ggrj entspricht einem Auftrag
A; (1t =1,...,n) und jede Spalte einer Maschine M; (j = 1,...,m). Wir werden noch sehen, dass
diese Sprechweise nicht nur intuitiv ist, sondern durchaus auch sehr sinnvoll sein kann. Der Graph
Gy ist damit ein ungerichteter Graph, der in jeder Zeile und in jeder Spalte aus einem vollstdndigen
Teilgraphen besteht. In Abbildung 3.1 ist der H-Graph (links) zu dem Problem aus Beispiel 3.3
illustriert.
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Abbildung 3.1: Der H-Graph Gs;; und der Plangraph G (B;) zu dem Plan B; € Sgy.

3.3.2 Der Plangraph zu einem Plan

Der H-Graph Ggr s zu einem Open-Shop Problem spiegelt die Aufgabenstellung wider. Jede azyklische
Orientierung auf Ggy; beschreibt eine zulissige Losung des Open-Shop Problems, also einen Plan S €
Ssry. Umgekehrt kann auch jedem Plan S € Sgy; eine azyklische Orientierung auf Ggr; zugeordnet
werden.

Der Plangraph G (S)

Nach dem Blockmatrizenmodell konnen wir einen Plan S € Sg;; als eine Rangmatrix iiber der
Operationenmenge auffassen. Zur Erinnerung: Der Rang eines Knotens in einem Graphen beziiglich
einer azyklischen Orientierung dieses Graphens ist die Lénge eines ldngsten Weges von einer Quelle
zu diesem Knoten (siehe Abschnitt 1.2.1). Wir konnen die durch S gegebenen Riinge der einzel-
nen Operationen daher in eine eindeutig bestimmte Orientierung der Kanten von Ggy; tibersetzen:
Oij — Oy < [i=kVj=I]A[sij < sw]. Die Orientierung auf Ggr; zu dem Plan S enthélt dann
die (gerichtete) Kante O;;Oy;. Wir schreiben dann auch O;;0y; € S. Diese Orientierung auf Ggy ist
genau dann azyklisch, wenn S ein Plan ist, und somit die Sequenzbedingung aus Definition 3.2 erfiillt.
Insbesondere kénnen wir die Matrix S mit Eintréigen tiber SI.J mit einer (orientierten) Kantenmenge
auf Ggyy identifizieren.

Definition 3.5 (Plangraph) Sei S € Sgr; ein Plan. Durch G (S) = (S1J,S) wird eine azyklische
Orientierung auf dem H-Graphen Ggry = (SIJ, Esry) beschrieben. Wir nennen G (S) den Plangra-
phen zu S.

Aus dem Plan- oder auch Ablaufgraphen G (S) konnen alle Vorgéinger- und Nachfolgerbeziehungen
zwischen Operationen eines jeden Auftrags oder auf den einzelnen Maschinen abgelesen werden.

Der Plangraph G (S) besteht aus horizontalen Kanten O;;Oy fiir die ¢ = k und s;; < sp gilt,
und aus vertikalen Kanten O;;05; mit j = [ und s;; < sp;. Die horizontalen Kanten beschreiben



54 KAPITEL 3. OPEN-SHOP SCHEDULING

die technologischen Reihenfolgen, und die vertikalen Kanten die organisatorischen Reihenfolgen einer
Losung.
In Abbildung 3.1 (rechts) ist der Plangraph zu dem Plan B; aus Beispiel 3.3 abgebildet.

Die Graphen GMO, GJO und GMO7JO

Wir kénnen auch die Matrizen MO und JO aus dem Blockmatrizenmodell mit Graphen assoziieren.
Der Graph Gpo = (SIJ,MO) ist ein gerichteter Graph auf der Operationenmenge SI.J, in dem
zwei Operationen O;;0y; € SIJ genau dann durch eine Kante O;;0); verbunden sind, wenn i = k
und s;; < s gilt. Der Graph beschreibt damit die Technologie zu einem Plan. Analog ist der Graph
G jo = (S1J,J0O) definiert, der die organisatorischen Reihenfolgen zu einem Plan S € Sgy beschreibt.
In Abbildung 3.2 sind die Graphen Gp;0 und G0 zu dem Plan B; aus Beispiel 3.3 abgebildet.
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Abbildung 3.2: Die Graphen G0 und G jo zum Plan Bj.

Der Graph Guyo,50 = Guo + Gyo = (SIJ,MO + JO) vereinigt die technologischen und organi-
satorischen Reihenfolgen. Er ist identisch zu dem Plangraphen G (S) zu dem Plan S, der durch MO
und JO beschrieben wird.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden MO und JO hiufig auch mittels ihrer transitiven
Redukte MO"™ und JO" dargestellt.

Gewichtete und ungewichtete Varianten von Ggry und G (S)

Ein Schedule C' zu einem Plan S € Sgr; kann einfach durch die Gewichtung der Knoten O;; € SI.J in
G (S) mit den jeweiligen Bearbeitunszeiten p;; mit einem Graphen assoziiert werden. Der resultierende
“Schedulegraph” G (C') = G (S, P) verhélt sich damit so zum Plangraphen G (S), wie der H-Graph
Ggs1y (P) fiir eine gegebene Instanz P zum H-Graphen Ggry des jeweiligen Problems. Obwohl diese
zwei Paare von Graphen jeweils formal verschieden sind, und sorgfiltig auseinander gehalten werden
miissen, gibt es keine sprachliche Trennung zwischen den gewichteten und ungewichteten Varianten.
Wir werden daher auch bei der Betrachtung von konkreten Probleminstanzen P das Optimierungs-
problem als Suche nach einer azyklischen Orientierung auf dem H-Graphen Ggr; formulieren—und
nicht etwa als Suche auf dem Graphen Ggr; (P). Ebenso werden wir auch den gewichteten Graphen
G (S) zu einer Losung als Plangraphen bezeichnen—und nicht etwa als Schedulegraph G (S, P).

3.3.3 Der H-Comparabilitygraph zu einem Plan

Die Graphen G0 und G ;o sind transitiv orientierte Graphen. Aus Gj;o in Abbildung 3.2 kénnen
wir ablesen, dass die Operation Os; erst bearbeitet wird, nachdem die Operationen Os3, O22 und Oy
abgearbeitet sind. Es existiert eine Kante von jedem dieser drei Vorgénger zu Oz;. Ebenso kénnen wir
aus G jo ablesen, dass auf Maschine 2 die Operation O;5 noch vor der Operation Os5 bearbeitet wird,
da eine Kante von O12 nach Oy existiert. Aus dem Plangraphen G (S) = Gao,50 koénnen wir jedoch
nicht so einfach ablesen, dass O12 damit auch ein Vorgénger von Os; ist, da diese beiden Operationen
nicht adjazent sind. Der Plangraph G (.9) ist also im Allgemeinen kein transitiv orientierter Graph. Um
jedoch von den vielen Eigenschaften transitiv orientierbarer Graphen profitieren zu kénnen, werden
wir zur Beschreibung von Plénen auch den transitiven Abschluss von G (S) betrachten.
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Wenn wir S € Sgyy nicht nur als Rangmatrix iiber SI.J auffassen, sondern gleichzeitig auch mit
der durch S induzierten Kantenmenge iiber der Knotenmenge SI.J identifizieren, kénnen wir die
transitive Hiille von G (S) durch G (S)" = (S1J,S') oder auch einfach nur durch S*" beschreiben.
Der symmetrische Abschluss (SI J, S+ (S”)fl) = [S*] ist dann ein Comparabilitygraph, der eine
transitive Orientierung besitzt, die eine Losung des Open-Shop Problems auf der Operationenmenge
S1J reprisentiert. Da S eine Orientierung auf dem H-Graphen Ggy; ist, ist Ggry ein Teilgraph von
[S'"]. Also enthiilt [S™] insbesondere den auf SIJ eingeschrinkten Hamming-Graphen K,, x K,, als
Teilgraphen. Daher nennen wir [S*"] den H-Comparabilitygraphen zu S.

Definition 3.6 (H-Comparabilitygraph zum Plan S) Sei S € Ss; ein Plan. Der Graph [S'"] =
(SIJ, S + (5)™") heift H-Comparabilitygraph von S.

In Abbildung 3.3 ist die transitive Hiille B{" und der H-Comparabilitygraph [B;""] zu dem Plan
B, aus dem Beispiel 3.3 dargestellt. Im Abschnitt 3.3.5 werden wir noch eine etwas verallgemeinerte
Betrachtung von H-Comparabilitygraphen diskutieren, die die Definition unabhéingig von einem kon-
kreten Plan machen wird. Bis dahin werden wir immer von dem H-Comparabilitygraphen zu einem

konkreten Plan S € Sgr; sprechen.
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Abbildung 3.3: Die transitive Hiille BY" und der H-Comparabilitygraph [Bi"].

3.3.4 Regulire Kanten und Schrigkanten

Die Kantenmenge eines H-Comparabilitygraphen zu einem Plan zerféllt in zwei Gruppen von Kanten,
die vor dem Hintergrund des Schedulingproblems grundsétzlich verschiedene Eigenschaften besitzen.
Die eine Gruppe besteht aus den Kanten, die auch in dem H-Graphen G gy enthalten sind, die andere
Gruppe enthélt alle iibrigen Kanten.

Regulire Kanten und reguldre Wege

Die Kanten der ersten Gruppe sind, unabhéingig von einer konkreten Lésung des Problems, immer Be-
standteil des H-Comparabilitygraphen. Sie gehoren zur Problembeschreibung, und werden als regulére
Kanten bezeichnet.

Definition 3.7 (regulire Kante) Sei S € Sgy; ein Plan, Gsry der H-Graph von SIJ, und [S'"] =
(SIJ,E(S)) der H-Comparabilitygraph zu S. Eine Kante e € E (S) heifit regulér, e € Ey.q (S), wenn
sie auch in dem Teilgraphen Ggry liegt. Insbesondere sind alle Kanten des Plangraphen G (S) =
(S1J,S) regulir.

Die Menge der regulidren Kanten E,., (S) umfasst damit sdmtliche horizontalen und vertikalen
Kanten—sowie deren Umkehrungen. Sie ist fiir alle Pline S € Sgyj gleich, und nur von der Ope-
rationenmenge STJ abhingig. Der Plangraph G (S) besteht aus einer azyklischen Orientierung der
reguliren Kanten des H-Comparabilitygraphen [S!"].

Definition 3.8 (Weg, regulidrer Weg) Sei S € Ssr; ein Plan. Ein Weg W in S ist ein Weg
auf dem Plangraphen G (S) = (SIJ,S), W C S. Ein Weq W C E(S) im H-Comparabilitygraphen
[S'"] = (SIJ,E(S)) von S heifit regulér (beziiglich S), wenn er ein Weg in S ist.
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Ein reguliirer Weg W im H-Comparabilitygraphen [S"] ist also eine Kantenmenge der transitiven
Orientierung S* von [S*"], die ausschlieBlich aus reguléiren Kanten besteht. D.h. es gilt W C S. Da
wir den Plan S mit der Kantenmenge des Plangraphen G (5) identifizieren, unterscheiden wir nicht
zwischen einem Weg in einem Plan, und einem Weg auf dem zugehorigen Plangraphen.

Die transitive Hiille S*" von S enthiilt in aller Regel jedoch zusitzliche Wege. Diese zusitzlichen
Wege enthalten jedoch jeweils mindestens eine Kante, die weder horizontal, noch vertikal—und damit
nicht reguliir ist. Um diese zusitzlichen Wege in der transitiven Orientierung S*" des H-Comparability-
graphen [S"] von den Wegen in S unterscheiden zu kénnen, benutzen wir den Begriff des reguliiren
Weges. Wir kénnen so beispielsweise von einem reguldren Weg W zu einem Plan S sprechen, ohne
jedes Mal mit anfithren zu miissen, dass wir W in diesem Zusammenhang ggf. als ein Objekt in einer
Orientierung des H-Comparabilitygraphen von S betrachten.

Es sei an dieser Stelle in Erinnerung gerufen, dass wir Kantenmengen prinzipiell als gerichtet be-
trachten. In einem ungerichteten Graphen existiert zu jeder gerichteten Kante auch ihre Umkeh-
rung. Wir wollen Wege daher prinzipiell ebenfalls als gerichtete Kantenmengen auffassen. Damit
gilt, dass jeder Weg W C S* in der transitiven Hiille von S auch ein Objekt im ungerichteten
H-Comparabilitygraphen [S*"] ist. Anders als in S*" existiert in [S'"] jedoch auch der umgekehrte Weg
w1,

Schrigkanten

Durch die Bestimmung der transitiven Hiille S von S € Ssy; entstehen in aller Regel zusitzliche
Kanten. Diese sind weder horizontal, noch vertikal. Wir nennen solche Kanten daher Schriagkanten
(diagonal edges). Thre Existenz oder Nichtexistenz in S*" ist damit von dem zugrundeliegenden Plan
S abhingig.

Definition 3.9 (Schrigkante) Sei S € Ss;y ein Plan, Gsry der H-Graph von SI1J, und [S'"] =
(S1J,E(S)) der H-Comparabilitygraph zu S. Eine Kante e € E (S), die nicht in dem Teilgraphen
Gsiy liegt, heift Schrigkante in [S'], e € Egiag (5).

Die Kantenmenge eines H-Comparabilitygraphen zerfiillt damit in die Menge der reguléren Kanten
Ercq und die Menge aller Schréigkanten Eg;q4. Die Menge der reguléren Kanten ist dabei unabhéngig
von einem konkreten Plan. Sie hingt lediglich von der zugrundeliegenden Operationenmenge ab.
Daher unterscheiden sich die H-Comparabilitygraphen zu zwei Pldnen S; und Ss iiber derselben
Operationenmenge SI.J nur durch ihre Schrigkantenmengen.

Aufgrund der Definition der transitiven Hiille ist klar, dass zu jeder Schrigkante in der transitiven
Orientierung S* auf [S!"] ein regulirer Weg existiert, der diese Schriigkante induziert.

Lemma 3.10 (Schrigkanten und Wege) Sei S € Ssyy ein Plan, und sei e = ab eine Schrigkante
in S, Dann emistiert in S ein Weg W C S von a nach b.

Teilweg und minimaler Teilweg

Mit Hilfe der Zerlegung der Kantenmenge eines H-Comparabilitygraphen in reguldre Kanten und
Schréigkanten sind wir in der Lage, jeden Sachverhalt auf einem der beiden Graphen G (S) bzw. [S'"]
auch durch den jeweils anderen Graphen beschreiben zu kénnen.

Eine wichtige Eigenschaft von reguldren Wegen ist, dass wir zu jedem reguldren Weg einen reguliren
Teilweg beschreiben kénnen, der abwechselnd aus horizontalen und vertikalen Kanten besteht. Das ist
bedeutsam, weil wir unsere Argumentation hiufig auf solche besonderen Wege beschréanken werden.

Obwohl wir Wege in Plinen iiberwiegend als Kantenmengen, und nicht als Knotenmengen in den
zugehorigen Plangraphen interpretieren, ist es hilfreich, den Begriff eines Teilweges mit Hilfe von
Knotenmengen zu definieren.

Definition 3.11 (Teilweg) Sei W ein Weg in S € Sgy; mit der Knotenmenge Viyr C SI.J. Der Weg
W* mit der Knotenmenge Viy» C SIJ ist ein Teilweg von W, W* C W, wenn Vg~ C Viy gilt, und
W* ebenfalls ein Weg in S ist.
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Der Forderung, dass W* seinerseits selbst ein Weg in S, also ein regulirer Weg in [S?"], sein soll,
kommt dabei eine entscheidende Bedeutung zu. Nicht jede Teilmenge der Knoten eines Weges W in
S € Ssrg beschreibt einen Teilweg von W in S. Zwar ist in [S'"] jede Teilmenge der Knoten eines
Weges wieder ein Weg in [S*]. Einen Weg in S beschreibt eine solche Teilmenge der Knoten aber
nur dann, wenn die zugeho¢rige Kantenmenge der direkten Nachfolger der jeweiligen Knoten keine
Schragkanten enthélt. Betrachten wir beispielsweise in Abbildung 3.3 den Weg W von Operation O14
iiber O14 und O34 nach Og4. Die Teilmenge {O12,034,024} C Viy beschreibt zwar einen Weg in
B{T, aber keinen reguliren Weg, da die Kante 015034 € B! eine Schriigkante ist. Der einzige echte
Teilweg in W von O12 nach Oy ist der Weg W* mit Viy« = {O12, 014, O24}.

Lemma 3.12 (minimaler Teilweg) Sei W ein Weg in S € Sgr; von a nach b. Dann existiert in S
ein Teilweg W* C W wvon a nach b, der keine zwei aufeinanderfolgenden horizontalen oder vertikalen
Kanten enthdlt. Wir nennen W* den minimalen Teilweg von W, bzw. einen minimalen Weg in S von
a nach b.

Beweis. Sei W C S ein beliebiger Weg in S € Sgry, und sei Viy C SIJ die Menge seiner Knoten. Wir
kénnen W in Abschnitte von aufeinanderfolgenden horizontalen bzw. vertikalen Kanten unterteilen.
Da die Graphen G0 und G jo transitiv orientiert sind, gilt fiir jeden dieser Abschnitte, dass der
Startknoten v der jeweils ersten Kante und der Endknoten w der jeweils letzten Kante in G (S) durch
die Kante vw € S verbunden ist. Damit kénnen wir jeden dieser Abschnitte auf genau eine Kante
reduzieren, und erhalten so einen eindeutig bestimmten Teilweg W*, der nicht weiter verkiirzt werden
kann. W* besteht dann abwechselnd aus horizontalen und vertikalen Kanten. W

Ecken und Eckkanten

Zur Beschreibung von einzelnen Abschnitten in minimalen reguléren Wegen werden wir gelegentlich
auch die beiden folgenden Begriffe benutzen.

Definition 3.13 (Ecke, Eckkante) Sei S € Sgy; ein Plan. Ein minimaler reguldirer Weg der Kan-
tenlinge 2 heifst eine Ecke. Die durch diese Ecke induzierte Schrigkante nennen wir eine Eckkante.

Ein minimaler reguldrer Weg besteht damit ausschlieflich aus Ecken. Jedoch ist nicht jede der
durch einen solchen Weg induzierten Schrégkanten eine Eckkante. Das gilt nur, wenn der reguldre
Weg nur aus einer Ecke besteht.

Regulire Wege und Cliquen

Bei der Betrachtung von transitiven Orientierungen in Kapitel 1.2.1 haben wir darauf hingewiesen,
dass jeder Weg der Kantenlénge [ in einer transitiven Orientierung 7" mit einem vollstédndigen Graphen
K1 in [T] korrespondiert, und umgekehrt. Das bedeutet, dass jeder Weg in S eine Clique in [S?"]
induziert. Damit enthilt [S*"] nicht nur Cliquen in jeder Zeile oder Spalte, sondern auch solche, die
Schrigkanten enthalten. Die Cliquen, die mit minimalen reguldren Wegen korrespondieren, haben die
Eigenschaft, dass sie aus jeder Zeile oder Spalte hochstens zwei Knoten enthalten.

3.3.5 Ahnliche Pline

In diesem Abschnitt wollen wir einige Zusammenhéinge zwischen Plénen, ihren H-Comparabilitygra-
phen und beliebigen transitiven Orientierungen auf diesen Graphen betrachten. Dabei werden wir dem
Reduktionsbegriff von Plénen, den wir in Kapitel 4 einfithren wollen, schon ein wenig vorgreifen, und
kldren, was wir unter “dhnlichen” Plénen verstehen wollen. In diesem Zusammenhang werden wir eine
etwas verallgemeinerte Auffassung von H-Comparabilitygraphen kennen lernen.

Planorientierung und Ahnlichkeit

Wir haben den H-Comparabilitygraphen [S*"] zu einem Plan S € Sg;; definiert, um eine graphen-
theoretische Beschreibung der Bearbeitungsreihenfolge der Operationen aus SIJ zu einer konkreten
Losung S des Open-Shop Schedulingproblems auf SIJ zu erhalten. Dabei betrachten wir den transiti-
ven Abschluss aus den jeweiligen Reihenfolgen innerhalb der einzelnen Auftriage und auf den einzelnen
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Maschinen. Der symmetrische Abschluss von dieser transitiven Hiille S ist ein Comparabilitygraph,
der die Eigenschaft hat, dass er eine transitive Orientierung S besitzt, bei der jede der Schriagkanten
eine transitive Kante ist. Solche Orientierungen spielen eine besondere Rolle.

Definition 3.14 (Planorientierung) Sei [S'"] der H-Comparabilitygraph zu einem Plan S € Sgy;.
Eine transitive Orientierung T' € Tjsir heifit Planorientierung von [S'"], wenn jede Schrigkante in T
transitiv ist.

Nicht jede transitive Orientierung eines H-Comparabilitygraphen besitzt diese Eigenschaft. Der
H-Comparabilitygraph zu dem Plan B; in Abbildung 3.3 besteht beispielsweise aus 2 verschiedenen

Implikationsklassen, und hat daher genau @ = 2 verschiedene transitive Orientierungen. Von
diesen 2 Orientierungen ist jedoch nur eine Planorientierung. In der anderen sind die Schriagkanten
zwischen den Operationen O12 und Os1, bzw. O14 und Os; nicht transitiv.

Aus der Definition der Planorientierung folgt unmittelbar die folgende Aussage.

Lemma 3.15 (Planorientierung) Sei T' eine Planorientierung auf [S'"]. Dann beschreibt T einen
Plan T* € Ss1; mit {(T*)ﬂ — [S™].

Definition 3.16 (ihnliche Pline) Zwei Pline S1,S2 € Ssry, fir die [Si"] = [S§] gilt, heiflen
shnlich, §) ~ Ss.

Umkehrplan

In Kapitel 1.2.1 haben wir vermerkt, dass wir zwei transitive Orientierungen 77 und 75 auf einem
Comparabilitygraphen G = (V, E) als verschieden ansehen wollen, wenn keine der beiden der jeweils
anderen oder deren Umkehrung entspricht, Th # 15,75 ! Wir wollen auch im Zusammenhang mit
H-Comparabilitygraphen eine Planorientierung und ihre Umkehrorientierung nicht als verschieden
betrachten. Fiir S und (5”)71 gilt namlich insbesondere, dass jede Kante, die in S transitiv ist,
auch in (S')”" transitiv ist. Also ist (S*")”" ebenfalls eine Planorientierung von [S*"].

Definition 3.17 (Umkehrplan) Sei S € Ss;; ein Plan. Der durch die Planorientierung (S) "

auf [S'] induzierte Plan heifst Umkehrplan von S und wird mit S~' bezeichnet. Es gelten G (S’l) =
G(S)™" und (S‘l)tr = (S")~'. Insbesondere sind S und S~ Ghnliche Pline, S ~ S~

Die Bezeichnung des Umkehrplans von S mit S~! ist wohldefiniert, da auch im Plangraphen die
Umkehrorientierung von S der Orientierung des Umkehrplans entspricht, (S )_1 =51
Bei der Auffassung von S als Rangmatrix mit den Eintrégen 1, ..., rmax kann die Rangmatrix von
S~! im Wesentlichen durch Ersetzen jedes Eintrags s;; durch den Eintrag rmax + 1 — s;; bestimmt
werden. Einige Eintrige miissen anschlieffend unter Umstdnden noch ein wenig nach unten angepasst
werden, damit die Sequenzbedingung erfiillt ist. Auf diese Anpassungen wollen wir hier jedoch nicht
néher eingehen (siehe hierzu beispielsweise BRASEL ET AL. [13] oder BRASEL [11]). Uns soll geniigen,
dass die Bestimmung der Rangmatrix zu S~! deterministisch in polynomieller Zeit machbar ist.
Betrachten wir als Beispiel ein weiteres Mal den Plan B; aus Beispiel 3.3.
31 5 5
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1

W = N
ot = W

4
2 Byt =
3

[SAN V)

4
1 5 5 2
2 4 4 3
Die Matrix B7, die durch die Umformung b*{i], = Tmax + 1 — blij entsteht, beschreibt zwar die Um-
kehrorientierung von By im Plangraphen G (Bj), liefert aber keine Rangmatrix im engeren Sinne. Fiir
die Operationen b7 = 3 und by, = 4 gilt jeweils, dass der Eintrag bLj — 1 weder in der jeweiligen
Zeile, noch in der jeweiligen Spalte existiert. Diese Eintrége miissen daher vermindert werden, bis die
Sequenzbedingung erfiillt ist.
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Ahnliche Pline durch andere Planorientierungen

Wir wissen inzwischen, dass es zu jedem Plan S sogenannte dhnliche Pldne geben kann. Solche Plidne
zeichnen sich dadurch aus, dass ihre H-Comparabilitygraphen nicht nur isomorph zu dem von S sind.
Bei gleicher Darstellung bzgl. SIJ sind sie sogar identisch. Ein Beispiel fiir einen dhnlichen Plan zu
einem Plan S ist sein Umkehrplan S~!. Daneben kann es jedoch weitere geben. Jede Planorientierung
T' von [S'"] kénnen wir eindeutig mit einem Plan T assoziieren, der dhnlich zu S ist. Auf die Frage,
warum wir solche Plédne als “dhnlich” zu S bezeichnen, werden wir im folgenden Kapitel eingehen.

Der H-Comparabilitygraph zu dem Plan By hat beispielsweise zwei verschiedene Planorientierun-
gen. D.h. neben By und B; ! gibt es einen weiteren Plan B3 und dessen Umkehrung, die beide jeweils
den gleichen H-Comparabilitygraphen induzieren, [BY'| = [B'].

12 3 4 3 1
BQ‘[431} Bs_[123}

Ahnliche Pline durch Permutation oder Spiegelung

Man kann #hnliche Pline somit auch als isomorphe Abbildungen des H-Comparability-
graphen auf sich selbst, also als Automorphismen, betrachten. Eine hinreichende, aber nicht not-
wendige Bedingung fiir die Existenz von &hnlichen Plénen zu einem gegebenen Plan, ist die Existenz
von Automorphismen durch Permutation von Zeilen oder Spalten, bzw. durch Spiegelung. Der H-
Comparabilitygraph verfiigt in diesem Fall iiber eine Symmetrie, iiber die der Plangraph oder die
Rangmatrix nicht verfiigt.

Lemma 3.18 (Automorphismen durch Permutation oder Spiegelung) Sei [S™"] der H-Com-
parabilitygraph zu einem Plan S € Ssyy. Ewistiert auf [S™] ein Automorphismus, der durch eine Per-
mutation von Zeilen oder Spalten, bzw. durch eine Spiegelung an einer Hauptdiagonalen erzeugt wird,
so wird durch diesen Automorphismus ein dhnlicher Plan S* zu S beschrieben, S* ~ S.

Beweis. Das Vertauschen von Zeilen oder Spalten entspricht der Umbenennung von Auftrigen oder
Maschinen und hat keine Auswirkungen auf das zugrundeliegende Schedulingproblem. Ebenso hat das
Spiegeln, das einem Vertauschen der Rollen von Auftrigen und Maschinen entspricht, keine Auswir-
kungen auf ein Open-Shop Problem.

Entsteht also auf diese Weise aus G = [S*"] ein Graph G* mit G* = [S'"], so ist die transformierte
Orientierung (S*")" eine Planorientierung auf [S*"]: Jede Schrigkante von G ist auch in G* eine
Schréigkante. Jede reguldre Kante von G ist regulédr in G*. Und jede Schriagkante in G* ist transitiv,
da (S*)" isomorph zu S*" ist. Wegen (S'")" # S*" beschreibt (S*")" somit einen Plan S* # S mit
S*~S5. 1

Der H-Comparabilitygraph zu By besteht beispielsweise aus dem Ky x K3 und genau zwei Schrig-
kanten, die ein Kreuz bilden. Eine Vertauschung der beiden Zeilen liefert einen Automorphismus
auf [BY], die zu dem &hnlichen Plan Bs fiihrt. In [BY"] (vier Schrigkanten) koénnen die ersten bei-
den Spalten vertauscht werden, und [B{"] kann an der Hauptdiagonalen gespiegelt werden. Beide
H-Comparabilitygraphen haben genau wie [BE'] jeweils genau zwei verschiedene Planorientierungen.
Der H-Comparabilitygraph zum Plan Bg enthélt alle sechs moglichen Schrigkanten. [BE] entspricht
damit dem vollstédndigen Graphen auf sechs Knoten. Hier beschreibt jede beliebige Kombinationen von
Permutationen der Zeilen und Spalten einen Automorphismus. Von den 6! = 720 transitiven Orientie-
rungen auf [Bf'] = K sind insgesamt genau 60 Orientierungen Planorientierungen (30 verschiedene
Planorientierungen und ihre Umkehrorientierungen).

3
1 2 3 1 2 3
34[435 36{654}

Die Bedingung aus Lemma 3.18 ist jedoch nur hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Existenz
von &hnlichen Pldnen. Die Pliane B; und By sind &hnlich, aber weder gilt B; = By ! noch geht einer
der beiden durch Permutation oder Spiegelung aus dem anderen hervor.

12
]3543
2
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Alternative Betrachtung von H-Comparabilitygraphen

Wir haben (in Abschnitt 3.3.3) den H-Comparabilitygraphen zu einem Plan als symmetrischen Ab-
schluss der transitiven Hiille des Plans definiert. AnschlieBend haben wir festgestellt, dass jeder H-
Comparabilitygraph aus dem H-Graphen Gg;; und einer von dem Plan abhingigen Schrigkanten-
menge besteht. Fiir die Schrigkanten gilt dabei, dass sie in mindestens einer transitiven Orientierung
auf dem Graphen alle gleichzeitig transitiv sind. Eine transitive Orientierung mit diese Eigenschaft
haben wir Planorientierung genannt. Fiir eine vollstindige Operationenmenge SIJ = I x J mit |I| =n
und |J| = m bedeutet das, dass wir jedem Plan S € Sg;; einen Comparabilitygraphen G zuordnen
konnen, der aus dem K, x K, und einer Schrigkantenmenge Eyiqq (S) besteht. Falls G mehrere
verschiedene Planorientierungen besitzt, existieren mehrere zu S dhnliche Pléne.

Neben dieser von einem konkreten Plan ausgehenden Auffassung von H-Comparabilitygraphen
gibt es auch eine alternative Betrachtungsweise. Wir kénnen néamlich auch umgekehrt jedem Graphen
G = (S1J,Egg,, + Egiag) auf der Knotenmenge SIJ, der den H-Graphen Ggyy als Teilgraphen
enthélt, und auf dem eine Planorientierung existiert, einen Plan zuordnen. Genauer gesagt, ordnen
wir jeder Planorientierung 7% € 7g einen Plan T € Sg7; zu. So kénnen wir beispielsweise einem
Graphen G*, der aus dem K5 X K3 und zwei Schrigkanten besteht, die in G* ein Kreuz bilden, zwei
verschiedene Plane T7 und T5 zuordnen, die isomorph zu den Plianen Bs bzw. Bs sind.

Eine notwendige Bedingung fiir eine solche Zuordnung ist dabei offenkundig die Existenz einer
transitiven Orientierung auf G. D.h. G muss ein Comparabilitygraph sein. Die Existenz einer transi-
tiven Orientierung auf G ist jedoch nicht hinreichend fiir die Existenz einer Planorientierung auf G.
Ein Graph G** beispielsweise, der aus dem Ky x K3 und zwei Schrigkanten besteht, die kein Kreuz
bilden, ist zwar unabhéngig von der Anordnung der beiden Schrigkanten ein Comparabilitygraph, der
jedoch in keinem Fall eine Planorientierung besitzt.

Allerdings kénnen wir auch solchen Comparabilitygraphen G, die zwar den H-Graphen enthalten, aber
keine Planorientierung besitzen, einen oder sogar mehrere Pléne zuordnen. Der Unterschied zwischen
einer Planorientierung auf G, und einer beliebigen transitiven Orientierung ist, dass in einer beliebigen
Orientierung T' € 7 einige der Schrigkanten vielleicht nicht transitiv sind. Eine solche nicht transitive
Schrigkante gehort damit zur transitiven Reduktion 7" von T'. Nach Satz 1.39 aus Abschnitt 1.4.1
konnen wir Kanten aus der transitiven Reduktion einer transitiven Orientierung jedoch l6schen, ohne
die Transitivitdt der Orientierung zu geféhrden.

Das bedeutet, dass wir aus jeder transitiven Orientierung T € 7 von G eine Planorientierung 7
auf einem Teilgraphen G* von G erzeugen kénnen, indem wir alle in 7" nicht transitiven Schrigkanten
einfach entfernen. Dieser Teilgraph enthiilt dann nach wie vor den H-Graphen Ggy; als Teilgraphen,
da wir nur Schrigkanten entfernt haben. Der Plan Sr« € Sgys, der durch die Planorientierung 7
auf G* induziert wird, ist durch T eindeutig bestimmt, Sp« = Sp. Wir konnen diesen Plan somit
zum einem dem H-Comparabilitygraphen G*, zum anderen aber auch dem Comparabilitygraphen G
zuordnen.

Weiter oben haben wir beschrieben, dass der H-Comparabilitygraph zu dem Plan B; aus Beispiel
3.3 (Abbildung 3.3) zwei verschiedene transitive Orientierungen besitzt. Eine Orientierung ist eine
Planorientierung und représentiert zusammen mit ihrer Umkehrung den Plan B; und seinen Umkehr-
plan By ! = B,. Die andere Orientierung enthélt nur 7 der urspriinglich 9 Schriigkanten als transitive
Kanten. Dieser Orientierung kénnen wir den Plan Bg, bzw. den Plan By = Bgl zuordnen.

3 1 2 4
By = 3 5 By=B;' = 2
4
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Im niichsten Kapitel werden wir sehen, dass die Pline Bg und Bjg auf eine bestimmte Art und Weise
“besser” als die Plane By und Bs sind.
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Vor dem Hintergrund dieser Betrachtungen koénnen wir den Begriff des H-Comparability-
graphen ein wenig ausweiten.

Definition 3.19 (H-Comparabilitygraph) Ein Comparabilitygraph G = (V, E) auf der Knoten-
menge V = SIJ, der den H-Graphen Ggsyy als Teilgraphen enthdlt, nennen wir einen H-Comparabili-
tygraphen.

Anders ausgedriickt, ist jeder Graph, der aus dem H-Graphen Gg;; und einer beliebigen Schriagkan-
tenmenge Fg;qq besteht, genau dann ein H-Comparabilitygraph, wenn er ein Comparabilitygraph ist.
Bei BRASEL, DHAMALA UND MATZKE (2007) [12] werden einige Eigenschaften solcher H-Comparabi-
litygraphen beschrieben.

Bemerkung 3.20 (K3 x K3) Der Ko x K3 ist kein Comparabilitygraph. Damit ist jeder Graph, der
aus dem H-Graphen Ggry und einer beliebigen Schrigkantenmenge Egiqg besteht, und den Ko x
K3 als induzierten Teilgraphen enthdlt, auch kein Comparabilitygraph. Insbesondere ist daher die
Schrigkantenmenge fiir jeden H-Comparabilitygraphen zu einer vollstindigen Operationenmenge SIJ
mit (0.B.d.A.) mindestens 2 Auftrigen und 3 Maschinen, nicht leer.

Die eben diskutierten Zusammenhénge zwischen H-Comparabilitygraphen und ihren transitiven
Orientierungen kénnen wir zusammenfassend folgendermaflen formulieren.

Lemma 3.21 (H-Comparabilitygraph) Sei G ein H-Comparabilitygraph auf SIJ. Dann gelten

(1) Jede transitive Orientierung T € Tg korrespondiert mit einem Plan St € Ssy.

(i1) Der H-Comparabilitygraph [SY] 2u dem durch T € T induzierten Plan St € Ssry ist ein
Teilgraph von G, [S¥] C G.

(iii) [SE] ist genau dann kein echter Teilgraph, d.h. [S¥] = G, wenn T eine Planorientierung
auf G ist.

3.3.6 Problemformulierungen fiir O || C__

Am Anfang dieses Kapitels haben wir in Abschnitt 3.1.3 das Open-Shop Schedulingproblem mit
Chax-Zielfunktion folgendermafien formuliert. Gegeben sei die Operationenmenge SIJ C I x J und
Bearbeitungszeiten p;; fiir alle Operationen O;; € SIJ. Fiir eine Probleminstanz von O || Chax
sind die Bearbeitungszeiten sowohl fest, als auch bekannt. Sie unterliegen also weder stochastischen
Prozessen, noch ist ihre Kenntnis mit Unsicherheiten behaftet. Das Optimierungsproblem besteht
nun darin, eine zuldssige Kombination von technologischen Reihenfolgen innerhalb der Auftrdge und
organisatorischen Reihenfolgen auf den Maschinen zu bestimmen, die die Gesamtbearbeitungszeit
Cimax = max;es {C;} minimiert. Das zugehorige Entscheidungsproblem fragt nach der Existenz einer
zuldssigen Kombination, die die Gesamtbearbeitungszeit einer gegebenen Losung unterbietet.

Vor dem Hintergrund der graphentheoretischen Beschreibung dieses Problems in den letzten Abschnit-
ten wollen wir nun noch einige Varianten der Problemformulierung sammeln.

Azyklische Orientierung auf disjunktivem Graph

Die direkte Ubersetzung des eben geschilderten Sachverhalts in ein graphentheoretisches Problem
lautet: Gegeben sei der disjunktive Graph G = (V,C,D) = Ggr; mit Knotengewichtungen w;; =
pij. Eine zulédssige Losung einer Instanz des Schedulingproblems wird dann durch eine azyklische
Orientierung auf dem gewichteten H-Graphen G g représentiert. Das Gewicht eines schwersten Weges
von einer Quelle zu einer Senke in einer solchen Orientierung entspricht der Gesamtbearbeitungszeit
Chax- Gesucht ist somit eine azyklische Orientierung auf Ggry, die das Gewicht eines schwersten
Weges minimiert.

Diese Beschreibung ist fiir die algorithmische Umsetzung von Strategien zur Losung des Problems
geeignet.



62 KAPITEL 3. OPEN-SHOP SCHEDULING

Transitive Orientierung auf einem H-Comparabilitygraph

Eine dazu dquivalente Beschreibung ist die folgende. Gegeben sei die Operationenmenge SIJ und die
Bearbeitungszeiten P = [p;;]. Wir konnen jeder transitiven Orientierung auf einem H-Comparability-
graphen iiber S1.J eine zulédssige Losung des Schedulingproblems zuordnen. Zur Losung einer Proble-
minstanz ist somit ein H-Comparabilitygraph G mit einem minimalen schwersten Weg beziiglich der
Knotengewichtung w;; = p;; in einer transitiven Orientierung auf G' gesucht.

Diese Beschreibung ist vor allem im Hinblick auf die Theorie der Reduzierbarkeit von Plinen, die wir
im néchsten Kapitel aufgreifen wollen, hilfreich.

Intervallfirbung auf H-Comparabilitygraphen

Zuletzt wollen wir noch eine etwas ausgefallenere Problemformulierung présentieren, die im weiteren
Verlauf dieser Arbeit keine weitere Rolle spielen wird.

In Kapitel 1.4.4 haben wir den Begriff der perfekten und superperfekten Graphen diskutiert, und
bemerkt, dass Comparabilitygraphen sowohl perfekt, als auch superperfekt sind. Ein Graph G = (V, E)
ist perfekt, wenn fiir jeden induzierten Teilgraphen A C V die Cliquenzahl w (G) mit der chromatischen
Zahl x (G) iibereinstimmt. Er ist superperfekt, wenn er diese Eigenschaft auch fiir jede nichtnegative
Gewichtung w der Knoten besitzt. Dabei werden jedoch gewichtete Cliquen und Intervall-Farbungen
betrachtet. Bei einer Intervall-Fiarbung wird jedem Knoten v € V mit dem Gewicht w (v) ein Intervall
von w (v) aufeinanderfolgenden Farben zugeordnet.

Betrachen wir nun das Open-Shop Schedulingproblem O || Ciyax, und betrachten wir hier zunéchst
den mit den Bearbeitungszeiten P = [p;;] gewichteten H-Comparabilitygraphen G = [S*"] zu ei-
nem Plan S € Sgyy. Zu dem Plan S kénnen wir mit Hilfe von P den Schedule C' = [¢;;] be-
stimmen. Farben wir nun in G jeden Knoten O;; mit den Farben {c;; — pi; + 1,¢ij — pij + 2, ...,
¢ij — Pij + Dij}, so haben wir eine zuléssige Intervall-Férbung von G: Jeder Knoten ist mit p;; auf-
einanderfolgenden Farben gefarbt, und benachbarte Knoten haben keine Farbe gemeinsam, da Ope-
rationen, die in [S*"] benachbart sind, in S unter keinen Umsténden gleichzeitig bearbeitet werden.
Die Anzahl der benétigten Farben entspricht der Gesamtbearbeitungszeit Ciax (S) zu dem Plan S,
und es gilt Chax (S) = Xw (G). BRASEL, DHAMALA UND MATZKE (2007) [12] zeigen, dass auch fiir
beliebige H-Comparabilitygraphen sowohl die Intervall-Firbungszahl y,, (G), als auch die gewichtete
Cliquenzahl w,, (G) polynomiell bestimmbar ist.

Das Optimierungsproblem O || Cyax besteht nun darin, zu einer gegebenen Operationenmenge SI.J
und gegebenen Bearbeitungszeiten P = [p;;] einen H-Comparabilitygraphen G zu finden, der einen
H-Comparabilitygraphen G* mit minimaler Intervall-Firbungszahl y,, (G*) als Teilgraphen besitzt.

Diese Problemformulierung ist fiir praktische Anwendungen voéllig ungeeignet. Sie liefert jedoch einen
interessanten Zusammenhang zwischen den Losungen eines Open-Shop Problems und Intervall-Far-
bungen auf superperfekten Graphen.

3.4 Die Komplexitit von Schedulingproblemen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns mit der Beschreibung von Shop Schedulingpro-
blemen im Allgemeinen und der des Open-Shop Problems O || Ciyax im Besonderen befasst. In diesem
Abschnitt wollen wir uns kurz mit der Komplexitéit von solchen Problemen auseinandersetzen.

Komplexititshierarchien zwischen verschieden Klassen von Schedulingproblemen

Basierend auf der o | 5 | 7-Notation (Abschnitt 3.1.2) ist eine Darstellung von Komplexitéitshierarchien
zwischen verschiedenen Klassen von Schedulingproblemen moglich (PINEDO [56] oder BLAZEWICZ ET
AL. [9]). Diese ermoglichen den Vergleich zweier verwandter Schedulingprobleme hinsichtlich ihrer
Zeitkomplexitit. Von besonderem Interesse ist in diesem Zusammenhang die jeweiligen Grenze zwi-
schen polynomiell 16sbaren Problemen und NP-vollstdndigen Problemen. Bei BRUCKER UND KNUST
(2002) [19] ist eine umfangreiche Beschreibung dieser Grenze fiir eine Vielzahl von Problemklassen
angegeben.
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Die meisten Schedulingprobleme sind NP-schwer

Einen aussagekriiftigen Uberblick iiber die Bedeutung der Komplexitit bei der Betrachtung von Sche-
dulingproblemen liefert nach wie vor die Arbeit von LAGEWEG ET AL. [43] von 1981. In dieser Studie
haben die Autoren 4.536 verschiedene (Entscheidungs-) Probleme der Form « | 5 | v auf ihren Kom-
plexitdtsstatus hin untersucht. Die Kenntnis der Komplexitéitshierarchien erlaubte dabei Aussagen
iiber grofle Mengen von Problemen, ohne alle Probleme einzeln iiberpriifen zu miissen. Bereits 1981
konnte dadurch fiir mehr als 84% der betrachteten Probleme (3.821) die NP-Vollsténdigkeit gezeigt
werden. Andererseits konnte nur von etwa 9% der untersuchten Probleme (417) die Zugehorigkeit zu
P gezeigt werden. Fiir die verbleibenden 7% der Probleme (298) war der Komplexitétsstatus noch
nicht bekannt.

Auch wenn sich in den vergangenen mehr als 25 Jahren die Anzahl der durch die a | 5 | 7-
Klassifizierung beschreibbaren Probleme zweifellos erhéht hat, hat sich an dem grundlegenden Bild
nichts gedndert. Die iiberwiegende Mehrzahl aller Schedulingprobleme ist NP-schwer. Polynomiell
l6sbare Probleme sind grofle Ausnahmen, und in aller Regel sehr starke Vereinfachungen von den
jeweiligen allgemeinen Problemen. Selbst in der Klasse der Einmaschinenprobleme 1 | 3 | v liegt die
Grenze in der Komplexitétshierarchie zwischen P und NPC nicht sehr weit oben.

Die Komplexitédt von Open-Shop Problemen

Die Grenze zwischen P und NPC in den Komplexitéitshierarchien liegt damit iiber alle Problem-
klassen hinweg relativ weit unten (vgl. BRUCKER UND KNUST [19]). Fiir Open-Shop Probleme mit
Chax-Zielfunktion stellt sich diese Grenze beispielsweise folgendermafien dar. Wahrend das Open-Shop
Problem mit maximal 2 zur Verfiigung stehenden Maschinen O | m = 2 | Cppax bzw. O2 || Ciuax noch
polynomiell 16sbar ist (GONZALES UND SAHNI (1976) [36]), ist es bei 3 zur Verfiigung stehenden Ma-
schinen bereits NP-schwer ([36]). Damit gilt auch fiir das allgemeine Open-Shop Problem O || Chyax
die NP-Vollstandigkeit.

Polynomiell 16sbar sind jedoch die beiden folgenden wichtigen Vereinfachungen. Zum Einen wird
das Open-Shop Problem auch fiir mehr als 3 Maschinen wieder “leicht”, wenn man die Unterbrechung
der Bearbeitung von Auftriigen zuldsst (preemption). Zum Anderen fiihrt auch die Einschrinkung auf
Einheitsbearbeitungszeiten fiir alle Operationen zu einem polynomiell 16sbaren Problem (vgl. [19]).

Auf der anderen Seite wird auch das einzige polynomiell l6sbare allgemeine Open-Shop Problem,
02 || Cax, bereits durch die Hinzunahme von Bereitstellungszeiten (release-dates) NP-schwer. Es ist
02 | 7; | Cpax € NPC (LAWLER, LENSTRA UND RINNOY KAN (1981) [44]).

Nachdem wir nun mit der Beschreibung des Open-Shop Problems O || Cppax und einigen Eigenschaf-
ten dieser Beschreibung vertraut sind, kénnen wir uns im folgenden Kapitel der Formulierung der
eigentlichen Fragestellung dieser Arbeit widmen.



64

KAPITEL 3. OPEN-SHOP SCHEDULING



Kapitel 4

Das Problem IRREDUCIBILITY

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir drei sehr verschiedene Themengebiete beleuchtet: Compa-
rabilitygraphen in Kapitel 1, Komplexitatstheorie in Kapitel 2 und Open-Shop Scheduling in Kapitel
3. Es existieren viele Fragestellungen die diese Themen paarweise miteinander verkniipfen. Auf einige
davon sind wir bereits eingegangen: Fragen zur Komplexitit von Problemen stellen sich fiir alle al-
gorithmischen Probleme, insbesondere natiirlich auch fiir Probleme aus der Graphentheorie oder der
Schedulingtheorie. Und bei der Beschreibung von Open-Shop Plénen haben wir auf Comparability-
graphen zuriickgegriffen.

In diesem Kapitel wollen wir nun eine Fragestellung aus der Schnittmenge aller drei genannten
Themenfelder vorstellen: das Problem IRREDUCIBILITY. Der Beschreibung und Betrachtung dieses
Problems ist der verbleibende Teil dieser Arbeit gewidmet.

In Abschnitt 4.1 werden wir den Begriff der Reduzierbarkeit von Plidnen einfiihren, und eine er-
ste Problembeschreibung von IRREDUCIBILITY und einem eng verwandten Problem vorstellen.
AnschlieBend werden wir das Konzept der sogenannten Planimplikationsklassen kennen lernen (Ab-
schnitt 4.2), dem eine entscheidende Bedeutung bei der Betrachtung der Reduzierbarkeit von Plinen
zukommt. In Abschnitt 4.3 werden wir auf die strukturellen Gemeinsamkeiten von immer-transitiven
Kanten und sogenannten stabilen Schrigkanten eingehen. In Abschnitt 4.4 werden wir die Kom-
plexitédt einiger Probleme aus dem Umfeld von IRREDUCIBILITY betrachten, und in Abschnitt
4.5 schliefllich werden wir uns mit der minimalen und maximalen Anzahl von Schrigkanten in H-
Comparabilitygraphen beschéftigen.

4.1 Reduzierbarkeit und Irreduzibilitiat

Bei der Diskussion der Kompexitéitstheorie in Kapitel 2 haben wir einen Reduktionsbegriff zwischen
algorithmischen Problemen beschrieben. Wenn ein Problem A auf ein Problem B reduziert werden
kann, AaB, dann ist A ein Spezialfall des allgemeineren Problems B. Nun wollen wir einen vollig
anderen Reduzierbarkeitsbegriff zwischen Losungen des Open-Shop Problems betrachten. Wéahrend
das reduzierende Problem B im Falle von AaB eine Verallgemeinerung von A ist, beschreibt im
Falle der Reduzierbarkeit zwischen Open-Shop Plidnen der reduzierende Plan eine Verbesserung des
reduzierten Plans.

Wir betrachten das Open-Shop Problem O || Cyax mit Makespan-Kriterium iiber einer gegebenen
Operationenmenge SIJ C I x J. Einen Plan S € Ss;; konnen wir wahlweise durch eine Rangmatrix
iiber der Operationenmenge, durch den Plangraphen G (S) oder durch eine Planorientierung auf dem
H-Comparabilitygraphen [S*"] beschreiben.

4.1.1 Reduzierbarkeit von Plinen

Die Theorie der Reduzierbarkeit von Pldnen zu Open-Shop Problemen wurde eingefithrt von KLEIN-
AU (1992) [41], und aufgegriffen z.B. von BRASEL UND KLEINAU (1996) [16], BRASEL, HARBORTH,
TAUTENHAHN UND WILLENIUS (1999) [13] und [14], und WILLENIUS (2000) [66].
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Reduzierbarkeit

Betrachten wir zwei Pline A und B iiber einer Operationenmenge S1J, so kann es vorkommen, dass
einer der beiden Pline “besser” als der andere Plan ist. Der Plan A reduziert den Plan B, A < B,
wenn die Gesamtbearbeitungszeit von Plan A fiir keine Instanz, d.h. fiir keine mogliche Wahl von
Bearbeitungszeiten, gréfier als die von Plan B ist. Dann gilt also Ciax (A) < Chpax (B) fiir jede Wahl
der Bearbeitungszeiten. Der Plan A ist in diesem Fall in dem Sinne “besser” als der Plan B, als dass
er diesen dominiert. Fiir jede Instanz iiber STJ ist der resultierende Schedule zu Plan A mindest so
gut, wie der Schedule zu Plan B, in vielen Fillen moglicherweise sogar besser. Wir nennen A auch
einen reduzierenden Plan von B.

Gilt fiir Chyax (A) = Chax (B) fiir jede Wahl der Bearbeitungszeiten, so nennen wir A und B
dhnlich, A ~ B. In diesem Fall gilt sowohl A < B, als auch A > B. In Abschnitt 3.3.5 haben wir zwei
Planen S; und Sy dhnlich genannt, S; ~ So, wenn ihre H-Comparabilitygraphen iibereinstimmen,

= . 1Ir werden noch senen, dass diese beiden efinitionen éiqulva ent sind.
S = [SE]. Wir werd h sehen, dass diese beiden Definiti ivalent sind
31 2 301 2
Bi=|5 2 1 4| By=|13 2 5
1 2 3 2 3 4

In Kapitel 3 haben wir die Pline B; und By kennen gelernt (Seite 58 bzw. 60). Dort haben wir
gesehen, dass der H-Comparabilitygraph [B!"] aus zwei verschiedenen Implikationsklassen besteht. Er
besitzt damit genau zwei verschiedene transitive Orientierungen, die die Pldne B; bzw. B ! und By
bzw. By ! beschreiben. Fiir die Pline B; und By gilt nun, dass jeder Weg in By ein Teilweg eines
Weges in B; oder B ! ist. Damit gilt insbesondere, dass das Gewicht eines schwersten Weges in By
hochstens so grofl wie das Gewicht eines schwersten Weges in By sein kann. Umgekehrt bedeutet das,
das Chax (By) < Ciax (B1) fiir jede Wahl der Bearbeitungszeiten gilt. Der Plan By reduziert den Plan
B;.

Irreduzible Plane

In Abschnitt 3.3.5 haben wir bereits bemerkt, dass jeder Plan A #hnlich zu seinem Umkehrplan A~!
ist, A ~ A~! aber umgekehrt aus A ~ B nicht A = B oder A = B~ folgt. Reduziert ein Plan A einen
Plan B, der nicht dhnlich zu A ist, A = B, dann wird B von A streng reduziert, A < B. In diesem
Fall gilt, dass es mindestens eine Wahl von Bearbeitungszeiten gibt, fiir die Cipax (A) < Cpax (B) gilt.
Die minimalen Elemente beziiglich dieser Reduzierbarkeits-Relation werden irreduzibel genannt. Sie
konnen als effiziente Losungen des Open-Shop Problems betrachtet werden.

Definition 4.1 (irreduzibler Plan) Fin Plan A € Ssy;, der von keinem Plan streng reduziert wird,
heifit irreduzibel.

Zwei irreduzible Pldane A und B iiber derselben Operationenmenge SIJ sind im Allgemeinen nicht
aufeinander reduzierbar. Fiir sie gilt, dass es jeweils mindestens eine Probleminstanz gibt, beziiglich
der einer der Pline echt besser als der andere ist, Cpax (A) < Ciax (B) oder Crax (A) > Ciax (B).

Den folgenden Abschnitten schon etwas vorgreifend, wollen wir hier noch kurz festhalten, dass der
Plan By den Plan B; sogar streng reduziert, und dariiberhinaus irreduzibel ist.

Universell-optimale Mengen

Betrachtet man alle irreduziblen Plédne zu einer Operationenmenge, so gibt es zu jedem irreduziblen
Plan eine Menge von Instanzen, fiir die dieser Plan eine optimale Losung liefert. Die Menge der irre-
duziblen Pléne enthélt damit fiir jede mo6gliche Wahl der Bearbeitungszeiten eine optimale Losung fiir
das Open-Shop Problem O || Cpax. Eine Teilmenge aller Pldne iiber ST.J mit dieser Eigenschaft wird
universell-optimale Menge genannt. Auf die Eigenschaften von solchen universell-optimalen Mengen
werden wir im Abschnitt 4.1.5 noch einmal kurz eingehen.
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4.1.2 Die Bedeutung irreduzibler Pline

Ein Plan ist eine zuldssige Losung des Open-Shop Schedulingproblems O || Ciax. Zu jedem Plan
existiert mindestens ein reduzierender irreduzibler Plan. Fiir die Betrachtung des Optimierungspro-
blems wére es daher wiinschenswert, wenn man sich bei der Suche nach einer optimalen Lésung auf
die Menge der effizienten Losungen, d.h. der irreduziblen Pléne, beschrinken kénnte. Das gilt umso
mehr, da die Anzahl der Pline bereits fiir kleine Formate sehr grof§ wird (Tabelle 4.1), und der Anteil
der irreduziblen Pléne sehr klein ist (Tabelle 4.2).

m | 2 3 4 5 6 7
n
2 14 204 5.016 185.520 9.595.440. 659.846.880
3 19.164 3.733.056 1.288.391.040 712.770.186.240  589.563.294.888.960
4 6.941.592.576  26.549.943.275.520 ? ?

Tabelle 4.1: Anzahl zuléssiger Pléne fiir eine vollstdndige Operationenmenge SI1J mit n Auftrigen
und m Maschinen ([13])

m 2 3 4 5 6
n (%)
2 14.30 5.88 1.44 0.26 0.04
3 2.69 0.88 0.23 0.05
4 0.39 ? ?

Tabelle 4.2: Anteil der irreduziblen Pline an der Menge aller zuldssigen Pléne (in %) ([13])

Vor diesem Hintergrund ist die Untersuchung der Eigenschaften irreduzibler Pline und die Fra-
ge nach der Erkennung irreduzibler Pléne ein vielversprechender Ansatz auf dem Weg zu besseren
Algorithmen fiir das Open-Shop Problem.

Wie wir in den kommenden Abschnitten noch sehen werden, ist die Fragestellung der Reduzierung
eines Plans so eng mit der Frage nach der Erkennung der Reduzierbarkeit verbunden, dass es geniigt,
sich formal auf eine der beiden Fragestellungen zu konzentrieren.

4.1.3 Die Probleme IRRED und REDUCING

In diesem Abschnitt wollen wir die beiden Fragestellungen der Erkennung der Reduzierbarkeit (RE-
DUCIBILITY) bzw. Irreduzibilitdt (IRREDUCIBILITY) eines Plans, und der Reduzierung (REDU-
CING) eines Plans formal beschreiben, und voneinander abgrenzen. Betrachten wir die folgenden drei
Probleme:

Problem IRREDUCIBILITY (IRRED) (#1): Gegeben sei cin Plan S € Sg fiir
das Open-Shop Problem O || Cpax. Ist S irreduzibel?

Problem REDUCIBILITY: Gegeben sei ein Plan S € Sg;; fiir das Open-Shop Problem
O || Ciax. Ist S streng reduzierbar? D.h. existiert ein Plan S* € Sgy; mit S* < 5?7

Problem REDUCING: Gegeben sei ein Plan S € Sgys fiir das Open-Shop Problem
O || Chax. Finde, falls moglich, einen Plan S* € Sgyy mit S* < S.

Diese drei Probleme sind untereinander eng verwandt. Da bei REDUCIBILITY danach gefragt
wird, ob der Plan S € Sg;; nicht irreduzibel ist, sind die Probleme REDUCIBILITY und IRRED
komplementére Probleme. Es ist co-IRRED = REDUCIBILITY, bzw. IRRED = co-REDUCIBILITY.
Das Problem REDUCING ist das konstruktive Optimierungsproblem zum Entscheidungsproblem RE-
DUCIBILITY.
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Reduzierbarkeit zwischen zwei gegebenen Plédnen

Ist neben dem Plan S € Sg;; ein zweiter Plan S* € Sg;; gegeben, der mit S verglichen werden kann,
dann kann in polynomieller Zeit iiberpriift werden, ob der Plan S* den Plan S (streng) reduziert.
Hierbei sind einmal mehr die H-Comparabilitygraphen zu den Pldnen von Bedeutung.

Satz 4.2 (Reduzierbarkeit) [13],[14] Seien A und B zwei Pline auf der gleichen Operationen-
menge SI1J. Dann reduziert der Plan A den Plan B, A < B, genau dann, wenn der zu A gehdrende
H-Comparabilitygraph in dem 2u B gehdrenden H-Comparabilitygraphen enthalten ist, [A™] C [B'"].
A reduziert B genau dann streng, A < B, wenn [A*] C [B'] gilt.

Mit diesem Argument kénnen wir leicht einsehen, dass der Plan By auf Seite 60 den Plan B; auf
Seite 58 streng reduziert: BE" repriisentiert eine transitive Orientierung von [B!"], bei der zwei der
neun Schréigkanten von [Bi"] nicht transitiv sind. Fiir den H-Comparabilitygraphen [Bf"| gilt damit
[B§"] < [BY].

Eine Halbordnung auf der Menge der H-Comparabilitygraphen

Die Reduzierbarkeitsrelation < induziert eine Halbordnung auf der Menge aller Pléne iiber der Opera-
tionenmenge SIJ. Die minimalen Elemente dieser Halbordnung sind die irreduziblen Pldne. Mit Hilfe
von Satz 4.2 konnen wir diese Halbordnung in eine Halbordnung auf der Menge aller H-Comparability-
graphen iiber SI.J tibersetzen, die durch eine Teilmengenbeziehung beschrieben ist. Die minimalen Ele-
mente in dieser Beschreibung sind gerade die H-Comparabilitygraphen, aus denen keine Menge der
Schrigkanten mehr entfernt werden kann, ohne die Eigenschaft der transitiven Orientierbarkeit zu
verlieren.

Vor dem Hintergrund der Uberlegungen zu einer verallgemeinerten Auffassung von H-Comparabi-
litygraphen im vorherigen Kapitel (Abschnitt 3.3.5) kénnen wir somit eine zweite Problemformulierung
fiir IRRED angeben.

Problem TRREDUCIBILITY (IRRED) (#2): Gegeben sei ein Plan S € Sgy fiir
das Open-Shop Problem O || Chpax. Sei [S'] sein H-Comparabilitygraph, und sei Ggrs
der H-Graph zu der Operationenmenge SI.J. Existiert kein H-Comparabilitygraph G mit
Gsrg C G C [St]?

Eine Antwort auf die Frage “Existiert ein H-Comparabilitygraph G mit Gsr; C G C [S*"]?” liefert
eine Antwort fiir REDUCIBILITY = co-IRRED.

Ein NP-Test fiir REDUCIBILITY

Satz 4.2 liefert die Grundlage fiir einen nichtdeterministischen Test auf Reduzierbarkeit. Zur Erin-
nerung: Ein NP-Algorithmus liefert fiir jede zuléssige Instanz auf mindestens einem Rechenweg eine
positive Antwort, und lehnt jede unzulissige Instanz auf jedem Rechenweg ab (Kapitel 2).

Fiir das Problem REDUCIBILITY ist eine anzunehmende Instanz ein Plan S, der reduziert werden
kann. Betrachten wir nun einen Algorithmus, der auf randomisierte Weise mit polynomiellen Aufwand
irgendeinen Plan S’ generiert, und anschliefend mit Hilfe von Satz 4.2 priift, ob S’ den Plan S
streng reduziert. Als Antwort gibt das Verfahren dann entweder “REDUZIERBAR” oder “NICHT
REDUZIERBAR” zurtick.

Wenn S reduzierbar ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass der erzeugte Plan S’ ein reduzierender
Plan von S ist, verschieden von Null. Genauer: Es gibt mindestens einen Rechenweg, der einen Plan S’
mit S’ < S erzeugt. Gibt der Algorithmus als Antwort dennoch “NICHT REDUZIERBAR” zuriick,
so macht er einen Fehler. Fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Fehlers gilt ¢ < 1.

Umgekehrt liefert ein solcher Algorithmus fiir jede abzulehnende Instanz auf jedem Rechenweg
eine negative Antwort. Ist der Ausgangsplan S irreduzibel, dann kann kein Plan gefunden werden, der
S streng reduziert. Die Antwort lautet stets “NICHT REDUZIERBAR”. Fiir abzulehnende Instanzen
betrégt die Fehlerwahrscheinlichkeit somit Null.

Damit ist der beschriebene Algorithmus ein randomisiertes Verfahren mit einem einseitigen Fehler.
Wihrend die Antwort “REDUZIERBAR” immer korrekt ist, ist die Antwort “NICHT REDUZIER-
BAR” mit einer Wahrscheinlichkeit von ¢ < 1 falsch. Es handelt sich damit um einen nichtdetermini-
stischen Algorithmus mit polynomieller maximaler Laufzeit fiir das Problem REDUCIBILITY.
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Satz 4.3 (REDUCIBILITY) Das Problem REDUCIBILITY liegt in NP.
Folgerung 4.4 (IRRED) Das Problem IRRED liegt in co-NP.

Wir konnen also fiir einen reduzierbaren Plan S die Reduzierbarkeit nichtdeterministisch mit
polynomiellen Aufwand beweisen. Da ein solcher Nachweis nur konstruktiv moglich ist, liefert ein
solches Verfahren nicht nur eine Antwort fiir das Problem REDUCIBILITY, sondern auch fiir das
Problem REDUCING.

IRRED € NP ?

Ko6nnen wir umgekehrt auch mit polynomiellen Aufwand nichtdeterministisch die Irreduzibilitit eines
Plans beweisen? D.h. gibt es fiir jeden irreduziblen Plan mindestens einen Rechenweg, auf dem mit
polynomiellen Aufwand die Irreduzibilitit nachgewiesen werden kann?

Die Konsequenzen der Antwort auf diese Fragen sind weitreichend. Kénnten wir zeigen, dass IR-
RED nicht nur in co-NP, sondern auch in NP liegt, dann wiirde die Zugehérigkeit von IRRED zu
ZPP* = NP N co-NP folgen. Damit wiirde IRRED entweder deterministisch polynomiell 16sbar oder
aber NP-unvollstindig sein, sofern P # NP gilt (Kapitel 2).

Der Beantwortung dieser Fragen dienen alle Untersuchungen im verbleibenden Teil dieser Arbeit.

4.1.4 Notwendige Bedingungen fiir Irreduzibilitit

Es gibt eine Reihe von polynomiell {iberpriifbaren notwendigen Bedingungen fiir die Irreduzibilitét
eines Plans. Da viele davon bei Nichterfiillung konstruktiv einen reduzierenden Plan beschreiben,
werden wir diese Bedingungen als hinreichende Bedingungen fiir die Reduzierbarkeit formulieren.

Eine besondere Bedeutung kommt dabei der Reduktion eines Plans durch das Umkehren von
Implikationsklassen in der transitiven Hiille des Plangraphen zu.

Lemma 4.5 (H-Comparabilitygraph nicht prim) [66] Sei A € Sy ein Plan, dessen H-Com-
parabilitygraph [A™] nicht prim ist. Dann ist A entweder reduzierbar oder ihnlich zu einem irreduziblen
Plan B mit B # A und B # A™'.

Diese Reduktionsmethode markiert den Grundstein auf dem Weg zu einem Reduktionsalgorithmus.
Alle weiteren Bedingungen beschreiben spezielle Teilstrukturen, die wir nur der Vollstéindigkeit halber
nennen wollen.

Reduktion durch Umkehren von Implikationsklassen

In Abschnitt 3.3.5 haben wir gesehen, dass wir jeder transitiven Orientierung eines H-Comparability-
graphen einen Plan zuordnen kénnen. Hat der H-Comparabilitygraph G eine Planorientierung A",
dann ist G = [A""] der H-Comparabilitygraph zu einem Plan A € Ssy;. Ist durch B'" eine transitive
Orientierung auf [A'"] beschrieben, die keine Planorientierung ist, dann sind einige der Schriigkanten
von [A'] nicht transitiv in dieser Orientierung. Der H-Comparabilitygraph zu dem durch diese Ori-
entierung beschriebenen Plan B € Sgy; ist dann ein echter Teilgraph von [A'], [B*] C [A'"]. Nach
Satz 4.2 reduziert damit der Plan B den Plan A streng, B < A.

Wir erinnern daran, dass jede transitive Orientierung T° € 75 auf einem Graphen G eine Kombi-
nation von Implikationsklassen I; € Zg = {Il, oI I ,I];l} ist (Abschnitt 1.2.7). Benutzen
wir die Planorientierung A" = I + ... + I als Bezugspunkt, dann ist jede transitive Orientierung
T € Tjper) auf [A"] eine Rekombination von transitiven Orientierungen auf den Farbklassen von [A™],
T=J1+...+Jy mit J; € {IZ-, I;l}. Also lisst sich der Plan A durch das Umkehren von einzelnen
Implikationsklassen in den Plan B transformieren.

Fiir den Plan B liisst sich nun erneut die Frage stellen: Existieren auf [B*"] neben den Planorien-
tierungen B*" und (B”)f1 = (B_l)tT transitive Orientierungen, die den Plan B weiter reduzieren?
Daran schliefit sich die Frage an, wie man weitere transitive Orientierungen auf einem Comparabili-
tygraphen finden kann. Eine Moglichkeit besteht darin, eine oder mehrere Implikationsklassen einer
gegebenen Orientierung einfach umzukehren, und anschlieflend zu iiberpriifen, ob die resultierende
potentiell transitive Orientierung kreisfrei ist (Satz 1.19).
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Umkehren von Implikationsklassen durch Entfernen von einzelnen Schrigkante

Eine besonders in unserem Zusammenhang wirksamere Methode zum Umkehren von Implikationsklas-
sen besteht darin, Schrigkanten einzeln zu entfernen. Nach Satz 1.39 konnen wir eine Schrigkante, die
in der transitiven Reduktion einer transitiven Orientierung liegt, bedenkenlos lschen. Eine Schrigkante
liegt genau dann in der transitiven Reduktion, wenn sie nicht transitiv ist. Betrachten wir nun eine
gegebene (ungerichtete) Schréigkante é € Egjqy (A) in [A™]. Wenn es auf [A"] eine transitive Orien-
tierung gibt, die weder e noch e~! als transitive Kante enthilt, dann ist nach Satz 1.39 der Graph
[A'] — & ein Comparabilitygraph.

D.h. wir kénnen umgekehrt durch Testen von [A'] — é auf Existenz einer transitiven Orientie-
rung iiberpriifen, ob auf [A'"] eine transitive Orientierung existiert, die einen reduzierenden Plan B
induziert, der die Schrigkante é nicht enthélt. Ist [A*"] — é kein Comparabilitygraph, dann kann A
nicht durch das Entfernen der Schriigkante é reduziert werden. Ist dagegen [A""] — é ein Comparabili-
tygraph, und ist T' € 7 4:rj_¢ eine transitive Orientierung, so ist 7" entweder eine Rekombination der
unveriinderten Implikationsklassen von [A"], oder T besteht aus einer Mischung aus unverinderten
Implikationsklassen von [A*] und I's-Komponenten von [A*] (Satz 1.43, [3],[4]). In beiden Fillen
induziert die transitive Orientierung einen Plan B € Sgr, der den Ausgangsplan A streng reduziert.

Da die Bestimmung einer transitiven Orientierung auf einem Graphen G—é mit polynomiellem Auf-
wand moglich ist (Abschnitt 2.1), und die Anzahl der Schrigkanten in einem H-Comparabilitygraphen
mit n Auftrdgen und m Maschinen durch O (n2m2) beschrankt ist, kann mit polynomiellen Aufwand
getestet werden, ob ein gegebener Plan A € Sgr; durch Entfernen irgendeiner Schriagkante reduziert
werden kann.

Satz 4.6 (Reduktion durch Entfernen von einzelnen Schrigkanten) [66] Sei A € Ssyy ein
Plan. Emistiert in [A'] eine Schrigkante é € Egiag, fiir die [A'™] —é ein Comparabilitygraph ist, dann
liefert jede transitive Orientierung von [A'"] — é einen Plan, der A streng reduziert.

Mit Hilfe dieser Uberlegung sind wir nun in der Lage, einen gegebenen Plan A € Sgr; sukzessive
mit polynomiellen Aufwand zumindest soweit zu reduzieren, bis keine der Schrigkanten mehr einzeln
entfernt werden kann. Dabei werden in jedem Reduktionsschritt héchstens |Egiqg (4)] = O (n?m?)
viele Schrigkanten betrachtet. Wird in einem Schritt ein Plan B € Sgy; gefunden, der den Ausgangs-
plan A fiir diesen Schritt reduziert, dann dient der Plan B als neuer Ausgangsplan fiir den néchsten
Schritt—und nicht etwa der Graph [A""] — é. Dabei entfallen neben é u.U. noch weitere Schrigkanten.
Da in jedem Reduktionsschritt jedoch mindesten eine Schriagkante entfernt werden kann, ist die Anzahl
der Reduktionsschritte ebenfalls durch die Anzahl der Schriagkanten des Ausgangsgraphen begrenzt.

Am Ende dieser sukzessiven Reduktionen steht ein Plan B € Sgy, fiir den gilt, dass [B'"] — é fiir
keine Schrigkante e € Ey;q4 (B) ein Comparabilitygraph ist. Nach Satz 1.39 sind dann auf [B'"] alle
transitiven Orientierungen Planorientierungen.

Bemerkung 4.7 (Reduktion durch Umkehren von Implikationsklassen) Fin Plan A € Ss1j
kann mit polynomiellem Aufwand auf einen Plan B € Ssyj reduziert werden, der micht weiter durch
Umbkehren von Implikationsklassen streng reduziert werden kann. Der H-Comparabilitygraph [B"] ist
dann entweder prim, oder zu B existieren dhnliche Pline, die verschieden von B~ sind.

Das bedeutet natiirlich nicht, dass mit polynomiellem Aufwand alle reduzierenden Pline B € Ssr;
erzeugt werden konnen, die nicht weiter durch Umkehren von Implikationsklassen streng reduziert wer-
den konnen. Die Anzahl solcher Pline ist typischerweise sehr groff und im Allgemeinen nur exponentiell
durch die Anzahl der potentiellen transitiven Orientierungen von [A*"] begrenzt, d.h. durch 2%, wenn
[A*"] k verschiedene Implikationsklassen besitzt. Die Bemerkung sagt lediglich, dass wir irgendeinen
dieser Plane B finden konnen. Es ist jedoch so, dass es fiir jeden dieser reduzierenden Pline B einen
zuldssigen Reduktionsweg gibt, der zu diesem Plan fiihrt.

Veranschaulichen wir uns die Reduktion durch das Umkehren von Implikationsklassen an einem
Beispiel.

Beispiel 4.8 (Reduktion durch Umkehren von Implikationsklassen)  Betrachten wir den
Plan S € Sgry mit
1 2
A= 3 4 1
2 3

6
5
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In Abbildung 4.1 ist der Plangraph G (A) von A abgebildet. Der Ubersicht halber werden wir Pline
in Zukunft hdufig nur durch die Menge der Schrigkanten des zugehorigen H-Comparabilitygraphen
abbilden. Der H-Comparabilitygraph [A™] zum Plan A besteht aus allen horizontalen und vertika-
len Kanten zwischen den vorhandenen neun Operationen und den in Abbildung 4.1 abgebildeten 14
Schrigkanten. Einen (streng) reduzierenden Plan von S erkennt man dann daran, dass die Menge der
Schrigkanten dieses Plans jeweils eine (echte) Teilmenge der Schrigkanten von [A'"] ist. Ebenfalls
aus Griinden der Ubersicht werden wir bei Beispielen dieser Art zukiinftig auf die Bezeichnung der
Operationen O;; durch den Zeilen- und Spaltenindex verzichten. Wir werden stattdessen die Kno-
ten des H-Comparabilitygraphen einfach durchnummerieren. Das erleichtert die Beschreibung von
Schrigkantenmengen. Der H-Comparabilitygraph [A'"] besteht aus acht Implikationsklassen Iy, ..., I3

Abbildung 4.1: Der Plangraph G (A) und die Menge der Schrigkanten von [A®"].

und ihren Umkehrungen I7', ... I3 (Abbildung 4.2). Es gilt A = I, +. ..+ Is. Nach dem Struktursatz
von Golumbic (Satz 1.21 auf Seite 18) sind von den 82 = 256 potenticllen transitiven Orientierungen
genau 6 -2° = 192 kreisfrei. Jede dieser 192 transitiven Orientierungen liefert einen Plan, der S redu-
ziert. Dabei kdnnen jedoch jeweils mehrere Orientierungen denselben Plan induzieren. In diesem Fall

Abbildung 4.2: Die Zerlegung der Kantenmenge des Plangraphen in Implikationsklassen A = I; +
o+ Is.

existieren 72 reduzierende Pline, die durch Umkehren von Implikationsklassen aus A erzeugt werden
konnen. Unter diesen 72 Plinen sind A und A~ die einzigen Planorientierungen von [A']. D.h. durch
die Rekombination von Implikationsklassen kénnen 35 verschiedene streng reduzierende Pline (und
ihre Umkehrungen) erreicht werden. Unter diesen insgesamt 36 verschiedenen reduzierenden Plinen
befinden sich auch 5 irreduzible Pline (Abbildung 4.3). Betrachten wir einen Reduktionspfad genauer:
Kehren wir in G (A) die Implikationsklassen I; und Iy wm, gelangen wir zu einer kreisfreien potenti-
ellen transitiven Orientierung, bei der lediglich die Schrigkanten 1.4 € Egiqq (A), 1.9 € Egiaq (A) und
5.3 € Egiag (A) transitiv sind. Alle ibrigen Schrigkanten liegen somit in der transitiven Reduktion
dieser Orientierung und konnen geldscht werden. Die verbleibende Planorientierung auf einem Teil-
graphen von [A™] enthdlt also nur noch 3 der urspriinglich 14 Schrigkanten. Der zugehérige Plan ist
der erste der irreduziblen Pline in Abbildung 4.3.

Da wir normalerweise nicht wissen kénnen, welche Menge der Implikationsklassen umgekehrt werden
muss, um in einem Schritt zu einem irreduziblen Plan zu gelangen, betrachten wir nun die sukzessive
Entfernung von einzelnen Schrigkanten. Nehmen wir beispielsweise an, wir entfernen aus [A'] die
Schrigkante 1.5 € Ediag ([A™]). Der Graph [A"] — 1.5 besitzt 6 verschiedene Implikationsklassen. Von
den 25 = 64 potentiellen transitiven Orientierungen sind 36 kreisfrei. Fine dieser Orientierungen ist
S=0+I1" +I§1 + 14+ Is+ I+ I7 + Is. Die Schrigkantenmenge des H-Comparabilitygraphen von S
ist in Abbildung 4.4 (links) dargestellt. Wihrend [A*"] — 1.5 noch 13 Schrigkanten und 6 verschiedene
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Abbildung 4.3: Die Schrigkantenmengen der 5 irreduziblen Pline, die durch Umkehren der Implika-
tionsklassen von A erzeugt werden kénnen.

Implikationsklassen besitzt, hat [S'"] nur noch 8 Schrigkanten und 3 verschiedene Implikationsklas-
sen. Entfernen wir nun aus [S] beispielsweise die Schrigkante 4.3, so gelangen wir zu einem Graphen
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Abbildung 4.4: Die Schrigkantenmenge eines Plans zu einer transitive Orientierung von [A™] — 15,
und die der daraus durch Umkehren von Implikationsklassen erreichbaren irreduziblen Pléne.

mit nur noch 7 Schragkanten und genau 2 verschiedenen Implikationsklassen. Jede der beiden tran-
sitiven Orientierungen von [S] — 4.3 fiihrt zu einem der beiden irreduziblen Pline in Abbildung 4.4
(mitte und rechts). Durch diesen Reduktionspfad sind wir schlieflich auch bei dem irreduziblen Plan
S* = Ifl + Io + I3 + 1471 + Is + Is + I7 + Ig (mitte) angelangt. Die beiden irreduziblen Pline in
Abbildung 4.4 unterscheiden sich tibrigens nur durch die Orientierung von Is.

In dem eben beschriebenen Reduktionspfad haben wir genau zwei Reduktionsschritte durchgefihrt. Wir
haben zundchst aus [A*"] die Schrigkante 15 entfernt. Anschlieffend haben wir aus der Planorientie-
rung [S] zu einer transitiven Orientierung von [A] — 1.5 die Schrigkante 4.3 entfernt, und sind nach
der Auswahl einer transitiven Orientierung auf [S] — 1.3 zu einem irreduziblen Plan gelangt. W

Reduzierbare Teilstrukturen in Plinen

Einige weitere notwendige Bedingungen fiir die Irreduzibilitit eines Plans ergeben sich aus den fol-
genden Sétzen (BRASEL, HARBORTH, TAUTENHAHN UND WILLENIUS (1999) [13]).

Satz 4.9 (Rang nm — 2) [13] Sei A € Ssrj ein Plan dber der vollstindigen Operationenmenge
mit n Auftrigen und m Maschinen. Hat eine Operation in A den Rang nm — 2, dann ist A streng
reduzierbar auf einen Plan B € Sgrj.

Satz 4.10 (Umkehren spezifischer Kante) [13] Sei A € Sgry ein Plan mit der folgenden Fi-
genschaft: Die Operation O;; ist die letzte Operation in Zeile i, Oy; ist die erste Operation von Zeile
k, und Oy; ist der direkte Nachfolger von O;; in Spalte j. Dann wird A durch den Plan B, der durch
Umkehren der Kante O;;04; entsteht, reduziert, B < A. Existiert eine Spalte | # j mit ap < a;5 + 3
oder ar; < ag + 3, dann reduziert B den Plan A streng, B < A.
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Satz 4.11 (Nachfolger in Zeile oder Spalte) [13] Sei A € Sgr; ein Plan und sei O;; eine Ope-
ration in S mit mindestens einem Nachfolger, fiir die gilt, dass keiner der Nachfolger in Zeile i oder
Spalte j einen direkten Vorginger aufSerhalb von Zeile i bzw. Spalte j hat. Dann ist A streng reduzierbar
auf einen Plan B € Ssr.

Satz 4.12 (gleiche Startmaschine) [13] Sei A € Sgy; ein Plan, bei dem die jeweils erste Ope-
ration jeder Zeile i = 1,...,n in der gleichen Spalte j (j € {1,...,m}) liegt. Dann ist A streng
reduzierbar auf einen Plan B € Sgyj.

Satz 4.13 (Entfernen von Operationen) [13] Sei A € Sgr; ein Plan dber einer Operationen-
menge mit n Auftrigen und m Maschinen. Es ist in O (n2m2) entscheidbar, ob A durch Entfernen
einer Operation und Neueinfiigen als Quelle oder Senke streng reduziert werden kann.

Reduktion iiber eine einzelne Kante

Bei KLEINAU (1992) [41] ist eine Bedingung beschrieben, die die Reduktion eines Plans A € Ssrj
durch Umkehren einer einzelnen Kante auf einem maximalen Weg in A beschreibt.

Satz 4.14 (Reduktion iiber eine Kante) [41] Sei A € Sg1; ein Plan und sei e = ab eine (0.B.
d.A.) horizontale Kante eines mazimalen Weges in A. Existieren in A Wege von dem direkten Vorgin-
ger von b in seiner Spalte zu a, und von b zu dem direkten Nachfolger von a in seiner Spalte, dann
kann A durch Umkehren von e streng reduziert werden.

Die Formulierung dieser Bedingung fiir eine vertikale Kante e = ab ist vollig analog: es wird
lediglich die Rolle von Zeilen und Spalten vertauscht.

Als eine direkte Folgerung dieser Bedingung ergibt sich, dass das Problem IRRED fiir ein Job-Shop
Scheduling Problem polynomiell 16sbar ist. Bei einem Job-Shop Problem sind die technologischen
Reihenfolgen vorgegeben. D.h. die horizontalen Kanten des Plangraphen sind fixiert. Lediglich die
vertikalen Kanten konnen umorientiert werden. KLEINAU [41] konnte zeigen, dass jede Reduktion
eines Job-Shop Plans eine solche Reduktion iiber eine Kante ist.

Satz 4.15 (Reduktion fiir Job-Shop Pline) [41] FEin Plan A € Sy ist unter Beibehaltung sei-
ner Technologie genau dann reduzierbar, wenn er sich tber eine Kante reduzieren ldsst.

Folgerung 4.16 (IRRED fiir Job-Shop) [41] Das Problem IRRED ist fiir Job-Shop Probleme
polynomiell losbar.

Zyklische Pline und lateinische Quadrate

Abschlieflend wollen wir hier auch noch eine hinreichende Bedingung fiir die Irreduzibilitit eines Plans
anfithren. KLEINAU [41] hat gezeigt, dass sogenannte zyklische Pléne irreduzibel sind. Dabei heift ein
Plan A € Sgy; iiber einer Operationenmenge mit n Auftrigen und m Maschinen zyklisch, wenn jede
Zeile von A eine zyklische Permutation von {1,...,m}, oder jede Spalte eine zyklische Permutation
von {1,...,n} ist.

Satz 4.17 (zyklische Plane) [41] Jeder zyklische Plan A € Sgry ist irreduzibel.

Neben den zyklischen Plidnen liefert auch jedes lateinische Rechteck LR (n,m,r) mit n = m = r
einen irreduziblen Plan (WILLENIUS [66]).

Satz 4.18 (lateinische Quadrate) [66] Jeder rangminimale Plan A € Sgyy tber einer vollstindi-
gen Operationenmenge mit m = n ist irreduzibel.

4.1.5 Verallgemeinerungen der Reduzierbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf zwei mogliche Verallgemeinerungen des Reduzierbarkeits-
begriffes eingehen. Zum Einen lisst sich die Reduzierbarkeit auch fiir andere Zielfunktionen als das
Makespan-Kriterium formulieren. Und zum Anderen kann der Begriff der Reduzierbarkeit eines Plans
durch einen einzelnen anderen Plan auf einen Dominanzbegriff erweitert werden, bei dem ein Plan
durch eine Menge anderer Pline reduziert werden kann.
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Erweiterung auf andere Zielfunktionen

Alle in Kapitel 3 erwihnten Zielfunktionen f (Ci,...,Cy) sind regulire Zielfunktionen (Abschnitt
3.1.2). Sie sind monoton wachsend in den Fertigstellungszeiten C; der Auftrige A;, i =1,...,n. Gilt
nun fiir zwei Pline A, B € Sg; und fiir jede Wahl von Bearbeitungszeiten fiir jeden Auftrag C; (A) <
C; (B), dann folgt f (A) < f(B) fiir jede reguldre Zielfunktion f (Cy,...,C,). Wir sagen dann, dass
der Plan A den Plan B allgemein reduziert. Die allgemeine Reduzierbarkeit ist, bei Erweiterung des
Modells, genau wie die Reduzierbarkeit mit Hilfe von Comparabilitygraphen beschreibbar. Sei V; (A)
die Menge der Operationen, die in einem Plan A € Sg;; Vorgéinger einer Operation von Auftrag ¢
sind. Dann kann die allgemeine Reduzierbarkeit folgendermaflen charakterisiert werden (WILLENIUS
(2000) [66]).

Satz 4.19 (allgemeine Reduzierbarkeit) [66] Ein Plan A € Sgyy reduziert einen Plan B € Sgr;
genau dann allgemein, wenn [A™] C [B'] und V; (A) C Vi (B) fiir jeden Auftragi € {1,...,n} gilt.

Neben den Gemeinsamkeiten im Beschreibungsmodell gibt es eine weitere Verbindung zwischen
der Reduzierbarkeit und der allgemeinen Reduzierbarkeit.

Satz 4.20 (allgemein-irreduzible Pline) [66] Sei A € Ssr; ein irreduzibler Plan. Dann existiert
ein allgemein-irreduzibler Plan, der dhnlich zu A ist.

Ausgehend von Satz 4.19 beschreibt WILLENIUS [66] auch ein Graphenmodell, mit dem die allge-
meine Reduzierbarkeit genau wie die Reduzierbarkeit allein durch eine Teilgraphenrelation beschrieben
werden kann. Auf die Darstellung dieses Modells wollen wir hier jedoch verzichten.

Die Dominanz-Relation

Eine zweite Verallgemeinerung der Reduzierbarkeit ist die sogenannte Dominanz eines Plans durch
eine Menge von Planen. Wir haben bereits festgestellt, dass die Menge der nichtdhnlichen irredu-
ziblen Pléne eine universell-optimale Menge bilden. Fiir jede Wahl der Bearbeitunszeiten enthélt sie
eine optimale Losung fiir das Schedulingproblem. TAUTENHAHN (1996) [63] konnte zeigen, dass es
Operationenmengen gibt, fiir die die Menge der nichtdhnlichen irreduziblen Pline keine minimale
universell-optimale Menge ist.

2 1 3 4 1 2 4 3 1 2 3 4
3112[4312] 312:[3421] 313:{3412}
Betrachten wir beispielsweise die Plidne By, Bis und Bis Jeder dieser drei Plédne ist irreduzibel und
die H-Comparabilitygraphen zu diesen Pldnen besitzen jeweils genau zwei Schriagkanten. Der Graph
[Bi%] hat dabei jeweils eine seiner beiden Schréigkanten mit den Graphen [B}] bzw. [B{}] gemeinsam.
Fiir diese Pline l4sst sich nun leicht folgendes zeigen (WILLENIUS [66]): Fiir jede Wahl von Bearbei-
tungszeiten gilt Cax (B11) < Cmax (B13) oder Chax (B12) < Cpax (B13). D.h. es gibt keine mogliche
Wahl der Bearbeitungszeiten, fiir die der irreduzible Plan B;3 einen besseren Zielfunktionswert liefert
als irgendein ein anderer Plan. Der Plan By3 wird durch die beiden Pléne By1 und Bio dominiert. Bei
der Suche nach einer minimalen universell-optimalen Menge fiir die vollstdndige Operationenmenge

mit 2 Auftrigen und 4 Maschinen brauchen wir damit den Plan B3 nicht beriicksichtigen.
Bei WILLENIUS [66] findet sich ein Algorithmus, mit dessen Hilfe sich polynomiell entscheiden lésst,
ob ein gegebener Plan S € Sgr; durch zwei gegebene Pline A, B € Ssry dominiert wird.

4.2 Planimplikationsklassen und der Faktorgraph

In diesem Abschnitt werden wir eine Teilstruktur der Implikationsklassen von H-Comparabilitygraphen
kennen lernen, die von fundamentaler Bedeutung fiir die Theorie der Reduzierbarkeit von Open-Shop
Plénen ist. Diese sogenannten Planimplikationsklassen koénnen in demselben Sinn als Bausteine von
reduzierenden Pldnen betrachtet werden, wie Implikationsklassen als Bausteine von transitiven Ori-
entierungen aufgefasst werden kénnen (Abschnitt 1.2.7).

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Reduktion durch das Umkehren von Implikations-
klassen betrachtet. Dass man auf diesem Weg nicht unbedingt bis hinunter zu einem irreduziblen Plan
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gelangt, zeigt das folgende kleine Beispiel. Wir haben im Zusammenang mit &hnlichen Planen auf
Seite 59 den Plan Bj kennen gelernt.

2 3

1 1 3
Bs=|4 3 Bi=| 2
2 3

4 2 1 2
3 Bis=|2 3
3

Der H-Comparabilitygraph zu diesem Plan enthélt genau zwei Schrigkanten, und besteht aus genau
zwei verschiedenen Implikationsklassen. Kehrt man eine davon um (Plan Biy), gelangt man erneut
zu einer Planorientierung desselben H-Comparabilitygraphen. Jede transitive Orientierung von [BE"]
liefert einen zu Bj dhnlichen Plan. Man kann Bj also nicht durch Umkehren einer Implikationsklasse
reduzieren. Das bedeutet jedoch nicht, dass Bs irreduzibel ist. Der H-Comparabilitygraph zu dem
Plan Bjs enthélt nur eine der beiden Schriigkanten von [BE"]. Bys reduziert also Bs streng.

Man kann von Bj zu Bjs gelangen, indem man eine der beiden Implikationsklassen in zwei Kom-
ponenten zerlegt, und nur eine dieser beiden Komponenten umkehrt, wahrend die andere unveréndert
bleibt. Die Beschreibung solcher Teilstrukturen von Implikationsklassen und ihrer Eigenschaften ist
daher ein wichtiger Schritt auf dem Weg zum Verstéindnis der Reduzierbarkeitstheorie.

4.2.1 Der Begriff der Planimplikationsklasse

Der Begriff der Planimplikationsklasse (engl. sequence implication class) wurde von WILLENIUS (2000)
[66] gepragt. Bereits bei KLEINAU (1992) [41] findet sich jedoch ein erster Hinweis auf diese Struktur
und ihre Bedeutung. Es handelt sich dabei jeweils um Teilmengen der reguléren Kanten eines Plans
S € Sgry. Sie kénnen daher sowohl als Objekte im Graphen Ggry bzw. im Plangraphen G (S), als
auch als Objekte im H-Comparabilitygraphen [S?"] betrachtet werden. Abhéingig von dem Graphen,
als dessen Teilstruktur man eine Planimplikationsklasse betrachtet, gibt es verschieden Moglichkeiten
der Definition.

Definition als Aquivalenzklasse auf dem Plangraphen

Betrachten wir zunéichst eine Definition als Zerlegung der Kantenmenge des Plangraphen G (S) (nach
WILLENIUS [66]). Es sei daran erinnert, dass der Plangraph G (S) eine kreisfreie Orientierung des
H-Graphen Ggrj = (SIJ, Ey¢q) ist. Er enhilt im Gegensatz zum H-Comparabilitygraphen [S*"] keine
Schrégkanten, sondern nur reguldre Kanten, S C E,.,4.

Definition 4.21 (I's-Relation) Sei G (S) = (SIJ,S) der Plangraph und [S'"] der H-Comparability-
graph zu einem Plan S € Sgr1y. Fiir zwei Kanten ab und cd in G (S) wird die T s-Relation folgender-

mafen definiert:
abl'scd < abled in [S”] .

Zwei reguldre Kanten liegen damit genau dann in I's-Relation zueinander, wenn sie im H-Compa-
rabilitygraphen in I'-Relation zueinander liegen. Natiirlich kénnen wir sdmtliche Begriffe aus dem
Umfeld der I'-Relation in analoger Weise auch auf diese neue Relation iibertragen. Wir nennen zwei
Kanten daher auch I's-verbunden, wenn sie durch eine I's-Kette in Verbindung stehen, oder sprechen
von der T's-Nachbarschaft einer Kante. Ebenso wie bei der T-Relation oder der I-Relation sind wir
nicht allein an der Relation interessiert, sondern vor allem auch an dem transitiven Abschluss dieser
Relation. Entsprechend beschreiben wir durch die I's-Relation die Existenz einer I's-Kette zwischen
zwei Kanten. Diese Relation ist nun genau wie in den anderen Fillen eine Aquivalenzrelation, an deren
Aquivalenzklassen wir interessiert sind.

Definition 4.22 (Planimplikationsklasse) Sei S € Ssy; ein Plan, und sei durch den Plangraphen
G (S) eine kreisfreie Orientierung auf Gsry = (SIJ, Ereq (S)) gegeben. Eine Menge P = P (e') =
{e" € Ereq (S) : €T%€"} zu einer Kante € € E,c4 (S) nennen wir eine Planimplikationsklasse von S.

Eine Planimplikationsklasse beziiglich eines Plans S € Sgrs ist demnach eine Menge von regulidren
Kanten, die im H-Comparabilitygraphen [S?"] untereinander I'-verbunden sind. Da Planimplikations-
klassen in Abhéngigkeit von einem gegebenem Plan S € Sgr; definiert sind, und Ggr; ein Teilgraph
von [S?] ist, ist es sinnvoll, sie als Teilmenge der Kantenmenge des H-Comparabilitygraphen [S*"] zu
betrachten. Aus der Definition der I's-Relation folgt sofort die folgende Eigenschaft.
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Lemma 4.23 (mehrere Kanten) [66] DBesitzt eine Planimplikationsklasse eines Plan S € Ssij
mindestens zwei Kanten, dann besitzt sie mindestens eine horizontale und mindestens eine vertikale
Kante.

Wir bezeichnen die Menge aller Planimplikationsklassen auf einem H-Comparabilitygraphen [S?"]
mit Pigir) = { Py, ..., P}. Sie liefern eine Zerlegung der Menge der reguléren Kanten, Py + ...+ P, =
S+871 = [S] = Eyeqy (5). Da es sich bei Planimplikationsklassen genau wie bei Implikationsklassen um
orientierte Kantenmengen handelt, die beziiglich einer transitiven Orientierung auf [S*"] definiert sind,
gilt analog Piger) = {P1,..., P, Py, .. P }mit P +...+ P, =Sund Pl +...+ Pt = S7L
Wir nennen Pg = {P1,..., P} die Menge der Planimplikationsklassen von S.

Planimplikationsklassen und Implikationsklassen

In [S™] kann die T's-Relation dann als Teilrelation der I'-Relation betrachtet werden. Zwei Kanten,
die I's-verbunden sind, sind auch I'-verbunden.

Lemma 4.24 (Planimplikationsklassen und Implikationsklassen) [66] Sei S € Sgi; ein
Plan, und sei P C B4 (S) eine Planimplikationsklasse in [S'] = (S1J, Eyey (S) + Ediag (S)). Dann
existiert eine Implikationsklasse I € Zjger) mit P C I.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. In dem Beispiel zu Beginn dieses Abschnitts besteht eine
transitive Orientierung des H-Comparabilitygaphen [BE"] aus zwei Implikationsklassen. Eine dieser
beiden Klassen enthélt alle mit Oy inzidierenden Kanten: vier reguléire Kanten und eine Schrigkante.
Die vier reguldren Kanten bilden eine Planimplikationsklasse. Die andere Implikationsklasse enthéllt
alle iibrigen Kanten: ebenfalls vier reguldre Kanten und die zweite Schrigkante. Hier sind jedoch
nicht alle reguldren Kanten paarweise durch eine I'-Kette von reguldren Kanten verbunden. Es gibt
beispielsweise keine I's-Kette zwischen den Kanten O13025 und O2203;. Diese Implikationsklasse
zerfillt in zwei Planimplikationsklassen und eine Schrigkante.

1 2 3
B;=|4 3
2

Definition als f‘-Komponente auf dem H-Comparabilitygraphen

Alternativ konnen wir Planimplikationsklassen auch als f‘—Konmponenten beziiglich einer Kanten-
menge F' = Egiqq (S) € E(S) im H-Comparabilitygraphen interpretieren (nach ANDRESEN [3]). In
Abschnitt 1.4.1 haben wir bereits den Spezialfall dieser Relation fiir den Fall, dass die Menge F' nur
aus einer Kante é € F besteht, betrachtet.

Definition 4.25 (I‘F Relation) Sei G = (V,E) ein Graph, und sei ' C E eine Teilmenge der
Kanten mit F = F. Fiir zwei Kanten ab,cd € E ist die I-Relation beziiglich F' definiert durch

abl ped < abled und {ab, cd} N F = (.

Entsprechend nennen wir zwei Kanten auch in diesem Fall I p-verbunden, wenn sie durch eine I'p-
Kette verbunden sind. Auch den Begriff der I'-Komponente als Bezeichnung fiir die Aquivalenzklassen
der transitiven Hiille I'}, der I'z-Relation haben wir bereits in Abschnitt 1.4.1 kennen gelernt.

Definition 4.26 (f‘F-Komponente) Sei G = (V,E) ein Graph, und sei F C E eine Teilmenge
der Kanten. Eine Menge P = P (/) = {e" € E: e’F*Fe”} zu einer Kante ¢ € E nennen wir eine
I'-Komponente von G beziiglich F.

Der Bezug zu Planimplikationsklassen auf H-Comparabilitygraphen wird durch die folgende Uber-
legung unmittelbar deutlich.
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Lemma 4.27 (I'r und T's) Sei S € Ssyy ein Plan, und sei [S'] = (SIJ, Breg (S) + Ediag (S)) sein
H-Comparabilitygraph. Dann gilt .
€IF3€/I = e’l"Edmg(S)e”.

Beweis. Zwei Kanten e’ und €” liegen genau dann in direkter I p-Relation zueinander, wenn sie in
I'-Relation zueinander liegen, und keine der beiden Kanten zu F' C E gehért. Fiir F' = Egiqq (S) ist
die I'p damit identisch zur I's-Relation. Es gilt ¢'I' tiag(9)€” genau dann, wenn e’ und e” regulére
Kanten mit ¢'T'e” sind, d.h. wenn auch e'T'se” gilt. W

Damit ergibt sich eine alternative Moglichkeit zur Definition von Planimplikationsklassen.

Bemerkung 4.28 (Planimplikationsklasse, alternative Definition) Sei [S*] = (SIJ, Ey¢q (S)
+ Egiag (S)) der H-Comparabilitygraph zu einem Plan S € Sgrj. Eine Planimplikationsklasse P €
Pistr) von [S'] ist eine I p-Komponente beziiglich F = Egiag (5).

4.2.2 Planimplikationsklassen und Reduzierung

In Abschnitt 1.2.4 sind wir bei der Beschreibung der I'-Relation darauf eingegangen, dass die I'-
Relation zwischen zwei Kanten durch die Nichtexistenz einer Kante induziert wird. Wir haben in
diesem Zusammenhang auch von der Existenz einer Nichtkante gesprochen, die I'-Relationen induzie-
ren kann, aber nicht muss.

Planimplikationsklassen als Atome

Werden nun aus einem Graphen Kanten entfernt, dann hat das keinen Einfluss auf bestehende I'-
Relationen. Bereits bestehende I'-Relationen, und damit insbesondere auch bereits bestehende I's-
Relationen kénnen durch das Entfernen von Schriagkanten nicht zerstort werden. Das bedeutet, zwei
Kanten, die in einem H-Graphen G mit Gg;; € G C [S'] in einer gemeinsamen Planimplikati-
onsklasse liegen, liegen auch in jedem Teilgraphen G* mit Gg;y € G* C G in einer gemeinsamen
Planimplikationsklasse. Planimplikationsklassen kénnen durch das Hinzufiigen von Nichtkanten zu
[S'] nicht zerstért werden. In diesem Sinne kénnen sie gewissermafien als atomare Bausteine von
Pléanen interpretiert werden.

Lemma 4.29 (Planimplikationsklassen und Reduzierung) [66] Seien S,S* € Sg1; zwei Pli-
ne mit S* X S. Ist P eine Planimplikationsklasse von S. Dann existiert zu S* eine Planimplikations-
klasse P* mit P C P* oder P~1 C P*.

Auf der anderen Seite konnen durch das Hinzufiigen von Nichtkanten jedoch neue I'-Relationen
oder sogar neue I's-Relationen entstehen. Das bedeutet, zwei Planimplikationsklassen P; und P, von
S € Ssrj konnen durch das Entfernen einer Schrigkante miteinander verschmelzen—in der Form
Py + P, oder in der Form P, + Py '.

Eine hinreichende Bedingung fiir Irreduzibilitét

Eine unmittelbare Folgerung von Lemma 4.29 ist, dass ein Plangraph, der nur noch aus einer Planim-
plikationsklasse besteht, nicht weiter streng reduziert werden kann. Da die Bestimmung der Planim-
plikationsklassen mit gleichem Aufwand wie die der Implikationsklassen moglich ist, erhalten wir so
eine schnell iiberpriifbare hinreichende Bedingung fiir Irreduzibilitét.

Satz 4.30 (Plan mit 1 Planimplikationsklasse) [66] Besteht ein Plan S € Ssrj nur aus einer
Planimplikationsklasse, dann ist S irreduzibel.

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir den Begriff der Reduzierbarkeit an den beiden Planen B;
und By veranschaulicht, und anschliefend behauptet, dass By sogar irreduzibel sei (Seite 66). Mit
Satz 4.30 kénnen wir diese Behauptung nun beweisen. Auch fiir die irreduziblen Pléne im Beispiel
4.8 (Abbildung 4.3 auf Seite 72) kann die Irreduzibilitéit jeweils mit diesem Argument nachgewiesen
werden.

In der Tat stellt sich heraus, dass diese Bedingung ein duflerst wirkungsvolles Kriterium zum
Nachweis der Irreduzibilitéit eines Plans ist. Beispielsweise ldsst sich Satz 4.17 (zyklische Pléne) mit
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Hilfe von Satz 4.30 beweisen. Es ist sogar alles andere als einfach, einen irreduziblen Plan zu finden,
der nicht nur aus einer Planimplikationsklasse besteht. Solche Pline gibt es jedoch, und wir werden
noch auf sie zu sprechen kommen.

Dieses Kriterium liefert somit keinen polynomiellen Test auf Irreduzibilitdt. Es ist nur hinreichend,
aber nicht ungedingt notwendig. Es liefert leider auch keinen NP-Test auf Irreduzibilitdt, der IRRED €
NP N co-NP nach sich ziehen wiirde: Wéhrend es sehr viele anzunehmende (d.h. irreduzible) Instanzen
gibt, deren Irreduzibilitit damit sicher nachgewiesen werden kann, und alle abzulehnenden (d.h. nicht
irreduziblen) Instanzen immer abgelehnt werden, existieren auch anzunehmenden Instanzen, deren
Irreduzibilitdt mit diesem Test “auf keinem erlaubten Rechenweg” bewiesen werden kann.

4.2.3 Der Faktorgraph

Zur Beschreibung von Implikationsklassen auf einem Comparabilitygraphen G = (V, E) haben wir in
Abschnitt 1.2.4 den I'-Graphen Gr = (E,T) eingefiihrt. Dieser bildet ab, zwischen welchen Kanten
in G eine I'-Relation besteht. Die Zusammenhangskomponenten im I'-Graphen sind gerade die Im-
plikationsklassen von G. Nun wollen wir vor dem Hintergrund der Reduzierbarkeit von Plinen einen
dhnlichen Graphen fiir H-Comparabilitygraphen definieren.

Durch das Entfernen von Kanten aus einem Graphen werden I'-Relationen nur dann zerstort,
wenn eine der beiden beteiligten Kanten entfernt wird. Da im Zusammenhang mit der Reduzierung von
Pléanen ausschlieflich Schrigkanten entfernt werden kénnen, sind I'-Relationen, die zwischen reguléren
Kanten bestehen in jedem Fall unzerstorbar. Solche I'-Relationen sind gerade die I's-Relationen.

Das Entstehen neuer I'-Relationen

Andererseits konnen durch das Entfernen von Schrigkanten neue I'-Relationen entstehen; zwischen
Planimplikationsklassen, zwischen Schrigkanten und Planimplikationsklassen, zwischen Schriagkanten
untereinander, und sogar innerhalb von Planimplikationsklassen. Wéahrend jedoch die Entstehung von
neuen I'-Relationen zwischen verschiedenen Planimplikationsklassen und zwischen Schrigkanten und
anderen Kanten eine hilfreiche Information liefern, ist die Entstehung von I'-Relationen innerhalb
einer Planimplikationsklasse irrelevant. Die beteiligten Kanten sind ohnehin in jedem Teilgraphen des
gerade betrachteten H-Comparabiltiygraphen, der den H-Graphen enthélt, I'-verbunden.

Ebensowenig ist bei der Entstehung einer I'-Relation zwischen einer Schrigkante und einer Plan-
implikationsklasse von Belang, mit welcher Kante der Planimplikationsklasse diese Schrigkante in
I'-Relation steht. Fiir jede I'-Verbingung von dieser Schrigkante zu irgendeiner Kante dieser Plan-
implikationsklasse gilt, dass sie ausschliellich durch Entfernen der Schrigkante unterbrochen werden
kann.

Eine Variante des I'-Graphen

Zur Beschreibung von Reduzierungsvorgéingen wollen wir statt des I'-Graphen in Zukunft den folgen-
den Graphen betrachten.

Definition 4.31 (Faktorgraph) Sei durch G = (SIJ, Eyeq + Eqiag) €in H-Graph dber einer Opera-
tionenmenge SI1J mit einer beliebigen Schrigkantenmenge Eq;qq gegeben. Der Faktorgraph G £ ist der
schlichte Graph, der aus dem I'-Graphen Gr = (Ereg + Ediag,I') durch die Kontraktion aller Kanten
in Gr, die I's-Relationen in G reprdisentieren, entsteht. Gz heiffit konsistent, wenn Gr konsistent ist.

Im Faktorgraphen G werden also alle Kanten, die in einer Planimplikationsklasse von G liegen,
zu einem Knoten kontrahiert. In Abbildung 6.2 (links) auf Seite 123 (Beispiel 6.6) ist ein Beispiel fiir
einen Faktorgraphan dargestellt.

G r ist konsistent, wenn keine der Zusammenhangskomponenten einen Knoten enthilt, der eine
Schrigkante repréisentiert, deren Umkehrung ebenfalls in dieser Komponente liegt, oder wenn keiner
der Knoten, die eine Planimplikationsklasse représentieren, gleichzeitig auch deren Umkehrung re-
présentiert. Der Faktorgraph ist genau dann konsistent, wenn der zugehorige H-Graph mit beliebiger
Schrigkantenmenge ein Comparabilitygraph ist (mit Folgerung 1.32).
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4.2.4 Trennende Kantenmengen

Zur Beschreibung von Planimplikationsklassen ist auch der Begriff der trennenden Kantenmenge zwi-
schen verschiedenen Planimplikationsklassen mitunter sehr hilfreich. Planimplikationsklassen sind I p-
Komponenten beziiglich der Kantenmenge F' = Fg;q4. Fiir zwei Planimplikationsklassen P; und P
aus einer gemeinsamen Implikationsklasse I gilt zum einen, dass es mindestens einen I'~Weg von P;
nach P, gibt. Zum anderen gilt aber, dass jeder dieser I'-Wege mindestens eine Schriagkante enthélt.
Die Menge der Schriagkanten trennt somit die Kantenmengen P; und P> gewissermaflen voneinander.
Thre Existenz sorgt dafiir, dass P, und P, beziiglich F' in verschiedenen f‘—Komponenten liegen.

Isolation einer Planimplikationsklasse gegeniiber allen anderen

Um P; und P> voneinander zu trennen, sind in aller Regel jedoch nicht alle Kanten aus ' = Egjqq4
notwendig. Da P; und P, zu einer gemeinsamen Implikationsklasse I gehoren, reicht zum Trennen
der beiden die Menge der Schrigkanten in I mit Sicherheit aus. D.h. P, und P» liegen auch beziiglich
F' = Egiqg NI C F in verschiedenen f—Komponenten. Es ist sogar moglich, dass eine echte Teilmenge
von F’ ausreicht, um P; und P> voneinander zu trennen.

Definition 4.32 (trennende Kantenmenge F (P;)) Sei S € Sgy ein Plan, und sei Py, ..., P, C T
die Menge der Planimplikationsklassen in einer Implikationsklasse I € Ziger in [S™] = (S1.J, Ereg (S)+
Ediag (5)). Eine Kante e € Egiqq NI gehért zur trennenden Kantenmenge F (P;) = Fp, = F; einer
Planimplikationsklasse P;, wenn fiir ein j € {1,...,1} —i ein inklusionsminimaler T'-Weg von P; nach
P; existiert, der e enthdlt.

Die trennende Kantenmenge von F; trennt P; von allen anderen P; aus I. Sie isoliert F;. Wir
nennen sie daher auch die P; isolierende Kantenmenge. Sie ist eindeutig bestimmt. Beziiglich F' (P;)
zerfallt I mindestens in zwei f‘-Komponenten. Eine dieser f‘—Komponenten enthélt als reguldre Kanten
ausschliefllich Kanten aus P;. Wir bezeichnen die f‘-Komponente, die P; enthélt mit P;. Neben den
Kanten aus P; kann P jedoch auch Schriagkanten enthalten. Allerdings nur solche, die ausschlieflich
zu P; in direkter oder indirekter I'-Verbindung stehen.

2 1 2 1
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Betrachten wir beispielsweise den Plan B¢, und die daraus abgeleiteten reduzierenden Pléane Bz
und Big. Sein H-Comparabilitygraph besteht aus vier verschiedenen Implikationsklassen und enthélt
fiinf Schrigkanten. Eine der Implikationsklassen enthilt drei verschieden Planimplikationsklassen (P,
P, und P3), die drei anderen bestehen jeweils nur aus einer reguliren Kante (P, und Ps) bzw. einer
Schriigkante (es) (Abbildung 4.5). Der Plan Bj; entsteht aus Bjg durch Umkehren von Ps. Big
entsteht aus Big durch Umkehren von P; und Py. In [Bfg] gilt F1 = {e1}, F> = {e1,ea}, F3 = {e2}

und Fy = F5 = (). Die Schriigkanten e3 und e4 liegen beziiglich F3 in der I'-Komponente Ps. In [B%]
gilt F1 = {61}, Fy = {61,62}, F3; = {62,63} bzw. Fy = {63}.

Minimale trennende Kantenmengen

Zu jeder Kante e € F; = F (FP;) existiert mindestens ein I'-Weg von P; zu einem P; # P;, der e
enthélt, und der nicht durch einen echten Teilweg ersetzt werden kann. Durch die Forderung, dass die
betrachteten I'~-Wege inklusionsminimal sein sollen, wird ausgeschlossen, dass die trennenden Kanten-
mengen solche Schréigkanten enthalten, die in keinem Fall notwendig fiir die Abgrenzung von P; sind.
Ein Beispiel hierfiir sind die Kanten es und e4 beziiglich Ps in Bg.

Das bedeutet jedoch nicht, dass die so definierte Kantenmenge F (P;) eine inklusionsminimale
Kantenmenge ist, die P; von allen anderen P; trennt. Mit F* (P;) = F} wollen wir den Schnitt
von F (P;) mit der Vereinigung der T'-Nachbarschaften aller Kanten aus P; bezeichnen. Eine Kante
e € F (P;) liegt also genau dann in F* (P;), wenn el'e’ fiir ein ¢’ € P; gilt. Wir schreiben hierfiir auch
el'P;.
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Abbildung 4.5: Die durch Bjg, Bi7 bzw. Big beschriebenen Planorientierungen von [B%], [Bi%] bzw.
1Bi5).

Mehrere Planimplikationsklassen

Die Notation der trennenden Kantenmenge zu eine Planimplikationsklasse lédsst sich ohne weiteres auf
mehrere Planimplikationsklassen ausweiten.

Definition 4.33 (trennende Kantenmenge F (Pq,...,P)) Sei S € Ssys ein Plan, und sei Ps =
{Pi,..., Py} die Menge der Planimplikationsklassen von S. Eine Kante e € F (Py)U ... U F(P;)
gehdrt zur trennenden Kantenmenge F (Py,...,P.) = Fp, .. p. = Fi,. ., zwischen den Planimplika-
tionsklassen Py,..., P, € Pg, wenn ein inklusionsminimaler I'-Weg von einem P; zu einem P; mit
1,7 €{1,...,r} existiert, der e enthdlt.

Fir Bl7 gllt beispielsweise FLQ = {61}, F173 = {61, 62}, F174 = {61, €9, 63} und F11274 = {61, €2, 63}.
Auch diese Mengen sind eindeutig bestimmt, aber in aller Regel nicht inklusionsminimal.

Wird aus [Bi%] die Schrigkante e entfernt, dann hat das unmittelbare Konseqenzen fiir alle Plan-
implikationsklassen P;, fiir die die Kante es in der isolierenden trennenden Kantenmenge F; liegt.
Durch die Entfernung von e sind die Planimplikationsklassen P» und Ps in ihrer Ausrichtung nicht
mehr prinzipiell aneinander gebunden. Sie gehtren dann nicht mehr einer gemeinsamen Implikations-
klasse an, und konnen beispielsweise gegeneinander verdreht werden. Das fiithrt zu den Plan Bjg, der
By streng reduziert.

Eigenschaften trennender Kantenmengen

Aus den Definitionen folgen unmittelbar die folgenden Eigenschaften.

Lemma 4.34 (trennende Kantenmengen) Sei S € Ss1; ein Plan, und sei Ps = {P1,..., P}
die Menge der Planimplikationsklassen von S. Seien Pi,..., Py die I'-Komponenten beziiglich F =
FiU...UFy, C Egiag. Dann gelten

(i) BN Pj =0 fiir alle i # j
(i) E=Pi+...+ P+ F

(Z’LZ) Fl,...,l CFU...UF fdr{l,...,l}g{l,...,kz}, undFLm,k:FlU...UFk

Beweis. Teil (i) und Teil (ii) folgen aus der Definition der I'-Komponenten als Aquivalenzklassen der
I'*-Relation. (i4) Fy. ; C FiU.. . UF; ist trivial, da Fy . ; keine Schriagkante enthalten kann, die nicht
in irgendeinem F; (i € {1,...,1}) liegt (Definition F;). Jedoch trennt Fy, . ; nur Pi,..., P, unterein-
ander; die iibrigen Planimplikationsklassen werden unter Umsténden nicht voneinander getrennt. Es
sind die Félle P, C P; und P; C P* mit P* # P; moglich (mit i € {{+1,...,k} und j € {1,...,1}).
Fiir I = k sind beide Falle nicht moglich; hier muss Gleichheit gelten. W

Insbesondere liegt jede Schrigkante eines H-Comparabilitygraphen entweder in der trennenden
Kantenmenge F' = F} . 1, oder sie gehort zu einer f—Komponente PZ- fiir ein P; € Pgs.

.....
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4.2.5 Stabile Schrigkanten

Zu einem Plan S € Sgy; konnen mehrere irreduzible Pline existieren. Der Plan A aus Beispiel 4.8
besitzt mindestens fiinf verschiedene ihn reduzierende irreduzible Pldne. Betrachten wir die Menge
der Schrigkanten der bekannten irreduziblen Pléne von A (Abbildung 4.3 auf Seite 72), dann stellen
wir fest, dass jeder dieser fiinf Pline die Kante 1.4 enthilt. Auf der anderen Seite enthilt keiner dieser

o~~~ o~~~ o~

Pléne die Kante 1.7, 2.7, 3.4, 3.6, 3.8 oder 3.9.

Trivial-stabile Schrigkanten

WILLENIUS [66] prigte fiir Schrigkanten zu einem Plan S € Sgry, die im Durchschnitt aller irredu-
ziblen Pline dieses Plans liegen, den Begriff der stabilen Schriagkante.

Definition 4.35 (stabile Schrigkante) Sei S € Ssr; ein Plan, und sei [S'"] sein H-Compara-
bilitygraph. Eine Schrdgkante, die im H-Comparabilitygraphen zu jedem irreduziblen Plan von S liegt,
heifit stabil.

Fiir reguldre Kanten ist der Begriff der Stabilitéit irrelevant. Da jeder irreduzible Plan eine Ori-
entierung auf der Menge der reguldren Kanten ist, ist jede reguléire Kante stabil. Eine unmittelbare
Folgerung aus den Uberlegungen des vorangegangenen Abschnitts ist die folgende Aussage.

Lemma 4.36 (Kanten aus P') [66] Sei P € Ps eine Planimplikationsklasse von einem Plan S €
Ssr7. Dann ist jede Kante aus P! stabil.

Besitzt ein Plan S € Sg;y nur eine Planimplikationsklasse P, dann gilt G (S) = P und [S?"] =
Pt 4 (Pt) ™", Jede der Schrigkanten ist dann stabil, und aus der Definition folgt unmittelbar die Irre-
duzibilitét von S. Betrachten wie die Pline Big und Bag (WILLENIUS [66]). Der H-Comparabilitygraph
[B1%] besteht aus zwei verschiedenen Implikationsklassen, von denen eine aus nur einer regulidren Kante
besteht (011021). Das Umkehren dieser Kante fiithrt zu dem Plan Bsyg. Die andere Implikationsklasse
enthilt lediglich eine einzige Planimplikationsklasse, in deren transitiver Hiille simtliche Schragkanten
von [BY5] liegen. Die Pline Big und Bag sind damit sowohl #hnlich, als auch irreduzibel. Fiir jeden
der beiden gilt dabei, dass seine Irreduzibilitédt nicht durch Satz 4.30 nachgewiesen werden kann.
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Die transitiven Hiillen der Planimplikationsklassen eines Plans konnen sehr schnell bestimmt wer-
den. Daher ist die Bedingung aus Lemma 4.36 &hnlich schnell iiberpriifbar, wie die Bedingung aus
Satz 4.30. Insbesondere sind beide Bedingungen in polynomieller Zeit iiberpriifbar.

Es gibt jedoch auch Pliine, die stabile Schriigkanten enthalten, fiir die die Uberpriifung der Stabi-
litét nicht so einfach ist. Um diese qualitativ verschiedenen stabilen Schrigkanten besser unterscheiden
zu konnen, wollen wir die leicht erkennbaren stabilen Schrigkanten in Zukunft auch trivial-stabile
Schrégkanten nennen.

Definition 4.37 (trivial-stabile Schriigkante) Sei S € Ssr; ein Plan, und sei [S™] sein H-Com-
parabilitygraph. Eine Schrdgkante, die in der transitiven Hiille einer Planimplikationsklasse liegt, heifst
trivial-stabil.

Folgerung 4.38 (alle Schrigkanten trivial-stabil) Sei S € Sg;; ein Plan. Sind alle Schrigkanten
in [S'] trivial-stabil, dann ist S irreduzibel.

Nachweis der Stabilitit

Der Begriff der Stabilitdt von Schrigkanten liefert uns jedoch einen méglichen Ansatz zum Nachweis
der Irreduzibilitédt fiir irreduzible Pléne, die weder nach Satz 4.30 noch nach Lemma 4.36 irreduzibel
sind. Geldnge uns in polynomieller Zeit der Nachweis, dass eine gegebene Schréigkante stabil ist,
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dann wiirde das einen polynomiellen Test fiir IRRED nach sich ziehen. Kénnten wir die Stabilitét
einer gegebenen Schrigkante mit einem randomisierten Algorithmus wenigstens auf mindestens einem
erlaubten Rechenweg nachweisen, so wiirde dies immerhin einen NP-Test fiir IRRED liefern, der
IRRED € NP N co-NP nach sich ziehen wiirde.

Um zu zeigen, dass eine Schrégkante é € E,q4 (S) zu einem Plan S € Sgr; stabil ist, muss gezeigt
werden, dass kein Comparabilitygraph G mit Gs;; € G C [S¥"] — € existiert. Das fiihrt uns zu einer
weiteren Problemformulierung fiir IRRED.

Problem IRREDUCIBILITY (IRRED) (#3): Gegeben sei ein Plan S € Sgyy fiir
das Open-Shop Problem O || Cyax. Gilt fiir jede Schriigkante e € Egjqq (S) in [ST] =
(SIJ, Erey (S) + Egiag (S)), dass keiner der Graphen G mit Ggry € G C [S'] — é ein
Comparabilitygraph ist?

Die Antwort auf die Frage “Existiert in [S'"] eine Schriigkante e € Eg;q4 (S), fiir die ein Compara-
bilitygraph G mit Ggry C G C [S"] — é existiert?” liefert eine Antwort fiir co-IRRED.

4.2.6 Planimplikationsklassen als Bausteine von Plinen

In Abschnitt 1.2.7 haben wir Implikationsklassen als fundamentale Bausteine von transitiven Orien-
tierungen beschrieben. Ist Zg = {Il, oD T Lo, Il_l} die Menge der Implikationsklassen eines
Comparabilitygraphen G = (V, E), dann ist jede transitive Orientierung T' € 7 eine Kombination
von Orientierungen auf den Farbklassen fj G=1...,0), T =Ji+...4+ Jy mit J; € {Ij,Ij*l}
(j = 1,...,1). Umgekehrt liefert jede solche Rekombination der Implikationsklassen eine potentiell
transitive Orientierung, die genau dann transitiv ist, wenn sie kreisfrei ist.

Zur Beschreibung von Beispielen wollen wir die folgende Notation vereinbaren (vgl. Folgerung
1.20).

Definition 4.39 (Rekombination der Planimplikationsklassen) Sei Ps = {Pi,..., P} die
Menge der Planimplikationsklassen von einem Plan S € Sgry, und set M = {i1,...,im} C{1,...,k}.
Wir nennen die Orientierung Spyy = S — B, — ... — P, + Pi:l + ...+ Pi;l, die durch Umkehren
der Orientierung auf allen ]5”, i; € M, entsteht, eine Rekombination der Planimplikationsklassen
von S. Ist Sy € Ssry ein Plan, dann heiffit er der resultierende Plan aus der durch M beschriebenen
Rekombination.

Fiir Planimplikationsklassen und Pléne gelten &hnliche Aussagen, wie fiir Implikationsklassen.
Jeder reduzierende Plan ist eine Kombination von Orientierungen auf den Klassen P;.

Satz 4.40 (reduzierende Pline sind Rekombinationen) Sei Pg = {Py,..., P} die Menge der
Planimplikationsklassen von einem Plan S € Sgry. Ist S* ein Plan, der S reduziert, S* < S, dann ist
S* eine Rekombination der Planimplikationsklassen von S, S* = Q1+ ...+ Qx mit Q; € {H-, Pfl}
firallei=1,... k.

Beweis. Sei S = Py + ...+ Pj. Sowohl S, als auch S* = Pf 4 ... + P/ sind Orientierungen des H-
Graphen Gsry = (SIJ, Eyeg (S1J)), [S] = [S*] = Eyreg (SIJ), und SN S~1 = bzw. §* N (S*)~" = 0.
Nach Lemma 4.29 gilt in S* fiir jede Planimplikationsklasse P; entweder P; C P;‘ oder PZ-_1 - Pj*. Fir
jede Orientierung S* C E,q (SIJ) von Ggry, die diese Eigenschaft besitzt, muss S* = Q1 + ...+ Qx
mit Q; € {Pi, P[l} fir alle i = 1,...,k gelten. Jede Planimplikationsklasse P von S* besteht aus
einer Kombination von Planimplikationsklassen aus einer Teilmenge aller Planimplikationsklassen von
S,P;:le—i-...—f—ij* mitste{Ql,...,Qk}. [ |

Eine unmittelbare Folgerung ist, dass die Anzahl der Planimplikationsklassen eines reduzierenden
Plans nicht grofler als die des Ausgangsplans sein kann.

Folgerung 4.41 (Anzahl der Planimplikationsklassen) Fiir die Anzahl der Planimplikations-
klassen zweier Pline S,S* € Sgy; mit S* < .S gilt |Pg«| < |Ps|.

Eine weitere unmittelbare Folgerung ist, dass bei der Reduktion iiber eine Kante nach Satz 4.14 die
betreffende Kante e = ab zwingend eine eigene Planimplikationsklasse bilden muss. Daraus wiederum
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folgt, dass nicht nur die in Satz 4.14 genannten Schrigkanten existieren, sondern a zu jedem Knoten
aus der Spalte von b, und b zu jedem Knoten aus der Spalte von a adjazent ist.

Umgekehrt gilt, dhnlich wie bei Implikationsklassen, dass jede kreisfreie Rekombination der Plan-
implikationsklassen einen Plan beschreibt.

Satz 4.42 (Rekombinationen sind Pline) Sei Ps = {Py,...,P;} die Menge der Planimplika-
tionsklassen von einem Plan S € Ssrjy. FEine beliebige Rekombination S* = Q1 + ... + Qr mit
Qi € {R-, Pfl} (i=1,...,k) liefert genau dann einen Plan S* € Sgry, wenn sie kreisfrei ist.

Beweis. Jede beliebige Orientierung der regulidren Kanten zu einer Operationenmenge liefert genau
dann einen Plan, wenn sie kreisfrei ist. Eine Rekombination S* = Q1 +...4+ Qy (mit Q; € {R-, Pfl})
von Planimplikationsklassen Py, ..., Py eines Ausgangsplans S € Sg;; beschreibt eine Orientierung der
regulidren Kanten iiber SI.J. Also ist S* genau dann ein Plan (zuldssige Kombination von Organisation
und Technologie), wenn Q1 + ... + Q kreisfrei ist. W

Rekombinationen von Planimplikationsklassen und reduzierende Pléne

Jede beliebige kreisfreie Rekombination der Planimplikationsklassen eines Ausgangsplans liefert also
einen Plan. Nicht jede solche Rekombination liefert jedoch auch einen Plan, der den Ausgangsplan
reduziert.

Satz 4.43 (Rekombinationen und reduzierende Pline) Sei Ps = {P,..., P} die Menge der
Planimplikationsklassen von einem Plan S € Sgry. Eine kreisfreie Rekombination S* = Q1+ ...+ Qx
mit Q; € {Pi, Pfl} (i=1,...,k) liefert genau dann einen reduzierenden Plan S* € Sgry (S* 2 S),

wenn jede Schrigkante e € (Q1 + ...+ Qk)tr auch eine Schréigkante in S oder (S_l)tr ist.

Beweis. Eine kreisfreie Rekombination S* = Q1 + ... 4+ Q) mit Q; € {R-, Pfl} fir allei=1,...,k
beschreibt nach Satz 4.42 einen Plan S* € Sgy;. Gilt dariiber hinaus [(S*)tr} C [S™], dann reduziert

S* den Ausgangsplan S nach Satz 4.2. W

Durch das Umkehren einzelner Planimplikationsklassen in einem Plan S € Sgrs; konnen u.U.
tatséchlich Schrigkanten induziert werden, die in [S*"] nicht enthalten sind (Beispiel 4.44). Wir wollen
solche Schriagkanten in Zukunft als neue Schrigkanten bezeichnen. Jede Rekombination der Planim-
plikationsklassen von S € Ssr, die kreisfrei ist, und keine neuen Schrégkanten induziert, nennen wir
zuldssig.

Mit diesen Uberlegungen ergibt sich eine weitere Problemformulierung fiir IRRED.

Problem IRREDUCIBILITY (IRRED) (#4): Gegeben sei ein Plan S € Sgy; fiir
das Open-Shop Problem O || Cpax. Liefern alle zuldssigen Rekombinationen der Planim-
plikationsklassen von S Pléne, die dhnlich zu S sind?

Die Antwort auf die Frage “Existiert eine zuléssige Rekombination der Planimplikationsklassen
von S, bei der mindestens eine Schrigkante entfernt wird?” liefert eine Antwort fiir co-IRRED.

Betrachten wir zur Veranschaulichung der Interpretation der Planimplikationsklassen als funda-
mentaler Bausteine der reduzierenden Plédne zu einem Ausgangsplan noch einmal den Plan A aus
Beispiel 4.8. Zu Beginn des vorangegangenen Abschnitts haben wir den Eindruck vermittelt, dass die
Kante 1.4 im Plan A moglicherweise stabil sei. Dies ist keineswegs der Fall. Der Plan A besitzt neben
den fiinf bereits gezeigten noch weitere irreduzible Pléne.

Beispiel 4.44 (Reduktion durch Umkehren von Planimplikationsklassen) In Beispiel 4.8
haben wir gezeigt, dass der Plan A € Sgry acht Implikationsklassen I, . .., Is (Abbildung 4.2) und 14
Schrigkanten besitzt (Abbildung 4.6).

1 2
A= 3 4 1
2 3

6
5

Drei der Implikationsklassen zerfallen in jeweils zwei Planimplikationsklassen. Fine besteht aus einer
einzelnen Schrdagkante. Es set Py C Iy, Po + P3s C Iy, Py C I3, Ps+ Ps C Iy, P, C I5, Py C I,
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Abbildung 4.7: Die Zerlegung der Kantenmenge des Plangraphen in Planimplikationsklassen A =
P1 + ...+ PlO-

Py + Pio C Ir und Is = 85 (Abbildung 4.7).

Wir wissen bereits, dass es 36 verschiedene reduzierende Pline gibt, die als Rekombinationen der
Implikationsklassen von A dargestellt werden kénnen. Ferner wissen wir bereits, dass darunter auch
5 irreduzible Pline sind (Abbildung 4.3).

Es stellt sich nun die Frage, ob es noch weitere reduzierende Pldine zu A gibt. Und insbesondere,
ob es moch weitere irreduzible Pline gibt. Nach Satz 4.40 ist jeder reduziereme Plan zu A als eine
Rekombination der Planimplikationsklassen darstellbar. Und nach Satz 4.42 beschreibt jede kreisfreie
Rekombination der Planimplikationsklassen einen Plan. Von den 2'° = 1024 mdglichen Rekombi-
nationen der Planimplikationsklassen Py, ..., Pg von A, sind genau 344 kreisfrei. Damit gibt es 172
verschiedene Pline tiber SIJ, die durch die Planimplikationsklassen von A darstellbar sind. Nicht jeder
dieser Pline reduziert jedoch A. Kehren wir beispielsweise gegeniiber A die Planimplikationsklassen
Py und Py um, dann gelangen wir zu dem Plan Asg = Algysers10- In [A] existiert die transitive

Schragkante 6/.\1, 6.1 € (P5 + Ps + Pgl)”. Diese Schrdgkante gehort micht zur Schrigkantenmenge
von [A']. Daher kann unabhingig von allen anderen Schrigkanten nicht [A%y] C [A™] gelten. Also
reduziert Asg den Plan A nicht, Asg ﬁ A. (In diesem Fall gilt sogar, dass A umgekehrt Asg reduziert.)
Von den acht Nichtkanten in [A'] kénnen immerhin sechs als neue Schrigkanten auftauchen. Ledig-
lich zu den Nichtkanten 4.8 und 4.9 gibt es keine kreisfreien Rekombinationen, die sie als transitive
Kanten induzieren.

Von den 172 verschiedenen Plinen, die durch Rekombination der Planimplikationsklassen entstehen
konnen, enthalten 44 mindestens eine neue Schrigkante. Die verbleibenden 128 Pldine erfillen die
Bedingungen von Satz 4.43, und reduzieren demnach A. Darunter befinden sich auch die 36 bereits
bekannten reduzierenden Pline. Das bedeutet, es existieren 128 — 36 = 92 reduzierende Pline, die
nicht durch Umkehren von Implikationsklassen generiert werden konnen. Jeder dieser Pline reduziert
A streng. Neben den 5 bereits entdeckten gibt es noch 10 weitere irreduzible Pline. Diese 15 verschie-
denen irreduziblen Pline sind in Abbildung 4.8 abgebildet. Die Irreduzibilitit kann fir jeden dieser
Pline leicht nachgepriift werden; jeder besteht nur aus einer Planimplikationsklasse. Alternativ erge-
ben sich bei Vorliegen der Menge aller reduzierenden Pline zu einem Ausgangsplan die irreduziblen
Pline auch als die minimalen Elemente in der durch “C” bestimmten Halbordnung auf der Menge der
H-Comparabilitygraphen. Allerdings ist hierfir natirlich die Betrachtung aller Rekombination notwen-
dig. Das ist nur mit exponentiellem Aufwand realisierbar.

Die in Beispiel 4.8 gefundenen 5 irreduziblen Pline sind genau jene, bei denen keine der drei Implika-
tionsklassen, die mehrere Planimplikationsklassen enthalten, auseinandergerissen ist. D.h., bei denen
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Abbildung 4.8: Die Schrigkantenmengen aller 15 irreduziblen Pline zu dem Plan A aus Beispiel 4.44.
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weder Py gegen Ps3, Ps gegen Pg, noch Py gegen Pig verdreht wurde.

Da der Durchschnitt der Schrigkanten aller irreduziblen Pline von A leer ist, ist keine der Schrdig-
kanten von A stabil. Umgekehrt ergibt die Vereinigung der Schrigkanten aller irreduzibler Pldne nicht
die Schrigkantenmenge von A. (Die Kante 6.3 € A ist in keinem irreduziblen Plan zu A enthalten.)
In Beispiel 4.8 sind wir durch Entfernen der Schrigkante 15 aus [A'"] 2u einem Plan S gelangt (Ab-
bildung 4.4).

Der Plan S = Assy ensteht aus A durch Umkehren von Py, P3 und Py. Neben den bereits bekannten
irreduziblen Plinen zu Assa (Aise und Aiser) gibt es noch drei weitere: Aiase, Asasr und Ajaser. Der
Durchschnitt der Schrigkanten dieser fiinf Pline ist ebenfalls leer. Also ist auch in Aasy keine der
acht Schrigkanten stabil. Entfernen wir nun aus [AY5,] genau wie in Beispiel 4.8 die Kante ?:.71, und
zusdtzlich auch die Kante 2?.\8, dann kommen von den finf genannten irreduziblen Plinen von Assy
nur noch die Pline Ais¢ und Aisg7 in Frage. Beide Pline enthalten sowohl die Kante 1/.71, als auch
die Kante 1.9. Diese Kanten sind in [AL,] — 3.4 — 38 trivial-stabile Kanten. (Sie liegen beide in

(Pi+Py '+ Py + P 4 P+ P+ P+ P)T) B

4.2.7 Erweiterte Planimplikationsklassen

Nachdem wir nun wissen, dass die Planimplikationsklassen die Bausteine sind, aus denen die reduzie-
renden Pline eines Ausgangsplans zusammengesetzt sind, wollen wir noch auf eine Verfeinerung der
Resultate des vorangegangenen Abschnitts eingehen.

Der H-Comparabilitygraph zu dem Plan B ist eindeutig transitiv orientierbar, und enthélt genau
zwei Schriagkanten. Beide Schriagkanten sind trivial-stabil. D.h. Bg; ist irreduzibel. Die reguldren
Kanten zerfallen in zwei Planimplikationsklassen Py und Py, mit Py = {O22024}, und Py = Bgy — Ps.
Die einzige alternative Rekombination der Planimplikationsklassen P; + P, ! ist nicht kreisfrei. D.h.
Bsy ist irreduzibel, und aufler 32_11 gibt es keinen weiteren dhnlichen Plan.

1 3
By = 1 2 3
1 2

Der Grund dafiir, dass P, +P2_1 einen Kreis enthalt, ist, dass die Planimplikationsklasse P in der tran-
sitiven Hiille von P liegt, P, C P}{". Es gibt also prinzipiell keine Méglichkeit, die beiden betrachteten
Planimplikationsklassen gegeneinander zu verdrehen.

Definition und Berechnung erweiterter Planimplikationsklassen

In einer solchen Situation ist es algorithmisch sinnvoll, diese beiden Planimplikationsklassen nicht als
zwei unabhingig voneinander orientierbare Bausteine von Pldnen zu betrachten, sondern als einen
gemeinsamen Baustein. WILLENIUS [66] hat solche Konstellationen durch den Begriff der erweiterten
Planimplikationsklassen beschrieben.

Definition 4.45 (erweiterte Planimplikationsklasse) Sei P € Pg eine Planimplikationsklasse
von einem Plan S € Sgry. Die erweiterte Planimplikationsklasse P* von P ist die kleinste Kanten-
menge mit P C P*, fiir die (P*)"" = P*, und entweder Q N P* = Q oder QN Ps = 0 fiir alle Q € Ps
gilt.

Die erweiterte Planimplikationsklasse P* kann Schrigkanten enthalten. Sie kann, wie im Fall von
Bs1, aus mehreren Planimplikationsklassen und ihren induzierten trivial-stabilen Schrigkanten beste-
hen. Sie ist jedoch in jedem Fall eine Teilmenge der Implikationsklasse I (P) € Zjg:r] von P € Ps.

Die erweiterten Planimplikationsklassen zu allen Planimplikationsklassen Pi,..., P eines Plans
S € Ssrj mit n Auftrigen auf m Maschinen kénnen folgendermafien in polynomieller Laufzeit
(O (n%m®)) bestimmt werden (WILLENIUS [66]). Ausgehend von einem P; € Pg wird zunéchst P} =
Q' bestimmt. Gilt Pf" N P; #  fiir ein P; € Pg, so wird P; vollstéindig zu Q' hinzugefiigt. Zu diesem
Q' mit P/" 4+ P; C @' wird anschlieBend erneut die transitive Hiille (Q’ )tT = @” bestimmt. Dieser
Vorgang wiederholt sich solange, bis keine neue Kante mehr hinzugefiigt wird.
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Bemerkung 4.46 (erweiterte Planimplikationsklassen und Pline) Die Aussagen in Lemma
4.24, Lemma 4.29, Satz 4.30, Lemma 4.36, Folgerung 4.38, Satz 4.40, Satz 4.42 und Satz 4.43 behalten
ihre Giltigkeit, wenn man jeweils “Planimplikationsklasse” durch “erweiterte Planimplikationsklasse”
ersetzt. Das gleiche gilt fir die Problemformulierung #4 fiir IRRED.

Die Bedeutung erweiterter Planimplikationsklassen fiir die Reduzierung

Trotz der scheinbaren Bedeutung dieses Begriffs liefert die Betrachtung von erweiterten Planimplika-
tionsklassen keine weiterfithrenden Erkenntnisse. Die Eigenschaften der Planimplikationsklassen sind
relevant. Die erweiterten Planimplikationsklassen reduzieren allenfalls die Kombinationsmoglichkeiten
fiir die Anzahl der reduzierenden Plidne geringfiigig, oder erhthen die Anzahl der als trivial-stabil
erkannten Schrigkanten. Beides erleichtert den quantitativen Umgang bei der Betrachtung konkre-
ter Instanzen, hat jedoch keinen Einfluss auf die qualitativen Schwierigkeiten von IRRED. Dariiber
hinaus ist der Fall, dass in einem Plan auch nur eine erweiterte Planimplikationsklasse P* zu einer
Planimplikationsklasse P mehr Kanten als P enthélt, eine eher seltene Ausnahme.

Der zentrale Begriff bleibt der der Planimplikationsklasse. Wir werden uns daher darauf be-
schranken, mit Planimplikationsklassen zu argumentieren, und allenfalls bei der Formulierung von
Theoremen und Algorithmen auf den Begriff der erweiterten Planimplikationsklassen zuriickgreifen.

4.3 Immer-transitive Kanten und stabile Schrigkanten

In Abschnitt 1.4.1 haben wir immer-transitive Kanten beschrieben. Das sind Kanten in einem Com-
parabilitygraphen, die in jeder transitiven Orientierung transitiv sind. Fiir immer-transitive Kanten
gilt, dass sie eine der beiden Konstellationen aus Abbildung 1.8 auf Seite 28 erfiillen.

Stabile Schrigkanten sind immer-transitiv

Stabile Schrigkanten sind Schrigkanten, die in jeder kreisfreien und reduzierenden Rekombination
der Planimplikationsklassen eines H-Comparabilitygraphen transitiv sind. Das bedeutet insbesondere,
dass sie in jeder kreisfreien Rekombination der Implikationsklassen transitiv sind. Damit sind stabile
Schragkanten immer-transitiv, und erfiillen eine der beiden Konstellationen aus Abbildung 1.8.

Ferner gilt fiir stabile Schragkanten, dass sie nicht aus dem H-Comparabilitygraph entfernt werden
konnen. D.h. sie erfiillen nicht nur eine der beiden angesprochenen Konstellationen, sondern dariiber
hinaus auch die entsprechende Bedingung aus Satz 1.44—mindestens zwei an einer solchen Kon-
stellation beteiligte Kanten aus der Implikationsklasse der betrachteten Schrigkante liegen in einer
gemeinsamen I'-Komponente beziiglich dieser Schrigkante.

Umgekehrt ist jedoch nicht jede immer-transitive Schrigkante, die diese Bedingungen erfiillt,
auch stabil. Die Kante 4.1 aus der Schriigkantenmenge zu dem Plan As3y aus Beispiel 4.44 (Ab-
bildung 4.4 auf Seite 72) ist beispielsweise immer-transitiv innerhalb ihrer Implikationsklasse I mit
(P + Pyl 4Pt + Ps)+Py !4 P5 C I. Zwischen den beiden transitivierenden Kanten 4.2 € P; ' und
2.1 € Py ! existiert ein I-Weg, der die Schriigkante 4.1 nicht enthilt (4.2'4.5I'9.5I'9.11'2.1). D.h. beide
Kanten liegen beziiglich 4.1 in einer gemeinsamen I'-Komponente. Von den 5 irreduziblen Plinen zu
A234 (A1256, A156, 1434577 A12567, A1567> enthalten jedoch nur 2 auch die Schréigkante 1/71 (Abblldung
4.8).

4.3.1 Implikationsklassen und Planimplikationsklassen

Es gibt jedoch noch einige weitere Zusammenhéinge zwischen immer-transitiven Kanten und stabilen
Schriagkanten.

Stabile Schrigkanten und immer-transitive Kanten sind dhnlich

Implikationsklassen sind die fundamentalen Bausteine fiir transitive Orientierungen eines Compara-
bilitygraphen. Eine immer-transitive Kante ist in jeder zuliissigen Anordnung dieser Bausteine eine
transitive Kante. Planimplikationsklassen, auf der anderen Seite, sind die fundamentalen Bausteine
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fiir die reduzierenden Plédne zu einem H-Comparabilitygraphen. Eine Schriagkante ist stabil, wenn sie
in jeder zuldssigen Anordnung dieser Bausteine transitiv ist.

Damit verhalten sich stabile Schriagkanten beziiglich Planimplikationsklassen genauso, wie sich
immer-transitive Kanten beziiglich Implikationsklassen verhalten.

Implikationsklassen und Planimpliationsklassen sind &hnlich

Dariiber hinaus haben Planimplikationsklassen in manchen Zusammenhéngen fast die gleichen loka-
len Eigenschaften wie Implikationsklassen. Implikationsklassen haben die folgende Eigenschaft: Wann
immer zwei Kanten ab € I; und ac € Iy aus Implikationsklassen I; und Iz # I; einen gemeinsamen
Knoten haben, dann gehoéren beide Kanten zu einem gemeinsamen Dreieck—die Kante bc existiert.
Andernfalls wiirde aus der Definition der I'-Relation I; = I» folgen. Wir haben diese Eigenschaft im
Beweis des Dreieckslemmas (Satz 1.15) von Golumbic benutzt. Man beachte bitte, dass dies auch im
Fall I, = I;* gilt. Dann folgt die Existenz von cb, und es gilt ¢b € I; (mit Satz 1.16).

Fiir I »-Komponenten zu einer beliebigen ungerichteten Teilmenge F' € E der Kanten zu einem
Graphen G = (V, E) gilt diese Eigenschaft ebenfalls. Liegen zwei Kanten ab € I, und ac € I mit
einem g\emeinsamen Knoten in verschiedenen f‘-Komponenten fl und fg #* fl. Dann existiert die
Kante bc € E.

Da Planimplikationsklassen r r-Komponenten beziiglich der Kantenmenge F' = Fg;q4 der Schrig-
kanten eines H-Comparabilitygraphen sind, verhalten sich Planimplikationsklassen beziiglich der Exi-
stenz der dritten Kante in einem Dreieck mit zwei Kanten aus unterschiedlichen Planimplikationsklas-
sen, genau wie Implikationsklassen.

4.3.2 Das erweiterte Dreieckslemma

Das Dreieckslemma von Golumbic besagt, dass in einem Graphen zwei Dreiecke, die beziiglich der Zu-
gehorigkeit der Kanten zu Implikationsklassen in zwei Kanten iibereinstimmen, bei Vorliegen einiger
Voraussetzungen auch in der dritten Kante iibereinstimmen (Satz 1.15). Fiir den Beweis der Charakte-
risierung immer-transitiver Kanten (Satz 1.44) ist das Dreieckslemma von entscheidender Bedeutung.
Fiir Teilstrukturen von Implikationsklassen gilt die Ahnlichkeit der Dreiecke nicht. Da sich jedoch
I' -Komponenten und Implikationsklassen in vielerlei Hinsicht gleich verhalten, konnen wir hoffen,
die Aussagen des Dreieckslemmas so auf Planimplikationsklassen verallgemeinern zu kénnen, dass wir
dennoch zu einer Beschreibung von stabilen Schrigkanten gelangen.

Satz 4.47 (erweitertes Dreieckslemma) Sei G = (V, E) ein Graph, und seien A, B und C I-
Komponenten beziglich einer Teilmenge F C I € Ig einer Implikationsklasse mit A #+ B~ und
A # C. Ferner seien ab € B, ac € C und bc € A. Gilt auferdem B,C ¢ I oder a ¢ V (F), dann
folgt aus der Existenz von b'd’ € A die Ezistenz von ab' € B und ac’ € C, und keine Kante aus A ist
adjazent zu Knoten a.

Beweis. Der Beweis erfolgt vollig analog zu dem Beweis von Satz 1.15. Sei t'c¢’ € A. Dann existiert
eine kanonische I-Kette be = bocoFblcOFblch Tbper = b in A. Wir zeigen nun per Induktion
die Existenz von ab; € B und ac; € C fiir alle i = = 0,...,k. Fiir ¢« = 0 ist nichts zu tun, da nach
Voraussetzung aby = ab € B und acy = ac € C gelten. Se1 nun ¢ > 1. Nach Induktionsvoraussetzung
existieren ab;,_1 € B und aci—1 € C. Aus der Existenz von aci—1 € C (Induktlonsvoraussetzung)
und bic;_, € A (aus I- Kette) folgt nun wegen A #+ C die Existenz der ungerichteten Kante ab c E.

Andererseits folgt aus der direkten I'-Nachbarschaft von b;c;—1 und b;_1¢;—1 in der I-Kette bl 1b ¢ E.
Damit liegen also ab; und ab;_; € B in I-Relation zueinander, und es gilt entweder ab; € B oder
ab; € F. Gilt nun B ¢ I, dann kann ab; nicht in F C I liegen. Ebensowenig fiir a ¢ V (F). Also folgt
in beiden Féllen ab; € B. Aus ab; € B folgt nun mit b;c; € A (I-Kette) und A # B~ die Existenz der
ungerichteten Kante ac; € E. Da nun aber die Knoten ¢; und ¢;—; nicht benachbart sind (b; cll"b Ci—1),

liegen ac; und ac;_, € C in I-Relation zueinander. Hier folgt dann analog entweder ac; € C' oder
ac; € F. Der Fall ac; € F C I kann jedoch fiir C ¢ I oder a ¢ V (F) nicht eintreten. Damit folgt

ac; €C.adV (A) folgt unmittelbar aus der Anwendung des ersten Teils der Aussage. W

Bei ANDRESEN [4] findet sich diese Aussage fiir den Fall, dass F' = {€} aus einer einzigen Kante
besteht. Dort wird auch gezeigt, dass in diesem Fall I + é transitiv fiir jede I-Komponente I ist.
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Anwendung auf Planimplikationsklassen

Wenden wir Satz 4.47 auf die uns interessierende speziellen I'-Komponenten an, gelangen wir zu den
folgenden Aussagen.

Folgerung 4.48 (Anwendung auf Planimplikationsklassen #1) Seien A*, B*,C* C I € Zjgir|
verschiedene erweiterte Planimplikationsklassen eines Plans S € Ssrj, mit ab € B*, ac € C* und
bc € A*. Sei durch F = F}. U Fg. U Fg. eine trennende Kantenmenge gegeben, die A*, B* und C*
von allen anderen Planimplikationsklassen trennt. Gilt a ¢ V (F), dann folgt aus der Existenz von
b'c € A* die Existenz von ab’ € B* und ac’ € C*, sowie a ¢ V (A*).

Folgerung 4.49 (Anwendung auf Planimplikationsklassen #2) Seien A und B wverschiedene
Planimplikationsklassen eines Plans S € Ssrj, mit ab € B und bc € A. Seien A und B die T'-
Komponenten von A und B beziiglich F = F} UF},, und sei ac € Egiqq (S) mitac ¢ A. Gilta ¢ V (F)

unda ¢ V (A) . dann impliziert ' € A die Existenz von ab/ € B und ac’ € C fiir eine I'-Komponente
C # A. Gilt zusitzlich auch a ¢ V (F%), dann folgt ac € C.

Folgerung 4.50 (Umkehrung) Sei A eine Planimplikationsklasse eines Plans S € Ssyy, und sezen
ab € B, ac € C und bc € A Kanten in [S'"], wobei A, B und C T- Komponenten mit A ;é B~ und
A+C bezuglzch Fa (F3) sind. Existiert in [S™] eine Kante b'¢’ € A mit ab’ ¢ B oder ac’ ¢ C, dann
gilt a € V (Fa) (a €V (F%)), und B C I(A) oder C C I(A).

Fiir die Umkehrung der Aussage des erweiterten Dreieckslemmas ist eine entscheidende Beobach-
tung, dass der Fall B = C bzw. B = C genau wie im urspriinglichen Dreieckslemma zuldssig ist.
Daher muss von der Trennungsmenge nicht gefordert werden, dass sie auch zwischen B und C trennt.

Anwendung auf Kanten der Trennungsmenge

Der Beweis von Satz 4.47 funktioniert prinzipiell sogar, wenn die zentrale Bezugskante des alten oder
des neuen Dreiecks nicht in einer I'-Komponente liegen, sondern zu der Trennungsmenge F' gehort.

Lemma 4.51 (b/c’c F) Sei G = (V,E) ein Graph, und seien A, B und C T'-Komponenten mit
A # B~ und A # C beziiglich einer Kantenmenge F C E mit F N I( ) # 0 und F N I( ) 0

(1 (A) T (C’) € Ig). Ferner seien ab € B, ac € C und be € A. Gilt a ¢ V (F), dann folgt aus der

Euzistenz von b'd € F die Existenz von ab' € B und ad’ € C, und keine Kante aus A ist adjazent zu
Knoten a.

Beweis. Wegen FNI (A) # (), existiert eine (kanonische) I-Kette zwischen be und b'¢’ in A+ F, be =
bOCOFb1COFb1c1F .Dbycp = b'c’. Alternierend gilt nun folgendes: Aus jeder I'-Relation b; _1c;_1'b;c;_1
folgt bi_1b; ¢ E. WegenA;éC (falls bic;_y € A) baw. C NI =0 (falls bic;_; € F) und ac;—1 ¢ F
folgt die Existenz von ab € E. Mit ab;_1 € B und mit ab;_; ¢ F folgt ab; € B (ab; Tab;_ 1)
Andererseits impliziert jede I'-Relation b;c;—1T'b;c; die Nichtexistenz von ¢;_16;, ¢i—16; ¢ E. Wegen
ab; € B, bjc; € A+ F und I( ) £ I( ) (wegen A # B~1) folgt die Existenz von ac; € E mit

ac; € C (aczfacz 1, und ac; ¢ F nach Voraussetzung). Induktion nach i liefert ab; € B und ac; € C
fir alle7=0,...,k. W

Lemma 4.52 (bc € F) Sei G = (V, E) ein Graph, und seien B und C T-Komponenten beziiglich
emner Kantenmenge F' C E. Ferner seien ab e B, ac € C und be € F* mit F* = FNI* fiir eine

Implikationsklasse I* € Tg mit I* # I( ) . Gilt CNF* =0 und a ¢ V(F), dann folgt aus der
Euzistenz von b'¢’ € A fir eine I'-Komponente A in I* mit A # B! und A # C die Existenz von

at/ € B und ac’ € C, und keine Kante aus A ist adjazent zu Knoten a.

Beweis. In F*+ A existiert eine (kanonische) I-Kette zwischen be € F* C I* und b'¢’ € A C I*, be =
bocolbicolbieiT .. . Threr = b'c’. Alternierend gilt nun folgendes: Aus jeder I'-Relation b; _1¢;_1Tb;c; 1
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folgt b;_1b; ¢ E. Wegen C' # A (falls be;_1 € A) baw. C'NF* = 0 (falls b1 € F*) und ac;_1 ¢ F*

folgt die Existenz von (;51' € E. Mit ab;_1 € B und mit ab;_; ¢ F folgt ab; € B (abifabi,l).
Andererseits impliziert jede I'-Relation b;c;—11'b;¢; die Nichtexistenz von Cii1Gi, Ci1Gs ¢ E. Wegen

I* £ 1 (B’l) folgt aus ab; € B und bjc; € F* + A C I* die Existenz von ac; € E mit ac; € C

(acif‘aci_l, und ac; ¢ F nach Voraussetzung). Induktion nach ¢ liefert ab; € B und ac; € C fiir alle
i=0,....k& W

Vor- und Nachteile von grofien und kleinen Trennungsmengen

Der Anwendung der aus dem erweiterten Dreieckslemma (Satz 4.47) abgeleiteten Aussagen sind durch
die jeweiligen Voraussetzungen leider enge Grenzen gesetzt. Es wird gefordert, dass entweder Teile des
betrachteten Dreiecks zu verschiedenen Implikationsklassen gehoéren, oder, dass der Bezugsknoten
a mit keiner Kante aus der trennenden Kantenmenge inzidiert. Wie wir noch sehen werden, wird
die Frage nach der etwaigen Stabilitdt einer Schrigkante, typischerweise erst aufkommen, wenn der
betrachtete H-Comparabilitygraph nur noch aus einer oder allenfalls sehr wenigen verschiedenen Im-
plikationsklassen besteht. Fiir eine ausreichende Beschreibung von stabilen Schrigkanten kann die
erste Forderung damit keine sinnvolle Voraussetzung sein. Somit bleibt die zweite; keine Kante aus
der Trennungsmenge F’ darf mit a inzidieren.

Wird jedoch beispielsweise die Menge aller Schriagkanten als trennende Kantenmenge gewéhlt,
F = Egag, dann ist Satz 4.47 ausschliefllich auf Dreiecke anwendbar, deren Bezugsknoten a mit
keiner Schragkante inzidiert. Damit konnen dann jedoch allenfalls Aussagen iiber Dreiecke gemacht
werden, die vollstdndig aus reguldren Kanten bestehen. Und solche Dreiecke liegen in jedem Fall
in einer gemeinsamen Spalte bzw. Zeile. Fiir die Beschreibung von stabilen Schréigkanten ist auch
diese Voraussetzung daher nich hilfreich. Nebenbei fiihrt die Anwendung von Satz 4.47 basierend auf
dieser Voraussetzung nicht nur zu wenig hilfreichen Aussagen. Sie ist dariiber hinaus auch nur selten
iiberhaupt moglich, da selbst irreduzible Pléne sehr viele Schrigkanten induzieren koénnen, so dass
man Schwierigkeiten haben kann, tiberhaupt Knoten zu finden, die mit keiner Schrigkante inzidieren
(Abschnitt 4.5).

Verkleinern wir dagegen die trennende Kantenmenge F' C Eg;q4, so dass sie nur aus ein paar
Schrigkanten, beispielsweise nur aus F* (A) fiir eine Planimplikationsklasse A, besteht, dann ist die
Anzahl der Knoten, die nicht mit einer Kante aus F' inzidieren, viel grofler. Leider sind dann aber
auch die resultierenden f‘-Komponenten weniger stark differenziert, so dass der Wert der Aussage, die
vielleicht getroffen werden kann, deutlich niedriger ist. Bei der Wahl der Trennungsmenge F' C Egjqq
gilt es demnach abzuwiigen zwischen einer starken Differenzierung der I'-Komponenten durch eine
grofle Trennungsmenge, verbunden mit einer hohen Aussagekraft, aber praktisch keiner Anwendbar-
keit, und einer eher moglichen Anwendbarkeit durch eine kleine Trennungsmenge, verbunden mit einer
sehr geringen Aussagekraft, bedingt durch eine sehr schwache Differenzierung der I'-Komponenten.

Die beiden Grenzfille sind F' = Eg;qy und F' = (. Im ersten Fall sind die F—Komponenten gera-
de die Planimplikationsklassen, die als fundamentale Bausteine der reduzierenden Pline hochgradig
relevant sind. Leider ist in diesem Fall die Anwendbarkeit nur bei ausgewéihlten Beispielen gegeben.
Im zweiten Fall sind die I'-Komponenten gerade die Implikationsklassen. Das erweiterte Dreieckslem-
ma wird auf den Spezialfall des urspriinglichen Dreieckslemmas (Satz 1.15) reduziert, und ist somit
in jedem Graphen bedingungslos anwendbar. Leider konnen in diesem Fall keinerlei relevante Teil-
strukturen der Implikationsklassen unterschieden werden. Damit kénnen wir zwar immer-transitive
Kanten beschreiben, aber wir kénnen nicht zwischen stabilen Schrigkanten und immer-transitiven
Schrigkanten, die nicht stabil sind, differenzieren.

4.3.3 Nichttrivial-stabile Schriagkanten

Immer-transitive Kanten sind Kanten, die in jeder zulidssigen Kombination von Implikationsklassen
transitiv sind. Stabile Schragkanten sind Schrigkanten, die in jeder zuldssigen Kombination von Plan-
implikationsklassen transitiv sind. Immer-transitive Kanten kénnen durch eine endliche Menge von
Konstellationen charakterisiert werden, die lokale Eigenschaften beschreiben. Sie sind entweder tran-
sitiv innerhalb ihrer Implikationsklasse, oder sie gehoren zu einem vollstdndigen Teilgraphen auf vier
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Knoten, der Kanten aus genau zwei verschiedenen Implikationsklassen enthilt (Satz 1.44 und Abbil-
dung 1.8 auf Seite 28). Kénnen wir stabile Schrigkanten auf analoge Weise beschreiben?

Konstellationen mit zwei beteiligten Planimplikationsklassen

Beispiele fiir stabile Schrigkanten, deren Transitivitdt durch eine einzige Planimplikationsklasse in-
duziert wird, haben wir bereits hiufig gesehen. Wir haben solche Kanten als trivial-stabil bezeichnet.
Ob wir hierbei von Planimplikationsklassen oder von erweiterten Planimplikationsklassen sprechen,
ist von untergeordneter Bedeutung. Es sei jedoch noch einmal erwéhnt, dass wir fiir gewohnlich der
Einfachheit halber “Planimplikationsklassen” schreiben, aber “erweiterte Planimplikationsklassen”
meinen. Vor diesem Hintergrund werden wir trivial-stabile Schrigkanten, ebenfalls der Einfachheit
halber, auch als transitiv innerhalb ihrer Planimplikationsklasse beschreiben.

In der Tat sind die stabilen Schrigkanten in sdmtlichen bisher betrachteten Beispielen trivial-stabil
gewesen. Es gibt jedoch durchaus auch Plédne, die nichttrivial-stabile Schrigkanten enthalten.

Definition 4.53 (nichttrivial-stabile Schrigkante) Sei S € Sg;y ein Plan, und sei [S'] sein
H-Comparabilitygraph. Fine stabile Schrigkante, die nicht in der transitiven Hiille einer erweiterten
Planimplikationsklasse liegt, heiffit nichttrivial-stabil.

Aus der Konstellation mit zwei Implikationsklassen in Abbildung 1.8 ldsst sich leicht ein Beispiel
mit zwei Planimplikationsklassen erzeugen, das eine Schriagkante enthilt, die in jeder Kombination
dieser beiden Planimplikationsklassen transitiv ist.

2 2
1 2 3
Baz = 1 4 2
1

N = s
w

Der H-Comparabilitygraph zum Plan Bss ist eindeutig transitiv orientierbar und enthélt drei
Schréigkanten. Die Menge der regulidren Kanten besteht aus zwei verschiedenen Planimplikationsklas-
sen P; und P». Die vier inneren Knoten bilden einen K4, der eine trivial-stabile (O32023) und eine
nichttrivial-stabile Schrigkante (O22033) induziert—analog zu der Konstellation in Abbildung 1.8.
Wird eine der beiden Planimplikationsklassen umgekehrt, dann entfillt die dritte Schriagkante, und
die beiden Planimplikationsklassen P; und P2_1 verschmelzen miteinander. Der resultierende Plan
(Bas oder Byy') ist irreduzibel. Durch das Verschmelzen von P; mit P, ' durch das Entfernen der
dritten Schrigkante Oz 033 wird auch die vorher nichttrivial-stabile Schrigkante trivial-stabil.

Lemma 4.54 (nichttrivial-stabile Schrigkante) Sei e = ab € Eg;q4 (S) eine nichttrivial-stabile
Schrigkante in einem Plan S € Sgry. Dann existieren in Ggrj; mindestens zwei verschiedene mini-
male requldre Wege von a nach b, die durch verschiedene Kombinationen von jeweils mindestens zwes
verschiedenen erweiterten Planimplikationsklassen realisiert werden konnen.

Beweis. Existiert in Ggry nur ein Weg von a nach b, dann ist e entweder nicht stabil, oder trivial-
stabil. Existieren mehrere verschiedene Wege, aber insgesamt nur eine Kombination der beteiligten
Planimplikationsklassen, die simultan jeden dieser Wege realisiert, dann ist e ebenso entweder nicht
stabil (mindestens eine Rekombination der beteiligten Planimplikationsklasse ist zuléissig) oder trivial-
stabil (keine Rekombination ist zuléssig, d.h. beteiligte Planimplikationsklassen liegen in einer ge-
meinsamen erweiterten Planimplikationsklasse). Existiert ein regulirer Weg mit Kanten aus nur einer
erweiterten Planimplikationsklasse, dann ist e trivial-stabil. W

Konstellationen mit drei oder mehr beteiligten Planimplikationsklassen

Im Zusammenhang mit Implikationsklassen geniigt es, nach Konstellationen mit genau einer oder
genau zwei verschiedenen beteiligten Aquivalenzklassen zu suchen. Sind mehr als zwei beteiligt, dann
erfiillt eine Teilkonstellation dennoch die Bedingungen aus Satz 1.44 bzw. Abbildung 1.8. Der Grund
hierfiir ist die Giiltigkeit des Dreieckslemmas und die daraus abgeleiteten strukturellen Eigenschaften
von Implikationsklassen (Struktursatz von Golumbic, Satz 1.21).
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Fiir Planimplikationsklassen gelten diese Eigenschaften nicht. Hier ist es denkbar, dass eine Schrég-
kante unter Beteiligung von drei oder mehr verschiedenen Planimplikationsklassen stabil ist, ohne dass
diese Konstellation auf zwei Planimplikationsklassen reduzierbar wére. Ist die Schrigkante e = ab €
Ediag (S) zu einem Plan S € Sgys, beispielsweise in S transitiv durch die Planimplikationsklassen
P, Py,P; € Pg,dh.ee (P + P+ Pg)”. Dann kann es theoretisch in jeder Rekombination dieser
drei Planimplikationsklassen einen reguldren Weg von a nach b geben, der jeweils nur Kanten aus
Py + P5 + P; enthilt. Eine mogliche Konstellation fiir solche Wege ist in Abbildung 4.9 dargestellt.

Abbildung 4.9: Eine denkbare Konstellation von reguldren Kanten aus drei verschiedenen Planimpli-
kationsklassen, die die Schriagkante e in jeder Rekombination als transitive Schrigkante enthalten.

Man beachte, dass in diesem Beispiel jeder Weg von a nach b in einer Rekombination der Plan-
implikationsklassen zuerst eine Kante aus P; enthélt, dann eine Kante aus P», und schliellich eine
Kante aus P5. Da fiir Planimplikationsklassen jedoch kein so starkes Theorem wie fiir Implikationsklas-
sen gilt, das viele zunéichst denkbare Konstellationen sofort ausschlieffen kann, ist die hier getroffene
Festlegung der Reihenfolgen absolut willkiirlich, und nur eine von vielen denkbaren. Da alle drei Plan-
implikationsklassen in einer gemeinsamen Implikationsklasse liegen diirfen, und jeder der Knoten zu
fast allen anderen adjazent ist, kann das erweiterte Dreieckslemma in keiner Formulierung Anwendung
finden. Der Anzahl der verschiedenen denkbaren Konstellationen sind daher kaum Grenzen gesetzt.

Dariiber hinaus gibt es keinen Grund, warum jeder der reguldren Wege, die e transitiv in einer
Rekombination der Planimplikationsklassen machen, nur aus genau drei Kanten bestehen soll. Solche
Wege konnen theoretisch beliebig lang sein—begrenzt nur durch die Endlichkeit des Graphen. Ferner
ist es fiir die Stabilitdt von e nicht einmal notwendig, dass in jeder beliebigen Kombination der drei
Planimplikationsklassen ein Weg von a nach b oder von b nach a existiert. Es geniigt, dass ein solcher
in jeder kreisfreien Kombination existiert. Noch genauer: es geniigt sogar, dass ein solcher Weg in
jeder kreisfreien Kombination existiert, die gegeniiber S keine neuen Schriagkanten induziert.

Die Anzahl der denkbaren Konstellationen, die eine Schrigkante unter Beteiligung von genau
drei Planimplikationsklassen zur stabilen Schrigkante machen, ist damit praktisch nicht begrenzt. Zu
jeder dieser denkbaren Konstellationen ist die Existenz eines H-Comparabilitygraphen denkbar, der
sie enthalt.

Dariiber hinaus gibt es keinen Grund fiir die Annahme, dass jede Konstellation, die eine stabile
Schrigkante induziert, nur drei Planimplikationsklassen oder weniger beteiligt. Auch fiir die Anzahl
der relevanten Planimplikationsklassen gibt es keine obere Schranke.

Bemerkung 4.55 (Anzahl Konstellationen) Im Fall, dass die trennende Kantenmenge leer ist,
F =0, ist die Anzahl der verschiedenen Konstellationen, die eine gegebene Kante in jeder zulissigen
Rekombination der I'-Komponenten (Implikationsklassen) transitiv sein lassen, begrenzt (Satz 1.44).
Es sind entweder nur eine oder genau zwei verschiedene T-Komponenten beteiligt, und es ergibt sich
jeweils genau eine mdagliche Konstellation (Abbildung 1.8). Ist die trennende Kantenmenge gleich
der Schrigkantenmenge eines Plans S € Ssrj, F' = FEgiag (S), dann ist die Anzahl der denkbaren
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Konstellationen unbegrenzt—sowohl im Hinblick auf die Anzahl der beteiligten I'-Komponenten (Plan-
implikationsklassen), als auch im Hinblick auf die jeweilige Ausgestaltung der Konstellation bei einer
festen Zahl von beteiligten T'-Komponenten.

Bemerkung 4.56 (keine Beispiele bekannt) Trotz der iberwdiltigenden Anzahl an denkbaren
Moglichkeiten fiir Konstellationen, die stabile Schrigkanten induzieren, ist kein einziges Beispiel fiir
einen Plan bekannt, der eine stabile Schrigkante enthdlt, fir deren Stabilitdt drei oder mehr verschie-
dene Planimplikationsklassen notwendig sind.

Konstruktion von Beispielen

Die Tatsache, dass wir uns eine denkbare Konstellation wir in Abbildung 4.9 iiberlegen kénnen, bedeu-
tet nicht, dass es auch einen Plan gibt, der diese Konstellation enthélt. Im Falle von Implikationsklassen
konnen wir eine beliebig komplizierte Konstellation entweder elementar auf eine der beiden in Satz
1.44 beschriebenen reduzieren, oder wir kénnen mit Hilfe des Dreieckslemmas die Nichtexistenz eines
Comparabilitygraphen mit einer solchen Konstellation beweisen. Dieser Schritt funkioniert fiir Plan-
implikationsklassen nicht. Es gibt keine Moglichkeit, von den lokalen Eigenschaften in einer gegebenen
Konstellation auf die lokalen Eigenschaften an einer anderen Stelle zu schlieffen. Insbesondere kann die
Nichtexistenz eines H-Comparabilitygraphen mit dieser Konstellation auf diese Weise nicht bewiesen
werden.

Bemerkung 4.57 (Konstruktion von Beispielen) Versucht man, ausgehend von einer gegebenen
Konstellation (z.B. Abbildung 4.9), eine Planorientierung in einem H-Comparabilitygraphen zu kon-
struieren, dann muss man die folgenden Eigenschaften sicherstellen.

(1) Alle Kanten, die zu einer gemeinsamen Planimplikationsklasse gehdren sollen, miissen durch
I-Ketten mit reguliren Kanten (Ts-Ketten) untereinander verbunden sein.

(it) Jede Zeile und jede Spalte muss einen vollstindigen Graphen bilden. Jede regulire Kante gehort
zu einer Planimplikationsklasse.

(tit) Keine der Planimplikationsklassen darf in der Erweiterung einer anderen relevanten Planimpli-
kationsklasse liegen.

(iv) Es darf keine T'-Relation zwischen zwei requliren Kanten aus verschiedenen Planimplikations-
klassen geben.

(v) Jede Schrigkante in der Ausgangsorientierung muss transitiv sein. Insbesondere auch solche
Schragkanten, die eingefiigt werden , um eine I'-Relation zwischen Kanten aus verschiedenen
Planimplikationsklassen zu verhindern.

(vi) Es diirfen keine neuen Wege entstehen, die die gegebene Konstellation “aufler Kraft” setzen.

(vii) Die Ausgangsorientierung der Konstellation muss kreisfrei sein.

Man beachte, dass die verschiedenen Anforderungen bei einer solchen Konstruktion untereinander
in Beziehung stehen. Die Losung eines Problems bringt hiufig neue Probleme mit sich. Das Hin-
zufiigen von Knoten geht einher mit neuen regulidren Kanten in den betreffenden Zeilen und Spalten.
Deren Orientierung induziert unter Umsténden Schrigkanten, die bestehende I's-Relationen zerstoren.
Oder sie verkniipft verschiedene Planimplikationsklassen miteinander, die nicht verkniipft werden sol-
len, woraufthin neue Schrigkanten eingefiigt werden miissen, die unerwiinschte I's-Relationen wieder
zerstoren. Diese neuen Schriagkanten miissen jedoch transitiv sein, d.h. es muss einen reguldren Weg
von ihrem Anfangsknoten zu ihrem Endknoten geben. Dieser regulare Weg ist moglicherweise nur
durch das Einfiigen weiterer Knoten zu realisieren, usw..

Ein Ergebnis einer solchen Konstruktion ist beispielsweise der Plan Bso auf Seite 91. Ausgangs-
punkt hierfiir war die Konstellation der inneren vier Knoten. Jeder zuséitzliche Knoten und jede
zusétzliche Kante erfiillt mindestens eine der genannten Aufgaben. Wir werden noch einige solcher
konstruierter Beispiele betrachten. Ihnen gemeinsam ist, dass sie fiir gewohnlich sehr uniibersichtlich
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und kompliziert wirken. Der Grund hierfiir ist, dass die Anzahl der Knoten in einer Zeile oder Spal-
te so gering wie moglich gehalten ist. Tatséchlich sind diese Beispiele somit bedeutend kleiner und
iibersichtlicher als minimale Beispiele mit stark besetzter Operationenmenge.

Geht man bei der Frage nach der Existenz von Plinen mit bestimmten Konstellationen iiber
die Frage der prinzipiellen Existenz hinaus, und mochte man beispielsweise Plidne iiber Operationen-
mengen mit bestimmten Eigenschaften, wie beispielsweise der Vollstéandigkeit, konstruieren, wird die
Aufgabe ungleich schwieriger.

4.3.4 Zwei relevante Planimplikationsklassen

Im Fall von nur zwei fiir die Stabilitdt einer Schriagkante verantwortlichen Planimplikationsklassen
konnen wir eine Eigenschaft ableiten, die eine Erkennung der Stabilitdt ermoglichen kann.

Satz 4.58 (nicht reduzierbare Konstellation) Seien Py, P, € Pg zwei verschiedene (erweiter-
te) Planimplikationsklassen aus einer gemeinsamen Implikationsklasse Py, Po C I € Zigw) zu einem
Plan S € Sg1j. Ezistiert eine Schrigkante e € Egiqq (S), die sowohl mit Py als auch zu Py direkt
T-verbunden ist, und beziiglich jeder Kombination von Py und P transitiv ist, dann gilt fiir jeden
reduzierenden Plan S* von S, S* XS, entweder P, + P, C S* oder Pfl + P{l C S*.

Beweis. Sei e € Fio = F(P1,P) C IN Egiqqg(S) immer-transitiv bzgl. P, und P, d.h. e €
(P + Pg)tr und e € (P1 + P{l)”7 bzw. e~ 1 € (P1 + P{l)tT. Seien e; € P, und e; € P, die Kanten
mit e;Teles. Wir zeigen, dass jeder Plan S* € Sgyy mit (0.B.d.A.) P, + P{l C S* mindestens eine
Schriigkante induziert, die in [S*"] nicht enthalten ist. Wegen ej,e;' € S* und e;',es ¢ S* muss

in [(S*)tr} entweder e;T'e [Mes, oder e; Me'Te;! gelten (abhiingig davon, ob e oder e~! in Sj

liegt). Damit muss [(S *)tT} jedoch entweder die Schrégkante enthalten, die el'es verhindert, oder die,

die e e verhindert. Nach Voraussetzung liegt keine der beiden in [S™"]. Mit Satz 4.43 folgt
dann S5 £S. W

Zerstorung von I'-Ketten zwischen Planimplikationsklassen

Die Annahme, dass die Schriagkante e nicht nur in der trennenden Kantenmenge F} o zwischen P; und
P liegt, sondern mit beiden Klassen in direkter I'-Relation, ist dabei eine notwendige Voraussetzung
fir die Schlussfolgerung in Satz 4.58. Ist eine beziiglich P; und P, immer-transitive Schrigkante
e € Fj nur mit einer der beiden Planimplikationsklassen direkt I'-verbunden—oder sogar zu gar
keiner, dann ist es durchaus denkbar, dass P; und P> dennoch gegeneinander verdreht werden kénnen.
Eine notwendige Bedingung hierfiir ist, dass jede I'-Kette zwischen P; und P, zerstort wird. Die
Kette, die e enthélt, kann in diesem Fall jedoch ohne weiteres zerstort werden, ohne dass die stabile
Schrigkante e entfernt werden muss.

Ein Beispiel fiir einen Plan mit einer immer-transitiven Schrigkante aus der trennenden Kanten-
menge zwischen zwei Planimplikationsklassen, die nicht direkt mit beiden Klassen I'-verbunden ist,
ist nicht bekannt.

Satz 4.59 (Zerstorung von I'-Ketten) Seien Py, P, € Pg zwei verschiedene (erweiterte) Plan-
implikationsklassen aus einer gemeinsamen Implikationsklasse P, Py C I € Zjgir) zu einem Plan
S € Ss1, und sei Fy o = F (Py, Py) die trennende Kantenmenge zwischen Py und Py in [S*]. Exi-
stiert ein Plan S* € Ssr; mit Py + P2_1 C S*, der S reduziert, S* < S, dann gilt fir jede I'-Kette
K CFiyin [S'] von einer Kante aus Py zu einer Kante aus P, dass mindestens eine der Kanten

aus K mnicht in {(S*)tr} enthalten ist. Insbesondere reduziert S* den Plan S streng, S*™ < S.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus den Uberlegungen aus dem Beweis von Satz 4.58. Damit durch
das Verdrehen von P, gegeniiber P; keine neuen Schrigkanten entstehen, miissen notwendigerweise
alle T-Ketten zwischen P, und P, in [S tT] zerstort werden. Das Zerstoren einer I'-Relation ist nur durch
das Hinzufiigen der Kante, die die I'-Relation induziert, oder durch das Entfernen einer der beiden
Kanten der Relation moglich. Da S* nach Voraussetzung S reduziert, kann keine Kante hinzugefiigt
worden sein (Satz 4.2). Also muss aus jeder I'-Kette mindestens eine Kante entfernt worden sein. W
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Folgerung 4.60 (trivial-stabile Kante in Trennungsmenge) Seien Py, P, € Pg zwei verschie-
dene (erweiterte) Planimplikationsklassen aus einer gemeinsamen Implikationsklasse Py, P» C I €
I[Str] zu etnem Plan S € Ssry, und sei F1 2 = F (P, Py) die trennende Kantenmenge zwischen Py
und Py in [S']. Ist eine Kante aus Fy o trivial-stabil oder sowohl in Py + P, als auch in Py + P{l
transitiv, dann ist S nicht durch verdrehen von Py gegeniiber P> reduzierbar.

Beispiel fiir irreduziblen Plan mit nichttrivial-stabilen Schrigkanten

Bislang haben wir ausschliellich irreduzible Plane kennen gelernt, deren Schrigkanten allesamt trivial-
stabil waren. Diese Pléne bestanden entweder nur aus einer (erweiterten) Planimplikationsklasse, oder
sie bestanden aus zwei verschiedenen Implikationsklassen, von denen eine nur aus genau einer reguléren
Kante bestand, die keinen Einfluss auf irgendeine der Schrigkanten hatte (die Pline B1g und By auf
Seite 81).

2 1 2 1
2 1 3 2
5 1 1 2
Bas = 3 4 1 Bas = 4 5 1
1 4 1 5
2 2

Betrachten wir nun den Plan Bay (Abbildung 4.10). Vor dem Hintergrund von Bemerkung 4.57 (Kon-
struktion von Beispielen) ist der zentrale Bestandteil dieses Beispiels in der Matrix hervorgehoben.
Dieser Plan besteht aus zwei verschiedenen Planimplikationsklassen P; und Ps, die in einer gemeinsa-
men Implikationsklasse liegen. Von den 9 Schrigkanten sind 5 trivial-stabil in P;. Die verbleibenden
4 Schriagkanten inzidieren mit dem Knoten 5. Jede dieser 4 Schriagkanten ist sowohl mit P, als auch
mit P direkt I'-verbunden. D.h. alle gehoren zur trennenden Kantenmenge F o zwischen P; und P.
Von diesen 4 Schrigkanten sind zwei immer-transitiv bzgl. P; und P, (3.5 und 7.5). Auf der anderen
Seite liegt auch eine der trivial-stabilen Schragkanten in I'-Relation zu P,—die Kante 4.11. Damit gilt
Fi2=1{25,3.5,4.11,7.5,9.5}.

1. .2

Abbildung 4.10: Der Plangraph zu Bgy. Die Kanten 3.5 € Fj 2 und 7.5 € F} 2 sind immer-transitiv
bzgl. P; und P,. Die Kante 4.11 € F7 » ist trivial-stabil in P;.

Drehen wir in Bag € Sgyy nun Py um, so gelangen wir zu dem Plan Bas € Sgry (P + P{l ist
kreisfrei). Der Plangraph von Bgs enthélt neben den 5 trivial-stabilen Schrigkanten 2.8, 3.8, 4.7, 4.11
und 9.11 auch die beiden immer-transitiven Kanten 3.5~ ! und 7.57!. Die Schriigkanten 2.5 und 9.5
entfallen, und induzieren unabhéngig voneinander das Verschmelzen von P; mit P{l. Der Plan Bas
enthélt somit nur noch eine Planimplikationsklasse, und ist damit irreduzibel.
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Allerdings enthilt G (Bss) nach wie vor drei Kanten aus der trennenden Kantenmenge zwischen
P; und P; in Byy. Diese Kanten liegen nach wie vor in direkter I'-Relation sowohl zu Pj, als auch zu
P,. Jede dieser Kanten induziert damit in Bas eine Schriigkante, die nicht in G (Bg4) enthalten ist. In
diesem Beispiel induzieren alle drei Kanten die gleiche neue Schrigkante 5.11.

Der Plan Bos = P; + P{l reduziert damit nicht den Plan Byy = Py + P» (Satz 4.43). Da es nach
Satz 4.40 jedoch keinen weiteren Kandidaten fiir einen nichtdhnlichen reduzierenden Plan von Bsy
gibt, folgt, dass Bay irreduzibel ist. Insbesondere folgt damit auch, dass alle Schriigkanten in G (Bay)
stabil sind. D.h. der Plan Bay ist ein irreduzibler Plan, bei dem 4 von 9 Schrigkanten nichttrivial-stabil
sind.

Irreduzible Pline mit beliebig vielen Planimplikationsklassen

Aus dem Plan Bay lisst sich ganz leicht ein irreduzibler Plan mit beliebig vielen verschiedenen Plan-
implikationsklassen konstruieren. Erstellt man von Bss eine Kopie und fiigt man diese an den Plan
B4 an, indem man den Knoten 1 der Kopie mit dem Knoten 12 des Originals identifiziert, erhdlt man
einen Plan, der aus nunmehr 3 verschiedenen Planimplikationsklassen besteht. Die Planimplikations-
klasse P; der Kopie verschmilzt mit P; des Originals. Und sowohl die Kopie, als auch das Original
enthalten jeweils eine weitere Planimplikationsklasse. Da sdmtliche Eigenschaften von Bgyg auch in der
Kopie auftreten, ist der so erzeugte Plan genau wie Bgy irreduzibel.

An diesen Plan kann man nun eine weitere Kopie von Bgs anfiigen. Dadurch entsteht ein Plan,
der ebenfalls irreduzibel ist, und aus 4 verschiedenen Planimplikationsklassen in insgesamt 3 Kopien
von By, besteht. Da die Eigenschaften der einzelnen Teilpldne unabhéngig voneinander sind, lésst sich
auf diese Art und Weise ein irreduzibler Plan mit beliebig grofler Anzahl von Planimplikationsklassen
konstruieren.

Bemerkung 4.61 (Anzahl Planimplikationsklassen in irreduziblen Plinen) Die Anzahl der
Planimplikationsklassen |Pg| eines Plans S € Ssij zu einer gegebenen Operationenmenge SIJ ist
beschrinkt durch die Anzahl der reguliren Kanten tdber SIJ. Andererseits gibt es zu jeder natiirlichen
Zahl k einen irreduziblen Plan S* € Sgyj- tiber einer Operationenmenge S1J*, mit |Pg«| = k.

4.4 Zur Komplexitit verwandter Probleme

Nachdem wir uns in diesem Kapitel bisher mit den Eigenschaften und der Bedeutung der Planimplika-
tionsklassen fiir das Problem IRRED befasst haben, wollen wir in diesem Abschnitt die Komplexitét
einiger zu IRRED verwandter Probleme néher betrachten.

Eine der Problemformulierungen fiir IRRED fragt nach der Existenz eines H-Comparabilitygraphen
G mit Gsry € G C [S'] (Seite 68). Von besonderer Bedeutung in diesem Zusammenhang ist die
Betrachtung des sogenannten SEQUENCE-SUBGRAPH Problems in Abschnitt 4.4.3.

4.4.1 GRAPH SANDWICH, SUBGRAPH und COMP-DEL

In Abschnitt 2.3 haben wir die NP-vollstdndigen Probleme SUBGRAPH und COMP-ED (Compara-
bility-Editing) kennen gelernt. Bei SUBGRAPH lautet die Frage, ob von zwei gegebenen Graphen
G1 und G5 einer isomorph zu einem Teilgraphen des anderen ist. Bei COMP-ED lautet die Frage,
ob es zu einem gegebenem Graphen G = (V, E) eine Teilmenge F C V x V mit |F| < k gibt, so
dass die symmetrische Differenz E A F eine transitiv orientierbare Kantenmenge iiber V ist. Als
Variante konnen wir hier auch F' C F fordern. Dann lautet die Frage: Existiert eine Kantemenge mit
héchstens k& Kanten, deren Entfernung aus G zu einem Comparabilitygraphen fiithrt (Comparability-
Deletion, COMP-DEL)? Genau wie COMP-ED ist auch COMP-DEL NP-vollstéindig (YANNAKAKIS
(1981) [68]).

Sowohl das Problem SUBGRAPH, als auch das Problem COMP-DEL haben grofle Gemeinsam-
keiten mit IRRED. Bei IRRED suchen wir einen transitiv orientierbaren Teilgraphen eines gegebenen
Graphen, der durch das Entfernen von Kanten entstanden ist. Dennoch hat die Komplexitdt keines
dieser beiden Probleme Auswirkungen auf die Komplexitéit von IRRED.
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SUBGRAPH und IRRED

Bei SUBGRAPH sind die beiden Graphen G; und Gy vollig unabhéngig voneinander gegeben. Die
Isomorphie zweier Graphen bedeutet die Existenz einer Abbildung der Knoten des einen Graphen auf
die Knotenmenge des anderen Graphen, so dass die Kanten des einen in die des anderen iiberfiihrt
werden. Bei IRRED ist die Knotenmenge durch die Operationenmenge S1.J fest beschrieben. Isomor-
phie spielt keine Rolle. Von jedem Graphen G, der als Teilgraph von [S*"] in Frage kommt, kann
schnell entschieden werden, ob er tatséchlich ein Teilgraph ist, oder nicht. Als Abbildung zwischen
den Knotenmengen von G und [S?"] kommt ausschliefSlich die Identitéit in Frage.

Bemerkung 4.62 (SUBGRAPH) Im Gegensatz zu SUBGRAPH sind bei IRRED alle méglichen
Teilgraphen tiber einer gegebenen und unverdnderlichen Knotenmenge beschrieben. Fiir einen redu-

zierenden Plan S* eines Ausgangsplans S stellt sich nicht die Frage nach Isomorphie von {(S*)tr}

zu einem Teilgraphen von [S'], sondern lediglich die Frage nach der Identitit. Die Komplexitit von
SUBGRAPH hat somit keine Konsequenzen fiir die Komplexitit von IRRED.

COMPARABILITY-DELETION und IRRED

Die Probleme IRRED und COMP-DEL liegen deutlich néher zusammen. Der Unterschied zwischen
beiden ist der folgende. Wahrend bei beiden nach der Existenz einer Entfernungsmenge F' C E gefragt
ist, die zu einem Comparabilitygraphen fiihrt, ist der Ausgangsgraph bei COMP-DEL ein beliebiger
Graph, wohingegen der Ausgangsgraph bei IRRED ein Comparabilitygraph ist. IRRED ist also ein
Spezialfall von COMP-DEL, und kénnte daher sehr wohl einfacher zu 16sen sein. Auf der anderen Seite
ist die Menge der entfernbaren Kanten bei COMP-DEL nicht eingeschrankt. Jede beliebige Kante
konnte entfernt werden. Bei IRRED kommt nur die Entfernung von bestimmten Kanten in Frage—
den Schrigkanten. Die Auswirkung, die diese Einschrinkung auf die Komplexitét von IRRED hat, ist
unklar. Sie konnte das Problem IRRED gegeniiber COMP-DEL mit einem Comparabilitygraphen als
Ausgangsgraphen sowohl leichter, als auch schwerer machen.

Bemerkung 4.63 (COMP-DEL) Im Gegensatz zu COMP-DEL ist der Ausgangsgraph bei IRRED
ein Comparabilitygraph. Dariiber hinaus ist die Kantenmenge, die entfernt werden darf, eine echte
Teilmenge aller Kanten. Die Probleme COMP-DEL und IRRED sind somit komplexititstheoretisch
nicht vergleichbar.

COMPARABILITY GRAPH SANDWICH und IRRED

Neben den Problemen SUBGRAPH und COMP-DEL ist auch das sogenannte COMPARABILITY
GRAPH SANDWICH Problem eng mit IRRED verwandst.

Problem COMPARABILITY GRAPH SANDWICH (COMP-GS): Gegeben sei-
en zwei Graphen G; = (V4, E1) und G2 = (Va, Es) mit Vi C V5 und E; C E,. Existiert
ein Comparabilitygraph G mit G; C G C G557

Genau wie die beiden bereits betrachteten Probleme ist auch das COMP-GS Problem NP-vollstén-
dig (GoLuMBIC, KAPLAN UND SHAMIR (1995) [35]). Und genau wie im Falle von SUBGRAPH und
COMP-DEL ist auch hier die Nihe zu IRRED nicht so grof}, wie es zunéchst scheint.

Waéhrend das COMP-GS Problem fiir beliebige Ausgangsgraphen G; und Gs> also schwierig ist, ist
es fiir die spezielle Wahl G; = Ggry und Gy = [S*] trivial 16sbar. Der H-Comparabilitygraph [S*]
zu dem Ausgangsplan S € Sgry ist bereits ein Comparabilitygraph. Bei IRRED fragen wir nach der
(Nicht-) Existenz eines echten Teilgraphen von Gs.

IRRED ist dquivalent zu der Frage nach der Nichtexistenz eines Comparability-Sandwich-Graphen
zwischen G = Ggr; und jedem der Graphen Gy = [S'"]—é fiir ein é € Egjq, (S). Dieses spezielle Men-
ge von COMP-GS Problemen kann bei Ausnutzung der Eigenschaften des H-Comparabilitygraphen
[S'"] jedoch durchaus einfacher zu lésen sein, als das allgemeine COMP-GS Problem.

Bemerkung 4.64 (COMP-GS) Im Gegensatz zu COMP-GS ist der Ausgangsgraph bei IRRED
bereits ein Comparabilitygraph, und es wird nach einem echten Teilgraphen gesucht. Die Probleme
COMP-GS und IRRED sind somit komplezititstheoretisch nicht vergleichbar.
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4.4.2 Spezielle Operationenmengen

Eine andere Gruppe verwandter Probleme sind Spezialfélle von IRRED, die deutlich einfacher zu 16sen
sind, als das allgemeine Problem.

Zwei Maschinen

Ein solcher Spezialfall ist, dass die Operationenmenge nur zwei Maschinen oder, mit Symmetrie,
nur zwei Auftrige enthilt. In diesem Fall ist nicht nur das Schedulingproblem polynomiell 16sbar
(02 || Cinax € P, Abschnitt 3.4). Auch das Problem IRRED kann polynomiell gelést werden. BRASEL
UND KLEINAU (1996) [16] haben gezeigt, dass jeder irreduzible Plan S € Sgy; iiber der vollstindigen
Operationenmenge ST.J mit (0.B.d.A.) zwei Auftrigen und m Maschinen durch Vertauschen von Zeilen
und Spalten in die folgenden Form gebracht werden kann,

1 2 oo k=1 Kk ... m

§= m—k+2 m—k+3 ... m 1 ... m—k+1|"

Ob ein gegebener Plan S € Sgr; dieser Form entspricht, kann in polynomieller Laufzeit iiberpriift
werden (BRASEL UND KLEINAU [16]).

Tatséchlich ldsst sich leicht zeigen, dass jeder Plan, der diese Form erfiillt, nur aus einer Planimpli-
kationsklasse besteht. Damit ist ein Plan iiber einer solchen Operationenmenge genau dann irreduzibel,
wenn er nur aus einer Planimplikationsklasse besteht. Auch auf diesem Wege ist eine Erkennung der
irreduziblen Pléne in polynomieller Zeit moglich.

Ist die Operationenmenge unvollstéindig, dann existieren zusétzliche Operationen in den beiden
Zeilen, die jeweils die einzige Operation in ihrer Spalte sind. Eine regulidre Kante, die eine dieser Ope-
rationen mit der entsprechenden Operation aus einer Spalte mit zwei Operationen verbindet, kann
immer und ohne Einschrinkung so orientiert werden, dass sie in der gleichen Planimplikationsklasse
liegt, wie die senkrechte Kante der betreffenden Spalte. D.h. die angegebene Beschreibung der irre-
duziblen Pléne fiir vollstdndige Operationenmenge des Formats 2 x m ist auf kanonische Weise auf
unvollstdndige Mengen erweiterbar.

Satz 4.65 (2 Maschinen) [16] Fir Operationenmengen mit hdchstens zwei Maschinen (oder
hdchstens zwei Auftrigen) liegt IRRED in P.

Operationenmenge tree-like

Das Problem IRRED wird ebenfalls einfach, wenn man sich auf sogenannte baumartige Operationen-
mengen beschrénkt. Jede Operationenmenge SIJ C I x J lédsst sich durch den folgenden bipartiten
Graphen vollstédndig beschreiben: Zwischen den Knoten ¢ € I und j € J existiert genau dann eine
Kante, wenn die Operation O;; zu SIJ gehort. Ist dieser bipartite Graph ein Baum, dann heifit die
durch ihn beschriebene Operationenmenge SI1J C I x J baumartig oder tree-like.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass eine Operationenmengen genau dann tree-like ist, wenn zwei
beliebige Operationen in Ggy; nur durch genau einen ungerichteten Weg verbunden sind. D.h. Ggrs
enthélt keine Kreise, die nicht Kreise in einer Zeile oder Spalte sind.

TAUTENHAHN (2000) [64] konnte zeigen, dass fiir Operationenmengen SI.J mit dieser Eigenschaft
jede Ecke in einem irreduziblen Plan S € Sgy; zwei polynomiell iiberpriifbare Bedingungen erfiillt.

Satz 4.66 (S1J tree-like) [64] Fliir Operationenmengen SIJ, die tree-like sind, liegt IRRED in P.

Bemerkenswerterweise ist das Open-Shop Problem fiir diese Einschrinkung der Operationen-
meng, im Gegensatz zu der Einschrankung auf nur zwei Maschinen oder Auftrége, nach wie vor
NP-vollstéindig (GONZALES UND SAHNI (1976) [36]).

Aus den bei TAUTENHAHN [64] angegebenen Bedingungen lisst sich schlieflen, dass irreduzible Pline
iiber baumartige Operationenmengen nur trivial-stabile Schragkanten induzieren kénnen. Da die Er-
weiterungen der Planimplikationsklassen mit polynomiellem Aufwand bestimmt werden kénnen, ergibt
sich hieraus eine alternative Begriindung fiir die Zugehérigkeit von IRRED zu P (mit Problemformu-
lierung #3 auf Seite 82), unabhingig von der polynomiellen Uberpriifbarkeit der bei TAUTENHAHN
angegebenen Bedingungen.
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Die erste der beiden bei TAUTENHAHN [64] angegebenen Bedingungen lautet, dass jede Ecke—
d.h. eine mittlere Operation auf einem minimalen reguliren Weg der Kantenldnge 2 (induziert eine
Eckkante)—in S entweder in einem Teilplan isomorph zu Y, oder einen Teilplan isomorph zu Y !
enthalten ist.

Der Teilplan Y enthélt genau eine Schrigkante, die trivial-stabil in der einzigen Planimplikationsklasse
ist. Wihrend diese Bedingung fiir Fcken zwar notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Irreduzibilitét
von S ist, wird sie hinreichend und, abgesehen von einer kleinen Ausnahme, auch notwendig, wenn
sie fiir jede Eckkante gefordert wird. Der Unterschied zwischen diesen beiden Formulierungen besteht
darin, dass eine Operation, die eine Ecke ist, gleichzeitig mehrere verschiedene Eckkanten induzieren
kann. In dem Plan Bsg ist die Eck-Operation Oy beziiglich der Eckkante O21012 in einem Teilplan
isomorph zu Y enthalten, nicht jedoch beziiglich der Eckkante O21O14.

.@I .—Tg..
L e

Abbildung 4.11: Die beiden einzigen Moglichkeiten bei baumartiger Operationenmenge fiir eine I'g-
Kette zwischen zwei transitivierenden reguliiren Kanten einer Eckkante (isomorph zu Y bzw. Y ~1).

Lemma 4.67 (Eckkante) FEine Eckkante in einem Plan S € Ssyj iiber einer Operationenmenge,
die tree-like ist, liegt genau dann in der transitiven Hiille einer Planimplikationsklasse, wenn sie in
einem Teilplan enthalten ist, der isomorph zu'Y oder Y1 ist.

Beweis. Die Teilpline Y und Y ! beschreiben tatsichlich die einzigen beiden Moglichkeiten, wie
unter den gegebenen Einschrinkungen der Operationenmenge zwei transitivierende regulire Kanten
einer Eckkante in einer gemeinsamen Planimplikationsklassen liegen konnen. Ist die erste Kante der
Ecke eine vertikale Kante, muss sie in I's-Relation zu einer horizontalen Kante liegen. Diese kann
entweder mit dem Anfangs- oder dem Endknoten der vertikalen ersten Kante inzidieren. In jedem
der beiden Félle sind die jeweils folgenden I's-Relationen eindeutig bestimmt, da alle Alternativen
entweder zu isomorphen Teilstrukturen fithren, oder zu I's-Ketten, die unter der Einschrankung der
Operationenmenge nicht mehr die andere transitivierende regulidre Kante erreichen kénnen. Von den
beiden Moglichkeiten fiihrt eine letztendlich zu Y und die andere zu Y =! (Abbildung 4.11). H

Bemerkung 4.68 (Konstellationen fiir Eckkante) Fliir beliebige Operationenmengen ist die Men-
ge der Konstellationen, die jeweils zu einer I's-Verbindung zwischen zwei transitivierenden reguldren
Kanten zu einer Eckkante fithren, nicht beschrdinkt.

Neben Eckkanten, die transitiv innerhalb einer Planimplikationsklasse sind, kann es jedoch auch
solche geben, die zwar transitiv in einer erweiterten Planimplikationsklasse sind, deren transitivierende
Kanten jedoch zu verschiedenen Planimplikationsklassen gehoren.

2 41 3 2

1

1
Baog = Bor=|1 2 3 4
1

4 1
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Der Plan Bsy; enthélt fiinf Schrigkanten, von denen vier in der transitiven Hiille einer Planimplika-
tionsklasse liegen, die alle reguliren Kanten aufler O32034 enthélt. Jede dieser vier Schriagkanten ist
eine Eckkante, und in einem Teilplan isomorph zu Y oder Y ! enthalten. Die Eckkante Q49034 liegt
jedoch nicht in einem solchen Teilplan. Die beiden transitivierenden reguldren Kanten gehéren damit
zu verschiedenen Planimplikationsklassen. Allerdings liegt die Planimplikationsklasse O32034 in der
transitiven Hiille der anderen. Die Eckkante 043034 ist damit ebenso trivial-stabil.

Satz 4.69 (irreduzible Pline fiir SI1J tree-like) Ein Plan S € Ssy; dber einer Operationenmen-
ge, die tree-like ist, ist genau dann irreduzibel, wenn alle Schrigkanten in einer gemeinsamen erwei-
terten Planimplikationsklasse liegen.

Beweis. Die Riickrichtung folgt aus Folgerung 4.38 (mit Bemerkung 4.46). Sei also S irreduzibel. Da
zwei Knoten in Ggry nach Voraussetzung (SIJ tree-like) nur durch genau einen minimalen reguliren
ungerichteten Weg verbunden sind, kann S nach Lemma 4.54 keine nichttrivial-stabilen Schrigkanten
enthalten. Folglich sind alle Schrigkanten trivial-stabil, d.h. sie liegen in der Erweiterung einer Plan-
implikationsklassen von S.

Angenommen, S enthilt zwei verschiedene erweiterte Planimplikationsklassen, die jeweils Schrig-
kanten enthalten. Da wir ST.J 0.B.d.A. als zusammenhéngend voraussetzen konnen, existiert dann ein
Knoten, der mit reguléren Kanten aus beiden Klassen inzidiert. Ist von diesen beiden regulédren Kanten
eine horizontal und eine vertikal, dann folgt die Existenz einer Schrigkante, deren transitivierende
Kanten nicht in einer gemeinsamen Planimplikationsklasse liegen (Widerspruch). Sind beide Kanten
horizontal (oder beide vertikal), dann folgt die Existenz einer solchen Schrigkante ebenso. Jede der
beiden Kanten steht in I's-Relation zu einer vertikalen (bzw. horizontalen) Kante, von denen eine eine
solche Schriagkante induziert. W

4.4.3 Das SEQUENCE-SUBGRAPH Problem

Ein spezielles COMP-GS Problem ist das von WILLENIUS (2000) [66] betrachtete SEQUENCE-
SUBGRAPH Problem.

Problem SEQUENCE-SUBGRAPH (SEQ-SG): Gegeben sei eine Operationenmen-
ge S1.J eines Open-Shop Problems, und ein Graph G* mit Gg;y C G* und V (G*) = S1J.
Existiert ein Plan S € Sgr; mit [ST"] C G*?

Der Ausgangsgraph G* besteht somit aus dem H-Graphen Ggr; und ein beliebiger Menge von
Schrigkanten. Da ein Plan S € Sgyy mit [S¥] C G* genau dann existiert, wenn ein Comparability-
graph G mit Gg;; C G C G* existiert, ist der einzige Unterschied zwischen SEQ-SG und COMP-GS,
dass die begrenzenden Graphen bei SEQ-SG einer fest gewéhlten Struktur entsprechen. WILLENIUS
[66] konnte zeigen, dass auch dieser Spezialfall das COMP-GS Problem nicht einfacher macht.

Satz 4.70 (SEQ-SG) [66] Das Problem SEQ-SG liegt in NPC.

Genau wie im Fall des allgemeinen COMP-GS Problems hat jedoch auch dieses Resultat keine
direkten Auswirkungen auf die Schwierigkeit von IRRED, da der Ausgangsgraph G* dort bereits ein
Comparabilitygraph ist, und nach einem echten Sandwich-Graphen G C G* gesucht wird.

Bemerkung 4.71 (SEQ-SG) SEQ-SG ist ein Spezialfall von COMP-GS. Daher sind auch SEQ-SG
und IRRED komplexititstheoretisch nicht vergleichbar.

Bemerkenswert ist dieses Resultat vor allem aus einem anderen Grund. Genau wie bei COMP-
GS erfolgt der Nachweis der NP-Vollstandigkeit von SEQ-SG durch die Reduktion von NOT-ALL-
EQUAL-3-SATISFIABILITY (NAE-3-SAT). Im Reduktionsschritt wird jede Instanz von NAE-3-SAT
in einen Graphen G* iiberfiihrt, der den H-Graphen K5 x K, enthélt. D.h. jede zulissige Instanz von
NAE-3-SAT wird in eine Instanz von SEQ-SG auf nur zwei Maschinen iiberfithrt. Der Beweis zeigt
damit nicht nur die NP-Vollstandigkeit von SEQ-SG, sondern dariiber hinaus auch, dass sogar die
Einschréankung von SEQ-SG auf nur zwei Maschinen NP-vollstandig ist.
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Folgerung 4.72 (SEQ-SG) Auch die Finschrinkung des Problems SEQ-SG auf Operationenmengen
mit nur zwei Maschinen (oder zwei Auftrigen) liegt in NPC.

Bemerkung 4.73 (IRRED und SEQ-SG) Die Tatsache, dass SEQ-SG selbst bei Einschrinkung
auf zwei Maschinen NP-vollstindig ist, wihrend IRRED in diesem Fall polynomiell lsbar ist, kann als
Hinweis darauf interpretiert werden, dass IRRED mdglicherweise auch im allgemeinen Fall einfacher

als SEQ-SG ist.

4.5 Schranken fiir die Anzahl von Schrigkanten

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch kurz eine untere und eine obere Schranke fiir die Anzahl
der Schriagkanten in Planorientierungen von H-Comparabilitygraphen diskutieren. Wir werden sehen,
dass fiir geniigend grofle vollstdndige Operationenmengen jeder Plan mindestens 25 Prozent aller
moglichen Schriagkanten enthélt. Auf der anderen Seite konnen selbst irreduzible Pléine einen Grofteil
aller potentiellen Schrigkanten enthalten.

4.5.1 Untere Schranke

Untere Schranken fiir die Anzahl der Schriigkanten lassen sich durch Uberlegungen wie die folgende
ermitteln. Der Ky x K3 ist nicht transitiv orientierbar. Die einzige Implikationsklasse ist nicht echt.
Um ihn zu einem H-Comparabilitygraphen zu machen, geniigt es jedoch, eine beliebige Schrigkante
hinzuzufiigen. In einem beliebigen H-Comparabilitygraphen muss damit jedoch gelten, dass jeder
induzierte Teilgraph, der den Ky x K3 enthélt, ebenfalls mindestens eine Schrigkante enthalten muss.
Bei vollsténdiger Operationenmenge lésst sich daraus leicht eine untere Schranke fiir die Anzahl der
Schréigkanten ermitteln.

Eine bekannte untere Schranke

Eine bessere Schranke erhalten wir, wenn wir groflere Teilstrukturen als den Ko x K3 als Mafistab
benutzen. BRASEL UND KLEINAU (1996) [16] haben gezeigt, dass irreduzible Pline S € Ssr; vom
Format 2 x m die folgende Form haben,

1 2 o k=1 Kk ... m

5= m—k+2 m-—-k+3 ... m 1 ... m—k+1|"°

Die Anzahl der Schrigkanten in einem solchen Plan ist zum einen von m, zum anderen aber auch von
k abhéngig. Es ist fy, (k) = k* —k(2+m) + 14 1 (m? + m) (BRASEL ET AL. [14]). Diese Anzahl
wird minimal fiir & = L%m + 1J, d.h. mit dem durch den Parameter k beschriebenen induzierten
K3 x Ko moglichst “in der Mitte”. Es folgt, dass ein beliebiger Plan vom Format 2 x m mindestens
fm (3m+1) = 2m (m — 2) Schriigkanten haben muss ([14]). In einem beliebigen Plan vom Format n x
m muss damit jeder der (g) Teilpléine vom Format 2 x m jeweils mindestens im (m — 2) Schrigkanten
haben.

Satz 4.74 (untere Schranke) [14] Sei S € Ssyy ein Plan mit vollstindiger Operationenmen-
ge vom Format n x m (m > n > 2). Dann hat [S™"] mindestens +m (m —2) (3) (ungerichtete)

1
Schragkanten.

Diese Abschitzung gilt auch im Falle von n < m, ist aber fiir m > n besser. Da sich fiir vollstindige
Operationenmengen auch die Anzahl der potentiell moglichen Schrigkanten leicht bestimmen l&sst,
koénnen wir leicht eine untere Schranke fiir den minimalen Anteil der tatséchlichen Schrigkanten an
den potentiell moglichen angeben.

Bemerkung 4.75 (Anteil an potentiell méglichen Schrigkanten) Fiir Pline mit vollstindiger
Operationenmenge ist die Anzahl der potentiell mdoglichen Schrigkanten gegeben durch " (n — 1)

%m(m—Q) (Z)

(m —1). Es gilt limy, ym— oo T T (moT) = i (m > n). D.h. fir grofie Pline gilt, dass jeder Plan, und

damit insbesondere auch jeder irreduzible Plan, mindestens i aller denkbaren Schrigkanten enthdlt.
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Pliane mit minimaler Anzahl von Schrigkanten

Nach der Konstruktion der Schranke folgt fiir einen Plan, der sie erreicht, dass in jedem enthaltenen
Ko x K,,, der durch k beschriebene induzierte K5 x K5 sehr zentral liegt. Die Enumeration aller Pléne
fiir kleine Formate (bis 4 x 5) zeigt jedoch, dass in den Pldnen mit minimaler Anzahl von Schrigkanten
die durch den Parameter k& beschriebenen induzierten Ko x Ky gleichméfig iiber die Gegendiagonale
verteilt sind.

1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5
Bos= |2 3 1 Bag= |2 3 4 1 Bp=|2 3 4 1 2
31 2 3 4 1 2 4 5 1 2 3

1 2 3 4 1 2 3 4 5

2 3 4 1 2 3 4 5 1

Ba=13 4 1 o Ba=14 4 5 1 9

4 1 2 3 4 5 1 2 3

Die Plidne Bsg bis B3s beschreiben Pldne mit minimaler Anzahl an Schriagkanten fiir die Formate 3 x 3,
3 x4,3x5,4x4und 4 x 5. Sie suggerieren, dass wir uns bei der Suche nach einer Beschreibung
von solchen Pldnen mit minimaler Kantenzahl auf zyklische Pldne konzentrieren kénnen. Da zyklische
Pline irreduzibel sind (Satz 4.17), ist das keine grofie Uberraschung.

Beschrinken wir uns auf zyklische Pline, die wir durch die Angabe der ersten Spalte (0.B.d.A.)
eindeutig beschreiben konnen, ist es leicht, auch fiir die Formate 3 x 6, 3 X 7 und 3 x 8 die Pléne mit
geringster Kantenzahl herauszufinden.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 3 3 4 4 5
3 4 5 6 4 5 6 5 6 6

[27]23|23]27]23 |21 [23]23]23]27]

Tabelle 4.3: Alle nichtisomorphen zyklischen Pline (jeweils beschrieben durch die erste Spalte der
Rangmatrix) vom Format 3 x 6, und ihre Anzahl an Schrigkanten

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 5 5 6
3 4 5 6 7 4 5 6 7 5 6 7 6 7 7

41 [35 ]33 [35 41 [35[31[31]35]33][31[33][35]35]41]

Tabelle 4.4: Alle nichtisomorphen zyklischen Pline (jeweils beschrieben durch die erste Spalte der
Rangmatrix) vom Format 3 x 7, und ihre Anzahl an Schrigkanten

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 6 6 7

3 4 5 6 7 8 4 5 6 7 8 5 6 7 8 6 7 8 7 8 8

50 | aa | 42 [ aa [ 50 [ a6 | 42 [ 42 [ a6 [ as [aa | w6

58 50

58|

Tabelle 4.5: Alle nichtisomorphen zyklischen Pline (jeweils beschrieben durch die erste Spalte der
Rangmatrix) vom Format 3 x 8, und ihre Anzahl an Schrigkanten

Basierend auf diesen empirischen Beobachtungen kénnen wir die folgende Vermutung aufstellen.

Vermutung 4.76 (Plan mit minimaler Kantenzahl) Sei SIJ = I x J eine vollstindige Opera-
tionenmenge mit n Auftrdgen und m Maschinen, und seien ry, ..., ry, die Ringe der ersten Spalte eines
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(eindeutig bestimmten) zyklischen Plans S € Sgry. Gilt r; = {1 +(@—-1)= J fiir alle i = 1,.
dann existiert kein Plan S* € Ssry mit weniger Schrigkanten, |Egiqg (S*)| < |Ediag (S)].

Begriindung. Durch diese Festsetzung der r; wird ein zyklischer Plan S mit 1 =1 und r, = m — 1
beschrieben, bei dem die r; gleichméfig verteilt sind.

1 2 m
To T2+1 1 Tgfl
S: r; T‘i—f—l 1 T‘i—l
Tn—1 Tn—1+1 1 rn—l_l
m-—1 m 1 r, —1 ]

Fiir kleine Formate kann durch Enumeration bewiesen werden, dass keine Pldne mit weniger Schrag-
kanten existieren. W

Ein Beweis dieser Vermutung gestaltet sich schwierig. Wie wir gesehen haben, wird das Minimum
der Schriagkanten iiber einem K5 x K,, angenommen, wenn die beiden Quellen bei entsprechender
Sortierung der Spalten einen Abstand von etwa %m haben. Jede Abweichung davon erhéht die Anzahl
der Schrigkanten in diesem Teilplan. Auf der anderen Seite sind die einzelnen Teilplane der Form
Ko x K, nicht unabhéngig voneinander.

Ob neben den durch die Vermutung 4.76 beschriebenen Planen, und den jeweils unter Umsténden
existierenden engen Verwandten, die durch eine minimal abweichende Anordnung der Quellen entlang
der Gegendiagonalen entstehen, und allen jeweils durch Vertauschen von Zeilen oder Spalten entste-
henden Plidnen, weitere (nichtzyklische) Plidne mit gleicher Anzahl von Schrigkanten existieren, ist
nicht klar. Anzeichen gibt es dafiir jedoch keine.

Eine vermutete exakte untere Schranke

Basierend auf Vermutung 4.76 kénnen wir eine alternative untere Schranke angeben, die bei Richtigkeit
der Vermutung auch fiir jedes Format angenommen wird. Leider ist keine geschlossene Darstellung
der Anzahl der Schréigkanten fiir diese Beispiele bekannt.

Satz 4.77 (exakte untere Schranke) Sei S € Ss;y ein Plan mit vollstindiger Operationenmenge
vom Format nxm (m >n > 2). Sei f, m (S) die Anzahl der (ungerichteten) Schrigkanten von [S'"].
Ferner seien

s1(i,j,k) = max{0,(m+1)—j—ri}=s4(ij,k)
52 (Za]7k> = mij
53 (Za]7k> = (m+1)77’k7

wobei r, = Ll +(k-1) %‘fJ sei. Bei Richtigkeit von Vermutung 4.76 gilt

n—1lm—r;—1

fn,m(S)ZZ Z 51

i=1  j=1 k=i+l

m—1 i—1

_i Jri Z 254.

1=2 j=m—r;+2 k=1

n

und es gibt Pline, die diese Schranke annehmen.

n

i +2 _iziJr

Jj= J

Beweis. Die Menge der Schriigkanten in [S*"] fiir den in Vermutung 4.76 beschriebenen Plan kann
in vier Teile zerlegt werden. Es gibt Schriigkanten nach “unten rechts” (Summanden s; und ss),
solche nach “unten links” (Summand s3), und solche nach “oben rechts” (Summand s4). Die erste
der vier Teilsummen z#&hlt die Anzahl der Schrégkanten von einer Operation O;; in eine Zeile k
(Schriigkanten nach “unten rechts”, oberhalb der Gegendiagonalen). Wenn eine Operation O;; mit
ie{l,...,n—1} und j € {1,...,m —r; — 1} Nachfolger in Zeile & (k € {i +1,...,n}) hat (nach
“unten rechts”, oberhalb der Gegendiagonalen), dann sind es (m — j 4+ 1) —r, = s1 > 0 viele auflerhalb
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von Spalte j. Operationen O;; mit ¢ € {2,...,n—1} und j € {m —7r; +2,...,m — 1} haben jeweils
m — j = sy Nachfolger (auflerhalb von Spalte j) in Zeile k € {i+1,...,n} (nach “unten rechts”,
unterhalb der Gegendiagonalen). Operationen O;; mit i € {2,...,n—1}und j € {m—r; +2,...,m}
haben m — (ry —1) = s3 Nachfolger (auBerhalb von Spalte j) in Zeile k € {i+1,...,n} (nach
“unten links”). Haben schliellich Operationen O;; mit i € {2,...,n}und j € {m—r; +2,...,m —1}
zusitzlich auch noch Nachfolger (auflerhalb von Spalte j) in Zeile £ € {1,...,7— 1} (nach “oben
rechts”), dann sind es (m —j+ 1) — 7 = 54 > 0 viele. W

m|3 4 5 6 10 100 1000

n

3 3 8 14 21 71 9.656 996.506

4 16 30 47 147 18.387 1.883.787

5) 50 80 250 30.514 3.117.514

6 120 387 45.990 4.689.720
10 1.200 140.994 14.326.344
100 16.170.000  1.639.329.099

Tabelle 4.6: Minimale Anzahl der Schrigkanten in einem Plan mit n Auftridgen und m Maschinen
nach Satz 4.77.

m 3 4 ) 6 10 100 1000

n

3 16,7 22,2 233 233 26,3 325 333
4 222 250 26,1 27,2 31,0 314
5 25,0 26,7 278 30,8 3172
6 26,7 28,7 31,0 313
10 296 61,7 31,9
100 33,0 332

Tabelle 4.7: Minimaler Anteil (in %) der tatséchlichen Schrigkanten in einem Plan S € Sgr; an den
potentiell moglichen Schrigkanten (nach Satz 4.77).

Bemerkung 4.78 (Anteil an potentiell méglichen Schrigkanten) Bei Richtigkeit von Vermu-
tung 4.76 enthdlt ein beliebiger Plan iber einer vollstindigen Operationenmenge fiir geniigend grofle
Werte von n und m sogar mindestens % aller jeweils denkbaren Schrigkanten (Tabelle 4.7).

Unvollsténdige Operationenmengen

Im Falle von unvollstindigen Operationenmengen ist die Herleitung von unteren Schranken fiir die
Anzahl der Schrigkanten allenfalls fiir Spezialfille moglich. Generell gibt es keine untere Schranke.
Es gibt Operationenmengen (mit sogenannter Caterpillar-Struktur) mit beliebig grofler Anzahl von
Auftragen und Maschinen, auf denen Plane existieren, die keinerlei Schrigkanten enthalten.

4.5.2 Obere Schranke

Bestimmen wir in Ggr; eine totale Ordnung entlang der reguldren Kanten, dann erhalten wir einen
Plan S € Sgr5, dessen H-Comparabilitygraph alle denkbaren Schréigkanten enthélt. Grundsétzlich
ist also die Anzahl der Schrigkanten in einem H-Comparabilitygraph lediglich durch die Grofle des
Graphen beschrinkt. Anders sieht es aus, wenn wir Pldne mit bekannter oder beschrinkter Anzahl der
Implikationsklassen oder Planimplikationsklassen betrachten. Da die Existenz von I'-Ketten oder I's-
Ketten die Nichtexistenz von Schrégkanten voraussetzt, konnen wir bei gegebener Anzahl der Klassen
eine obere Schranke fiir die Anzahl der Schrigkanten ermitteln.
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Eine obere Schranke in Abhingigkeit von der Anzahl der Planimplikationsklassen

Wir konzentrieren uns auf den Fall, dass die Anzahl der Planimplikationsklassen bekannt ist. Ana-
log zum I'-Graphen Gr = (E,T') zu einem Graphen G = (V,E) konnen wir den I's-Graphen
Grg (S) = (Ereg (S),T's) zu einem H-Comparabilitygraphen [S*] = (STJ, Eyey (S) + Ediag (S)) defi-
nieren. Gr; ist ein induzierter Teilgraph des I'-Graphen von [S?"]. Seine Zusammenhangskomponenten
entsprechen den Planimplikationsklassen von [S*"], d.h. den Planimplikationsklassen von S, und deren
Umkehrungen.

Satz 4.79 (obere Schranke, SIJ beliebig) Sei S € Sgr; ein Plan mit genau p Planimplikations-
klassen tber einer beliebigen Operationenmenge SIJ C I X J. Ferner sei dyax die Anzahl der potentiell
méglichen Schrigkanten tiber SI.J, und r die Anzahl der reguliren Kanten diber SIJ. Dann hat [S'")

hochstens dpax — [“_—;m—l (ungerichtete) Schrigkanten.

Beweis. Der I's-Graph Grg (S) hat genau r Knoten und 2p Zusammenhangskomponenten—die Plan-
implikationsklassen von S und die Planimplikationsklassen von S~!. Er hat damit mindestens (r — 2p)
Kanten. Jede Kante in Grg reprisentiert genau eine I's-Relation in [S*"], und jede I's-Relation geht
mit der Existenz einer Nichtkante in [S?"] einher. Umgekehrt kann jede Nichtkante in [S*"] maximal

(r—2p)
2

zwei verschiedene I's-Relationen induzieren. Damit muss [S*"] also mindestens [ —‘ verschiedene

Nichtkanten haben. D.h. | Egiag (S)] < dmax — [(——221’)] m

Folgerung 4.80 (obere Schranke, SIJ vollstindig) Sei S € Ssys ein Plan mit genau p Plan-
implikationsklassen iiber einer wollstindigen Operationenmenge. Dann hat [S'] hdchstens
| M2 (2nm — 3n — 3m +4) + p| (ungerichtete) Schrigkanten.

Beweis. Bei vollstindiger Operationenmenge gelten dmax = 2% (n—1)(m —1) und r = n(%) +

m(2). Ferner gilt, dass jede Nichtkante in [S*"] genau zwei verschiedene I's-Relationen induziert.
Damit folgt aus Satz 4.79

nm ”(7;) + m(g) —2
|Ediag (S)| < 7(”1)(7”1){ 2 w

nm nm(m—1) mn(n—1)

= 7(”1)(7”1){ 4 + 4 p—‘
nm nm(m—1) mn(n—1)

_ LT(nl)(ml) e +pJ

- L%[Q(nf1)(m71)—(m*1)*(n*1)]+pJ

— {%[2nm—3n—3m+4]+pJ-

Irreduzible Pline mit maximaler Anzahl von Schrigkanten

Wenden wir die Schranke aus Folgerung 4.80 auf Pldne mit genau einer Planimplikationsklasse an,
dann erhalten wir einen Hinweis darauf, wie viele Schrigkanten irreduzible Pline moglicherweise
maximal haben kénnen. Diese Vorgehensweise liefert jedoch keine obere Schranke fiir die Anzahl der
Schrigkanten in irreduziblen Plénen, da wir nicht sicher sein kénnen, dass keine irreduziblen Pléane
mit mehreren Planimplikationsklassen existieren, die noch mehr Schrigkanten enthalten.

Da es jedoch generell keine Hinweise darauf gibt, dass irreduzible Pldne mit mehreren Planimplika-
tionsklassen etwas anderes als seltene Ausnahmen sind, und die Schranke aus Folgerung 4.80 dariiber
hinaus nur sehr langsam in p wichst, liefert sie uns eine sehr gute Néherung fiir eine obere Schranke
der Anzahl der Schriagkanten in irreduziblen Planen.

Folgerung 4.81 (obere Schranke, 1 Planimplikationsklasse) Sei S € Ssy; ein Plan iber einer
vollstindigen Operationenmenge mit genau einer Planimplikationsklasse. Dann hat [S*"] hdchstens
| M2 (2nm — 3n — 3m + 4) + 1| (ungerichtete) Schrigkanten.
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Bemerkung 4.82 (Anteil an potentiell méglichen Schrigkanten) Es gilt limy, pm— o0

%(ﬁnz;f;zinf{leJ = 1. D.h. wrreduzible Pline kénnen theoretisch beliebig grof$ werden, und fast

alle méglichen Schrigkanten enthalten.

m 3 4 ) 6

12 3() 6@ 10 (13)
7(10) 18 (22) 33(38) 52 (59)
45 (49) 82 (86) > 125 (133)

B~ ow NS

Tabelle 4.8: Maximale Anzahl von Schriigkanten in [S'"] zu Plan S € Sgy; mit genau einer Planim-
plikationsklasse, und obere Schranke nach Folgerung 4.81 (in Klammern).

Fiir kleine Formate lésst sich die tatsdchliche maximale Anzahl der Schrigkanten in Plénen mit
genau einer Planimplikationsklasse noch enumerativ ermitteln (Tabelle 4.8).

Obwohl viele Schrigkanten in einem Plan in der Regel zu vielen verschiedenen Planimplikations-
klassen fithren, kénnen also unter besonderen Umsténden auch Pldne mit wenigen oder sogar nur einer
Planimplikationsklasse sehr viele Schriagkanten enthalten.

Damit beschlielen wir das Kapitel zum Problem IRRED und den ersten Teil dieser Arbeit. Nachdem
wir nun alle grundlegenden Aspekte und Eigenschaften der fiir dieses Problem relevanten Objekte ken-
nen, diskutieren wir im zweiten Teil dieser Arbeit die Reduzierbarkeit von Pldnen, bzw. die Erkennung
von irreduziblen Plédnen.
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Kapitel 5

Ansatze zur Reduktion von Planen

Der zweite Teil dieser Arbeit dient der Analyse der Komplexitéit der Erkennung irreduzibler Pline.
Durch den Vergleich der Schrigkantenmengen zweier gegebener H-Comparabilitygraphen ldsst sich
leicht ermitteln, ob einer der beiden einen Plan beschreibt, der alle durch den anderen Graphen
beschriebenen Pline streng reduziert (Satz 4.2). Dies liefert einen co-NP-Test fiir das Problem IRRED
(Satz 4.3).

Wir haben damit also einen nichtdeterministischen Algorithmus mit polynomiell beschréinkter
Laufzeit, der uns zu jedem reduzierbaren Plan mit positiver Wahrscheinlichkeit einen ihn streng re-
duzierenden Plan liefern kann. Offen ist die Frage, ob auch ein NP-Algorithmus existiert, der die
Irreduzibilitit eines Plans immer mit positiver Wahrscheinlichkeit erkennen kann. In Kapitel 6 wer-
den wir einen Algorithmus vorstellen, der fast alle irreduziblen Plidne in polynomiell beschrinkter
Laufzeit erkennt.

In diesem Kapitel wollen wir einige nahe liegende Ansitze fiir einem polynomiellen Reduktionsalgo-
rithmus diskutieren. Diese Ansétze umfassen das Umkehren von Planimplikationsklassen (Abschnitt
5.2), die polynomielle Erkennung von stabilen Schriigkanten (Abschnitt 5.3), die Anwendung des erwei-
terten Dreieckslemmas auf Planimplikationsklassen (Abschnitt 5.4) und die Ausnutzung von speziellen
Eigenschaften von Comparabilitygraphen (Abschnitt 5.5). Zuerst wollen wir uns jedoch noch auf einen
geeigneten Startpunkt fiir die Suche nach reduzierenden Plénen verstéindigen (Abschnitt 5.1).

5.1 Normale Pline als Ausgangspunkt

Als Ausgangspunkt fiir sémtliche Ansétze zur Reduktion von Pldnen wollen wir Plane betrachten, die
nicht mehr durch Umkehren von Implikationsklassen reduziert werden kénnen.

Definition 5.1 (normaler Plan) FEin Plan S € Ss;; heifit normal, wenn sein H-Comparability-
graph [S'"] keine Implikationsklasse enthilt, die ausschlieflich aus Schrigkanten besteht, und er durch
Umkehren von Implikationsklassen nicht weiter streng reduziert werden kann.

In Abschnitt 4.1.4 haben wir beschrieben, wie ein Plan in polynomieller Zeit auf Reduzierbarkeit
durch Umkehren von Implikationsklassen getestet werden kann.

Lemma 5.2 (normaler Plan) Jeder Plan S € Ssry kann in polynomieller Laufzeit in einen nor-
malen Plan S* € Sgry mit S* < S dberfiihrt werden.

Beweis. Implikationsklassen, die ausschliefllich aus Schrigkanten bestehen, konnen nach Satz 1.45
entfernt werden. Die Reduktion durch das Umkehren von Implikationsklassen ist nach Bemerkung 4.7

in polynomieller Laufzeit moglich. W

Bemerkung 5.3 (Eigenschaften normaler Pline) Sei S € Sgr; ein normaler Plan, Pg die Men-
ge der Planimplikationsklassen von S, und F(sir) die Menge der Farbklassen von [S'"]. Dann gelten

109
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(i) Zu jeder Farbklasse von [S*"] gehdrt mindestens eine Planimplikationsklasse von S. Insbesondere

gilt |.7:[Str]| < |7)S|
(i7) Jede transitive Orientierung von [S'] ist eine Planorientierung.

Eine unmittelbare Folgerung aus diesen Eigenschaften ist, dass ein Plan, bei dem jede Planimpli-
kationsklasse zu einer anderen Implikationsklasse gehort, nicht weiter streng reduziert werden kann.

Satz 5.4 (hinreichende Bedingung fiir IRRED) Sei S € Sy ein normaler Plan. Gilt |.7:[Str]| =
|Ps|, dann ist S irreduzibel.

Beweis. Nach Satz 4.40 ist jeder reduzierende Plan von S eine Rekombination der Planimplikati-
onsklassen S. Nach Voraussetzung ist jede Rekombination der Planimplikationsklassen jedoch eine
Rekombination der Implikationsklassen. Da S jedoch normal ist, kann S nicht durch Rekombination
der Implikationsklassen reduziert werden. Also ist S irreduzibel. W

5.2 Naives Umkehren von Planimplikationsklassen

Nach Satz 4.43 beschreibt eine Rekombination der Planimplikationsklassen eines Ausgangsplans genau
dann einen reduzierenden Plan, wenn sie kreisfrei ist und keine neue Schrigkante induziert. Durch
die Enumeration aller Rekombinationen liefle sich selbstverstdndlich zweifelsfrei ermitteln, ob streng
reduzierende Pline existieren, oder nicht (Problemformulierung #4 auf Seite 83). Jedoch ist die Anzahl
der dabei zu betrachtenden Rekombinationen expontentiell in der Anzahl der Planimplikationsklassen
des Ausgangsplans. Und da auch irreduzible Pléne sehr viele Planimplikationsklassen enthalten konnen
(Bemerkung 4.61), ist auf diesem Weg kein polynomiell beschréinkter Algorithmus zur Erkennung von
Irreduzibilitdt denkbar.

Moéglichkeit zur polynomiellen Beschrinkung

Um die Laufzeit polynomiell beschréinken zu kénnen, miissen wir den exponentiellen Suchbaum der
Enumeration aller Rekombinationen geeignet einschrénken. Eine Moglichkeit hierzu besteht darin,
jeweils immer nur genau eine Planimplikationsklasse umzukehren. Wir starten mit einem (normalen)
Ausgangsplan S € Sg;; und bestimmen die Planimplikationsklassen von S, S = P, + ... + Py.
Anschliefend kehren wir ein beliebiges P; um. Um die Chancen zu erhéhen, ein geeignetes P; zu
finden, konnen wir uns erlauben, alle P; einzeln zu testen, und anschlieBend eines auszuwédhlen. Wir
bestimmen also in einer Stufe maximal k£ verschiedene Rekombinationen der Form S; = S — P; + Pfl,
und priifen fiir jedes S;, ob S; < S gilt. Haben wir ein S; mit S; < S gefunden, dann fahren wir mit
S; fort.

Algorithmus NAIVES UMKEHREN
Input: S € Sg;; normaler Plan.
Output: S* € Sg;; mit S* < S.
recombine(S*) {
Bestimme Planimplikationsklassen Py, ..., P, von S*;
i: =1;
while (i <=k) do {
Bestimme S**: = S* — P, + Pfl;
if (S** kreisfrei and S** < S*) then {

recombine(S**);
b
elsei: =1+ 1;

&
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return S*;
ks
BEGIN {
S*: =85,
recombine(S*);

IE
END.

Lemma 5.5 (Naives Umkehren) Sei S € Ssyy ein normaler Plan iiber einer Operationenmenge mit
n Auftrigen und m Maschinen. Der Algorithmus Naives Umkehren ist korrekt, und hat einen durch
O (n6m6) beschrinkten Aufwand.

Beweis. Die Prozedur recombine wird mit der Eingabe S** = S* — P; + Pfl fir ein P; € Pg~
nur aufgerufen, wenn S** den Plan S* streng reduziert. Eine Riickgabe erfolgt erst, wenn der Plan
S* entweder nur noch aus einer Planimplikationsklasse besteht, oder nicht weiter durch Umkehren
von genau einer Planimplikationsklasse streng reduziert werden kann. Damit folgt die Korrektheit.
Die Bestimmung der Planimplikationsklassen ist mit dem Aufwand O (‘V[Str] : ‘E[StT] ) =0 (ngmg)
realisierbar. Alle Priifungen und die Bestimmung von S** sind mit dem Aufwand O (’E[Str] ) =
o (n2m2) realisierbar. Da der Plan S** bei Aufruf von recombine mindestens eine Schrégkante weniger
enthilt, als der Plan S* wird die Funktion recombine maximal |Eg;qq (S)| oft aufgerufen. Bei jedem
Aufruf von recombine wird die Schleife maximal k-mal durchlaufen, wobei k durch |E,eq (S)| =
O (n®m?) beschréinkt ist. Damit ist die Gesamtlaufzeit beschréinkt durch O (n?m? - (n?m? - n?m?)) =
O (n6m6). |

Der Nachteil dieses Verfahrens besteht darin, dass nicht sichergestellt werden kann, dass der
zuriickgegebene Plan S* irreduzibel ist. Wahrend sich fiir Implikationsklassen mit Hilfe von Golum-
bic’s Struktursatz (Satz 1.21) beweisen lisst, dass zu jeder transitiven Orientierung 7= I; + ...+ I},
auf einem Comparabilitygraphen mindestens eine der Orientierungen T; = T — I; + Iz-_l kreisfrei,
und damit ebenfalls transitiv ist, ist das fiir Planimplikationsklassen nicht moglich. Weder lésst sich
einfach zeigen, dass mindestens eine der Rekombinationen S* = S; =S — P; + P} kreisfrei ist, noch
wiirde daraus folgen, dass S; den Plan S reduziert oder sogar streng reduziert. Ein Plan S koénnte
beispielsweise ausschliefllich durch Umkehren von genau zwei von mindestens vier verschiedenen Plan-
implikationsklassen streng reduzierbar sein. In diesem Fall wiirde der Algorithmus S* = S mit S* < S
zuriickgeben.

Andererseits sind keine Beispiele fiir Pline bekannt, bei denen dieses Verfahren nicht zu einem
irreduziblen Plan fiithrt. Kénnte man also zeigen, dass solche Beispiele nicht existieren, dann hétte
man ein polynomielles Verfahren zur Bestimmung irgendeines irreduziblen Plans zu einem gegebenen
Ausgangsplan.

IRRED in ZPP(1/2)?

Betrachten wir die folgende Erweiterung der Schleife in der Prozedur recombine. Kehren wir nicht nur
genau eine, sondern mit [ = 1 beginnend, solange jeweils genau [ viele Planimplikationsklassen um, bis
wir einen streng reduzierenden Plan finden, dann finden wir bei jedem Aufruf von recombine einen
streng reduzierenden Plan S** < S* sofern S* reduzierbar ist. Allerdings verlieren wir dadurch die
polynomielle Beschrénktheit innerhalb eines Aufrufs, da wir unter Umsténden vollstindig enumerieren
miissen.

Abhéngig von der relativen H&aufigkeit solcher Instanzen, bei denen das urspriingliche Verfahren
keinen irreduziblen Plan liefert, konnte dieses variierte Verfahren theoretisch dennoch eine polyno-
mielle maximale durchschnittliche Laufzeit haben. Der Algorithmus Naives Umkehren koénnte damit
mit der Behauptung, dass der zuriickgegebene Plan S* irreduzibel ist, zu einem ZPP(%)—Verfahren
umgeriistet werden, bei dem jede Eingabe der Linge nm (Anzahl der Operationen) eine Versagens-
wahrscheinlichkeit & (nm) < 3 hat (mit Satz 2.16).

Bemerkung 5.6 (Naives Umkehren) Durch das Umkehren von jeweils genau einer Planimplikati-
onsklasse kann eine polynomielle Beschrinkung des Suchbaums der vollstindigen Enumeration aller
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Rekombinationen der Planimplikationsklassen des Ausgangsplans erreicht werden (Problemformulie-
rung #4). Andererseits ldsst sich hiermit die Irreduzibilitit nicht beweisen. Wihrend nicht bekannt ist,
ob Instanzen fiir IRRED existieren, bei denen das Verfahren nicht zu einem irreduziblen Plan fiihrt,
konnte IRRED selbst bei Existenz solcher Instanzen noch in ZPP(%) C NP N co-NP liegen.

5.3 Erkennung stabiler Schrigkanten

Ein anderer Losungsansatz zur Reduktion von Pldnen besteht darin, alle stabilen Schrigkanten, die
nicht entfernt werden kénnen, von den nicht-stabilen Schrigkanten, unterscheiden zu kénnen (mit
Problemformulierung #3 auf Seite 82).

Charakterisierung durch endliche Menge von Konstellationen?

In Abschnitt 4.3 haben wir die Ahnlichkeiten zwischen den stabilen Schriigkanten im Zusammenhang
mit Planimplikationsklassen und den immer-transitiven Kanten im Zusammenhang mit Implikations-
klassen betont. Da immer-transitive Kanten durch eine Menge von nur zwei méglichen und polynomiell
iiberpriifbaren Konstellationen charakterisiert werden kénnen (Satz 1.44), ist die Frage naheliegend, ob
sich stabile Schrigkanten nicht ebenso durch eine endliche Menge von Konstellationen charakterisie-
ren lassen. In Abschnitt 4.3.3 haben wir diese Frage bereits untersucht (Bemerkung 4.55). Sofern man
nicht mit anderen Mitteln zeigen kann, dass nichttrivial-stabile Schrégkanten, deren Stabilitédt durch
mehr als zwei verschiedene Planimplikationsklassen induziert wird, nicht existieren, ist die Menge der
denkbaren Konstellationen unbegrenzt.

Transitivierende Kombinationen der Planimplikationsklassen

Wenn eine vollstindige Charakterisierung nicht moglich ist, dann lassen sich moglicherweise wenig-
stens einige polynomiell iiberpriifbare notwendige Bedingungen ableiten. Schriagkanten, die eine solche
fiir nichttrivial-stabile Schragkanten notwendige Bedingung erfiillen, kénnen dann als potentielle sta-
bile Schrigkante behandelt werden, die nicht entfernt werden diirfen, solange sie diese Bedingungen
erfiillen.

Eine leicht iiberpriifbare Bedingung ist die folgende. In einer gegebenen azyklischen Orientierung
von (G g1y lasst sich zu jeder Schriagkante in einem Plan S € Sgy; leicht ein regulidrer Weg finden, der fiir
die Transitivitdt, und damit fiir die Existenz dieser Schriigkante verantwortlich ist (Bestimmung eines
kiirzesten Weges in einem gerichteten Graphen). Zu diesem Weg kann ebenfalls sehr leicht die Anzahl
der beteiligten Planimplikationsklassen bestimmt werden. Ist nur eine Planimplikationsklasse beteiligt,
dann ist die Schragkante trivial-stabil. Sind es zwei oder mehr, dann kann keine Aussage getroffen
werden. Im Falle von genau zwei Planimplikationsklassen P; und P, kénnen wir uns jedoch erlauben, in

(P1 + P{l)” nach der Existenz der gewahlten Schrigkante zu suchen. Die Gesamtlaufzeit bleibt dann
immernoch polynomiell beschréankt. Enthélt (P1 + Py 1)” die gewihlte Schréigkante, dann ist diese

stabil durch P; und P>. Enthalt (P1 + Py 1)tr die Schrigkante nicht, dann kann S durch Verdrehen
von P; gegeniiber P, streng reduziert werden, sofern die Schrigkante im Ausgangsplan nicht noch
auf einem anderen Weg durch andere Planimplikationsklassen transitiviert wird, und (P1 + P{l)”
keine neuen Schrigkanten induziert. Da wir 0.B.d.A. P; und P; als erweiterte Planimplikationsklassen
betrachten konnen, ist (P; + P,)"" immerhin in jedem Fall kreisfrei.

Enthélt der gefunde transitivierende regulire Weg zu der gewéhlten Schrigkante drei oder mehr
Planimplikationsklassen, dann erfiillt diese Schrigkante eine einfache notwendige Bedingung fiir nicht-
trivial-stabile Schrigkanten. In diesem Fall sollten wir uns bei der Reduktion von S zunéchst auf
andere Schréigkanten konzentrieren. Diese Strategie fithrt dazu, dass die Reduktion prinzipiell durch
die Entfernung von Eckkanten erfolgt. Die Bedingung kann daher gegebenenfalls auch von vornherein
auf Wege der Liange zwei beschrinkt werden.

Das Problem mit dieser Strategie besteht darin, dass auf diese Weise in einem reduzierbaren Plan
moglicherweise sdmtliche Schrigkanten als potentielle stabile Schrigkanten markiert werden. Das Kri-
terium “es existiert ein transitivierender reguldrer Weg mit mindestens drei verschiedenen Planimpli-
kationsklassen” ist wenig geeignet, um nichttrivial-stabile Schrigkanten von anderen zu unterscheiden.
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Es wird beispielsweise auch von solchen Schrigkanten erfiillt, zu denen sowohl ein (ldngerer) transi-
tivierender Weg mit nur zwei Planimplikationsklassen, als auch ein (kiirzerer) transitivierender Weg
mit drei oder mehr Planimplikationsklassen existiert.

Andererseits ist auch hier kein Beispiel fiir einen reduzierbaren Plan bekannt, der bei Beriicksichti-
gung dieser Bedingung nicht weiter streng reduziert werden kann. Mit den Uberlegungen aus Bemer-
kung 4.57 (Konstruktion von Beispielen) wird klar, dass es nicht leicht ist, einen Plan zu konstruieren,
bei dem keine der Eckkanten entfernbar ist.

Bemerkung 5.7 (Erkennung stabiler Schrigkanten) Eine Charakterisierung wvon  stabilen
Schragkanten durch eine endliche Menge von Konstellationen ist mdéglich, falls der Nachweis gelingt,
dass nichttrivial-stabile Schrdagkanten nur durch maximal zwei verschiedene Planimplikationsklassen
transitiviert werden kinnen. Andernfalls ist eine solche polynomiell tberprifbare Charakterisierung
zwar nicht ausgeschlossen, aber eher unwahrscheinlich. Notwendige Bedingungen fiir nichttrivial-
stabile Schrigkanten sind entweder zu grob (mindestens drei Planimplikationsklassen in einem tran-
sitivierenden reguliren Weg), oder nicht polynomiell iberprifbar (Bestimmung aller Kombinationen
der Planimplikationsklassen, die zur Transitivitit einer Schrdagkante fiihren).

5.4 Erweitertes Dreieckslemma fiir Planimplikationsklassen

Ein anderer Ansatz zur Erkennung von nichttrivial-stabilen Schrigkanten, und damit zur Reduktion
von Plédnen, besteht in der Beschreibung von notwendigen oder hinreichenden lokalen Bedingungen
fiir nichttrivial-stabile Schrégkanten auf der einen Seite, und ebensolchen Bedingungen fiir entfernbare
Schréigkanten auf der anderen Seite.

Im Falle von immer-transitiven Kanten und Implikationsklassen ist das Dreieckslemma von Go-
lumbic (Satz 1.15) hierzu ein geeignetes Hilfsmittel. Fiir Schrigkanten und Planimplikationsklassen
muss hierzu die Erweiterung des Dreieckslemmas auf beliebige f‘-Komponenten herangezogen wer-
den (Satz 4.47), die wir in Abschnitt 4.3.2 beschrieben haben. Dort sind zahlreiche Bedingungen
fiir H-Comparabilitygraphen beschrieben. Leider ist die Anwendbarkeit dieser Bedingungen durch die
starken Voraussetzungen so stark eingeschrinkt, dass sie keine grofie Hilfe sind. Wir haben dort auch
die Vor- und Nachteile bei der Wahl einer jeweils geeigneten Trennungsmenge diskutiert (Abschnitt
4.3.2).

Wiéhrend die Konstellation mit drei beteiligten Klassen in Abbildung 4.9 auf Seite 92 im Falle
von Implikationsklassen durch mehrmalige Anwendung des Dreieckslemmas als unméglich realisier-
bar bewiesen werden kann, ist dies fiir Planimplikationsklassen nicht moéglich. Die einzige definitive
Aussage, die sich in diesem Fall fiir diese lokale Konstellation treffen lésst, ist, dass sowohl a, als auch
b mit Kanten aus Fp, inzidieren miissen. Das folgt jeweils aus dem Vergleich verschiedener Dreiecke
bei Anwendung von Folgerung 4.50 auf Kanten aus P,. Fiir die Existenz oder Nichtexistenz eines
Plans mit dieser Konstellation liefert diese Information jedoch keinerlei Anhaltspunkte. Auch fiir die
Konstruktion eines Beispiels ist diese Infomation in keiner Weise hilfreich.

Bemerkung 5.8 (erweitertes Dreieckslemma) Die Erweiterung des Dreieckslemmas aufT'-Kom-
ponenten zu beliebigen Trennungsmengen F C E eines Graphen G = (V| E) ist fiir Planimplikations-
klassen in H-Comparabilitygraphen prinzipiell anwendbar. Wegen der starken Voraussetzung ist jedoch
die tatsdchliche Anwendbarkeit so stark eingeschrinkt, dass fir konkrete Konstellationen kaum rele-
vante Aussagen getroffen werden kinnen. Daher lassen sich weder fiir nichttrivial-stabile Schrigkanten,
noch fiir entfernbare Schrigkanten notwendige oder hinreichende Bedingungen ableiten.

5.5 Eigenschaften von Comparabilitygraphen

Ein letzter naheliegender Ansatz zur Reduktion von Plénen ist die Ausnutzung der Eigenschaf-
ten von Comparabilitygraphen. Wir suchen schliefflich einen echten Teilgraphen eines H-Comparabi-
litygraphen, der selber transitiv orientierbar ist (Problemformulierung #2). Nach der Diskussion der
Komplexitit von verwandten Problemen zu IRRED in Abschnitt 4.4 muss jeder polynomielle Reduk-
tionsalgorithmus zwingend ausnutzen, dass durch den H-Comparabilitygraphen des Ausgangsplans
bereits ein transitiv orientierbarer Graph gegeben ist.



114 KAPITEL 5. ANSATZE ZUR REDUKTION VON PLANEN

5.5.1 Bestimmung von Mengen entfernbarer Schrigkanten?

Wir wissen, dass wir alle Schriagkanten eines H-Comparabilitygraphen in polynomieller Zeit auf ihre
jeweilige Entfernbarkeit iiberpriifen kénnen (Abschnitt 4.1.4). Sei es durch die jeweilige Uberpriifung
der Bedingung aus Satz 1.43, oder durch die Uberpriifung von G — é fiir e € Egiag auf Existenz einer
transitiven Orientierung. Andererseits haben wir auch gesehen, dass die Information iiber die einzelne
Entfernbarkeit der Schriagkanten lediglich Aufschluss iiber die Reduzierbarkeit eines Ausgangsplans
durch Umkehren von Implikationsklassen liefert. Durch die Reduzierung iiber die Ermittlung von
Schragkanten e € Egiqq, fiir die G — é transitiv orientierbar ist, gelangen wir zu normalen Plénen
(Definition 5.1). Ein normaler Plan ist jedoch nicht unbedingt irreduzibel.

1 2 3 1
Bss=|3 1 2 Bsy=| 3
4 3 1

Der H-Comparabilitygraph [BZ;] zu dem Plan Bsz beispielsweise ist prim. Er kann also nicht weiter
durch Umkehren von Implikationsklassen reduziert werden. Keine der sechs Schrigkanten (Abbildung
5.1) kann einzeln entfernt werden. Dennoch ist Bsg nicht irreduzibel. Er besteht aus zwei verschiedenen
Planimplikationsklassen, von denen eine drei der Schrégkanten als trivial-stabile Schrigkanten enthélt
(graue Schrigkanten ohne gemeinsamen Knoten). Werden von den verbleibenden drei Schrigkanten die
beiden Schrigkanten aus der trennenden Kantenmenge zwischen den beiden Planimplikationsklassen
(die beiden Kanten, die mit Operationen mit Rang 2 inzidieren) gleichzeitig entfernt, dann kann Bss
streng reduziert werden. Der resultierende irreduzible Plan ist der Plan Bsy.

1. .Z .3 ]. .2 .3
L] L] L] L] L] L]
4 5 6 4 5 6
L] L] L[] L] ] °
7 8 9 7 8 9

Abbildung 5.1: Die Schrigkantenmengen von [B%;] (links) und [BY,] (rechts). Aus [B%5] miissen si-
multan mindestens zwei Schragkanten entfernt werden, um wieder zu einem Comparabilitygraphen zu
gelangen.

Lassen sich aus den Informationen iiber die individuelle Entfernbarkeit aller Schrigkanten Riick-
schliisse auf mogliche Mengen simultan entfernbarer Schrigkanten ziehen? Betrachten wir hierzu ein
weiteres Mal ein bereits bekanntes Beispiel. Der Plan Aszs aus Beispiel 4.44 bzw. Beispiel 4.8 (Plan
S, Abbildung 4.4) besteht aus 3 Implikationsklassen und enthélt 8 Schriigkanten. Zu Assy gibt es ins-
gesamt genau 5 verschiedene irreduzible Plane: Aysg, A1567, A1256, A12567 und Asysy (Abbildung 4.8).
Wihrend jede der 8 Schriigkanten in [A%},] einzeln entfernt werden kann—keine der Schriigkanten ist
stabil—, kann nicht jede beliebige Teilmenge der einzeln entfernbaren Schrigkanten simultan entfernt
werden. Die Menge der Schrigkanten 1/.71, 34 und 38 beispielsweise enthilt aus jedem der 5 irredu-
ziblen Pline zu Aszy eine Kante. Die Entfernung diese Menge aus [A%;,] kann damit, unabhéingig von
allen anderen Schrigkanten, auf keinen Fall zu einem Comparabilitygraphen fithren.

Bemerkung 5.9 (individuelle Entfernbarkeit von Schrigkanten) Die individuelle Entfernbar-
keit jeder einzelnen Kante einer Teilmenge der Schrigkanten in einem H-Comparabilitygraph ist weder
eine notwendige, noch eine hinreichende Bedingung fiir die Entfernbarkeit der gesamten Teilmenge.

Im folgenden Kapitel werden wir einen fortgeschritteneren Ansatz zu Bestimmung einer zuléssigen
Entfernungsmenge unter der Menge der Schrigkanten eines H-Comparabilitygraphen beschreiben.
5.5.2 Verbotene Teilgraphen

Eine andere Eigenschaft von Comparabilitygraphen ist, dass sie durch das Nichtenthaltensein einer
Menge von Teilgraphen charakterisiert werden kénnen. Ein Graph ist genau dann ein Comparability-
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graph, wenn er keinen der Graphen aus einer Liste C als induzierten Teilgraphen enthilt (Satz 1.36).
Diese Liste C = C; + Cy enthélt dabei die Graphenklassen und Graphen, die durch die Abbildungen
1.5, 1.6 und 1.7 (Seite 25-27) beschrieben sind. Das besondere an dieser Charakterisierung ist, dass
diese Liste C der verbotenen Teilgraphen bei beschrinkter Anzahl der Knoten endlich ist.

Die H-Comparabilitygraphen zu irreduziblen Plinen sind die minimalen Elemente der durch die
Reduzierbarkeits-Relation beschriebenen Halbordnung auf der Menge der H-Graphen mit beliebiger
Schrigkantenmenge (Abschnitt 4.1.1). Fiir sie gilt, dass es keine Menge der Schrigkanten gibt, deren
Entfernung wieder zu einem Comparabilitygraphen fiithrt. Nach Satz 1.36 (verbotene Teilgraphen) gilt
also fiir jede Schriigkante e € Egiqq (S) in einem irreduziblen Plan S € Sgr, dass der Graph [S'] — é
einen Graphen aus der Liste C als induzierten Teilgraphen enthilt. Eine naheliegende Frage ist nun:
Ko6nnen stabile Schrigkanten auf diese Weise charakterisiert werden? Gilt beispielsweise, dass eine

Schriigkante e in einem beliebigen Plan S € Sg;; genau dann stabil ist, wenn der Graph [S"] — ¢é
einen Graphen aus C als induzierten Teilgraphen enthalt?

Regulire H-Einbettungen von Graphen aus C

Wihrend fiir eine stabile Schrigkante natiirlich gilt, dass [S'"] — é einen Graphen aus C enthélt, ist
die Umkehrung jedoch nicht richtig, wie wir bereits an mehreren Beispielen gesehen haben (zuletzt
an dem Plan Bss3). Enthélt [S™] — é den Graphen G* € C als induzierten Teilgraphen, dann kann das
Entfernen einer oder mehrerer Kanten von G* den verbleibenden Graphen durchaus wieder transitiv
orientierbar machen. Wiirde G* jedoch ausschliefllich aus reguldren Kanten bestehen, dann koénnte
keine dieser Kanten mehr entfernt werden. Jeder Teilgraph von [S*"] — é, der den H-Graphen Gg1,
enthiilt, wiirde den Graphen G* als induzierten Teilgraphen enthalten. In diesem Fall wire die entfernte
Kante e € Eg;q4 (S) tatséichlich stabil.

Wenn wir eine Darstellung eines Graphen G* € C als induzierten Teilgraphen eines H-Graphen
G g1 zu einer Operationenmenge S1.J eine H-Finbettung von G* nennen, dann kénnen wir die folgende
Frage stellen: Kann man stabile Schréigkanten e € Egiqq (S) daran erkennen, dass der Graph [S*] — é
eine reguldre H-Einbettung eines Graphen G* € C enthélt, d.h. eine H-Einbettung, die ausschliefflich
aus reguldren Kanten besteht?

Fiir den Plan Bsy auf Seite 114 gilt beispielweise, dass das Entfernen einer beliebigen der drei
Schrégkanten zu einem induzierten Ky x Kj fiihrt. Der Graph [BY;] — é enthilt damit fiir jede
Schriagkante e € Egjqq (Bsa) eine reguldre H-Einbettung des Komplementgraphen von Cg (Abbildung
1.6 auf Seite 26).

Leider ist der Komplementgraph von C,, fiir gerade n, C,, = Ky x K 2, offenbar einer von nur
sehr wenigen Graphen in C, die eine solche regulire H-Einbettung besitzten. Neben C,, fiir gerade n
besitzen offenbar nur noch L; und L} iiberhaupt eine regulire H-Einbettung.

A
LX

Gy

Abbildung 5.2: Der Graph Gg und sein Komplement Gg € C (vgl. Abbildung 1.7).

Hinzufiigen einer Kante zu den Graphen aus C

In einem alternativen Ansatz zur Ausnutzung dieser Eigenschaften von Comparabilitygraphen kénnen
wir versuchen, irreduzible Plidne iiber einer gegebenen Operationenmenge durch Einfiigen von einzel-
nen Schriagkanten in H-Einbettungen von Graphen aus C zu konstruieren. Wir koénnen uns fragen,
welche Eigenschaften ein Graph [S'"] — ¢ fiir einen irreduziblen Plan S € Ssr; und eine Schrigkante
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e € Egiqq (S) hat. Moglicherweise kann man von solchen Graphen Riickschliisse auf irreduzible Plane
ziehen, deren H-Comparabilitygraphen diese Graphen enthalten. Die einfachsten Beispiele fiir solche
Graphen liefern scheinbar die H-Einbettungen von Graphen G* € C selber.

0

1
. .

=

Abbildung 5.3: 4 von 928 verschiedenen nichtisomorphen H-Einbettungen von Gg € C.

In Abbildung 5.3 sind einige ausgewihlte H-Einbettungen des Graphen G € C (vgl. Abbildung 5.2)
dargestellt. Wahrend jedoch zu jeder dieser Einbettungen Schriagkanten so hinzugefiigt werden kénnen,
dass daraus (ggf. nach Einfithrung weiterer Operationen) H-Comparabilitygraphen entstehen, kénnen
andererseits jeweils auch Schriagkanten entfernt werden, so dass die Pléne, die durch Hinzufiigen einer
Kante entstanden sind, nicht unbedingt irreduzibel sein miissen. Bei den beiden H-Einbettungen von
G's mit nur zwei Schrigkanten kénnen beispielsweise jeweils beide Schriigkanten entfernt werden.

Andererseits existiert zu jeder Operationenmenge SIJ C I x J eine Menge von Graphen, die je-
weils durch Hinzufiigen von genau einer Kante zu Plangraphen von irreduziblen Pléanen werden. Diese
Graphen bestehen jeweils aus mehreren miteinander kombinierten Graphen aus C. Die grofie Zahl der
moglichen Kombinationen zu einer gegebenen Operationenmenge, verbunden mit der grofien Anzahl
moglicher H-Einbettungen jedes Einzelnen dieser Graphen—allein der Graph Gy besitzt 928 verschie-
dene nichtisomorphe H-Einbettungen—Iésst eine Enumeration der irreduziblen Pline auf diesem Weg
allerdings wenig aussichtsreich erscheinen. Einen Ansatz fiir eine etwas zielgerichtetere Methode zur
Konstruktion von irreduziblen Pldnen durch das Hinzufiigen von Kanten werden wir im Abschnitt 6.5
betrachten.

Bemerkung 5.10 (verbotene Teilgraphen) Die Charakterisierung wvon Comparabilitygraphen
durch eine endliche Liste (bei beschrinkter Anzahl der Knoten) von verbotenen Teilgraphen ist weder
bei der Erkennung von stabilen Schrigkanten, noch bei der Konstruktion von irreduziblen Pldnen von
grofiem Nutzen.

5.5.3 Eigenschaften von Modulen

Bei der Beschreibung von Comparabilitygraphen beschranken wir uns in dieser Arbeit auf die “kan-
tenorientierte” Darstellung durch Implikationsklassen, wahrend bei der algorithmischen Bestimmung
von transitiven Orientierungen die “knotenorientierte” Beschreibung durch die modulare Dekompo-
sition (Abschnitt 1.4.2) eine bedeutende Rolle spielt. Es stellt sich daher die Frage: Existiert eine
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Formulierung von IRRED mit Hilfe der modularen Dekomposition, die die Erkennung von stabilen
Schréigkanten oder von irreduziblen Plidnen in polynomiell beschrinkter Zeit ermoglicht?

In Abschnitt 1.4.2 sind wir auf die enge Verzahnung zwischen der Beschreibung von Comparability-
graphen durch Module und der Beschreibung durch Implikationsklassen eingegangen. Der Unterschied
zwischen diesen beiden Varianten ist in erster Linie quantitativ. Mit Hilfe der modularen Dekompositi-
on lasst sich eine transitive Orientierung schneller finden, als durch Bestimmung der Implikationsklas-
sen anhand der I'-Relation. Einen qualitativen Unterschied zwischen diesen beiden Beschreibungen
gibt es nicht.

Als fundamentale Bausteine der Plane zu Open-Shop Schedulingproblemen haben wir die Planim-
plikationsklassen beschrieben. Es ist grundsétzlich denkbar, dass sich diese Teilstrukturen der Impli-
kationsklassen in Teilstrukturen von Modulen—=z.B. in Planmodule—iibersetzen lassen. Wir kénnen
jedoch nicht erwarten, dass eine solche alternative Beschreibung gegeniiber der Beschreibung durch
Planimplikationsklassen tiefere Einsichten liefert.

Bemerkung 5.11 (modulare Dekomposition) Transitive Orientierungen kinnen durch Implika-
tionsklassen oder Module beschrieben werden. Da jeweils die gleiche Teilstruktur eines Comparabili-
tygraphen beschrieben wird, hat jede Figenschaft in einer der beiden Beschreibungen ein Aquivalent
in der jeweiligen anderen Sprache. Man kann micht erwarten, dass eine Betrachtung von IRRED in
einer Formulierung mit Hilfe von Modulen zu Einsichten fiihrt, die durch eine Formulierung mit Hilfe
von Planimplikationsklassen unzugdnglich bleiben.

Wir beschlieflen damit dieses Kapitel iiber wenig aussichtsreiche Ansétze zur Reduktion von Plénen.
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Kapitel 6

Ein Reduktionsalgorithmus

Einer der Ansitze aus dem vorangegangenen Kapitel zur Reduktion von Plénen zielte darauf ab,
in einem H-Comparabilitygraphen eine Menge entfernbarer Schrigkanten zu bestimmen (Abschnitt
5.5.1). Diese Idee wollen wir in diesem Kapitel weiter verfolgen.

Wenn ein Ausgangsplan S € Sgry durch Verdrehen von einer Planimplikationsklasse P; € Pg ge-
geniiber einer Planimplikationsklasse P, € Pg reduziert werden soll, dann miissen sdmtliche I'-Ketten,
durch die die beiden in [S*"] méglicherweise verbunden sind, getrennt werden (Satz 4.59). Das liefert
einen ersten Hinweis auf eine Menge von Schriagkanten, die entfernt werden muss, um durch Umkeh-
ren von P; oder P zu einem reduzierenden Plan zu gelangen. Da die Entfernung einer auf diese Art
und Weise bestimmten Kantenmenge aus [S*"] typischerweise nicht zu einem Comparabilitygraphen
fiihrt, bedarf es noch der Betrachtung einiger weiterer Begleitumsténde, um zu einer zuldssigen Ent-
fernungsmenge zu gelangen. Der Beschreibung eines auf dieser Grundidee basierenden Verfahrens zur
konstruktiven Reduktion eines Ausgangsplans dient dieses Kapitel.

Zur Beschreibung der angesprochenen Begleitumstéinde greifen wir den Begriff des bereits bekannten
Faktorgraphen auf, und stellen ihm einem weiteren abgeleiteten Hilfsgraphen gegeniiber—den Kon-
sequenzgraphen (Abschnitt 6.1). Aus den Informationen, die diese beide Graphen liefern, leiten wir
anschlieflend einen sogenannten Reduktionsgraphen ab (Abschnitt 6.2). Mit Hilfe dieser Tools ent-
wickeln wir eine Strategie zur Bestimmung einer zuldssigen Entfernungsmenge (Abschnitt 6.3), die
wir in zweil Ausprigungen eines Reduktionsverfahrens einfliefen lassen (Abschnitt 6.4).

Zuletzt diskutieren wir noch, inwiefern man auch durch sukzessives Hinzufiigen von Schrigkanten
zum leeren H-Graphen Ggr; irreduzible Pline erzeugen kann (Abschnitt 6.5), und einen daraus ab-
geleiteten Ansatz fiir eine Nachbarschaft zwischen irreduziblen Pldnen (Abschnitt 6.6)

6.1 Faktorgraph und Konsequenzgraph

Das Ziel des in diesem Kapitel beschriebenen Verfahrens ist die Bestimmung einer Teilmenge M der
Schrigkanten Eg;q4 (S) eines Plans S € Sgyy, mit der Eigenschaft, dass [S*] — M ein Comparabi-
litygraph ist. Bevor wir uns den aus einem H-Comparabilitygraphen [S*"] abgeleiteten Hilfsgraphen
widmen, wollen wir jedoch kurz einige Sprechweisen im Zusammenhang mit solchen Entfernungsmen-
gen festhalten.

6.1.1 Zulassige und zulassig erweiterbare Entfernungsmengen

Definition 6.1 (Entfernungsmenge) FEine Entfernungsmenge eines H-Comparabilitygraphen [S]
zu einem Plan S € Sgry ist eine ungerichtete Teilmenge M = M C Egiag (S) der Schragkantenmenge.
Wir nennen M zulissig, wenn [S'"] — M ein H-Comparabilitygraph ist, und zulissig erweiterbar,
wenn eine zuldssige Entfernungsmenge M* mit M C M* existiert. Eine Entfernungsmenge, die nicht
zuldssig erweiterbar ist, heif$t unzuldssig.

Man beachte, dass eine nicht zulissige Entfernungsmenge nicht unbedingt unzulissig ist. Ande-
rerseits kann eine Entfernungsmenge auch zuldssig sein, und dennoch zuldssig erweiterbar. Mit dem
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Begriff der Entfernungsmenge folgt unmittelbar eine weitere M6glichkeit zur Formulierung des Pro-
blems IRRED.

Problem TRREDUCIBILITY (IRRED) (#5): Gegeben sei ein Plan S € Sgy fiir
das Open-Shop Problem O || Cpax. Ist jede Entfernungsmenge M C FEgiq4 (S) in [ST] =
(SIJ, Ereg (S) + Egiag (S)) unzuléssig?

Die Antworten auf die Fragen “Existiert eine zulissige Entfernungsmenge in [S?"]?” bzw. “Existiert
eine zulissig erweiterbare Entfernungsmenge in [S'"]?” liefern jeweils Antworten fiir co-IRRED.

6.1.2 Der Faktorgraph und seine Bedeutung

Zur Beschreibung der Zuliissigkeit einer Entfernungsmenge ziehen wir die in [S*"] enthaltenen In-
formationen iiber die Rolle der einzelnen Schrégkanten heran. Vor dem Hintergrund der Zerlegung
der reguldren Kanten eines Plans in Planimplikationsklassen haben Schrigkanten zwei verschiedene
Funktionen. Zum Einen fiihrt ihre Existenz zu I'-Ketten zwischen verschiedenen Planimplikationsklas-
sen. Und zum Anderen verhindert ihre Existenz das Entstehen von I's-Relationen zwischen reguléren
Kanten aus verschiedenen Planimplikationsklassen.

Der Faktorgraph G~

Zur Beschreibung der ersten dieser beiden Funktionen haben wir in Abschnitt 4.2.3 bereits den Fak-
torgraphen Gz = Gz (S) zu einem Plan S € Sgy; kennen gelernt. Als Knoten enthdlt G die
gerichteten Schrigkanten von [S*"], sowie die erweiterten Planimplikationsklassen aus Ps und Pg-1.
Eine (ungerichtete) Kante zwischen zwei Knoten in G# existiert genau dann, wenn zwischen den je-
weils reprisentierten Kanten oder Kantenmengen in [S'"] eine I'-Relation besteht. Der Faktorgraph
ist insbesondere symmetrisch beziiglich der Umkehrung der betrachteten Kanten oder Kantenmengen
aus [S'].

Lemma 6.2 (Anzahl der Knoten und Kanten in Gz) Sei Gr = (Vg, Ex) der Faktorgraph zu
einem Plan S € Sgy; tber einer Operationenmenge SIJ mit n Auftrigen und m Maschinen. Dann
gelten |Vr| = O (n®*m?) und |Ex| = O (n®m?).

Beweis. Die Anzahl der Knoten in G ist beschrinkt durch die Anzahl der Kanten in [S™], |[VF| <
|Estr| = |Ereg (S)] + |Ediag (S)| < [n() +m(5)] + [% (n — 1) (m — 1)] = O (n®*m?). Die Anzahl
der Kanten in Gz ist bestimmt durch die Anzahl der I'-Relationen in [S*]. Da zwei Knoten in
[S"] maximal nm — 2 gemeinsame Nachbarn haben kénnen, kann jede Nichtkante in [S*"] maximal
nm — 2 verschiedene I'-Relationen induzieren. Die Anzahl der moglichen Nichtkanten ist durch die
Anzahl der moglichen Schrigkanten, 2% (n — 1) (m — 1), beschrénkt. Damit gilt |Ex| < [nm —2] -

(22 (n—1)(m—1)] =0 (n®*m?). A ’

In der Abschitzung der Anzahl der I'-Relationen in [S*"] kénnen nicht beide Faktoren gleichzeitig
maximal bzw. minimal sein, da jede mogliche Schrigkante entweder eine Nichtkante, oder aber eine
Schriigkante in [S!"] ist, und daher nur zu genau einem der beiden Faktoren einen Beitrag leistet.
Dennnoch ist eine quadratische Abschétzung der Anzahl der I'-Relationen, und damit der Anzahl der

Kanten in Gz, nicht moglich.

Der Faktorgraph und Entfernungsmengen

Eine zuléissige Entfernungsmenge, die einen Ausgangsplan S € Sgry durch das Umkehren einer Planim-
plikationsklasse P; gegeniiber einer anderen Planimplikationsklasse P, aus der gleichen Implikations-
klasse reduzieren soll, muss aus jeder I'-Kette in [S*"] zwischen P; und P, mindestens eine Schrigkante
enthalten. Jeder I'-Weg zwischen P; und P, muss unterbrochen werden (Satz 4.59). Haben wir nun
eine Entfernungsmenge M C Eyiqq (S) gegeben, die dazu fiihrt, dass P gegeniiber P, verdreht wird,
dann konnen wir aus dem Faktorgraphen ablesen, ob P; und P; in [S”] — M nicht nach wie vor
durch einen I'~Weg verbunden sind. Solange P; und P in Gy — M in einer Zusammenhangskompo-
nente liegen, sind nicht alle I'-Wege zerstort. Mit Gz — M bezeichnen wir dabei den Faktorgraphen,
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aus dem alle Knoten entfernt wurden, die die durch M C Egiqq (S) beschriebenen Schrégkanten re-
prasentieren. In Anlehnung an I'-Graphen konnen wir diesen Zusammenhang mit dem Begriff der
Konsistenz beschreiben (Abschnitt 1.2.4): Der Graph Gz — M heit konsistent, wenn K N K~ =
fiir jede Zusammenhangskomponente K gilt, wobei mit K ~! die Menge der Knoten beschrieben sei,
die die Umkehrkanten in [S'"] der Knoten aus K repriisentieren (Abschnitt 4.2.3).

Konstruktion und Darstellung von G~

Ein Beispiel fiir einen Faktorgraphen und seine Darstellung ist auf Seite 123 angefiihrt (Beispiel
6.6, Abbildung 6.2). Bei der Darstellung von G werden wir typischerweise auf die Darstellung des
gesamten Graphen verzichten, und uns auf die Darstellung aller nichtsymmetrischen Knoten und
Kanten beschrianken. Ferner werden wir die Umkehrmenge einer Kantenmenge P aus Griinden der
besseren Darstellung hiiufig auch mit P statt P~! bezeichnen.

Bemerkung 6.3 (Konstruktion von Gz) Der Faktorgraph G = G# (S) zu einem Plan S € Ss1j
enthdlt Informationen tber die T'-Relationen in einem Comparabilitygraphen. Er kann daher genau
wie der T-Graph in polynomieller Laufzeit bestimmt werden. Auch die Uberprifung eines Teilgraphen
Gr — M auf Konsistenz ist in polynomieller Zeit durchfihrbar.

6.1.3 Der Konsequenzgraph und seine Bedeutung

Wiihrend der Faktorgraph Gz Informationen iiber I'-Wege in einem H-Comparabilitygraphen [S*]
liefert, konnen wir die Informationen iiber die durch die Existenz der einzelnen Schriagkanten verhin-
derten I's-Relationen durch dem sogannten Konsequenzgraphen darstellen.

Konsequenzen aus dem Entfernen von Schrigkanten

Durch das Entfernen von Kanten entstehen in aller Regel neue I' -Relationen. Der Konsequenz-
graph gibt Auskunft dariiber, zwischen welchen Schriagkanten oder Planimplikationsklassen neue I'-
Relationen durch die Entfernung einer Schriigkante e; € Egiqq (S) entstehen.

Definition 6.4 (Konsequenzgraph) Sei [S'| = (SI1.J, Eyeq (S) + Eaiag (S)), mit |Egiag (S)| = d,
der H-Comparabilitygraph zu einem Plan S € Sgry, und sei Ps = {Py,...,P;} die Menge der Plan-
implikationsklassen von S, Erey(S) = P+ ...+ P, + P7' 4+ ... + P;'. Der Konsequenzgraph
Gk = Gk (S) = (Vk, Ex) ist ein gefirbter Multigraph, dessen Knotenmenge aus der Menge der er-
weiterten Planimplikationsklassen von S und S~ und aus der Menge der verbleibenden gerichteten
Schrigkanten Egiqq (S) besteht, Vic C Egiag (S)+Ps+Ps-1. Zwei Knoten e’ und e” aus Vic sind in G
genau dann durch eine ungerichtete Kante der Farbe i € {1,...,d} verbunden, wenn die Entfernung
der Schrigkante e; € Egiag (S) aus [S™] eine I'-Relation zwischen den durch €' bzw. €” reprisentierten
Schragkanten oder Planimplikationsklassen induziert,

Ex = {e/’e\” der Farbe i: €'Te” in [Str] — €, € € Egiag (S)}

Mit G, bezeichnen wir den Teilgraphen von G, der alle mit i gefirbten Kanten enthdlt. Es gilt
G;ciG}ClJr...JrG;Cd.

Der Konsequenzgraph gibt damit insbesondere dariiber Auskunft, welche Planimplikationsklassen
durch die Entfernung einer Schrigkante é; € Egiqg (S) unter Umstéinden miteinander verschmelzen,
d.h. welche Konsequenzen die Entfernung von é; nach sich zieht. Ein Beispiel fiir einen Konsequenz-
graphen und seine Darstellung ist im Beispiel 6.6 auf Seite 123 angefiihrt (Abbildung 6.2).

Das Verschmelzen zweier Planimplikationsklassen durch die Entfernung von é; nennen wir auch
eine direkte Konsequenz. Trivial-stabile Schrigkanten werden als Kanten ihrer jeweiligen (erweiterten)
Planimplikationsklassen behandelt. Da sie in keinem Fall entfernt werden kdnnen, unterscheiden sie
sich nicht von regulidren Kanten. Der Konsequenzgraph ist genau wie der Faktorgraph symmetrisch
beziiglich der Umkehrung der betrachteten Kanten oder Kantenmengen aus [S?"].

Ferner gelten fiir die Anzahl der Knoten und Kanten von G jeweils dieselben Abschétzungen wie
beim Faktorgraphen.
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Lemma 6.5 (Anzahl der Knoten und Kanten in Gg) Sei Gx = (Vi, Ex) der Konsequenzgraph
zu einem Plan S € Sgry tber einer Opemtionenmenge SI1J mit n Auftragen und m Maschinen. Dann
gelten |Vi| = O (n®*m?) und |Ex| = O (n®m?®). Fir die Teilgraphen Gx, mit e € Egiaq (S) gelten

[Vic.| = |Vk| und |Ex,| = O (nm).

Beweis. Die Anzahl der Knoten in G ist beschrinkt durch die Anzahl der Kanten in [S™], |Vi| <
|Ejstr}| = |Ereg (9)] + |Ediag (S)] < [n(5) +m(5)] + [%2 (n— 1) (m — 1)] = O (n*m?). Die Anzahl
der Kanten in G ist bestimmt durch die Anzahl der Dreiecke in [S*"], die mindestens eine Schrigkante
enthalten. Es gilt Gx = UeeEdiaE,(S) Gk.. Da zwei Knoten in [S™] maximal nm — 2 gemeinsame

Nachbarn haben kénnen, kann jede Schrigkante in [S™] in maximal nm — 2 verschiedenen Dreiecken
liegen. Also gilt |Ex. | = O (nm). Mit |Egiag (S)] < 22 (n — 1) (m — 1) = O (n®m?) folgt dann |Ex| <
O (n*m?) - |Ex,| = O (n®*m3). W

Kontraktion der Planimplikationsklassen und Multikanten

Eine neue I'-Relation zwischen zwei beliebigen Kanten aus [S'"] kann jeweils hochstens durch die
Entfernung einer einzigen Kante aus [S'"] induziert werden. Wiirden wir die Knotenmenge von Gy
also abweichend als die Menge aller Kanten aus [S'"] annehmen, dann wiire Gx kein Multigraph.
Multikanten in G entstehen dadurch, dass unter Umstidnden die Entfernung mehrerer verschiedener
Schriigkanten aus [S'"] jeweils unabhiingig voneinander eine I'-Relation zwischen einer Planimplikati-
onsklasse und einer Schriagkante oder einer anderen Planimplikationsklasse induziert.

Durch die Kontraktion aller Kanten einer erweiterten Planimplikationsklasse zu einem einzelnen
Knoten in Gx verlieren wir die Ubersicht, welche Kanten dieser erweiterten Planimplikationsklasse mit
welchen Schrigkanten oder mit welchen Kanten aus anderen Planimplikationsklassen in I'-Relation
liegen. Da (erweiterte) Planimplikationsklassen durch das Entfernen von Schrigkanten jedoch nicht
zerstort werden konnen—TI"g-Relationen konnen dadurch nicht unterbrochen werden (Lemma 4.24
bzw. Satz 4.40)—sind diese differenzierten Informationen fiir uns jedoch nicht weiter relevant. Uns
interessiert lediglich, ob beispielsweise eine Schrigkante, mit irgendeiner Kante aus einer bestimmten
Planimplikationsklasse in I'-Relation steht, oder nicht.

Konstruktion und Darstellung von Gy

Betrachten wir zur Veranschaulichung der Begriffe und Darstellungsmoglichkeiten ein Beispiel. Bei
der Darstellung von Gy verzichten wir genau wie bei der Darstellung von G# aus Griinden der
Ubersichtlichkeit auf die Darstellung von symmetrischen Kanten, und bezeichnen Umkehrmengen
abweichend durch P statt P~

Da die Darstellung des Konsequenzgraphen fiir gréfiere Beispiele sehr schnell uniibersichtlich wird,
werden wir diesen Graphen héiufig durch eine “Farbliste” darstellen, bei der wir jeder Farbe (d.h. jeder
nichttrivial-stabilen Schriigkante des Ausgangsplans) die entsprechend gefirbten Kanten zuordnen.
Diese Kanten in G beschreiben wir durch die jeweils beschriebenen I'-Relationen. Die Verschmelzung
von Planimplikationsklassen und Schrégkanten machen wir hierbei jedoch nicht durch P;I'P;, sondern
der Ubersicht halber durch P; + P; deutlich. Der Vorzug dieser Notation wird sich im Zusammenhang
mit dem Reduktionsgraphen erschlieflen.
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Abbildung 6.1: Der Plan A4s < A zu dem Plan A aus Beispiel 4.44 und seine Schrigkantenmenge.
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Beispiel 6.6 (Faktorgraph und Konsequenzgraph) Wir betrachten erneut den bekannte Plan
A € Ssy1; aus Beispiel 4.8 bzw. 4.44 und seine reduzierende Pline. Hier wollen wir den Plan Asg
betrachten, der aus A durch Umkehren von Py und Py entsteht (Abbildung 6.1).

1 2 3
Aygg = 3 15
2

—

Ayg besteht aus drei verschiedenen Planimplikationsklassen Q1 = Py + Py + Py+ Py, Q2 = P3+ Py und
Q3 = P5s+ Ps + P; + Ps. Der H-Comparabilitygraph [A%3] enthdlt die sechs Schrigkanten 1.4, 1.5, 1.7,
2.5, 2.7 und 9.7. Da alle Planimplikationsklassen von Aus im Faktorgraphen in einer gemeinsamen
Komponente liegen (Abbildung 6.2), ist [A%] prim. Alle drei Planimplikationsklassen liegen in einer
gemeinsamen Implikationsklasse. Aug ist damit insbesondere auch ein normaler Plan. Von den 15
irreduziblen Plinen zu A sind nur die Pline Asss.10, Aaser und Ayisgg auch reduzierende Pldine von
Ay (Abbildung 4.8). Will man nun beispielsweise Q1 gegeniiber Qo umkehren, dann folgt aus Gx

[ G 0, 0,

14 15 17 25 27 97 Q2o7z:%oQ2

[ o
g J 4 g | e et
0, e J J 1.5 .-'. 15
1.7 g 1.7

0, ® :
25 : ©23
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Abbildung 6.2: Der Faktorgraph G (links) und der Konsequenzgraph G zu dem Plan Ass. Wegen
der Symmetrie zwischen A4g und Azsl sind bei beiden Graphen aus Griinden der Ubersichtlichkeit
nur die Hélfte aller Kanten dargestellt.

sofort, dass die Schrigkanten 1.4 und 2.5, die beide in der trennenden Kantenmenge F1 o zwischen Q1
und Q2 liegen, zwingend zur Entfernungsmenge gehéren miissen. Aus Gi kdonnen wir dann ablesen,
dass die Entfernung von 1.4 die Verschmelzung von Q1 mit Qaz, und I'-Relationen zwischen Q und
1.5, sowie zwischen Q3 und 1.7 (bzw. Q3 und 1.7) nach sich zieht (Abbildung 6.2 oder Tabelle 6.1).
Die beiden letzteren sind dabei keine neue Informationen. Bereits in [Ay] liegen Q1 und 1.5, bzw. Q3
und 1.7 jeweils in I'-Relation (vergleiche Faktorgraph Gz).

14| Q14+ Q2 | Qu+15 Qs+1.7
1.5 Qi+14 Qi+25
L7 Q14+Qs | Qs+14 Qs+15 Q1+27
2.5 || Q1+ QQ Q1+1.5 Qg + 2.7
27| Qa4+ Q3 | Q1 +1.7 Q3+25
9.7 || Q1+ Q3

Tabelle 6.1: Der Konsequenzgraph Gx zu dem Plan Ayg in tabellarischer Darstellung. Angegeben sind
die Konsequenzen (rechts), die die Entfernung der jeweiligen Kanten (links) aus [A%%] nach sich ziehen.
Wegen der Symmetrie der I'-Relation ist jeweils nur eine induzierte I'-Relation angegeben.

Bemerkung 6.7 (Konstruktion von Gg) Der Konsequenzgraph G = Gy (S) zu einem Plan
S € Ssyy enthdlt Informationen iber die Kanten zu allen gemeinsamen Nachbarknoten der jeweiligen
Endknoten einer gegebenen Kante aus [S'"]. Diese Informationen konnen bei der Uberpriifung der Be-
dingung der T'-Relation ohne zusditzlichen Aufwand mit ausgelesen werden. Der Konsequenzgraph kann
damit insbesondere in polynomieller Zeit bestimmt werden. Auch die Uberprifung der Konsequenzen
aus dem Entfernen einer gegebenen Schrigkante aus [S™] ist in polynomieller Zeit durchfiihrbar, da
die Anzahl der méglichen Konsequenzen durch die Anzahl der Kanten in [S'"] begrenzt ist.
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6.2 Der Reduktionsgraph

Der Faktorgraph Gz (S) und der Konsequenzgraph G (S) zu einem Plan S € Ssry vermitteln uns
ein genaues Bild von den fiir uns wichtigen Eigenschaften jeder einzelnen Schrigkante. Wir kénnen
ablesen, ob eine Schriagkante in einer trennenden Kantenmenge zwischen zwei gegebenen Planimplika-
tionsklassen liegt, oder ob ihre Existenz die Verschmelzung von einer Planimplikationsklasse mit der
Umkehrung einer anderen verhindert. Im Falle von nichtnormalen Pldnen kénnen wir sogar erkennen,
ob in [S™] Implikationsklassen existieren, die ausschlieflich aus Schrigkanten bestehen.

6.2.1 Der Begriff des Reduktionsgraphen

Die beiden Graphen G und Gy liefern uns damit alle Informationen, um eine gegebene Entfernungs-
menge M C Egiqq (S) auf ihre Zuldssigkeit zu iberpriifen. Dies liefert uns andererseits jedoch auch ein
Test auf Existenz einer transitiven Orientierung auf [S*"] — M. Und das sogar sehr viel schneller. Was
uns ein solcher Test jedoch nicht liefert, ist zum Einen ein Hinweis darauf, wie eine nicht zulédssige,
aber zuléssig erweiterbare Entfernungsmenge M erweitert werden kann bzw. muss. Und zum Anderen
kann uns ein reiner Nachweis, dass [S'"] — M kein Comparabilitygraph ist, keinen Beweis dafiir lie-
fern, dass M nicht nur nicht zuléssig, sondern moglicherweise sogar unzuléssig, d.h. auch nicht mehr
zuléissig erweiterbar ist.

Um auch diese Fragen beantworten zu kénnen, konstruieren wir einen weiteren Hilfsgraphen, aus
dem sich solche Informationen zu einer gegebenen Entfernungsmenge ablesen lassen.

Definition 6.8 (Reduktionsgraph) Sei [S"| = (SIJ, Eycy (S) + Ediag (S)) der H-Comparability-
graph zu einem Plan S € Ss1y. Sei Gx der Faktorgraph, und G der Konsequenzgraph zu S. Fir eine
Entfernungsmenge M C Egiqq (S) entsteht der Reduktionsgraph Gr,, = Gr,, (5) = (Vry, Er,y) aus
Gx durch Hinzufiigen aller Kanten aus Gx, die mit Farben aus M gefirbt sind, und anschlieffendem
Entfernen simtlicher Knoten, die Kanten aus M reprisentieren,

Gr+ |J G| - M

ecM

GRM =

)

wobei mit Gx, der Teilgraph von Gi bezeichnet sein soll, der die mit e € Eqiqq (S) gefirbten Kanten
enthdlt.

Als Ausgangspunkt fiir die Beschreibung von [S*"] — M benutzen wir also den Faktorgraphen
Gz (S) = Gz ([S*]). In diesen Graphen iibertragen wir anschliefend séimtliche Konsequenzen, die
durch die Entfernung von M aus [S*"] ausgeldst werden. Diese Konsequenzen bestehen zum Einen in
der Entfernung von Kanten aus [S*"] (Léschen von Knoten aus G), und zum Anderen in der dadurch
induzierten Entstehung neuer I'-Relationen (Hinzufiigen von Kanten zwischen den verbleibenden Kno-
ten in G ). Entstehen dabei neue I'-Relationen zwischen Planimplikationsklassen, d.h. fithrt die Ent-
fernung einiger Kanten aus M zu der Verschmelzung von Planimplikationsklassen, dann kénnen wir
die entsprechenden Knoten in G £, die diese Planimplikationsklassen repriasentieren zweckméfligerweise
jeweils zu einem gemeinsamen Knoten kontrahieren.

Die Anzahl der Knoten von Gg,, nimmt nicht zuletzt durch solche Operationen fiir wachsende
M ab. Dennoch gelten fiir die Anzahl der Knoten und Kanten des Reduktionsgraphen die gleichen
Abschéitzungen wie fiir den Faktorgraphen und den Konsequenzgraphen.

Lemma 6.9 (Anzahl der Knoten und Kanten in Ggr,,) Sei Gr,, = (Vr,,, Er,,) der Redukti-
onsgraph zu einem Plan S € Sgyy tiber einer Operationenmenge SIJ mit n Auftrigen und m Maschi-
nen. Dann gelten |Vg,,| = O (n*m?) und |Ex,,| = O (n®*m?).

Beweis. Nach Konstruktion ist die Anzahl der Knoten des Reduktionsgraphen beschriankt durch die
Anzahl der Knoten des Faktorgraphen bzw. des Konsequenzgraphen, |Vz,,| < |Vz| = |Vk|. Mit Lemma
6.2 bzw. 6.5 gilt also [Vz,,| = O (n?m?). Die Anzahl der Kanten von Gg,, ist beschrénkt durch die
Summe der Anzahl der Kanten von Gz und Gk, |Er,,| < |Ef| + |Ex| = O (n®m?) + O (n®*m?3) =
O (n*m3). M
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Reduktionsgraphen und Faktorgraphen

Der Reduktionsgraph enth#lt damit sdmtliche Informationen iiber die Planimplikationsklassen in
[S'"] — M und die I'-Relationen zwischen den verbleibenden Schriigkanten untereinander und zwischen
ihnen und den verbleibenden Planimplikationsklassen. Er ist damit identisch zu dem Faktorgraphen
Gz von [S'] — M.

Lemma 6.10 (Reduktionsgraph und Faktorgraph) Sei Gr,, der Reduktionsgraph zu einer Ent-
fernungsmenge M C Egiqq (S) aus einem H-Comparabilitygraph [S™] = (SIJ, Ereq (S)+ Ediag (S)) 2u
einem Plan S € Ssry. Dann gilt Gr,, = GF ([S™] — M).

Beweis. Der Graph [S'"] — M ist ein H-Graph mit einer beliebigen Schriigkantenmenge. Nach Kon-
struktion enthilt Gx,, genau die Informationen iiber [S'"] — M, die der Faktorgraph G abbildet
(Definition 4.31). W

Konsistente Reduktionsgraphen und zulissige Entfernungsmengen

Wir koénnen damit auch den Begriff der Konsistenz des Faktorgraphen auf den Reduktionsgraphen
iibertragen. Der Reduktionsgraph ist konsistent, wenn keine Zusammenhangskomponente in Gz ,, zwei
Knoten enthiilt, die jeweilige Umkehrmengen in [S*"] — M reprisentieren, d.h. wenn K N K~ = () fiir
alle Komponenten K gilt.

Satz 6.11 (Reduktionsgraph) Sei [S"| = (SIJ, Eeq (S) + Ediag (S)) der H-Comparabilitygraph
zu einem Plan S € Ssry, sei M C Egiqq (S) eine Entfernungsmenge, und sei Gr,, der Reduktions-
graph von S beziiglich M. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist zulissig
(i7) [S'™] — M st ein Comparabilitygraph
(7i1) Gr,, ist konsistent.

Beweis. Nach Definition 6.1 ist eine Entfernungsmenge M von [S*"] genau dann zulissig, wenn der
Graph [S*"] — M ein H-Comparabilitygraph ist. Der Reduktionsgraph Gg,, ist der Faktorgraph von
[S'"] — M (Lemma 6.10). Der Faktorgraph ist genau dann konsistent, wenn der I'-Graph, aus dem
er abgeleitet wurde, konsistent ist (Definition 4.31). Der I-Graph von [S'"] — M ist schlieBlich genau
dann konsistent, wenn [S?"] — M ein Comparabilitygraph ist (Folgerung 1.32) W

Bemerkung 6.12 (Konstruktion von Gg,,) Da der Reduktionsgraph Gr,, von einem Plan S €
Ss1y beziiglich einer Entfernungsmenge M michts anderes als der Faktorgraph von [S'™] — M ist,
ist er insbesondere auch polynomiell bestimmbar (mit Bemerkung 6.3). Auch die Uberpriifung von
Gr,, auf Konsistenz ist in polynomieller Zeit durchfihrbar, da es hierzu geniigt, fir jeden Knoten
v € Vg,, mittels Breiten- oder Tiefensuche zu tiberpriifen, ob der Knoten v=! in derselben Komponente
wie v liegt.

6.2.2 Konflikte im Reduktionsgraphen

Wir wissen nun also, woran wir eine zuldssige Entfernungsmenge erkennen kénnen. Aber wie ent-
scheiden wir fiir eine nicht zuléssige, aber zuldssig erweiterbare Entfernungsmenge, welche weiteren
Schrigkanten wir zu dieser Menge hinzufiigen miissen, um zu einer zulédssigen Entfernungsmenge
zu gelangen? Hierzu wollen wir den Begriff eines Konflikts im Reduktionsgraphen einfiithren. Es sei
daran erinnert, dass wir im Zusammenhang mit dem Faktorgraphen die Knoten mit den jeweils re-
priisentierten Kanten oder Kantenmengen aus [S*"] identifizieren kénnen. Das gleiche gilt analog auch
fiir den Konfliktgraphen und den Reduktionsgraphen.

Definition 6.13 (Konflikt I-ter Ordnung) Sei Gr,, = (Vr,,,Er,, ) der Reduktionsgraph zu ei-
nem Plan S € Sgry beziglich einer Entfernungsmenge M C Egiqq (S). Existiert in Gr,, ein Weg
W C Vg,, von einer erweiterten Planimplikationsklasse P; € Vg,, zu threr Umkehrmenge Pfl €
VR s dann beschreibt W einen Konflikt ist Gr,,. Ist W ein inklusions-minimaler Weg, dann nen-
nen wir die Anzahl | > 0 der enthaltenen Schrigkanten die Ordnung dieses Konflikts. Konflikte der
Ordnung | = 0 nennen wir direkte Konflikte. Ein Reduktionsgraph, der keine Konflikte enthdlt, heifit
konfliktfrei.
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Die Auflésung von Konflikten

Jeder Konflikt in Gr,, spiegelt einen I'-Weg in [S'"] — M von einer erweiterten Planimplikationsklasse
P; zu ihrer Umkehrung PZ-_1 wider. Soll M zu einer zuldssigen Entfernungsmenge erweitert werden,
dann muss jeder einzelne diese Konflikte “aufgelost” werden. D.h. jeder dieser I'-Wege muss unter-
brochen werden. Wir haben bereits mehrfach festgestellt, dass eine I'-Relation zwischen zwei Kanten
in einem Graphen durch das Entfernen von Kanten aus diesem Graphen nur genau dann zerstort
werden kann, wenn mindestens eine der beiden Kanten zu den entfernten Kanten gehort. Da regulédre
Kanten nicht aus [S*] — M entfernt werden diirfen, und die Planimplikationsklassen hinsichtlich der
relativen Orientierungen ihrer Kanten unverénderlich sind, kénnen Konflikte in Reduktionsgraphen
somit ausschliefllich durch das Entfernen von beteiligten Schrigkanten aufgelost werden.

Satz 6.14 (Auflésen von Konflikten) Sei durch W C Vg,, ein Konflikt I-ter Ordnung in einem
Reduktionsgraphen Ggr,, zu einem Plan S € Ssyj beschrieben, und sei {e1,...,e;} C W die Menge
der Schrigkanten e; € Egiqg (S) in W. Ist M eine zuldssig erweiterbare Entfernungsmenge, und
M* C Egiaq (S) eine zulissige Erweiterung von M, M C M*, dann gilt e; € M* fir mindestens ein
ie{l,...,1l}.

Beweis. Da M einen Konflikt enthélt, ist M unzuléssig. Ist M jedoch zuldssig erweiterbar, dann
muss der durch W C Vg, beschriebene Konflikt in jeder zuldssigen Erweiterung M™, mit M C M*,
aufgelost sein. Da ein I-Weg in [S'"] — M von einer erweiterten Planimplikationsklasse P; zu ihrer
Umkehrung Pfl ausschliefllich durch das Entfernen einer der beteiligten Schrigkanten unterbrochen
werden kann, muss M* mindestens eine der Schrigkanten ey, ..., e; enthalten. W

Lemma 6.15 (Konfliktfreiheit und Konsistenz) Fin Reduktionsgraph Gr,, ist genau dann kon-
fliktfrei, wenn er konsistent ist, d.h. genau dann wenn M eine zuldssige Entfernungsmenge ist.

Beweis. In einem konfliktfreien Reduktionsgraphen gilt K N K~! = () fiir jede Komponente K C
VR - Er erfiillt damit die Definition der Konsistenz (Definition 4.31 und Lemma 6.10). Der Rest der
Behauptung folgt aus Satz 6.11. W

Satz 6.14 liefert uns einen Hinweis darauf, welche der in [S*"] — M verbleibenden Schrigkanten fiir
eine Erweiterung von M in Frage kommen. Das Problem der Bestimmung einer zuléssigen Erweiterung
von M ist dquivalent zu dem Finden einer Teilmenge der verbleibenden Schrigkanten von [S"] — M,
deren Entfernung aus [S*] — M, d.h. deren Hinzufiigen zu M, simultan simtliche Konflikte in Gg,,
auflost.

Folgerung 6.16 (Auflésen von Konflikten) Sei Gr,, ein Reduktionsgraph zu einem Plan S €
Ssr1y beziglich einer nicht zuldssigen Entfernungsmenge M C Egiqq (S), und seien durch Wi, ..., W, C
Vr,, alle Konflikte in Gr,, beschrieben. Ist M zuldssig erweiterbar, dann gilt fir jede zuldssige Er-
weiterung M* C Egiqq (S) von M C M* und fir alle W; (i = 1,...,s) W; 0N M* # (. D.h. die
Kantenmenge M* — M [dst simultan samtliche Konflikte in Gr,, auf.

Bemerkung 6.17 (zuldssige Erweiterbarkeit und IRRED) FEine nicht zulissige Entfernungs-
menge M ist genau dann zuldssig erweiterbar, wenn jeder einzelne Konflikt im Reduktionsgraphen
Gr,, 2zu dem Plan S € Ssr; auflosbar ist. Konnen wir fir jede Schrigkante e; € Egiag (S) in po-
lynomieller Zeit feststellen, ob die Entfernungsmenge M = {é;} zulissig erweiterbar ist, oder nicht,
dann liegt IRRED in P. Existiert fiir jeden irreduziblen Plan S und jede Entfernungsmenge M = {é;}
mindestens ein erlaubter Rechenweg, der in polynomiell begrenzter Laufzeit beweisen kann, dass M
nicht zulissig erweiterbar ist, dann liegt IRRED in NP. Das wiirde IRRED € NP N co-NP = ZPP*
nach sich ziehen.

Direkte Konflikte und Konflikte erster Ordnung

Eine besondere Bedeutung bei der Bestimmung von Schrigkanten, um die eine nicht zuléssige Entfer-
nungsmenge M erweitert werden muss, kommt dabei den Konflikten der Ordnungen 0 und 1 zu.

Satz 6.18 (direkte Konflikte) Sei Gg,, ein Reduktionsgraph zu einem Plan S € Sgyy beziiglich
einer Entfernungsmenge M C Egiqaq (S). Enthdlt Gr,, einen direkten Konflikt (Konflikt 0-ter Ord-
nung), dann ist M nicht zulissig erweiterbar.
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Beweis. Ein direkter Konflikt in Gr,, ist eine I'-Relation zwischen einer erweiterten Planimplikati-
onsklasse P; und ihrer Umkehrung Pfl. Da alle beteiligten Kanten regulér, und damit nicht entfernbar
sind, ist dieser Konflikt durch keine mogliche Erweiterung von M mehr auflosbar. Fiir jede Entfer-
nungsmenge M*, die M enthilt, M C M*, gilt, dass der Graph [S*"] — M* kein Comparabilitygraph
ist. W

Mit Satz 6.18 steht uns ein sehr schlagkriftiges Kriterium zur Verfiigung, um zwischen nicht
zuléssigen, aber zuléssig erweiterbaren Entfernungsmengen auf der einen Seite, und unzuldssigen Ent-
fernungsmengen auf der anderen Seite, unterscheiden zu kénnen. Das ist ein wichtiger Schritt auf dem
Weg zu der Moglichkeit einer polynomiellen Nachweisbarkeit der Irreduzibilitéit eines Plans.

Folgerung 6.19 (direkte Konflikte und IRRED) Sei Gr,, ein Reduktionsgraph zu einem Plan
S € Ssig beziglich einer Entfernungsmenge M C Egiqq (S). Enthdlt Gr,, einen direkten Konflikt,
dann existiert kein H-Comparabilitygraph G* mit Gsr; C G* C [ST"] — M.

Wahrend direkte Konflikte also unter keinen Umstdnden mehr auflosbar sind, liefern Konflikte
erster Ordnung eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer zuldssigen Erweiterung von M.

Satz 6.20 (Konflikte erster Ordnung) Sei Gr,, ein Reduktionsgraph zu einem Plan S € Sgrs
beziiglich einer Entfernungsmenge M C Egiqq (S), und sei e € Egiqq ([S'] — M) eine Schrigkante aus
[S'"] — M, die in Gr,, einen Konflikt erster Ordnung beschreibt. Ist M zulissig erweiterbar, dann gilt
e € M* fir jede zulissige Erweiterung M* C Egiqq (S) von M, M C M*.

Beweis. Nach Satz 6.14 besteht die einzige Moglichkeit, einen Konflikt erster Ordnung aufzulosen
darin, die einzige beteiligte Schriigkante aus [S*"] — M zu entfernen, d.h. zu der Entfernungsmenge M
hinzuzufiigen. W

Darstellung von Gg,,

Im kommenden Abschnitt widmen wir uns der Ausgestaltung eines konkreten Verfahrens zur Redu-
zierung eines Ausgangsplans. Vorher wollen wir uns jedoch noch die in diesem Abschnitt diskutierten
Eigenschaften von Reduktionsgraphen an einem Beispiel veranschaulichen. Genau wie bei der Dar-
stellung des Faktorgraphen und des Konsequenzgraphen beschriinken wir uns auch hier der Ubersicht
halber auf die Darstellung der nicht redundanten Informationen.

Beispiel 6.21 (Reduktionsgraph) Wir wollen weiter den uns mittlerweile vertrauten Plan A €
Ss1y aus Beispiel 4.8 betrachten. In Beispiel 6.6 haben wir den Faktorgraphen Gz und den Konse-
quenzgraphen Gy des aus A abgeleiteten Plans Ayg bestimmt (Abbildung 6.2 und Tabelle 6.1). Nun
wollen wir uns der Darstellung und Interpretation des Reduktionsgraphen Gr,, von Aus fiir verschie-
dene Entfernungsmengen widmen.

[ [
15 17 25 27 97 15 17 2797
B J 4 A | B B J 4 | B
0+t0, @ J ® 0, +0) 0,t0, ® J J ® 0,+0;
0; @ ® 0 0; @ ® 0;

Abbildung 6.3: Die Reduktionsgraphen Gr,,, von A4g beziiglich der Entfernungsmengen M; = {1/\4}
(links) bzw. My = {1/71, 2/\5} (rechts).

Betrachten wir zundchst beispielsweise die Entfernungsmenge My = {1/71} Aus dem Konsequenz-

graphen Gy (Tabelle 6.1 auf Seite 128) geht hervor, dass die Entfernung der Schrigkante 1.4 die
bereits “bekannten” I'-Relationen zwischen Q1 und 1.5, sowie zwischen Q3 und 1.7, aber auch eine

neue I'-Relation zwischen Q1 und Q"' = Qo induziert. Der Reduktionsgraph GRryy, 18t in Abbildung
6.3 (links) dargestellt. Der einzige Konflikt in Gr,, ist die Schrigkante 2.5, die sowohl zu der Plan-

implikationsklasse (Q1 + Qg), als auch zu (Q1 + Qg)fl = (Ql + Qg) in I'-Relation liegt. Sie bildet
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also einen Konflikt erster Ordnung.
Fiigen wir die Kante 2.5 zu My hinzu, My = My + 25 = {1/71,2/\5}, dann ldsen wir damit diesen

Konflikt auf. Das Hinzufiigen von 2.5 zu der Entfernungsmenge induziert I'-Relationen zwischen Q1
und Qz, zwischen Q1 und 1.5, sowie zwischen Q3 und 2.7 (Konsequenzgraph). Keine dieser Relatio-
nen liefert eine neue Information. Der Reduktionsgraph Gr,,, ist somit konfliktfrei (Abbildung 6.3,
rechts). Der Graph [AY] — My ist ein H-Comparabilitygraph, der aus den beiden Planimplikations-
klassen (Ql + QQ) = (Pl + PQ + pg + p4 + Pg + plO) und Qg = (P5 + PG + P7 + pg) b@St@ht, di@,
zusammen mit den vier Schrdigkanten 1.5, 1.7, 2.7 und 9.7 in einer gemeinsamen Implikationsklasse
liegen. Die beiden Schrigkanten 1.5 und 2.7 sind in dieser transitiven Orientierung nicht transitiv,
und kénnen daher ebenfalls entfernt werden. Dadurch verschmelzen die beiden Planimplikationsklassen
miteinander. Der resultierende Plan ist der irreduzible Plan Assg 1o (vgl. Abbildung 4.8 auf Seite 85).

14 15 17 25 9.7 14 15 25 9.7
J J
0, +0; @ ® 0,+05

Abbildung 6.4: Die Reduktionsgraphen Gg,,, von Asg beziiglich der Entfernungsmengen Mz = {2/\7}
(links) bzw. My = {2/7, 1/\7} (rechts).

Betrachten wir nun alternativ die Entfernungsmenge Ms = {ﬁ} Neben der Verschmelzung von Q2

mit Q3 induziert die Entfernung von 2.7 eine I'-Relation zwischen 2.5 mit Q3 (hervorgehoben in Abbil-
dung 6.4 (links)). Der Reduktionsgraph GRry, 2u My enthilt weder einen direkten Konflikt, noch einen
Konflikt erster Ordnung. Er enthdlt jedoch Konflikte hoherer Ordnung. Beispielsweise ist die Plan-
implikationsklasse (Qg + Qg) tber die Schragkanten 1.4 und 1.7 mit ihrer Umkehrung I'-verbunden
(Konflikt 2-ter Ordnung). Ftwas genauer, liefert jede Kombination einer Kante aus {1.4,2.5} mit
einer Kante aus {1.7,9.7} einen Konflikt 2-ter Ordnung.

Konzentrieren wir uns zundchst nur auf den Konflikt mit den Kanten 1.4 und 1.7, und betrachten wir

das Hinzufiigen von 1.7 zu der Entfernungsmenge. Sei also My = M3 + {ﬁ} Dadurch verschmelzen

die beiden Planimplikationsklassen Q1 und (QQ + Qg) miteinander. Dariiber hinaus entstehen keine
T'-Relationen, die nicht bereits durch die Verschmelzung der beiden Planimplikationsklassen entstanden
sind. Die Induktion einer T'-Relation zwischen Q1 und 2.7 bleibt offensichtlich ohne Auswirkungen, da
2.7 zur Entfernungsmenge gehért. Der Reduktionsgraph Gr,,, zu My (Abbildung 6.4, rechts) enthdlt
nun nur noch einen Konflikt erster Ordnung—die Schrigkante 9.7. Von den urspriinglich 22 = 4
Konflikten 2-ter Ordnung haben sich die beiden Konflikte, die die Kanten 1.7 enthielten, aufgeldst.
Die beiden verbleibenden Konflikte {1.4,9.7} und {2.5,9.7} enthalten beide die Kante 9.7. Sie sind
zu einem Konflikt niedrigerer Ordnung “fusioniert”. Entfernen wir nun noch die Schrdgkante 9.7,
dann ist der resultierende Reduktionsgraph konfliktfrei (die Entfernung von 9.7 induziert keine neuen

I'-Relationen). Der entstehende H-Comparabilitygraph [Aly] — {2/7, 1/.\7, ﬁ} besteht aus der Planim-

plikationsklasse (Q1 + Q2+ Q3) = Py + Py+ P3+ Py+ Ps+ Ps+ Py + P+ Py+ Pyo und den Schrigkanten
1.4, 1.5 und 2.5, die alle drei transitiv in der durch die Planimplikationsklasse induzierten transitiven

Orientierung auf [A%Lg] — {2/\7, 1/.\77 9/\7} sind. Der dadurch beschriebene irreduzible Plan ist der Plan

Ays67-

Hitten wir uns zur Auflosung der Konflikte 2-ter Ordnung im Reduktionsgraphen zu Ms beispiels-
weise fiir die Schragkante 1.4 als nichster zu entfernenden Kante entschieden, dann wdren wir ana-
log zu unserem Vorgehen zu einem Reduktionsgraphen mit einem einzigen Konflikt erster Ordnung
(der Schrigkante 2.5) gelangt. Dieser hitte uns im ndichsten Schritt zu dem irreduziblen Plan Asss.10

gefihrt. W
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6.3 Ein Reduktionsschritt

Das Ziel dieses Kapitels besteht in der Entwicklung eines Verfahrens zur Reduzierung eines Aus-
gangsplans. Im Abschnitt 6.4 werden wir zwei Auspridgungen dieses Verfahrens diskutieren. Beiden
Varianten gemeinsam ist der eigentliche Reduktionsschritt, bei dem eine Menge von Schrigkanten aus
[S'"] — M identifiziert wird, die jeweils einen Konflikt im Reduktionsgraphen Gg,, auflésen, und daher
jeweils zur Erweiterung einer gegebenen Entfernungsmenge M C Ejgiqq (S) benutzt werden kénnen.

6.3.1 Die Erweiterung von zulissigen Entfernungsmengen

Als Ausgangspunkt betrachten wir einen Plan S € Sgyj, und eine gegebene nicht zuléssige Entfer-
nungsmenge () # M C FEgiqq (S). Da M nicht zuléssig ist, [S*] — M also kein H-Comparabilitygraph
ist, der zu einem reduzierenden Plan von S gehort, ist der Reduktionsgraph Gr,, nicht konfliktfrei.
Nach Satz 6.14 miissen wir aus jedem Konflikt mindestens eine Schrigkante zu M hinzufiigen, um zu
einer zulédssigen Entfernungsmenge zu gelangen. Das Hinzufiigen einer Schrégkante aus einem Konflikt
in Gr,, zu der Entfernungsmenge M induziert zunéchst in jedem Fall die Auflésung dieses Konflikts.
Die entsprechende I'-Kette in [S*"]— M zwischen einer Planimplikationsklasse P; und ihrer Umkehrung
P! wird unterbrochen. Andererseits kann die Entfernung einer Schriigkante aus [S*"] — M auch neue
I'-Relationen induzieren, und neue Konflikte hervorrufen. Letztendlich suchen wir also eine Teilmenge
der in [S*] — M noch verbliebenen Schrigkanten, die simultan sémtliche Konflikte in Gg,, 16st, und
dabei keine zusétzlichen Konflikte induziert.

Reihenfolge der Erweiterung

Bei der Bestimmung einer solchen Teilmenge miissen wir jedoch keineswegs sémtliche Variationen der
moglichen Mengen mit je einer Schrigkante aus jedem Konflikt {iberpriifen. Da jeder einzelne der
Konflikte unabhéngig von allen anderen gelost werden muss, geniigt es, die Entfernungsmenge M in
jedem Schritt nur um genau eine Schrigkante zu erweitern.

Lemma 6.22 (zuldssige Erweiterungen) Sei M* eine zulissige Entfernungsmenge zu einem Plan
S € Ssrg. Dann ist jede nichtleere Teilmenge M C M™ zuldssig erweiterbar.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Definition 6.1. Insbesondere existiert keine unzuléssige
Entfernungsmenge M** die Teilmenge einer zuléssig erweiterbaren Menge M, oder einer zuldssigen
Entfernungsmenge M* ist, M** C M C M* (mit Satz 6.18). W

Satz 6.23 (zuliissige Erweiterungen) Sei M eine zulissig erweiterbare Entfernungsmenge, und
seien My, ..., Ms die zulissigen Erweiterungen von M. Dann ist M + é fir e ¢ M genau dann
zuliissig erweiterbar, wenn e € (\J;_, M;) — M gilt.

Beweis. Ist M + é zuldssig erweiterbar, dann gilt nach Voraussetzung M + é C M, fir ein ¢ €
{1,...,s}, und damit e € M; — M. Gilt umgekehrt e € M; — M fiir ein i € {1, ..., s}, dann folgt aus
M C M; (Voraussetzung) M +é C M;. R

Die Idee, wie wir eine nicht zulissige Entfernungsmenge M erweitern, besteht also darin, in jedem
Schritt einen beliebigen Konflikt im Reduktionsgraphen G,, zu identifizieren, und eine der beteiligten
Schrigkanten zur Entfernungsmenge M hinzuzufiigen.

Auswirkungen der Erweiterung auf den Reduktionsgraphen

Bevor wir jedoch den Algorithmus zum Erweitern der Entfernungsmenge M um eine Schréigkante
aufschreiben, wollen wir uns iiberlegen, welche Auswirkungen die Aktualisierung des Reduktionsgra-
phen haben kann, wenn wir uns fiir eine Erweiterungskante é* € Egiqq (S) — M entschieden haben.
Zur néheren Beschreibung der zwei verschiedenen Typen von Knoten in G'z,, vereinbaren wir die
folgenden Bezeichnungen.
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Definition 6.24 (V* und V**) Sei Gr,, = (Vr,,, Er,,) der Reduktionsgraph zu einem Plan S €
Ss1y beziiglich der Entfernungsmenge M C Egiqq (S). Die Knotenmenge Vg, zerfillt in zwei disjunkte
Knotenmengen V* = Vi und V** = Vif, Ve, = Vi + Vi, mit

Vi = {v € Vg, 1 v st erweiterte Planimplikationsklasse in [Str] - M}
Vai = {w € Vg, : w ist keine trivial-stabile Schrigkante in [S*] — M} .

Lemma 6.25 (Anzahl der Knoten in V* und V**) Sei Gr,, = (V37 + V3, Er,,) der Redukti-
onsgraph zu einem Plan S € Sgyy tiber einer Operationenmenge SIJ mit n Auftrigen und m Maschi-
nen. Dann gelten |V3;| = O (n?m?) und |V | = O (n?m?).

Beweis. Die Anzahl der Planimplikationsklassen in [S*"] — M ist beschréinkt durch die Anzahl der
reguldren Kanten in [S™], [Vii| < |Ereg (S)] = n(%) + m(3) = O (n*m?). Die Anzahl der Knoten
in V3 ist beschréinkt durch die Anzahl der méglichen Schriigkanten in [S*], |Vif| < |Eagiag (S)] <
M (p—1)(m—1)=0 (n*m?). B

Aktualisierung des Reduktionsgraphen

Haben wir eine Erweiterungskante é* gefunden, dann miissen wir den Reduktionsgraphen Gr,,. zu
der neuen Entfernungsmenge M* = M + é* bestimmen. Es ist jedoch nicht notwendig Gz, fir
jede Entfernungsmenge M neu aus dem Faktorgraphen G und dem Konsequenzgraphen Gi zu
bestimmen. Wir kénnen Gr,,. auch bestimmen, indem wir den Reduktionsgraphen G'z,, zu der
alten Entfernungsmenge M aktualisieren (Algorithmus updateRedGraph).

Bei dieser Aktualisierung werden die beiden Knoten aus V** entfernt, die die Schrigkanten e*
und (e*)”! reprisentieren, und die Konsequenzen des Entfernens von é* aus [S"] — M, die aus dem
Konsequenzgraphen G abgelesen werden, tibertragen. Das Verschmelzen von Planimplikationsklassen
kann durch die Kontraktion der entsprechenden Knoten v € V* abgebildet werden. Im Zuge dieser
Aktualisierung ist es dariiber hinaus sinnvoll, die transitiven Hiillen der Planimplikationsklassen in
[S'"]—M* zu bestimmen, da es durch das Verschmelzen von Planimplikationsklassen vorkommen kann,
dass einzelne Schrigkanten w € V** in diesen transitiven Hiillen liegen. Solche Schrégkanten sind dann
trivial-stabil, und kénnen in Gz ,,. mit der entsprechenden Planimplikationsklasse v € V* kontrahiert
werden. Da sich dadurch unter Umstédnden erneut Verschmelzungen zwischen Planimplikationsklassen
ergeben, muss dieser Vorgang solange iteriert werden, bis nach Abschluss aller Kontraktionen keine
Kante in Gr,,. zwischen zwei Knoten aus V* existiert.

Algorithmus UPDATEREDGRAPH
Input: Entfernungsmenge M* = M + é*, Gr,, = (V37 + V3i  Eru )s Gk
letzte Erweiterungskante é* ¢ M.
Output: Reduktionsgraph Gr,,. fir M*.
BEGIN {
GRZ\/I* = (GRM —e' - 6_*) + G’Ce*;
while (3 v’ € Eg,,. mit v,v’ € V;;.) do {
Kontrahiere ggf. Knoten aus V};.;
Bestimme die transitiven Hiillen der Planimplikationsklassen v € Vy.;
Kontrahiere ggf. trivial-stabile Schrigkanten w € V. mit
zugehorigen Planimplikationsklassen v € V% ;
b
return Ggr,,.;
b
END.

Lemma 6.26 (Algorithmus updateRedGraph) Der Algorithmus updateRedGraph ist korrekt und
hat einen Aufwand von O (nsms).

Beweis. Der Schritt Gr,,.: = (GRM —e* fe_*) + Gi,. entspricht der Bestimmung von Gg,,.
aus Gr,, nach der Definition des Reduktionsgraphen (Definition 6.8). Alle nachfolgenden Schritte
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verdndern Gr,,., sind aber fiir die Existenz oder Nichtexistenz einzelner Konflikte irrelevant. Sie
fiihren lediglich zu einer iibersichtlicheren Darstellung. Der Algorithmus ist damit korrekt.

Der Aufwand der Ubertragung der Konsequenzen von é aus dem Konsequenzgraphen ist bestimmt
durch |Ek,.| = O (nm) (Lemma 6.5). Der Aufwand der Kontrahierung von Knoten aus V* ist durch
die Anzahl der héchstens zu betrachtenden Kanten bestimmt, |Er,,.| = O (n®*m?®) (Lemma 6.9). Die
Bestimmung der transitiven Hiillen der veréinderten Planimplikationsklassen v € V* ist mit dem Auf-
wand O (’V[Str] 3) =0 (ngmg) moglich (z.B. mit dem Algorithmus von WARSHALL). Der Aufwand
der Kontrahierung von trivial-stabilen Schrégkanten w € V** mit ihren jeweiligen Planimplikati-
onsklassen v € V* kann ebenfalls durch die Anzahl der dafiir hochstens zu betrachtenden Kanten
in Gr,,. abgeschiitzt werden, |Er,,.| = O (ngmg). Der Aufwand der Schleife ist damit beschriankt
durch O (n®m?). Da in jeder Iteration mindestens eine Schréigkante w € V** mit einem v € V* kon-
trahiert wird, wird die Schleife maximal [V**| = O (n?m?) oft durchlaufen. Der Gesamtaufwand von

updateRedGraph kann damit durch O (n2m2 : n3m3) =0 (n5m5) abgeschitzt werden. W

6.3.2 Die Bestimmung von Konflikten

Der Ansatz, eine Entfernungskante, d.h. die Schrigkante, die im aktuellen Reduktionsschritt zu der
Entfernungsmenge M hinzugefiigt wird, zu bestimmen, besteht darin, im Reduktionsgraphen Gg,,
zunéchst einen Konflikt zu identifizieren, und diesen anschlieend aufzulésen, indem eine der beteilig-
ten Schrigkanten als neue Entfernungskante zu M hinzugefiigt wird. Dabei stellen sich mehrere Fra-
gen: Wie konnen wir Konflikte in Gr,, moglichst schnell erkennen? Ist es notwendig bzw. iiberhaupt
moglich, alle Konflikte in Gr,, in polynomieller Zeit zu erkennen? Und nach welchen Kriterien wéhlen
wir den in diesem Schritt aufzulésenden Konflikt aus, wenn mehrere zur Auswahl stehen?

Um den Reduktionsgraphen auf Konsistenz, d.h. auf Konfliktfreiheit zu priifen, geniigt es, die
Zusammenhangskomponenten von Gg,, zu bestimmen, und anschliefend fiir jeden Knoten v € V*
zu priifen, ob der Knoten v~! € V* in derselben Komponente wie v liegt. Die Bestimmung der
Komponenten von Gg,, ist mit Hilfe einer Breiten- oder Tiefensuche in O (|Er,|) = O (n®*m?)
moglich. Sind die Komponenten von Gr,, gegeben, dann ist der Test auf Konsistenz somit in der Zeit
O (|Vry|) = O (n*m?) durchfiihrbar.

Bestimmung aller Konflikte

Wollen wir hingegen nicht nur wissen, ob Gr,, einen Konflikt enthélt, sondern wollen wir auch wissen,
welche Knoten aus Vg,, daran beteiligt sind, dann miissen wir fiir ein v € V*, das zu einem Konflikt
gehort, einen Weg von v zu v~ finden. Es gibt eine ganze Reihe von Algorithmen, die kiirzeste Wege
in ungerichteten Graphen bestimmen. Fiir unsere Zwecke bietet sich beispielsweise der Algorithmus

von DIJKSTRA an. Dieser bestimmt in der Zeit O <|V|2) den Abstand von einem Startknoten v € V

zu allen anderen Knoten eines Graphen G = (V, E).

Lemma 6.27 (Bestimmung aller Konflikte) Sei Gg,, = (Vz,,, Er,,) der Reduktionsgraph be-
ziiglich einer Entfernungsmenge M C Egiqq (S) zu einem Plan S € Sgry tber einer Operationenmenge

mit n Auftrigen und m Maschinen. Dann lassen sich in der Zeit O <|VRM |3) =0 (nGmG) sdmtliche

Konflikte und ihre beteiligten Schrigkanten ermitteln.

Beweis. Mit Hilfe des Verfahrens von DIJKSTRA lassen sich fiir jeden Startknoten v € Vgz,, in der
Zeit O (|VR o |2) die Langen der jeweils kiirzesten Wege zu jedem Zielknoten w € Vg ,, bestimmen. Bei

geeigneter Speicherung der Zwischenschritte kann im Anschluss in der Zeit O (|[Vz,,|) der tatséchliche
Weg von v zu w bestimmt werden. Wird jeder Knoten v € Vg,, als Startknoten betrachtet, dann
kann also in der Zeit O (|VRM| . (|V73M|2 + |VRM|)) =0 (|V72M|3) ein kiirzester Weg von jedem
Startknoten v € Vz,, zu jedem Zielknoten w € Vg,, bestimmt werden. Die beteiligten Schrégkanten
w € V** entlang eines kiirzesten Weges W C Vx,, von einem v € V* zu v=1, W N V**, kénnen
mit konstantem Aufwand ausgelesen werden. Damit konnen also alle Konflikte in Gr,, in der Zeit

O (|VRM|3) bestimmt werden. Mit Lemma 6.9 folgt O (|VRM |3) =0 (nSmf). W
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Bestimmung irgendeines Konflikts

Konzentrieren wir uns darauf, lediglich irgendeinen Konflikt in Gr,, zu bestimmen, dann ist es
nicht notwendig, fiir jeden Startknoten v € V* nach einem Weg zu v~! zu suchen. Es geniigt viel-
mehr, fiir einen einzigen Knoten v € V*, dessen Pendent v~! in der gleichen Komponente wie v

liegt, einen kiirzesten Weg zu bestimmen. Dadurch reduziert sich der Aufwand von O ((anQ)B) auf

o ((n2m2)2). Die Bestimmung der Zusammenhangskomponenten (O (|Ex,,|) = O (n®m?)) und die

einmalige Bestimmung der Knoten des kiirzesten Weges (O (|Vz,,|) = O (n?m?)) aus der Bestimmung

der Lange eines kiirzesten Weges, sind nach wie vor mit geringerem Aufwand realisierbar.

Auswahl eines geeigneten Konflikts

Nach den Sétzen 6.18 und 6.20 kommt den direkten Konflikten und den Konflikten erster Ordnung
eine besondere Bedeutung bei der Bestimmung einer Erweiterungskante zu. Bei Konflikten hoherer
Ordnung stehen jeweils mehrere Schrigkanten als neue Erweiterungskante zur Auswahl. Da keines-
wegs klar ist, ob jede an einem Konflikt beteiligte Schrigkante als Erweiterungskante geeignet ist,
ergibt sich daraus die Gefahr, Fehlentscheidungen zu treffen. Entscheiden wir uns beispielsweise fiir
die Erweiterung einer Entfernungsmenge M um eine an einem Konflikt beteiligte Schrigkante e, von
der wir nicht wissen, dass sie nichttrivial-stabil ist, dann ist M + é keine zuléssig erweiterbare Entfer-
nungsmenge mehr. Unter Umstédnden miissen wir also bei der Auswahl von mehreren zur Verfiigung
stehenden Erweiterungskanten verzweigen.

Im Gegensatz dazu sind die Informationen, die uns direkte Konflikte oder Konflikte erster Ord-
nung liefern, definitiv. Bei der Existenz eines direkten Konflikts wissen wir, dass M nicht mehr zuléssig
erweiterbar ist. Und zwar unabhéngig von allen anderen Konflikten. Bei der Existenz eines Konflikts
erster Ordnung wissen wir, dass M nur genau dann zuléssig erweiterbar sein kann, wenn die betei-
ligte Schrigkante zu M hinzugefiigt wird. Liegen mehrere Konflikte erster Ordnung vor, dann ist die
Reihenfolge, in der M um die entsprechenden Schriagkanten erweitert wird, irrelevant. Fiir eine besse-
re Anschauung ist auch die Vorstellung, dass sdmtliche Schragkanten aus Konflikten erster Ordnung
gleichzeitig zu der Entfernungsmenge M hinzugefiigt werden, geeignet.

Bemerkung 6.28 (mehrere Konflikte erster Ordnung) Sei Gr,, der Reduktionsgraph zu ei-
nem Plan S € Sgyy beziiglich einer Entfernungsmenge M C Egiqq (S), und sei durch N C Egjqq (S) —
M die Menge der Schrigkanten in [S*] — M gegeben, die jeweils einen Konflikt erster Ordnung in
Gr,, beschreiben. Dann ist M genau dann zuldssig erweiterbar, wenn M+N zuldssig erweiterbar ist.

Wihrend bei der Bestimmung aller Konflikte in Gr,, nach Lemma 6.27 auch die direkten Konflikte
und die erster Ordnung entdeckt werden, und sinnvollerweise als erste betrachtet werden, ist es bei der
Bestimmung irgendeines Konflikts daher angebracht, zunéchst direkt nach Konflikten der Ordnungen
0 und 1 zu suchen, und erst anschlielend ggf. einen Konflikt hoherer Ordnung zu finden.

Der Algorithmus findNextEdge besteht daher aus drei Abschnitten. Zunéichst suchen wir nach
der Existenz von direkten Konflikten (Schritt (1)). Enthélt Gr,, keine direkten Konflikte, suchen
wir nach einem Konflikt erster Ordnung. Und nur wenn Gr,, weder direkte Konflikte noch solche
erster Ordnung besitzt, bestimmen wir einen beliebigen Konflikt héherer Ordnung, und wihlen eine
beliebige der beteiligten Schrigkanten. Bevor wir diese gewihlte Schriagkante e* jedoch als neue Er-
weiterungskante akzeptieren, priifen wir, ob die Konsequenzen, die e* induziert, nicht im Widerspruch
zu G'r,, stehen. Dieser Test zielt insbesondere darauf ab, sicherzustellen, dass das Verdrehen der bei-
den Planimplikationsklassen, die durch e* voneinander getrennt werden, nicht die Transitivitdt von
e* induziert. Ist das der Fall, dann ist e* beziiglich der Entfernungsmenge M stabil, und wir miissen
aus den verbleibenden Schrigkanten des ermittelten Konflikts eine neue Kante als Erweiterungskante
bestimmen. Das gilt natiirlich genauso fiir den Fall, dass die Kante e* bereits als (nichttrivial-) stabile
Schréigkante erkannt worden ist. Fithren alle Schrigkanten eines Konflikts zu direkten Konflikten,
dann haben wir dadurch ein Zertifikat dafiir, dass M nicht zuléssig erweiterbar ist.

Lemma 6.29 (direkte Konflikte als Konsequenz) Sei Gr,, der Reduktionsgraph zu einem Plan
S € Sgrg beziiglich einer Entfernungsmenge M C Egiqq (S), und sei durch X C Egiqq (S) — M
die Menge der Schrigkanten eines Konflikts der Ordnung | (I > 1) in Ggr,, gegeben. Enthdlt der
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Reduktionsgraph Gr,,. beziiglich M* = M + é fiir jede Schrigkante e € X einen direkten Konflikt,
dann ist M nicht zuldssig erweiterbar.

Beweis. Nach Satz 6.14 ist M genau dann zuléssig erweiterbar, wenn M + é fiir ein e € X zuléssig
erweiterbar ist. Mit Satz 6.18 folgt jedoch aus den Voraussetzungen, dass M + é fiir jedes e € X nicht
zulissig erweiterbar ist. W

Auswahl einer Entfernungskante

Algorithmus FINDNEXTEDGE
Input: Entfernungsmenge M, Gr,, = (V37 + V3, Er,,) nicht konlfiktfrei, G.
Output: nicht trivial-stabile Schriigkante é* ¢ M, oder “M nicht zuléssig erweiterbar”.
BEGIN {

// (1) Teste auf Existenz direkter Konflikte

forall v € V}; do {

if (vv=! € Eg,,) then return “M nicht zuléssig erweiterbar”;
b
// (2) Teste auf Existenz Konflikter 1. Ordnung
forall v € V}; do {
forall vw € Ex,, do{
if (wv—1 € Ex,,) then {
e*: =w e V) C Egiag (5);
if (Konsequenzen von e* fithren zu direktem Konflikt in G,, or
é* “stabil”) then {
return “M nicht zuléssig erweiterbar”;
b

else return é*;
b
b
b
// (3) Finde irgendeinen Konflikt hoherer Ordnung
Bestimme Zusammenhangskomponenten von Gg,,;
forall v € Vy; do {
if (v und v~! liegt in gemeinsamer Komponente) then {
Finde kiirzesten Weg W C Vgz,, zwischen v und v—!;
X: =WnVys
while (X # 0) do {
Wiihle eine Schrigkante e* € X;
if (Konsequenzen von e* fithren zu direktem Konflikt in Gr,, or
é* “stabil”) then {
X: =X —¢é%
b
else return é*;
b
return “M nicht zuléssig erweiterbar”;
b
b
&
END.

Lemma 6.30 (Algorithmus findNextEdge) Der Algorithmus findNeztEdge ist korrekt und hat
einen Aufwand von O <|VRM|2) = O (n*m?).

Beweis. In Schritt (1) wird ein direkter Konflikt entdeckt, sofern mindestens einer existiert. Dabei
wird fiir jeden Knoten v € V* die Existenz der Kante vv’ € Eg,, iberpriift. Die Laufzeit von
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Schritt (1) kann damit durch O (|V*|) = O (n?m?) (Lemma 6.25) abgeschéitzt werden. In Schritt (2)
wird zu jeder Kante zwischen einem v € V* und einem w € V** die Existenz der Kante zwischen
w € V** und v~! € V* iiberpriift. Dadurch wird ein Konflikt erster Ordnung in diesem Schritt
erkannt, sofern mindestens einer existiert. Die Laufzeit ist dabei beschrinkt durch O (|[V*| - |[V**|) =
O (n®*m? - n?m?) = O (n*m*) (Lemma 6.25). Andererseits wird jede Kante in Gr,, héchstens einmal
betrachtet. Daher ist der Aufwand von Schritt (2) auch beschrinkt durch O (|Eg,,|) = O (n®*m?)
(Lemma 6.25).

Erreicht der Algorithmus den Schritt (3), dann enthélt Gr,, ausschlielich Konflikte hoherer Ord-
nung. (Die Existenz von Konflikten ist durch die Voraussetzung gesichert.) In O (|Ex,,|) = O (n*m?)
lassen sich nun die Zusammenhangskomponenten von Gg,, bestimmen. Anschliefend kann mit der
Laufzeit O (|V*|) ein Knoten v € V* ermittelt werden, der mit v~! € V* in einer gemeinsamen
Komponente von Gr,, liegt, und somit einen Konflikt in Gr,, induziert. Fiir diesen Knoten v € V*
kann dann in der Zeit O (|VRM|2) (beispielsweise mittels des Verfahrens von DIJKSTRA) die Linge
eines kiirzesten Weges zu jedem beliebigen Knoten, insbesondere zu v~! der Komponente bestimmt
werden. Anschlieflend kann ein kiirzester Weg W C Vg, zwischen v und v~ ! aus den Informationen
iiber die Absténde zwischen den Knoten mit dem Aufwand O (|Vg,,|) extrahiert werden (Auslesen des
Wegbaums). Im Anschluss daran erfolgt fiir maximal |X| < [V**| = O (n?m?) Schrégkanten e* jeweils
die Uberpriifung, ob die Entfernung von é* aus [S*"] — M zu direkten Konflikten fiihrt. Dazu miissen
jeweils maximal |Ex,.| = O (nm) (Lemma 6.5) Kanten in G iiberpriift werden. Da alle genannten
Elemente in Schritt (3) nacheinander und jeweils nur einmal ausgefiihrt werden, ergibt sich fiir den

Gesamtaufwand von Schritt (3)
[Eryl) + [0 (V) +0 ([Vay ) + O ([Viy ) + [0 (V) - O (1Ex,. ]|

O
= 0 (n’m?®) + [ (n*m?) + O ((n2m2)2) + 0 (n*m?) + [0 (n*m?) - O (nm)]}
O (n’'m?) + [0 (n'm") + [0 (n*m?) ]
4m4)
Der Aufwand des gesamten Verfahrens betragt damit O (nzmz) + O (n3m3) + O (n4m4)
=0 (n4m4). |
Fiir die zweifelsfreie Erkennung der Stabilitéit einer Kante ist es notwendig, sich zu merken, ob zu

einer ausgewihlten Erweiterungskante e* Alternativen bestanden, oder nicht. Diese Information kann
bei der Bestimmung der Kante e* erhoben, und zusammen mit der Kante {ibergeben werden.

n
n

:(9(

Definition 6.31 (alternativlose Erweiterungskante) Sei M C Eg;q4 (S) eine Entfernungsmenge
zu einem Plan S € Sgry. Sei e* ¢ M eine mit dem Algorithmus findNeztEdge ermittelte Erweite-
rungskante, und sei W C Vg, der Konflikt, der e* enthdlt. Wir nennen e* alternativlos beziiglich M,
wenn sie die einzige Schragkante in W NV ist, die den Konflikt W auflost.

Eine Erweiterungskante ist damit genau dann alternativlos, wenn sie entweder zu einem Konflikt
erster Ordnung gehort, oder wenn alle anderen Kanten eines hoheren Konflikts zu einer nicht mehr
zuléssig erweiterbaren Entfernungsmenge fithren wiirden. D.h. wenn alle anderen Kanten aus X =

W N V** stabil beziiglich M sind.

Nichttrivial-stabile Schrigkanten und nicht trivial-stabile Schrigkanten

In Abschnitt 4.3.3 haben wir den Begriff der nichttrivial-stabilen Schrigkante gepragt. Das sind stabile
Schrigkanten, die nicht trivial-stabil sind, also nicht in einer erweiterten Planimplikationsklasse lie-
gen. Wir miissen in diesem Zusammenhang die Begriffe “nichttrivial-stabile Schrigkante” und “nicht
trivial-stabile Schrigkante” sorgfiltig auseinanderhalten. Wahrend es sich bei einer Kante der ersten
Form definitiv um eine stabile Schrigkante handelt, ist eine Schrigkante, die nicht trivial-stabil ist,
moglicherweise iiberhaupt nicht stabil.

Der Algorithmus findNextEdge liefert als Ergebnis entweder ein Zertifikat, das die Entfernungs-
menge M nicht zuléssig erweiterbar ist, oder eine Erweiterungskante €*, von der wir wissen, dass sie
keine trivial-stabile Schrégkante beziiglich der durch M induzierten Planimplikationsklassen ist. Wir
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konnen uns jedoch nicht sicher sein, dass €* nicht dennoch stabil ist. Gleichwohl ist der enthaltene Test
auf etwaige inkonsistente Konsequenzen in der Lage, auch manche nichttrivial-stabile Schrigkante als
stabile Schriagkante zu erkennen.

Betrachten wir noch einmal den Plan Bay auf Seite 95 (Abbildung 4.10). Bei der Untersuchung
von Konstellationen fiir nichttrivial-stabile Schrigkanten mit zwei beteiligten Planimplikationsklassen
haben wir festgestellt, dass die Kanten 3.5 und 7.5 in Bsy in der trennenden Kantenmenge zwischen
den beiden Planimplikationsklassen P, und P, liegen. Betrachten wir nun die Konsequenzen einer
Entfernung dieser beiden Kanten, dann stellen wir fest, dass beide Schrigkanten sowohl die Ver-
schmelzung von P; mit P», als auch die Verschmelzung von P; mit P, ! induzieren. Die Konsequenzen
jeder dieser beiden Kanten sind also bereits inkonsistent, und die Kanten damit stabil. Der Algorith-
mus findNextEdge erkennt diese Form von nichttrivial-stabilen Schrigkanten. (Entweder in Schritt
(3) oder, im Falle eines Konfliktes erster Ordnung, in Schritt (1) beim néchsten Durchlauf.) Fiir die
nichttrivial-stabile Schragkante in dem anderen Beispiel fiir einen solchen Plan, den Plan Bss auf Seite
91, gilt ein identisches Resultat: die Entfernung der Schrigkante O22033 zieht sowohl P; + P, als auch
P+ P{l nach sich.

6.3.3 Getarnte stabile Schrigkanten

Wir unterteilen die Menge der nichttrivial-stabilen Schrigkante daher in die Menge der Kanten, deren
Stabilitit wir durch den Algorithmus findNextEdge ohne die Notwendigkeit von Verzweigungen in
der Laufzeit O (nﬁmﬁ) beweisen kénnen, und solche stabilen Schriagkanten, deren Stabilitdt wir auf
diese Weise nicht erkennen kénnen. Schrigkanten aus der zweiten Gruppe nennen wir getarnte stabile
Schréigkanten.

Definition 6.32 (getarnte stabile Schrigkante) Sei [S*] = (SIJ, E ey (S) + Ediag (S)) der H-
Comparabilitygraph zu einem Plan S € Ss1y, und sei Gr,, der Reduktionsgraph von S beziiglich einer
Entfernungsmenge M C Egiqq (S). Eine beziglich M stabile Schrigkante e € Egiqq (S), die nicht durch
eine Folge von Konflikten erster Ordnung zu einem direkten Konflikt in Gr,,., mit M +e C M*,
fiihrt, heifst getarnt stabil.

Eine stabile Schréigkante ist beispielsweise hochstens dann getarnt stabil, wenn ihre Entfernung
aus [S*] nicht gleichzeitig P; + P; und P; + ijl impliziert. Auch wenn Konstellationen fiir getarn-
te stabile Schrigkanten mit nur zwei beteiligten Planimplikationsklassen denkbar sind, ist vor dem
Hintergrund der Diskussion zu den Eigenschaften nichttrivial-stabiler Schrigkanten (Abschnitt 4.3.3)
eine Schriagkante mutmaflich vor allem dann getarnt stabil, wenn ihre Stabilitdt nur durch mehr als
zwei verschiedene Planimplikationsklassen induziert wird.

Bemerkung 6.33 (keine Beispiele bekannt) FEs sind bisher keine Beispiele fiir Pline bekannt, die
getarnte stabile Schrigkanten enthalten. Diese Beobachtung korrespondiert mit der Beobachtung, dass
auch keine Beispiele fiir Pline mit nichttrivial-stabilen Schrigkanten und mehr als zwei beteiligten
Planimplikationsklassen bekannt sind (Bemerkung 4.56).

Die Frage der Existenz oder Nichtexistenz von getarnten stabilen Schrigkanten ist eng mit der
Frage der Existenz eines polynomiellen Verfahrens zur Reduzierbarkeit von Plénen verbunden. Der
Begriff der getarnten stabilen Schrigkante beschreibt genau solche stabilen Kanten, bei denen der
Nachweis der Stabilitdt unter Umstédnden nicht mit polynomiell beschrinktem Aufwand moglich ist.

Satz 6.34 (getarnte stabile Schrigkante) Sei Gr,, = (V}; + Vi, Er,,) der Reduktionsgraph
zu einem normalen Plan S € Ssrj beziiglich einer zuldssig erweiterbaren Entfernungsmenge M C
Ediag (S). Ferner sei W C Vg,, ein Konflikt in Gr,,, und e* € X = W NV eine beteilig-
te Schrigkante. Enthdlt S keine getarnten stabilen Schrigkanten, dann kann e* mit dem Aufwand
O (nsms) auf Stabilitdt iberprift werden.

Beweis. Ist e* stabil beziiglich M, dann induziert die Entfernung von é* aus [S"] — M auf direk-
tem Wege und ohne weitere Verzweigungsmoglichkeiten (Folge von Konflikten erster Ordnung) einen
direkten Konflikt. Ist e* nicht stabil beziiglich M, dann ist die Entfernungsmenge M* = M + é*
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entweder zuléssig, oder zuldssig erweiterbar. Die Linge einer solchen Folge von Konflikten erster Ord-
nung ist durch |Egiag (S)| = O (n*m?) beschréinkt. Der Aufwand, in jedem Schritt einen Konflikt
der Ordnung 0 oder 1 zu finden, ist durch O (n®*m?) beschréinkt (Lemma 6.30). Allerdings muss in
jedem Schritt auch der Reduktionsgraph aktualisiert werden. Der Aufwand hierfiir ist gegeben durch
O (|Ediag (S)| - n®*m?) (Lemma 6.26). Andererseits nimmt mit jeder Iteration in updateRedGraph die
Anzahl der verbleibenden Schrégkanten, die zur Erweiterung der Entfernungsmenge zur Verfiigung
stehen, echt ab. Jede Schrigkante aus Egiag (S) — M wird damit im Zuge der Uberpriifung von M
auf die Moglichkeit einer Erweiterung durch eine Folge von Konflikten erster Ordnung hochstens ein-
mal aus V** gestrichen (entweder als Erweiterungskante, oder bei der Kontraktion als trivial-stabile
Schrigkante). Daher ist der Gesamtaufwand dieser Uberpriifung durch O (an2 . (n3m3 + ngmg)) =
@) (nsms) beschrinkt. W

Bemerkung 6.35 (getarnte stabile Schrigkanten und IRRED) Kann gezeigt werden, dass ge-
tarnte stabile Schrdigkanten nicht existieren, dann ist mit Hilfe von findNextEdge ein polynomieller
Test auf Irreduzibilitidt mdoglich. Wire die Nachweisbarkeit der Stabilitit einer nichttrivial-stabilen
Schrigkante zwar von der betrachteten Entfernungsmenge M abhdngig, aber auf mindestens einem
erlaubten Rechenweg mdglich, dann wdre immernoch ein NP-Test fiir Irreduzibilitit realisierbar.

Wie ein solcher NP-Test fiir die Irreduzibilitéit aussehen kann, wollen wir im kommenden Abschnitt
diskutieren. Vorher wollen wir uns jedoch noch einmal den Grund dafiir vergegenwértigen, dass bei der
Abwesenheit von getarnten stabilen Schriigkanten auch ein polynomieller Teil des exponentiell grofien
Suchbaums ausreicht, um bei irreduziblen Pldnen die Irreduzibilitdt auch zu beweisen: Enthélt ein
Plan keine solchen Schrigkanten, dann kann man bei der Auswahl einer Erweiterungskante praktisch
keine Fehler machen. Wahlt man eine stabile Schriagkante als Erweiterungskante, dann ist nicht nur
schnell klar, dass die so erzeugte Entfernungsmenge nicht mehr zuléssig erweiterbar ist. Insbesondere
ist auch sofort klar, in welchem Schritt der Fehler gemacht wurde.

6.4 REDUCING1 und REDUCING2

Nachdem wir nun eine Vorstellung davon haben, wie wir eine Schrigkante aus [S*"] — M finden
konnen, um die wir eine gegebene Entfernungsmenge M C Egyjqq (S) erweitern kénnen, kénnen wir
alle Elemente unseres Reduktionsverfahrens zusammensetzen. Vor dem Hintergrund der Fragen nach
der Existenz oder Nichtexistenz von getarnten stabilen Schrigkanten bzw. der Erkennbarkeit solcher
Kanten, wollen wir den Reduktionsalgorithmus in zwei verschieden Auspriagungen diskutieren. Bei
der Variante Reducingl (Abschnitt 6.4.1) starten wir mit einer beliebigen Schrigkante und versuchen
anschlieffend, diese Entfernungsmenge solange zu erweitern, bis sie zulédssig ist. Gelangen wir dabei
zu einem Widerspruch, dann verwerfen wir die gesamte Entfernungsmenge, und beginnen mit einer
anderen Startkante erneut. Bei der alternativen Variante Reducing?2 (Abschnitt 6.4.2) verzweigen wir
dagegen mit einer Tiefensuchstrategie solange bei jeder Wahlmoglichkeit in einem Schritt, bis wir eine
zuléssige Entfernungsmenge gefunden haben.

6.4.1 Der Algorithmus REDUCING1

Das Ziel beider vorgestellten Varianten unseres Reduktionsverfahrens besteht darin, fiir einen norma-
len Ausgangsplan S € Sgr; entweder einen reduzierenden Plan S* € Sgyy mit S* < S zu finden, oder
nachzuweisen, dass S irreduzibel ist. Fiir die Losung von IRRED ist es nicht notwendig, zu einem
Ausgangsplan S einen irreduziblen Plan zu finden. Es geniigt, einen beliebigen reduzierenden Plan
zu finden. Fiir die Suche nach einem irreduziblen Plan kann dieser gefundene Plan anschliefend sei-
nerseits auf Irreduzibilitdt tiberpriift werden. Da jeder streng reduzierende Plan S* mindestens eine
Schrigkante weniger als S enthélt (Satz 4.2), ist die Anzahl der Iterationen, die durchlaufen werden
miissen, um zu einem reduzierbaren Ausgangsplan S einen irreduziblen Plan zu finden, beschrinkt
durch die Anzahl der Schréigkanten in [S*], d.h. durch Egiaq (S) = O (n?*m?). Existiert also ein poly-
nomieller Algorithmus, der zu einem Ausgangsplan S entweder einen beliebigen streng reduzierenden
Plan S* finden, oder die Irreduzibilitdt von S beweisen kann, dann ist auch die Bestimmung eines
irreduziblen Plans mit polynomiellem Aufwand realisierbar.
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Mit der Variante Reducingl wollen wir uns zunéchst Gedanken iiber eine polynomielle Laufzeit
machen. Dabei miissen wir moglicherweise eine Fehlerquote in Kauf nehmen. Im Gegensatz dazu kon-
zentrieren wir uns bei der Variante Reducing? auf eine exakte Antwort, und miissen unter Umsténden
Abstriche bei der Laufzeit hinnehmen.

Die Grundidee einer polynomiellen Beschriankung

Der relevante Suchraum besteht aus der Menge aller Teilmengen M* C Egiqq (S) der Schriagkanten
des H-Comparabilitygraphen [S?"], die aus einer echt kleineren Entfernungsmenge M durch die Er-
weiterung einer durch den Algorithmus findNextEdge bestimmten Erweiterungskante é* hervorgehen,
M* = M +é*. Dieser Suchraum enthélt zwar typischerweise nicht alle Teilmengen der Schrigkanten—
beispielsweise ist die Entfernungsmenge M = Eg;q4 (S) in aller Regel unzuléssig—, hat aber dennoch
eine exponentielle Grofle.

Um die Laufzeit unseres Reduktionsverfahrens polynomiell begrenzen zu kénnen, betrachten wir
daher im Wesentlichen zu jeder nichttrivial-stabilen Startkante é € Eyiqq (S) genau einen Ast des
Suchbaums. In jedem Reduktionsschritt, bei dem fiir die Erweiterung der Entfernungsmenge mehrere
Schrigkanten zur Auswahl stehen, betrachten wir nur die Auswahl einer einzigen dieser Kanten. Finden
wir auf diesem Weg eine zuliissige Entfernungsmenge M*, dann ist der aus [S*"]— M* resultierende Plan
S* ein streng reduzierender Plan von S, und wir sind fertig. Ist .S jedoch reduzierbar, und wir gelangen
auf diesem Weg zu einer nicht mehr zuléssig erweiterbaren Entfernungsmenge, dann haben wir bei
mindestens einer Wahlmoglichkeit einen Fehler gemacht. Um die polynomielle Beschrénktheit nicht
zu gefahrden, verzichten wir in diesem Fall jedoch auf die Suche nach diesem Fehler. Wir verwerfen
die gesamte Entfernungsmenge, und beginnen mit einer anderen Startkante erneut.

Gab es bei der Bestimmung der unzulédssigen Entfernungsmenge keine Wahlmoglichkeiten, d.h.
fiihrte die Startkante é alternativlos zu einem direkten Konflikt, dann kénnen wir auf die Stabilitét
von é schlieffen. Finden wir mit keiner Startkante eine zuldssige Entfernungsmenge, und konnten
wir nicht die Stabilitéit aller Schrigkanten nachweisen, dann ist nicht klar, ob der Ausgangsplan S
reduzierbar ist, oder nicht.

Die Laufzeit dieser Vorgehensweise bestimmt sich folgendermafien: Zu jeder Startkante é € Eg;qq (S)
betrachten wir maximal |Egiqq (S)| = O (n?m?) viele Reduktionsschritte. Jeder Reduktionsschritt hat
eine Aufwand von O (n®m®) (Algorithmus updateRedGraph). Da wir maximal |Egiqq (S)| = O (n*m?)
viele Startkanten untersuchen, ist die Gesamtlaufzeit beschrénkt durch O (n%m?).

Verbesserung der Aussagekraft bei gleichbleibendem Aufwand

Um sowohl die Trefferchance fiir eine zuléssige Entfernungsmenge, als auch die Nachweischance fiir
eine stabile Schriagkante zu erhohen, konnen wir uns bei gleichbleibendem Aufwand erlauben, bei der
Feststellung der Unzulissigkeit einer Entfernungsmenge zum jeweils letzten Entscheidungsknoten im
Suchbaum zuriickzugehen. Ermitteln wir also in einem Reduktionsschritt zu der Entfernungsmenge
M einen Konflikt hoherer Ordnung, der aus den Kanten X besteht, dann wéhlen wir eine Schrigkante
é* € X als Erweiterungskante, und speichern M’ = M, X’ = X und &' = é* ab.

Fiithrt die Erweiterung von M um die Kante é* in einer Folge von Konflikten erster Ordnung, d.h.
alternativlos, zu einem direkten Konflikt, dann verwerfen wir nicht sofort die gesamte Entfernungs-
menge, sondern betrachten eine andere Kante é** € X’ — &’ als Erweiterungskante von M’. Fiihrt die
Erweiterung von M um die Kante €* in einem spéteren Schritt zu einer erneuten Verzweigung, dann
werden die Daten dieses Entscheidungsknotens gespeichert. In diesem Fall kommen wir auf keinen Fall
mehr zu der Entfernungsmenge M zuriick. Wir verwerfen den Ast im Suchbaum zu einer Startkante é
erst, wenn wir einen Konflikt X’ gefunden haben, bei dem alle Schriigkanten stabil beziiglich M’ sind.

Dadurch, dass wir jeweils nur bis zum letzten Entscheidungsknoten zuriickgehen, also Verzweigun-
gen nur betrachten, wenn sich ein Ast der Verzweigung ohne weitere Verzweigungsmoglichkeiten als
Sackgasse erweist, bleibt das Verfahren insgesamt nach wie vor polynomiell beschrankt.

Wie wir noch sehen werden, ermoglicht diese Vorgehensweise bei Ausgangsplénen, die keine ge-
tarnten stabilen Schrigkanten enthalten, sogar die sichere Entscheidung der Reduzierbarkeit.
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Der Algorithmus REDUCING1

Die eben diskutierte Grundidee eines polynomiell beschrinkten Verfahrens zur Reduzierung von
Plénen spiegelt sich genau wie die angesprochene Verfeinerung im Algorithmus Reducingl wider. Wir
présentieren das Verfahren hier in einer vereinfachten und {iibersichtlicheren Darstellungsweise. Eine
detailliertere Darstellung des gesamten Verfahrens und aller verwendeten Teilprozeduren (in Klam-
mern) ist im Anhang A.1 und A.2 enthalten. Die detailliertere Darstellung dort dient insbesondere
der Abschétzung der Laufzeit. Der Algorithmus Reducingl besteht aus zwei ineinandergeschachtel-
ten Schleifen. Die dufiere Schleife wird maximal |Egiqq (S)| = O (n?m?) oft durchlaufen. Die innere
Schleife enthélt als zentrale Punkte die Bestimmung eine Menge X € V;" der Schriagkanten zu einem
Konflikt im Reduktionsgraphen Gg,, (Prozedur findX, enthélt findNextEdge), und die Aktualisie-
rung von Gr,, (Prozedur updateRedGraph). Sie wird aufgrund der moglichen Riickschritte zum jeweils
letzten Entscheidungsknoten unter Umsténden nicht nur |Egiag (S)| = O (n?m?) oft durchlaufen. Die
Erkennung einer Alternative in einem Entscheidungsknoten als Sackgasse kann jedoch vom logische
Standpunkt aus, auch als Bestandteil der inneren Schleife betrachtet werden.

Algorithmus REDUCING]
Input: [S¥] zu normalem Plan S € Ss7;.
Output: zuldssige Entfernungsmenge M, “S ist irreduzibel”, oder “?” (Versagen).
BEGIN {
Bestimme erweiterte Planimplikationsklassen Pg = { P, ..., P},
Faktorgraph G und Konsequenzgraph Gi;
Setze M: =0, Gr,, = (Vi + Vi Ery): =Grund Y: = Vi
while (Y #0) do {
Wihle ein é € Y (nicht stabil) und setze M: = {é};
Aktualisiere Gr,, (updateRedGraph);
while (Vi — M # () do {
Finde Menge X C V;7* moglicher Erweiterungskanten (findX);
if (X ={é*}) then {
Unterbrich ggf. Schleife, und setze Y: =Y —é,
markiere dabei Startkante é ggf. als stabil (dontBranch);
g

else Wihle ein é* € X (branch);

M: =M + é*

Aktualisiere Gr,, (updateRedGraph);

if (Ggr,, ist konfliktfrei) then return M;

b
i
if (alle e € Y sind stabil) then return “S ist irreduzibel”;
else return “77;

&
END.

Lemma 6.36 (Algorithmus Reducingl) Der Algorithmus Reducingl ist korrekt und hat einen
Aufwand von O (ngmg).

Beweis. Eine Entfernungsmenge M C Egiqq (S) wird nur zuriickgegeben, wenn der zugehorige Re-
duktionsgraph Gr,, konfliktfrei ist. In diesem Fall ist M zulissig, und [S*"] — M ein H-Comparabili-
tygraph, bei dem jede transitive Orientierung auf [S'"] — M einen Plan S* € Sg;; beschreibt, der S
streng reduziert, S* < S. Die Ausgabe “S ist irreduzibel” erfolgt nur dann, wenn jede Schrégkante
e € Egiag (S) entweder trivial-stabil ist (und damit nicht in V** représentiert ist), oder als stabil
erkannt wurde. Dabei wird eine Schrigkante genau dann als stabil erkannt, wenn ihre Entfernung aus
[S'T] alternativlos zu unauflssbaren Konflikten fiihrt. Das geschieht durch eine Reihe von Konflikten
erster Ordnung, die letztendlich entweder zu einem direkten Konflikt fithren, oder zu einem Kon-
flikt hoherer Ordnung, bei dem sémtliche beteiligten Schrigkanten unmittelbar (im néchsten Schritt)
einen direkten Konflikt nach sich ziehen (vgl. detailliertere Darstellungen der Teilprozeduren im An-
hang A.1). Sind alle Schrigkanten stabil, dann ist S irreduzibel (Definition 4.35). Im Falle der Ausgabe
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“?” sind entweder alle Schrigkanten von [S*"] stabil, und die Stabilitét mindestens einer Schrigkante
konnte durch den gewihlten Rechenweg nicht zweifelsfrei (alternativlos) nachgewiesen werden. Oder
zu [S*] existieren zuléissige Entfernungsmengen, von denen keine durch den gewihlten Rechenweg
entdeckt wurde. Der Algorithmus ist damit korrekt.

Die Bestimmung der erweiterten Planimplikationsklassen ist mit dem Aufwand O (n®mS) méglich
(Abschnitt 4.2.7). Die Bestimmung des Faktorgraphen (Lemma 6.2) und des Konsequenzgraphen
(Lemma 6.5) ist genau wie die Uberpriifung von Ggr,, auf Konfliktfreiheit (beispielsweise mittels
Tiefen- oder Breitensuche) mit dem Aufwand O (n®m?) verbunden. Die Aktualisierung des Reduk-
tionsgraphen ist mit dem Aufwand O (n®m®) méglich (Lemma 6.9). Die Teilprozeduren dontBranch
und branch haben jeweils einen Aufwand von O (|Ex,|) = O (nm) bzw. O (|Egiag (S)]) = O (n*m?).
Sowohl die duflere, als auch die innere while-Schleife wird jeweils maximal [V**| = O (| Eg;aq (S)|) oft
durchlaufen, wenn die Erkennung eines Teilasts eines Entscheidungsknoten als Sackgasse logisch als
Bestandteil der inneren Schleife aufgefasst wird. Der Aufwand innerhalb der inneren while-Schleife
ist dann zum Einen durch den Algorithmus findNextEdge (O (n*m?), Lemma 6.30) bzw. den Algo-
rithmus updateRedGraph (O (n5m5), Lemma 6.26) bestimmt. Zum Anderen durch den Aufwand zur
Erkennung eines Teilasts als Sackgasse. Dieser ist nach Lemma 6.34 durch O (n5m5) beschrankt. Der
Gesamtaufwand von Reducingl ist damit bestimmt durch O(nSm® + |Egiag (S)] - (n°m® + |Egiag (S)|-
(n*m* + nSm® + n’m?))) = O(nm® + n?m? - (n*m? - (N®m®))) = O (n®m?). M

NP-Test fiir IRRED?

Der Algorithmus Reducingl ist ein randomisiertes Verfahren mit zweiseitiger Versagenswahrscheinlich-
keit (vgl. Kapitel 2). Ersetzen wir die Ausgabe “?” durch “S ist irreduzibel”, dann wird aus Reducingl
ein randomisiertes Verfahren mit einseitigem Fehler. Wahrend die Ausgabe “S ist reduzierbar” immer
korrekt ist, kann die Ausgabe “S ist irreduzibel” auch bei reduzierbaren Plénen erfolgen. Reducingl
ist damit ein NP-Test fiir die Reduzierbarkeit. Ersetzen wir die Ausgabe “?” durch “S ist reduzierbar”,
dann kann zwar lediglich die Ausgabe “S ist reduzierbar” falsch sein, aber Reducingl wird dadurch
nicht zu einem NP-Test fiir IRRED. Wéhrend in diesem Fall zwar jede abzulehnende (d.h. reduzier-
bare) Instanz auf jedem Rechenweg abgelehnt wird, ist nicht klar, ob auch jede anzunehmende (d.h.
irreduzible) Instanz, auf mindestens einem Rechenweg als irreduzibel erkannt werden kann.

REDUCINGI1 und getarnte stabile Schrigkanten

Moglicherweise existieren Instanzen, die zwar irreduzibel sind, bei denen die Stabilitdt der einzelnen
Schrigkanten aber auf keinem méglichen Rechenweg (d.h. bei keiner zuléissigen Auswahl der jeweiligen
Erweiterungskanten) bewiesen werden kann. Klar ist jedoch, dass, wenn solche Instanzen existieren,
sie getarnte stabile Schrigkanten enthalten miissen.

Lemma 6.37 (Reducingl und getarnte stabile Schrigkanten) Sei S € Sgr; ein normaler
Plan. Enthdlt S keine getarnten stabilen Schrigkanten, dann versagt der Algorithmus Reducingl
nicht (Ausgabe “27).

Beweis. Da die Prozedur findNextEdge (Seite 6.3.2) vor der Suche nach Konflikten hoherer Ordnung
explizit nach solchen der Ordnung 0 bzw. 1 sucht, wird die Stabilitdt von nichtgetarnten stabilen
Schrigkanten bei ihrer Auswahl als Erweiterungskanten durch Reducingl erkannt (Satz 6.34 und
Definition 6.32). Der Algorithmus fihrt dann mit einer alternativen Erweiterungskante fort.
Angenommen, der Algorithmus liefert die Ausgabe “7”. Dann wurde weder eine zulissige Entfer-
nungsmenge entdeckt, noch die Stabilitéit aller Startkanten aus Y festgestellt. D.h. der Algorithmus
hat die Untersuchung mindestens einer Startkante é € Y abgebrochen, ohne diese Kante als sta-
bil zu markieren. Der Abbruch der inneren Schleife in Reducingl erfolgt jedoch nur, wenn jede der
Schrigkanten einer Menge X von beteiligten Schrigkanten eines Konflikts in G'z,, zu einem direk-
ten Konflikt fithrt. Nach Vorraussetzung folgt jeder dieser direkten Konflikte alternativlos aus der
Auswahl der jeweiligen Kante é* € X als Erweiterungskante. Damit ist jedoch die Entfernungsmenge
M, beziiglich der der Reduktionsgraph Gr,, den Konflikt mit den Schrigkanten X enthélt, bereits
unzuléssig (Satz 6.14). D.h. die Schrigkante ¢, um die die Entfernungsmenge M’ in einem friihe-
ren Schritt erweitert worden ist, um zu M = M’ 4 é’ zu gelangen, ist stabil. Nach Voraussetzung
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ist €’ jedoch keine getarnte stabile Schrigkante, und wire von Reducingl erkannt worden (Wider-
spruch). W

Folgerung 6.38 (Versagen von Reducingl) Sei S € Sgr; ein normaler Plan. Versagt der Algo-
rithmus Reducingl (Ausgabe “?7), dann enthdlt S getarnte stabile Schrigkanten. Die Umkehrung
dieser Aussage gilt nicht.

IRRED und P

Enthalt der Ausgangsplan S € Sgry also keine getarnten stabilen Schriagkanten, dann liefert der
randomisierte Algorithmus Reducingl also mit einer Versagenswahrscheinlichkeit von ¢ = 0 eine
richtige Antwort auf die Frage, ob S irreduzibel ist, oder nicht. Reducingl ist in diesem Fall nicht nur
ein NP-Test sowohl fiir die Reduzierbarkeit, als auch fiir die Irreduzibilitdt von S, sondern sogar ein im
weiteren Sinne deterministisches Verfahren. Die Richtigkeit der Antwort héngt nicht vom gewihlten
randomisierten Rechenweg ab. Damit liegt das Problem IRRED in P, sofern keine Pléne mit getarnten
stabilen Schrigkanten existieren.

Satz 6.39 (Reducingl und getarnte stabile Schrigkanten) Sei S € Sgyj ein normaler Plan.
Enthdlt S keine getarnten stabilen Schrigkanten, dann kann der Algorithmus Reducingl mit dem
Aufwand O (n7m7) entscheiden, ob S irreduzibel ist.

Beweis. Nach Lemma 6.36 und 6.37 findet der Algorithmus Reducingl unter dieser Voraussetzung
entweder eine zulissige Entfernungsmenge M oder er beweist die Irreduzibilitit von S. Nach Satz
6.34 kann die Stabilitéit jeder stabilen Schrigkante in der Zeit O (n®m®) erkannt werden. Das gilt
insbesondere fiir jede Startkante é € Y. Zu der ersten Startkante é € Y im Verlauf von Reducingl, die
nicht stabil ist, findet Reducingl in der Zeit O (n?*m? - n®m®) = O (n"m") mit Sicherheit (Vorausset-
zung) eine zulissige Entfernungsmenge. Der Gesamtaufwand ist damit beschrinkt durch |Egjiqq (S)] -
O (n®m®) + O (n"m") = O (n*m? - n°m® +n'm") =0 (n'm"). M

Folgerung 6.40 (IRRED und P) FEuzistieren keine Probleminstanzen von IRRED mit getarnten
stabilen Schrigkanten, dann liegt IRRED in P.

Die Umkehrung von Folgerung 6.40 gilt nicht. Darauf werden bei der Diskussion der Variante
Reducing?2 im folgenden Abschnitt eingehen. Zusammenfassend kénnen wir die Eigenschaften von
Reducingl folgendermaflen formulieren.

Bemerkung 6.41 (Reducingl) Der Algorithmus Reducingl durchsucht einen polynomiell be-
schrinkten Teil des exponentiell grofien Suchraums derart, dass er zu einem reduzierbaren Ausgangs-
plan S € Ssry mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit einen reduzierenden Plan S* € Sgry mit S* < S
findet. Findet er keinen reduzierenden Plan, dann ist S mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit irreduzibel.
Fiir Pline, die keine getarnten stabilen Schrigkanten enthalten, sinkt die Fehler- bzw. Versagenswahr-
scheinlichkeit auf 0.

Ein Beispiel

Bevor wir uns jedoch der Variante Reducing?2 zuwenden, wollen wir uns den Algorithmus Reducingi
sowohl anhand des bekannten Beispielplans A, als auch anhand des Plans Bs4 mit nichttrivial-stabilen
Schrigkanten (Seite 95) veranschaulichen.

Beispiel 6.42 (Reducingl) Wir betrachten zundichst erneut den Plan A € Ss1; aus den Beispielen
4.8, 4.44, 6.6 bzw. 6.21. In den Beispielen 6.6 und 6.21 haben wir den Faktorgraphen Gz (Abbildung
6.2) und den Konsequenzgraphen Gy (Tabelle 6.1), sowie die Reduktionsgraphen Gr,, zu den Ent-

{1/71}, My = {1/21,2/\5} (Abbildung 6.3), Ms = {2/77} und My = {2/77, 1/\7}
(Abbildung 6.4) zu dem aus A abgeleiteten Plan Asg < A betrachtet. Wir wollen diese Entfernungs-
mengen nocheinmal mit der Notation von Algorithmus Reducingl diskutieren.

Sei also Ays € Ssry der Ausgangsplan. [ALg] enthilt 6 Schrigkanten, von denen keine trivial-stabil ist.
D.h. die Menge Y C Eg;qq (Ass) enthilt alle 6 Schrigkanten, Y = Egiqq (Aag). Nehmen wir an, wir

fernungsmengen M,
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wéhlen die Kante é = 1.4 als erste Startkante. Dann gilt M = M. Der Reduktionsgraph Gr,, ist in
Abbildung 6.3 (links) auf Seite 127 dargestellt. Er enthilt keinen direkten Konflikt, aber einen Konflikt

erster Ordnung, die Kante 2.5. Wir wéhlen also die Kante 2.5 als alternativlose Erweiterungskante aus.
Der aktualisierte Reduktionsgraph Gr,, zu der erweiterten Entfernungsmenge M = {1.4, 2.5} =

ist in Abbildung 6.3 (rechts) dargestellt. Er ist konfliktfrei, d.h. die Entfernungsmenge M ist zulissig.
Der Algorithmus terminiert. Der resultierende Plan ist der Plan Asyg.10 < Aug.

Nehmen wir nun an, wir wéhlen die Kante é = 2.7 als erste Startkante. Dann gilt M = Ms. Der Reduk-
tionsgraph ist in Abbildung 6.4 (links) dargestellt. Er enthdilt weder einen direkten Konflikt, noch einen

Konflikt erster Ordnung. Er enthdlt jedoch die folgenden 4 Konflikte 2-ter Ordnung: X1 = {1/71, ﬁ},

X9 = {ﬁ,ﬁ}, X3 = {2/\5, 1/\7} und Xy = {2/\5,9/\7} Nehmen wir an, der Konflikt, den wir mit
Hilfe der Prozedur findNeztEdge finden, ist der Konflikt X = Xy, und nehmen wir an, wir wihlen
von den beiden zur Auswahl stehenden Kanten die Kante é* = 1.7 als Erweiterungskante. Der ak-
tualisierte Reduktionsgraph Gr,, zu der erweiterten Entfernungsmenge M = {2/\7, 1/\7} = My ist in
Abbildung 6.4 (rechts) dargestellt. Er enthdilt einen Konflikt erster Ordnung. Die Auswahl der Kante
¢* = 9.7 ist damit alternativios. Im ndchsten Iterationsschritt zeigt sich, dass die Entfernungsmenge
M = {2/\5, 1./\77 5\7} zuldssig ist. Der resultierende Plan ist der Plan Ayse7 < Ass. Jede andere Wahl

der Menge X im zweiten Reduktionsschritt, und jede Wahl einer der beiden jeweiligen Kanten fihrt
im dritten Reduktionsschritt zu einer zuldssigen Entfernungsmenge, die entweder zu Ayser, oder zu
Asas.10 fihrt.

Betrachten wir nun den Algorithmus Reducingl fiir den irreduziblen Beispielplan Bay auf Seite

2.5 P+P | PL+35 P +75

35| PA+P, P+P | P+25 P +75

75| PP+P P +P | P +25 P +35 P +95
9.5 Pi+P | PL+75

Tabelle 6.2: Der Konsequenzgraph G zum Plan Bay.

95 (Abbildung 4.10). Der Plangraph B, besteht aus 2 wverschiedenen Planimplikationsklassen P
und Py, sowie 9 Schrigkanten, von denen 5 trivial-stabil in Py sind. Die anderen 4 Schrdgkanten
sind nichttrivial-stabil. Die Menge Y C Egiaq (Ba24) enthdlt damit nur die 4 nicht trivial-stabilen
Schrigkanten. Aus dem Konsequenzgraphen Gy (Tabelle 6.2) geht sofort hervor, dass die Kanten 35
und 7.5 stabil sein miissen, da beide sowohl Py + Py, als auch Pi + Py nach sich ziehen. Wir kénnen
beide Schrigkanten daher als stabil markieren (fett gedruckt).

Nehmen wir an, wir wihlen die Kante 2.5 als Startkante, M = {2/\5} Der resultierende Reduktions-

25 35 75 95 35 75 95
[ [ ] [ ]

Abbildung 6.5: Der Faktorgraph Gz (links) und der Reduktionsgraph Gr,, beziiglich der Entfer-
nungsmenge M = {2/\5} zum Plan Bay.

graph Gr,, (Abbildung 6.5, rechts) enthilt keine direkten Konflikte, aber 3 Konflikte erster Ordnung.
Wihlen wir nun beispielsweise die (stabile) Kante é* = 3.5 als neue Erweiterungskante dann kommen

wir zu einer unzulissigen Entfernungsmenge. Da sich die Wahl von 3.5 alternativlos aus der Wahl
der Startkante 2.5 ergeben hat, konnen wir die Startkante é = 2.5 als stabil markieren. Als neue - Start-
kante steht nun nur noch die einzige verbleibende noch nicht als stabil erkannte Schrdigkante 9.5 zur
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Auswahl. Fiir diese Startkante kénnen wir genauso schnell die Stabilitit nachweisen. Da siamtliche
nichttrivial-stabilen Schrigkanten als stabil erkannt worden sind, erkennt der Algorithmus Reducingl
(auf jedem mdglichen Rechenweg) die Irreduzibilitit von Bag.

Wihlen wir im ersten Reduktionsschritt zu der Entfernungsmenge M = {2/\5} keine der beiden bereits

als stabil bekannten Kanten 3.5 bzw. ’7.\5, sondern die Kante ¢* = 9.5 als Erweiterungskante, dann
erkennen wir die Stabilitit der Startkante 2.5 erst im ndchsten Reduktionsschritt. W

6.4.2 Der Algorithmus REDUCING2

Der Algorithmus Reducingl hat also eine polynomiell beschrinkte Laufzeit, und liefert mit einer sehr
hohen Wahrscheinlichkeit ein richtiges Ergebnis. Legen wir dagegen Wert auf eine unbedingte Sicher-
heit des Ergebnisses, dann kénnen wir uns nicht unbedingt auf eine beliebige Wahl eines Astes an
jedem Entscheidungsknoten verlassen. Insbesondere, um die Irreduzibilitidt eines Ausgangsplans be-
weisen zu kénnen, miissen wir alle moglichen Aste eines Entscheidungsknotens ausschliefen. Dadurch
ist eine polynomielle Beschréinkung der Laufzeit grundsétzlich nicht mehr moglich. Wie wir jedoch
sehen werden, kénnen wir die Laufzeit in einigen Féllen dennoch polynomiell abschitzen. Vor allem
Probleminstanzen, die keine getarnten stabilen Schriagkanten enthalten, er6ffnen diese Moglichkeit.

Die Grundidee einer griindlichen, aber dennoch schnellen Suche

Der Algorithmus Reducing? unterscheidet sich vom Algorithmus Reducingl lediglich dadurch, dass
der Teil des Suchbaums zu einer Startkante é € Y nicht gleich bei einem unauflésbaren Konflikt in
einem Ast verworfen wird. Vielmehr werden mit einer Tiefensuchstrategie solange alle Verzweigungen
betrachtet, die sich bei der Auflosung von Konflikten hoherer Ordnung ergeben, bis entweder eine
zuldssige Entfernungsmenge entdeckt wird, oder die Stabilitét der Startkante zweifelsfrei feststeht. Die
Stabilitéit einer Startkante steht dabei unter Umstéinden erst nach der Betrachtung aller Verzweigungen
zu dieser Kante fest. Andererseits kommt bei Reducing2 die Betrachtung alternativer Startkanten
erst in Betracht, wenn von allen vorhergehenden Startkanten die Stabilitdt nachgewiesen worden
ist. Da diese Schrédgkanten nicht mehr fiir die Erweiterung von nicht zulédssigen Entfernungsmengen
in Frage kommen, reduziert sich die Grofle des Suchraums durch jede Schrigkante, deren Stabilitéit
festgestellt wird. Kénnen wir die Reihenfolge, in der die Schrigkanten eines irreduziblen Ausgangsplans
als Startkanten betrachtet werden, so wéhlen, dass zuerst Schrigkanten betrachtet werden, deren
Stabilitéat sich leicht, d.h. ohne grolen Suchbaum, nachweisen lidsst, dann kénnen wir dadurch den
Gesamtaufwand trotz der exponentiellen Abschétzung gering halten.

Bestimmung einer guten Reihenfolge der Kanten aus Y

Wie erkennen wir Schriagkanten, deren mogliche Stabilitdt sich leichter nachweisen ldsst, als die
mogliche Stabilitdt anderer Schrigkanten? Die Stabilitdt von nicht getarnten stabilen Schragkanten
lasst sich ohne jegliche Verzweigung in polynomieller Laufzeit erkennen (Satz 6.34). In diese Gruppe
fallen die trivial-stabilen Schriagkanten, die bei dieser Betrachtung keine Rolle spielen, da sie bereits
bei der Bestimmung des Faktorgraphen G £ erkannt werden, und als Kanten ihrer erweiterten Plan-
implikationsklasse nicht in der Menge Y = V** enthalten sind. In diese Gruppe fallen aber auch
beispielsweise die nichttrivial-stabilen Schrigkanten, die inkonsistente Konsequenzen haben. Der Plan
Bsy auf Seite 4.3.4 enthélt solche Kanten (Beispiel 6.42).

Getarnte stabile Schrigkanten dagegen sind nichttrivial-stabile Schrigkanten, deren Stabilitét sich
erst nach der Betrachtung aller Aste einer mindestens zweistufigen Verzweigung erkennen lisst. Dazu
diirfen die Entfernungsmengen zu den entsprechenden Entscheidungsknoten weder direkte Konflikte,
noch Konflikte erster Ordnung enthalten. Solche Konflikte entstehen in erster Linie dann, wenn die
zuletzt zu der Entfernungsmenge hinzugefiigte Erweiterungskante Konsequenzen nach sich zieht, die
eine oder mehrere Planimplikationsklassen betreffen. Beschrianken sich die Konsequenzen einer Erwei-
terungskante auf neue I'-Relationen von Schrigkanten untereinander (vgl. Abschnitt 4.3.3, Abbildung
4.9), dann kénnen Konflikte niedriger Ordnung daraus unter Umsténden nur entstehen, wenn einige
dieser beteiligten Schrigkanten bereits als stabil erkannt worden sind.

Wird eine getarnte stabile Schrigkante in einem irreduziblen Plan als eine der letzten Startkanten
untersucht, dann sind fast alle Schrigkanten des Plans bereits als stabil bekannt, und die Wahrschein-
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lichkeit ist grof3, dass die getarnte stabile Schrégkante nicht mehr “getarnt” ist. Um die Chancen zu
erhohen, simtliche moglicherweise vorhandenen getarnten stabilen Schrigkanten eines Ausgangsplans
im hinteren Teil in der angeordneten Menge Y = V** anzuordnen, kénnen wir die Reihenfolge der
Kanten in Y daher nach qualitativen Merkmalen ihrer jeweiligen Konsequenzen bestimmen.

Wir gruppieren die nichttrivial-stabilen Schragkanten eines Ausgangsplans in zwei Gruppen. Grup-
pe 1 enthilt alle Schrigkanten, die Konsequenzen zwischen jeweils zwei verschiedenen Planimplikati-
onsklassen induzieren. Die Kanten dieser Gruppe werden als erste in Y angeordnet. Die zweite Gruppe
enthilt alle verbleibenden Schrigkanten. Die Kanten dieser Gruppe werden hinter denen aus der ersten
Gruppe in Y angeordnet. Innerhalb dieser Gruppe erscheint eine Sortierung nach der Anzahl der Kon-
sequenzen unter der Beteiligung von Planimplikationsklassen sinnvoll. Getarnte stabile Schrigkanten
gehoren mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit immer zu der zweiten Gruppe, und werden innerhalb dieser
Gruppe mutmafllich weiter hinten angeordnet (vgl. Abschnitt 4.3.3, Abbildung 4.9).

Bemerkung 6.43 (Bedeutung der Reihenfolge in Y) Werden die nichttrivial-stabilen Schrdig-
kanten in' Y = V** so angeordnet, dass Kanten, die viele Konsequenzen zwischen Planimplikati-
onsklassen untereinander, und zwischen Planimplikationsklassen und Schrdgkanten induzieren, vor
Kanten liegen, die nur wenige Konsequenzen zwischen Planimplikationsklassen und Schrigkanten in-
duzieren, dann steigt dadurch die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Betrachtung einer getarnten stabilen
Schrigkante als Startkante der Suchbaum durch die Kenntnis der Stabilitdt aller vorherigen Startkan-
ten soweit eingeschrdankt ist, dass ein schneller Nachweis der Stabilitdt mdglich wird.

Der Algorithmus REDUCING2

Mit dieser Idee zur Sortierung der Schrégkanten in der Menge Y im Hinterkopf, kénnen wir uns nun
der konkreten Gestaltung von Reducing?2 widmen. Die Betrachtung aller Aste einer Verzweigung wird
durch die sich selbst aufrufende Prozedur findPossibleEdges sicher gestellt. Genau wie im Falle
von Reducingl ist hier lediglich eine etwas vereinfachte Darstellung von Reducing2 angegeben. Der
Grad der Vereinfachung hier ist gegeniiber Reducingl jedoch bedeutend geringer. Eine kommentierte
Darstellung von Reducing? und findPossibleEdges ist in den Anhéingen A.3 bzw. A.1 enthalten.

Algorithmus REDUCING2
Input: [S"] zu normalem Plan S € Sgy..
Output: zuldssige Entfernungsmenge M oder “S ist irreduzibel”.
findPossibleEdges (M, Gr,,, Gk) {
while (V" — M # () do {
Bestimme alternativloses é* (nicht stabil) nach Schritt (1), (2) oder (3)
in findNextEdge(M, Gr,,, Gk), und setze X: = {é*},
oder bestimme X: = W N V¥ nach Schritt (3);
if not (“M nicht zulissig erweiterbar”) then {
while (X # 0) do {
Wiéhle ein é* € X (nicht stabil);
M: =M + é*
updateRedGraph(M, Gr,,, Gk, €*);
if (Ggr,, ist konfliktfrei) then return M;
else findPossibleEdges (M, Gr,,, Gk);
b
b

&
}

BEGIN {
Bestimme erweiterte Planimplikationsklassen Pg = {P1,..., P},
Faktorgraph G+ und Konsequenzgraph Gi;
Setze M: =0, Gr,, = (Vi + Vi Ery): =Grund Y: =V,
while (Y # 0) do {
Wiéhle ein é € Y (nicht stabil);
M: ={e};
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updateRedGraph (M, Gr,,, Gk, €);
findPossibleEdges(M, Y, é);
Markiere é als stabil;
Y: =Y —¢
¥

return “S ist irreduzibel”;

ks

END.

Lemma 6.44 (Algorithmus Reducing2) Der Algorithmus Reducing2 ist korrekt, und hat eine

durch O (n5m5 . 2'Edm9(s)‘) =0 <n5m5 . 2”2m2) beschrinkte mazximale Laufzeit.

Beweis. Der Algorithmus betrachtet zu jeder Startkante é € Y = V** jede sinnvolle Erweiterung
der Entfernungsmenge und sdmtliche ihrer Verzweigungen, bis entweder eine zulissige Entfernungs-
menge M gefunden wird, oder jede Entfernungsmenge als (endgiiltig) unzulissig bewiesen ist. Da
die Konflikte im Reduktionsgraphen Gr,, jeweils unabhéngig voneinander gelst werden miissen, ist
eine Verzweigung in der Auswahl des zu losenden Konflikts im Schritt findNextEdge hierzu nicht
notwendig. Andererseits folgt aus Lemma 6.22 bzw. Satz 6.23, dass jede zuléssige Entfernungsmenge
auf diese Weise entdeckt werden kann. Der Algorithmus ist somit korrekt.

Bei Vermeidung von mehrfacher Betrachtung einer Entfernungsmenge M in verschieden Teildsten
des Suchbaums wird jede mégliche Entfernungsmenge M C Eg;q4 (S) hochstens einmal betrach-
tet.! Bei jeder Betrachtung werden die Kanten eines gewihlten Konflikts mit dem Algorithmus

findNextEdge in O (|VR u |2) = O (n*m*) bestimmt (Lemma 6.30). Die Aktualisierung des Redukti-
onsgraphen nach der Erweiterung von M um eine dieser Kanten erfolgt in O (n°m®) (Lemma 6.26).
Die maximale Anzahl solcher Betrachtungen ist durch O (2|Edm9(5)|) =0 (2”2’”2) beschrankt. Der

Gesamtaufwand ist damit beschréinkt durch O ((n*m* 4+ n®m?) - 2‘Edm9(s)‘) =0 (n5m5 . 2"2’”2). [ |

Fiir reduzierbare Pline S € Sgr; unterscheidet sich Reducing2 kaum von Reducingl. Wihrend
Reducingl solche Pléne in polynomieller Laufzeit mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit reduzieren kann,
findet Reducing?2 mit Sicherheit einen streng reduzierenden Plan, und diesen mit hoher Wahrschein-
lichkeit mit derselben Laufzeit wie Reducingl. Der Grund hierfiir ist, dass der Algorithmus terminiert,
sobald eine zuléssige Entfernungsmenge entdeckt worden ist.

Suchraum h#ufig nicht sehr grof

Obwohl die Grofle des Suchraums nur exponentiell abgeschitzt werden kann, ist er typischerweise
vergleichsweise klein. Insbesondere die Anzahl der irreduziblen Pldne S* zu einem gegebenen Aus-
gangsplan S ist fiir viele Instanzen S € Ssry erstaunlich klein. Die polynomielle Abschitzung der
Laufzeit von Reducing? ist damit in vielen Féllen sehr grob.

In Tabelle 6.3 ist diese Anzahl fiir eine kleine Stichprobe von Instanzen vom Format 3 x 4 bis zum
Format 3 x 12 mit bis zu 34 verschiedenen Planimplikationsklassen angegeben. Die Bestimmung der
Anzahl der irreduziblen Pline erfolgte dabei mit Hilfe des Softwarepakets LiSA [46]. Die Auswahl der
Instanzen erfolgte mit Hilfe eines Programms zur Enumeration aller Pline eines gewéhlten Formats
mit genau k verschiedenen Planimplikationsklassen. Bemerkenswert dabei ist unter anderem, das von
den 20 Instanzen mit 30 oder mehr Planimplikationsklassen, zu denen jeweils iiber eine Millarde
verschiedener reduzierender Pline existieren konnten (2/7sl, Satz 4.40), gerade einmal 3 mehr als
10.000 verschieden irreduzible Pléne besitzen. Fast die Hélfte (9) dieser Instanzen besitzt deutlich
weniger als 1.000 irreduzible Pléne, 4 Instanzen sogar weniger als 100.

IEine solche Vermeidung ist méglich, aber in der gewihlten Darstellung des Verfahrens nicht explizit beriicksichtigt.

In der gegebenen Formulierung ist der Aufwand formal nur beschriankt durch 0(|Edmg (S)“Edmg(s)l)

o ((wemy ).
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|Ps| |.7:[Str]| Format 2/Psl | # irred. Pline |7)5|d |Ereg (S)|z
5 1 3 x4 32 1 125 900
5 1 3 x4 32 1 125 900
6 1 3 x4 64 5 216 900
6 2 3 x4 64 4 216 900
6 2 3 x4 64 4 216 900
7 2 3 x4 128 3 343 900
8 2 3 x4 256 10 512 900
8 4 3 x4 256 6 512 900
8 4 3 x4 256 13 512 900
10 4 3 x4 1.024 11 1.000 900
12 4 3 x4 4.096 68 1.728 900
12 8 3 x4 4.096 38 1.728 900
12 8 3 x4 4.096 47 1.728 900
14 8 3 x4 16.384 107 2.744 900
16 10 3 x4 65.536 131 4.096 900
18 12 3 x4 262.144 188 5.832 900
18 14 3 x4 262.144 426 5.832 900
20 10 3x5 1.048.576 303 8.000 2.025
20 10 3 x5 1.048.576 250 8.000 2.025
22 12 3 x5 4.194.304 1.052 | 10.648 2.025
22 12 3 x5 4.194.304 732 | 10.648 2.025
25 15 3x5 33.554.432 1.546 | 15.625 2.025
25 15 3x5 33.554.432 351 | 15.625 2.025
25 15 3xT7 33.554.432 3.118 | 15.625 7.056
25 15 3xT7 33.554.432 282 | 15.625 7.056
25 15 3 x8 33.554.432 258 | 15.625 11.664
25 15 3x8 33.554.432 483 | 15.625 11.664
27 20 3x5 134.217.728 4.223 | 19.683 2.025
27 20 3x5 134.217.728 3.942 | 19.683 2.025
30 18 3 x5 1.073.741.824 3.311 | 27.000 2.025
30 20 3 x8 1.073.741.824 6.317 | 27.000 11.664
31 20 3 X6 2.147.483.648 5.011 | 29.791 3.969
32 8 3x%x9 4.294.967.296 443 | 32.768 18.225
32 8 3x%x9 4.294.967.296 263 | 32.768 18.225
32 8 3 x 10 4.294.967.296 37 | 32.768 27.225
32 8 3 x 10 4.294.967.296 16 | 32.768 27.225
32 8 3 x 11 4.294.967.296 1.890 | 32.768 39.204
32 8 3 x 11 4.294.967.296 78 | 32.768 39.204
32 8 3 x 12 4.294.967.296 164 | 32.768 54.756
32 8 3 x 12 4.294.967.296 2.869 | 32.768 54.756
32 12 3 x9 4.294.967.296 40.044 | 32.768 18.225
32 20 3 x9 4.294.967.296 2.074 | 32.768 18.225
32 20 3x%x9 4.294.967.296 127 | 32.768 18.225
32 20 3x%x9 4.294.967.296 6.937 | 32.768 18.225
32 20 3x%x9 4.294.967.296 37.735 | 32.768 18.225
34 8 3 x 10 17.179.869.184 28 | 39.304 27.225
34 8 3 x 10 17.179.869.184 253 | 39.304 27.225
34 18 3 x9 17.179.869.184 3.674 | 39.304 18.225
34 18 3x9 17.179.869.184 24.872 | 39.304 18.225
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Tabelle 6.3: Die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Pline S* < S (Spalte 5) zu einer willkiirlich
gewihlten Stichprobe von Probleminstanzen. Neben einigen Kennzahlen zur Beschreibung dieser In-
stanzen (Spalten 1 bis 3) sind auch einige daraus abgeleitete Kennzahlen angegeben (Spalte 4, und

Spalten 6 und 7).
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Polynomielle Beschrinkung der Laufzeit

Fiir eine groBe Gruppe von Instanzen kénnen wir den Aufwand von Reducing?2 tatsiichlich sogar
polynomiell abschétzen.

Lemma 6.45 (Reducing? und getarnte stabile Schrigkanten) SeiS € Sgr; ein normaler Plan,
der keine getarnten stabilen Schrigkanten enthdlt. Dann ist die Laufzeit von Algorithmus Reducing2

fir S beschrinkt durch O (n7m7).

Beweis. Enthélt S keine getarnten stabilen Schrégkanten, dann wird jede stabile Schriagkante al-
ternativlos erkannt, und Verzweigungen entstehen nur bei zuléssig erweiterbaren Entfernungsmengen
M. Jede Erweiterung von M um eine nichtstabile Schrigkante é* fithrt erneut zu einer zuléssig er-
weiterbaren Entfernungsmenge M* = M + é*. Da der Algorithmus terminiert, sobald eine zuléssige
Entfernungsmenge gefunden ist, erfolgt ein Riickschritt zu einer bereits besuchten Verzweigung im
Suchbaum nur im Falle einer stabilen Schrigkante. Der Ablauf von Reducing?2 ist damit identisch zu
dem von Reducingl. Insbesondere ist damit auch der Aufwand von Reducing?2, genau wie der von
Reducingl, durch O (nm") (Satz 6.39) beschrénkt. W

Folgerung 6.46 (Reducingl und Reducing2) Sei S € Ssyy ein normaler Plan, der keine getarnten
stabilen Schrigkanten enthdlt. Dann sind die Algorithmen Reducingl und Reducing2 identisch.

REDUCING2 und Pline mit getarnten stabilen Schrigkanten

Bei Plianen, die keine getarnten stabilen Schrigkanten enthalten spielt es also keine Rolle, welche der
beiden Auspriagungen unseres Reduktionsverfahrens wir benutzen. Wir finden fiir reduzierbare Plidne
immer einen reduzierenden Plan, und erkennen irreduzible Pldne mit polynomiellem Aufwand. Wie
stehen unsere Chancen bei Plédnen mit getarnten stabilen Schrigkanten? Sind sie reduzierbar, dann ist
Reducingl ein NP-Test fiir die Bestimmung eines reduzierenden Plans (Abschnitt 6.4.1). Abhiingig
vom gewéhlten Rechenweg, besteht die Chance, eine zuléssige Entfernungsmenge zu entdecken. Das
gleiche gilt fiir Reducing2. Genau wie bei Reducingl besteht auch hier die Mdoglichkeit, in jedem
Schritt die richtige Entscheidung zu treffen.

Fangen wir mit einer nicht stabilen Schrigkante an, und finden eine zuléssige Entfernungsmenge
ohne die Betrachtung von mehreren Asten einer Verzweigung, dann kénnen wir die Reduzierbarkeit
des Ausgangsplans sogar mit dem Aufwand O (n6m6) entscheiden. Die duflere Schleife wird dann nur
genau einmal begonnen, und der Aufwand innerhalb der inneren Schleife ist mit dem Argument zu der
Aktualisierung des Reduktionsgraphen innerhalb dieser Schleife (Satz 6.34) nur durch den Aufwand
von findNextEdge (O (n*m?)) beschréinkt.

Untersuchen wir dagegen irreduzible Pliane mit getarnten stabilen Schrigkanten, dann kann der
Aufwand unter Umstédnden dennoch polynomiell beschriankt bleiben. Entscheidend hierfiir ist die Wahl
eines Rechenweges von Reducing2, bei dem die getarnten stabilen Schridgkanten nicht schon frith
als mogliche Startkanten einer Entfernungsmenge untersucht werden. Sortieren wir die Schrégkanten
aus der Menge Y der jeweiligen Startkanten, wie zu Beginn dieses Abschnitts diskutiert, nach nich-
steigender Anzahl von Konsequenzen, die Planimplikationsklassen betreffen (Bemerkung 6.43), dann
haben wir genau dann eine Chance auf den Nachweis der Irreduzibilitdt eines Plans mit getarnten
stabilen Schrigkanten mit polynomiellem Aufwand, wenn der Plan neben diesen getarnten stabilen
Schrigkanten auch viele nicht-getarnte stabile Schrigkanten enthalt.

Bemerkung 6.47 (Anzahl von Schrigkanten) Sei S € Ssy; ein normaler Plan, der getarnte
stabile Schrigkanten enthdlt. Dann enthdlt der H-Comparabilitygraph [S™] zu S eine grofie Anzahl
von Schrigkanten, die nicht alle getarnte stabile Schrigkanten sein kénnen.

Begriindung. FEine getarnte stabile Schriigkante gewinnt ihre Tarnung aus der Existenz vieler verschie-
dener transitivierender Wege (vgl. Abschnitt 4.3.3). Dadurch ergeben sich in [S?"] fast vollstéindige
Teilgraphen als Teilstrukturen (vgl. Abbildung 4.9) mit einer grofien Anzahl von Schrigkanten. Diese
Konstellationen induzieren von dem Hintergrund der Bemerkung 4.57 (Konstruktion von Beispielen)
eine noch viel groflere Anzahl von Schriagkanten. Die Funktionen, die diese Schrigkanten dabei erfiillen
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miissen (Bemerkung 4.57), vertragen sich dabei sehr schlecht mit den Eigenschaften von nichttrivial-
stabilen Schrigkanten. Insbesondere induziert jeder minimale regulire Weg der Kantenldnge ! min-
destens [ — 1 Eckkanten. Die Existenz eines Plans S, der zu einem erheblichen Anteil aus getarnten
(nichttrivial-) stabilen Schrigkanten besteht, muss daher als absolut unwahrscheinlich betrachtet wer-
den. W

Bemerkung 6.48 (polynomielle Laufzeit) Sei S € Ssyy ein normaler Plan, der getarnte stabile
Schrigkanten enthdlt. Der Algorithmus Reducing2 kann unter Umstdnden dennoch in polynomiell
beschrinkter Laufzeit entscheiden, ob S irreduzibel ist, oder nicht.

Begriindung. Der Algorithmus Reducing? ist ein randomisiertes Verfahren. Ist S reduzierbar, dann
kann bei geeigneter Wahl der Startkante unter Umstédnden in der Zeit O (|Edmg (9)] - |V73M|2)

= O (n®mS) ein reduzierender Plan bestimmt werden (co-IRRED liegt in NP). Sei S also irredu-
zibel. Dann ist der Nachweis der Stabilitéit einer getarnten stabilen Schrégkante é € Y moglicherweise
erst nach der Betrachtung eines erheblichen Teils des Suchbaums zu dieser Kante moglich. Anderer-
seits ist es jedoch auch moglich, dass der Nachweis der Stabilitét aller anderen Schréigkanten jeweils in
polynomieller Zeit moglich ist. Wird in einem solchen Fall die getarnte stabile Schriigkante é als eine
der letzten Startkanten betrachtet, dann kann ihre Stabilitdt sofort erkannt werden, da mindestens
einer der Konflikte, die sie induziert, nicht mehr auflésbar ist, da alle beteiligten Schrigkanten stabil
sind. W

NP-Test fiir IRRED

Existieren also keine Probleminstanzen mit getarnten stabilen Schrigkanten, dann sind die Verfahren
Reducingl und Reducing? identisch, und l6sen beide das Problem IRRED fiir jede Probleminstanz
mit polynomiellem Aufwand. Das Problem IRRED liegt damit in P. Existieren andererseits Proble-
minstanzen mit getarnten stabilen Schrigkanten, dann kénnen wir fiir diese Instanzen das Problem
IRRED dennoch durch einen nichtdeterministischen Algorithmus mit polynomiell beschrankter maxi-
maler Laufzeit 16sen, sofern der Anteil der getarnten stabilen Schrigkanten an allen Schrégkanten klein
ist. Durch eine geeignete Sortierung der Kanten in der Menge Y haben wir Einfluss auf die Wahr-
scheinlichkeit, einen giinstigen Rechenweg zu finden. Existieren keine Probleminstanzen mit einem
hohen Anteil an getarnten stabilen Schrigkanten, dann liegt IRRED nicht nur in co-NP (Folgerung
4.4), sondern auch in NP, und damit in ZPP* = NP N co-NP.

Satz 6.49 (NP-Test fiir IRRED) FEzistiert zu jedem irreduziblen Plan S € Ssyj, der getarnte sta-
bile Schrigkanten enthdlt, mindestens eine Nummerierung der Schragkanten {é1,...,é:} = Egiag (S),
so dass die Stabilitit einer Startkante é; unter der Voraussetzung der Stabilitdt von é1,...,é;_1 durch
eine Folge alternativioser Erweiterungskanten erkannt werden kann, dann liegt das Problem IRRED
in ZPP* = NP Nco-NP.

Beweis. Der Algorithmus Reducingl ist ein co-NP-Test fiir IRRED. Jeder reduzierbare Plan kann
auf mindestens einem erlaubten Rechenweg in polynomieller Zeit streng reduziert werden. Daher
muss nur noch gezeigt werden, dass auch ein NP-Test fiir IRRED existiert. Wir zeigen, dass unter
der Voraussetzung Reducing?2 ein solcher NP-Test fiir IRRED ist. Dazu miissen wir zeigen, dass die
Irreduzibilitdt einer beliebigen Instanz von IRRED auf mindestens einem erlaubten Rechenweg in po-
lynomiell beschrankter Laufzeit nachweisbar ist. Fiir Plane, die keine getarnten stabilen Schrigkanten
enthalten, 16st Reducing2 das Problem IRRED sogar immer in polynomiell beschrinkter Zeit (Lem-
ma 6.45). Es bleibt also zu zeigen, dass Reducing? die Stabilitét aller Schrigkanten eines beliebigen
irreduziblen Plans S € Sgr, der getarnte stabile Schrigkanten enthélt, auf mindestens einem erlaub-
ten Rechenweg nachweisen kann. Wihlen wir die Startkante é € Y beim i-ten Durchlauf der dufleren
Schleife von Reducing?2 in der geeigneten Reihenfolge é4, ..., é;, dann kénnen wir nach Voraussetzung
die Stabilitdt von é auf einem erlaubten Rechenweg mit polynomiellen Aufwand nachweisen. W

IRRED und NPI

Fiihrt die diskutierte Sortierung der Kanten aus Y dazu (Bemerkung 6.43), dass dadurch fiir jede
Instanz mit getarnten stabilen Schrégkanten ein erlaubter Rechenweg gefunden wird, der den poly-
nomiellen Nachweis der Reduzierbarkeit bzw. der Irreduzibilitit ermoglicht, dann liegt IRRED sogar
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trotz der Existenz von Instanzen mit getarnten stabilen Schrigkanten in P C NP N co-NP. Existieren
Instanzen, bei denen diese Sortierung nicht zu einem gewiinschten Rechenweg fithren, dann ist IRRED
moglicherweise ein NP-unvollstdndiges Problem.

Folgerung 6.50 (IRRED und NPI) Das Problem IRRED liegt genau dann in der Klasse NPI
(NP — incomplete), wenn es irreduzible Instanzen mit getarnten stabilen Schrigkanten gibt, deren
Schraigkanten sich immer so nummerieren lassen, dass ein sukzessiver polynomieller Nachweis der
Stabilitdt jeder Schrdagkante mdoglich ist, aber diese Nummerierung nicht immer mit polynomiellem
Aufwand entdeckt werden kann.

Die Eigenschaften von Reducing2 koénnen wir damit folgendermafien zusammenfassen.

Bemerkung 6.51 (Reducing2) Der Algorithmus Reducing2 durchsucht solange den gesamten ex-
ponentiell grofien Suchraum, bis er einen streng reduzierenden Plan S* € Ssry zu dem Ausgangsplan
S € Ssyj findet. Ist S reduzierbar, dann findet der Algorithmus einen reduzierenden Plan S* mit sehr
hoher Wahrscheinlichkeit in polynomiell beschrinkter mazimaler Laufzeit. Fiir Instanzen von IRRED,
die keine getarnten stabilen Schrigkanten enthalten, stimmt Reducing2 mit Reducingl tberein. Fiir
Instanzen von IRRED, die getarnte stabile Schrigkanten enthalten, ist die Wahrscheinlichkeit hoch,
dass sie dennoch auf mindestens einem erlaubten Rechenweg mit polynomiell beschrdinktem Aufwand
gelost werden konnen. Die Frage, ob Instanzen von IRRED existieren, fiir die Reducing?2 kein NP-Test
ist, bleibt genauso offen, wie die Frage, ob tberhaupt Instanzen existieren, fir die Reducing2 keine
polynomiell beschrinkte Laufzeit hat.

6.4.3 Enumeration aller reduzierenden Pline

Der Algorithmus Reducing?2 ist natiirlich auch prinzipiell geeignet, alle streng reduzierenden Pline
zu einem Ausgangsplan zu enumerieren. Neben der Enumeration aller Rekombinationen der Plan-
implikationsklassen und der Enumeration aller Teilmengen der jeweiligen Schrigkantenmenge, stellt
er nicht nur eine zielgerichtete Verzweigungsstrategie zur Verfiigung. Fiir Instanzen ohne getarnte
stabile Schriagkanten ist diese Verzweigungsstrategie sogar optimal, da jede Verzweigung, die nicht so-
fort als Sackgasse endet, zu einer zulédssigen Entfernungsmenge fithrt. D.h. es werden keine unnotigen
Verzweigungen betrachtet.

Eine solche Enumeration liefert insbesondere auch alle irreduziblen Plidne zu einem Ausgangsplan
oder einer Operationenmenge. Das Verfahren bietet also auch eine Alternative zu den von BRASEL
ET AL. [13] angewandten Methoden zur Bestimmung der Anzahl der irreduziblen Pline fiir kleine
Formate (Tabelle 4.2 auf Seite 67).

Satz 6.52 (Enumeration aller reduzierenden Pline) Sei S € Sgr; ein Plan. Mit Hilfe von
Reducing?2 lassen sich simtliche streng reduzierenden Pline S* < S von S enumerieren.

Beweis. Wird bei der Riickgabe einer zulissigen Entfernungsmenge in Reducing?2 auf die Terminie-
rung des Verfahrens verzichtet, und wird mit jeder zulissigen Entfernungsmenge das Verfahren erneut
gestartet, dann enumeriert Reducing?2 sdmtliche zuléssige Entfernungsmengen M* C Egiqq (S). W

Wichtig in diesem Zusammenhang ist jedoch, dass bei einem Aufruf des Verfahrens im Falle einer
zuldssigen Entfernungsmenge M* C Egjq4 (S) die Verzweigung mit den Schrigkanten aus [S*] — M*
erfolgt. Wird zu M™ erst ein resultierenden Plan bestimmt, d.h. eine transitive Orientierung auf
[S'"]—M* gesucht, dann werden dadurch unter Umstéinden Schriigkanten entfernt, die in reduzierbaren
Plénen zum Ausgangsplan S enthalten sind. Solche Plane kénnen moglicherweise nicht auf andere
Weise generiert werden.

Bevor wir jedoch das Kapitel zu dem vorgeschlagenen Reduktionsalgorithmus beenden, wollen wir
noch kurz auf die Moglichkeiten der Konstruktion irreduzibler Pldne durch das Hinzufiigen von
Schragkanten zum H-Graph Ggr; eingehen. Auch dieses Verfahren ist prinzipiell geeignet, alle ir-
reduziblen Pline zu einem Ausgangsplan zu enumerieren. Direkt abgeleitet werden kann aus dieser
Konstruktionsmoglichkeit ein Konzept fiir eine Nachbarschaft zwischen den irreduziblen Plénen eines
Ausgangsplans.
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6.5 Konstruktion irreduzibler Pline durch Hinzufiigen von
Schrigkanten

Der im vorherigen Abschnitt beschriebene Reduktionsalgorithmus versucht in beiden Auspriagungen
(Reducingl und Reducing?2), einen streng reduzierenden Plan zu einem Ausgangsplan zu finden, in-
dem er zielgerichtet Schrigkanten entfernt, um dadurch Konflikte im Reduktionsgraphen aufzultsen.
Nun wollen wir kurz den umgekehrten Weg betrachten, und Schrigkanten zum H-Graphen Ggy hin-
zufiigen, bis wir bei einem irreduziblen Plan angelangt sind. Dabei wollen wir jedoch nicht iiber alle
Schrigkantenmengen mit beispielsweise hochstens r Elementen enumerieren miissen. Stattdessen wol-
len wir die Informationen, die uns der Faktorgraph und der Konsequenzgraph bieten, dazu nutzen,
Schrigkanten zum Einfligen zielgerichtet auswéhlen zu koénnen. Um einen Bezug fiir die Definition
eines Faktorgraphen bzw. Konsequenzgraphen zu haben, benétigen wir fiir diesen Ansatz einen Aus-
gangsplan S € Sgr.

Der Reduktionsgraph G7

Betrachten wir den Reduktionsgraphen G,, zu der Entfernungsmenge M = Ey;q4 (S), dann ist dieser
nicht konfliktfrei, sofern Ggrs nicht selbst ein H-Comparabilitygraph ist. Ohne Einschrankung kénnen
wir annehmen, dass Gg,, nur aus einem einzigen Knoten besteht, der sdmtliche Planimplikationsklas-
sen von S sowie ihre Umkehrungen enthélt. Das Bild &ndert sich, wenn wir bei der Bestimmung des
Reduktionsgraphen zu der Entfernungsmenge M auf die Kontraktion der Planimplikationsklassen, die
in I'-Relation zueinander stehen, verzichten. Dann enthilt Gr,, die Knoten zu den Planimplikati-
onsklassen P; € Pg und die Knoten P, = PZ-_1 € Pg-1. Als Kanten enthilt Gr,, dann genau die
jeweiligen Konsequenzen der Schriigkanten zwischen den Planimplikationsklassen in [S'"].

Definition 6.53 (Reduktionsgraph G ) Sei [S'] = (S1J,Eycq (S) 4 Ediag (S)) der H-Compa-
rabilitygraph zu einem Plan S € Ssry, Gr, = (Viy + Vi, Ery, ) der Reduktionsgraph zu einer Ent-
fernungsmenge M C Egiqq (S). Dann entsteht der Reduktionsgraph G, . = (’Ps + Ps-1, E;‘zH) zu der
Schrigkantenmenge H = Egiqq (S) — M aus Gr,,, indem simtliche Knoten e € Vi zu Schrigkanten
e € Egiag (S) — M entfernt werden, und auf die Kontraktion der Knoten v € V3 zu Planimplikations-
klassen aus [S*"| verzichtet wird.

In Abbildung 6.6 (links) ist der Reduktionsgraph G = fiir H = ) zu dem Plan A € Sg7; aus Bei-
spiel 4.44 (Abbildungen 4.6 und 4.7) dargestellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist wie immer von
je zwei symmetrischen I-Relationen zwischen zwei Planimplikationsklassen aus [A"] jeweils nur eine
abgebildet. Der Konsequenzgraph zu A ist in einer etwas verkiirzten Form in Tabelle 6.4 dargestellt.

P e ® P

P, o\' P,

Py @ L JN P,

Py ® LA .\Pz Py Py

Ps ® ® P /ﬁ4/_\P3/\
Ps ® ® P P o /. Ps
P, ® o7 \ /‘ Pio

Py o) ° fg 7, 7

Py ® e D

Py® e Py

Abbildung 6.6: Der Reduktionsgraph Gr,, = G%, beziiglich der Entfernungsmenge M = Egiqq (A)
bzw. der Schrigkantenmenge H = () zu dem Plan A € Sgr; aus Beispiel 4.44 (Abbildung 4.7) in einer
systematischen Darstellung (links), sowie in einer anschaulicheren Variante (rechts).
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Konflikte in G%H

Auf der rechten Seite in Abbildung 6.6 ist eine etwas anschaulichere Darstellung von G abgebildet.
Dort kann man erkennen, dass in [A*] — Egiay (A) eine T-Kette zwischen P; und Pj existiert (schwarze
Knoten). Da Pj seinerseits mit P, und P, in I'-Relation steht, existieren natiirlich auch I'-Ketten
zwischen P; und Pp, sowie P> und Py, usw.. Der Graph [A"] — Egiag (A) = Gs1y besteht nur aus
einer einzigen inkonsistenten Planimplikationsklasse.

14| P+ Py
1.5

1.7 | Ps+ Py
19| P+ Py
25| P+ P

27 || Ps+ P Py+ Py
43 || Ps+Pyo P+ F

53| P+ B
6.3 | Ps+ P
83| P+ Py
8.5 P+ P,
8.7

9.3

9.7 || P+ P;

Tabelle 6.4: Der Konsequenzgraph G zu dem Plan A € Sgy; aus Beispiel 4.44.

Analog zu der Vorgehensweise bei den Algorithmen Reducingl und Reducing?2 kénnen wir nun
auch hier versuchen, die Konflikte in G%, schrittweise aufzuldsen. Im Unterschied zu diesen Algo-
rithmen, geschieht das Auflésen in diesem Fall durch das Hinzufiigen von Schrigkanten. Fiigen wir zu

[A"]— Egiag (A) beispielsweise die Schrigkanten H = {1/21} hinzu, dann entfallt in [A"]— Egi0y (A)+H
die I-Relation zwischen P; und Pz, und einer der Konflikte in GR,, wird dadurch aufgeldst. Der Reduk-
tionsgraph G = zu H = {ﬁ} ist in Abbildung 6.7 (links) dargestellt. Er enthiilt noch vier Konflikte:

zwei Konflikte der Ordnung 4 (Ps + Py + P; + Py + Ps + P3 und P3+ Py + Py + Py + Pig+ P3) und zwei
Konﬂlkte der Ordnung 6 (P3+P1+P4+P2+P9+P8+P6+P3 und P3+P1+P4+P2+P9+P8+P10+P3)
Die Ordnung eines Konflikts in G5, konnen wir dabei analog zur Ordnung eines Konflikts in
Gr,, als Anzahl der Knoten in G;‘ZH auf einem Weg von einem P; zu P; definieren. Eip direkter
Konflikt (Ordnung 0) entspricht, genau wie bei Ggr,,, einer I-Relation zwischen P; und P;. Mittels
der Methoden in findNextEdge konnen wir auch in G% , mit polynomiellem Aufwand einen konkreten
Konflikt finden. Im Unterschied zu den Reducing-Algorithmen suchen wir in diesem Fall jedoch keinen
Knoten in Gg,,, den wir entfernen wollen, sondern wir suchen nach einer Kante in G% , , die wir durch
das Hinzfiigen einer oder mehrerer Schriigkanten zu [A"] — Egiag (A) + H, aus G, entfernen wollen.

>l
~l

3
{ ] = [ =

/ P, P /P \ /5 /P Py o P6

\ / /\\

Abbildung 6.7: Die Reduktionsgraphen G% = zu A € Ssr; beziiglich der Schrigkantenmengen H; =

i

{1/71} (links) und Hy = {ﬂ, 4/\3} (rechts). Aus Hs folgt der irreduzible Plan Asys7.



6.5. KONSTRUKTION IRREDUZIBLER PLANE 151

Die Auflésung von Konflikten in GJ |

Der Reduktionsgraph Gz, von A zu Hy = {1/71} (Abbildung 6.7, links) enthélt also vier Konflikte.

Nehmen wir an, wir bestimmen den Konflikt Ps+ Py + Pr + Ps+ Ps + P (schwarze Kanten). Nehmen
wir nun an, wir entscheiden uns dafiir, die direkte I'-Verbindung zwischen Pg und Py zu zerstéren. Aus
dem Konsequenzgraphen Gx (Tabelle 6.4) konnen wir ablesen, dass wir dazu lediglich die Schriigkante
13 7u [A*] — Egiag (A) + H; hinzufiigen miissen.

Das Hinzufiigen von 1.3 zerstort auBerdem die direkte I'-Verbindung zwischen P; und Pig. Der
resultierende Reduktionsgraph G%HQ zu Hy = {ﬂ, 41\3} (Abbildung 6.7, rechts) ist somit konfliktfrei.

Der Graph [A"] — Egiag (A) + H2 = Gs1y + {1/?1, 41\3} besteht aus einer konsistenten Planimplikati-
onsklasse P, + Py + Ps+ Py+ Ps+ Ps+ P; + Ps+ Py + Py, sowie ihrer Umkehrung. Der resultierende
Plan aus dieser Planimplikationsklasse ist der irreduzible Plan Agys7 (vgl. Abbildung 4.8 auf Seite 85).

Er enthélt nur die Schrégkante éfji’) Hétten wir uns also im ersten Schritt gleich fiir die Zerstérung der
I’~Verbindung zwischen Ps und Py entschieden, wiren wir sofort zu dem Plan Asys7 gelangt.

P S A
N\ 0 N T

Py Ps Py Ps

Py Py

Abbildung 6.8: Die konfliktfreien Reduktionsgraphen G%, zu den Schrigkantenmengen Hjz =
{ﬁ, 5/\3,8/\5} (Plan A1456) (thS) bzw. H4 = {ﬁ, 5/\3} (Plan A12569).

Hétten wir uns im zweiten Schritt dagegen nicht fiir die Zerstérung der I'-Verbindung zwischen Py
und Pg, sondern stattdessen fiir die Zerstorung der I'-Verbindung zwischen P; und Ps entschieden, und

anschlieflend fiir die Zerstorung von Py + Py, dann wiren wir zu der Kantenmenge Hs = {1/?1, 5/.\3, 8/\5}

gelangt. Der Reduktionsgraph G;‘ZHS beziiglich Hs (Abbildung 6.8, links) ist konfliktfrei. Der resul-

tierende irreduzible Plan ist der Plan Ai456. Er enthilt genau die drei Schrigkanten aus Hs. Die
Unterbrechung von P; + Pg im ersten Schritt, verbunden mit der Unterbrechung von Ps + Py im

zweiten Schritt hitte uns zu der Entfernungsmenge Hy = {5/\3, 1/\7} gefiihrt. Der Reduktionsgraph

beziiglich H, (Abbildung 6.8, rechts) ist konfliktfrei, und beschreibt den irreduziblen Plan Ajos69.
Dieser Plan enthélt jedoch neben den transitiven Kanten aus H4 noch die Schrigkante 15

Durch die Wahl der Kante 1.4 im ersten Schritt (Abbildung 6.7, links) kénnen wir neben den
Planen Aszss7 und Aq456 auch 9 weitere irreduzible Pléne erreichen. Darunter sind alle 5 irreduziblen
Pléine, die die Kante ﬁ enthalten, aber auch die Pline A12569, A348_10, A1256 und A12567.

Minimale trennende Kantenmengen in G}

Durch die Betrachtung verschiedener Verzweigungen aufgrund der Auswahl des jeweils zu 16senden
Konflikts, und aufgrund der Art und Weise der Auflésung eines bestimmten Konflikts, ldsst sich fiir
dieses Beispiel jeder einzelne der 15 irreduziblen Plédne von A (Abbildung 4.8) erzeugen. Die Bedeutung
der einzelnen Schrégkanten ist dabei fiir einen Schritt nicht ganz so grof}, wie bei den beiden Reducing-
Algorithmen.

Wir konnen die verschiedenen irreduziblen Pléne auch finden, indem wir lediglich nach trennenden
Kantenmengen zwischen P; und P; suchen. Ist eine solche trennende Kantenmenge inklusionsminimal,
dann ist der resultierende Plan irreduzibel. Die Schriagkanten dieses Plans ergeben sich dann aus
den Konsequenzen der Schriagkanten des Ausgangsplans. Es miissen mindestens jene Schriagkanten
hinzugefiigt werden, die mindestens eine der Kanten aus der trennenden Kantenmenge als Konsequenz
nach sich ziehen.
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Weitere Kanten konnen sich dann aus der Bestimmung der transitiven Hiille ergeben. Da die
ihrerseits jedoch auch Konsequenzen haben, kann sich die trennende Kantenmenge durch die Hin-
zunahme weiterer Schrigkanten vergréfiern. Aulerdem konnen einzelne Schréigkanten auch mehrere
Konsequenzen zwischen verschiedenen Planimplikationsklassen haben. Die Hinzunahme einer solchen
Schrégkante e* zu H* = H + é* fithrt ebenfalls zu der Entfernung weiterer Kanten aus G% ..

Satz 6.54 (Konstruktion irreduzibler Pline) Sei Ps = {Py,...,P;} die Menge der Planim-
plikationsklassen zu einem Plan S € Sgrj, und Gg, = (7’5 +7)571,E;‘2H) der Reduktionsgraph
zu der Schrigkantenmenge H = (). Ferner sei Gk, = (Vk., Ex,) der Teilgraph aller Kanten der
Farbe e € Egiag (S) des Konsequenzgraphen von S. Zu einer Kante ¢ € E = beschreiben wir mit
H (¢) C Egiag (S) die Menge der Schrigkanten e € Egiqq (S), die als Konsequenz ¢ € Ex, nach sich
ziehen. Dann beschreibt eine Kantenmenge C' C Eg, ., die jeden Konflikt in Gy = zerstort, d.h. jeden
Knoten P; € Pg von Pfl € Pg-1 trennt, einen Plan S* = Q1+ ...+ Qk € Ssr5, mit Q; € {Pi, Pfl}.
Besteht der Reduktionsgraph Gy ., zu der Menge H* = Ueee H () nur aus genau zwei Zusammen-

hangskomponenten S* und (S*)_l, dann ist S* irreduzibel, und die Menge der Schrigkanten von
[(S*)tr} enthilt die Kanten aus H*, H* C Egiqq (5*).

Beweis. Sei C' C Ex = eine solche trennende Kantenmenge in G% . Dann ist der Reduktionsgraph
G%,, —C konfliktfrei. Jede Zusammenhangskomponente von G% , —C beschreibt eine Planimplikations-
klasse. Zu dieser Menge von Planimplikationsklassen existiert eine kreisfreie Kombination. Andernfalls
wére Gz, . — C nicht konfliktfrei (mit Folgerung 1.32). Nach Satz 4.42 beschreibt C' damit mindestens
einen Plan S* € Sgr;. Die Schrigkantenmenge H* = | J . H (c) ist die Menge der Schriigkanten, die
zu Gy hinzugefiigt werden miissen, um die direkten I'-Verbindungen ¢ = Q'Q"” € C zwischen Q’
und Q" zu verhindern. Der H-Comparabilitygraph [(S*)tr} = {(Q1 +...+ Qk)tr} enthilt damit alle
Kanten aus H*. Besteht G%H* nur aus einer einzigen Planimplikationsklasse Q1 + ...+ @y und ihrer
Umkehrung Q7' + ... + Q;l, dann ist S* irreduzibel (Satz 4.30). W

Allen oben genannten Beispiele fiir konfliktfreie Reduktionsgraphen G = enthalten nur eine Plan-
implikationsklasse und ihre Umkehrung. Durch die Halbierung der Darstellung aufgrund der Symme-

trie der I'-Relation sind jeweils Teile der beiden Zusammenhangskomponenten von G, abgebildet.
Der dadurch jeweils beschriebene Plan ist bis auf Umkehrung eindeutig.

L L] L
Py
~r P P
Py F4/ P8< >. P 4. 5. .6 .7
\ / . /
P, Ps 5® e,

Abbildung 6.9: Der Reduktionsgraph G, von A € Sgr; beziiglich der (nicht inklusionsminimalen)
Schrigkantenmenge H = {1/\7, 6/3, 8/\5} H fiihrt zu den beiden resultierenden Pline Asserg (irredu-

zibel) und Asgr9. Der Plan Aggrg (rechts) ist kein reduzierender Plan von A.

Irreduzible Pline und reduzierende Pline

Um den Unterschied zwischen einer beliebigen trennenden Kantenmenge C' C Ex = und einer inklu-
sionsminimalen trennenden Kantenmenge C' C Ej = zu verdeutlichen, betrachten wir den Fall, dass
wir im Reduktionsgraphen G7% . zu dem Plan A € Sgy; die I'-Verbindungen Py + Py (g\t'))7 Ps+ Py
(1.7) und Ps + Px (6.3) unterbrechen (Abbildung 6.9). Der verbleibende Reduktionsgraph enthélt zwei
verschiedene Planimplikationsklassen, zum einen die Klasse Py + Po+ Ps+ Py + P+ P-4+ Ps+ Po+ Pio,
und zum anderen die Klasse Ps. Daraus ergeben sich zwei verschiedene Pline, die Pline Assg79 und
Ase79-
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Wihrend der Plan Assg79 < A ein irreduzibler reduzierender Plan von A ist (Abbildung 4.8), ist der
Plan Asg7g9 weder irreduzibel, noch ein reduzierender Plan von A. Er enthélt die neue Schriagkante 1.6 ¢
Egiag (A). Allerdings ist die trennende Kantenmenge C' = {P1 + Py, Py + Py, P5 + Pg} C E%,, nicht
inklusionsminimal gew&hlt. Begniigen wir uns mit der Unterbrechung der I'-Verbindungen zwischen
P) + P, und Ps + Py, und verzichten wir auf die Unterbrechung von Ps + Py, dann ist der resultierende
Plan (der Plan Assgr9) sowohl eindeutig, als auch irreduzibel.

Bemerkung 6.55 (S* und S) Der irreduzible Plan S* € Sg1y ist eine kreisfreie Rekombination der
Planimplikationsklassen von S € Ssry. Nach Satz 4.43 ist er jedoch nicht notwendigerweise auch ein
reduzierender Plan von S € Sgry, da er zu neuen Schrigkanten fihren kann.

Ein NP-Algorithmus zur Konstruktion eines irreduziblen Plans

Also konzentrieren wir uns darauf, eine minimale trennende Kantenmenge in G% , zu finden, um eine
irreduzible Rekombination der Planimplikationsklasse zu einem Ausgangsplan S € Sg7; zu finden.

Lemma 6.56 (NP-Algorithmus) SeiPg = {P,..., Py} die Menge der Planimplikationsklassen zu
einem Plan S € Sgyy tiber einer Operationenmenge mit n Auftrigen und m Maschinen. Aus Satz 6.5
lisst sich ein nichtdeterministischer Algorithmus mit einer durch O (nﬁmﬁ) beschrdinkten maximalen
Laufzeit ableiten, der eine irreduzible Rekombination der Planimplikationsklassen von S bestimmit.

Beweis. Der angedeutete Algorithmus hat die folgende Form: Im Reduktionsgraphen G, =~ wer-
den, angefangen mit H = (), sukzessive Konflikte identifiziert, und durch Entfernung jeweils ei-
ner Kante (aus G%, ) aufgelost. Der Algorithmus terminiert, wenn der Reduktionsgraph konflikt-
frei ist. Die Anzahl der Iterationen dieses Verfahrens ist durch |Egiqq (S)| = O (n*m?) beschrénkt,
da in jedem Schritt mindestens eine Schrigkante zu H hinzugefiigt wird. Innerhalb einer Iterati-
on miissen Konflikte bestimmt werden, d.h. es miissen kiirzeste Wege von einem Knoten zu ei-
nem anderen bestimmt werden. Mit dem Algorithmus von DIJKSTRA ist das mit dem Aufwand
O (’V (G%H)’2) =0 <|PS|2) = O (n*m*) moglich (vgl. Lemma 6.30). Die Aktualisierung des Re-
duktionsgraphen ist in diesem Fall nicht so aufwendig, da die Schrégkanten in G nicht abgebildet
sind. In updateRedGraph sind daher keine Iterationen notig. Der Aufwand der Aktualisierung ist
hier sogar beschréinkt durch O (|E%,|) = O (2|Vk|) = O (n?m?). Damit ist der Gesamtaufwand
beschrankt durch O (n6m6). Zu jedem reduzierbaren Ausgangsplan gibt es jeweils mindestens einen
Rechenweg, der zu jedem der irreduziblen Plédne fiihrt. Umgekehrt ist jedoch nicht klar, ob man auf
jedem erlaubten Rechenweg zu einem irreduziblen Plan gelangt. Daher ist das Verfahren nur nichtde-
terministisch. W

Bemerkung 6.57 (IRRED und P) FEs ist nicht klar, ob reduzierbare Probleminstanzen von IR-
RED existieren, bei denen der in Lemma 6.56 skizzierte Algorithmus nicht auf jedem erlaubten Re-
chenweg eine irreduzible Rekombination S* € Sgry der Planimplikationsklassen von S € Sgry findet.
Da eine solche Rekombination S* jedoch nicht zwangsweise ein reduzierender Plan von S ist, hat
Lemma 6.56 keine unmittelbare Auswirkung auf die Komplexitit von IRRED. Selbst wenn keine re-
duzierbaren Probleminstanzen von IRRED existieren, bei denen dieses Verfahren versagen kann, d.h.
selbst wenn zu jedem reduzierbaren Plan immer mit polynomiellem Aufwand eine irreduzible Rekom-
bination der Planimplikationsklasse gefunden werden kann, folgt daraus micht die Zugehorigkeit von
IRRED zu P.

Bemerkung 6.58 (getarnte stabile Schrigkanten) Fiir Probleminstanzen von IRRED, die kei-
ne getarnten stabilen Schrigkanten enthalten, liefert der in Lemma 6.56 skizzierte Algorithmus wahr-
scheinlich auf jedem erlaubten Rechenweg eine irreduzible Rekombination der Planimplikationsklassen
des Ausgangsplans. Ist eine solche Rekombination kein reduzierender Plan des Ausgangsplans, dann
liefert das Verfahren keinen Hinweis auf die Reduzierbarkeit des Ausgangsplans.

Enumeration der irreduziblen Pline

Auch dieses Verfahren ist geeignet zur Enumeration aller irreduziblen Pléne eines Ausgangsplans.
Dazu miissen lediglich samtliche Verzweigungen verfolgt werden. Verzweigungen ergeben sich bei der
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Auswahl des zu l6senden Konflikts, bei der Art und Weise, wie der gewahlte Konflikt aufgelost werden
soll, sowie unter Umstédnden bei der Auswahl eines Plans, falls der konfliktfreie Reduktionsgraph aus
mehreren verschiedenen Planimplikationsklassen besteht. Sind wir nur an den irreduziblen Plénen,
die den Ausgangsplan reduzieren, dann miissen alle gefunden Plidne anschlieend noch darauf getestet
werden.

Wihrend das Verfahren, das fiir einen beliebigen Ausgangsplan S € Sgy; beschrieben ist, grund-
sitzlich zur Enumeration aller irreduziblen Plédne einer Operationenmenge geeignet ist, bleibt offen,
ob es dazu besser geeignet ist, als alternative Verfahren. Im Zusammenhang mit dem Algorithmus
Reducing2 haben wir eine Moglichkeit zur Enumeration aller irreduziblen Pléne einer Operationen-
menge genannt, bei der die Verzweigung wenig, oder sogar gar keine Redundanzen enthilt. Allerdings
bestimmen wir mit diesem Verfahren auch sdmtliche reduzierenden nicht irreduziblen Pléne des Aus-
gangsplans. Im Gegensatz dazu liefert das Verfahren aus Lemma 6.56 wahrscheinlich schneller irredu-
zible Pléne. Allerdings ist die Verzweigung nicht redundanzfrei, wie die Diskussion des Beispielplans
A zeigt.

6.6 FEine Nachbarschaft zwischen irreduziblen Plidnen

Aus dem Verfahren zur Konstruktion von irreduziblen Pldnen aus dem vorrangegangenen Abschnitt
konnen wir ganz leicht ein Konzept fiir eine Nachbarschaft zwischen irreduziblen Planen ableiten.
In Abschnitt 3.1.3 haben wir im Zusammenhang mit Losungsstrategien fiir das Open-Shop Pro-
blem auf die Bedeutung von Nachbarschaften fiir iterative Verbesserungsverfahren hingewiesen. Alle
gangigen Nachbarschaften enthalten jeweils sdmtliche zulédssigen Pline. Um von einem irreduziblen
Plan, zu einem anderen irreduziblen Plan mit einem besseren Zielfunktionswert zu gelangen, sind
iiblicherweise mehrere oder sogar sehr viele Schritte notwendig. Da die Menge der irreduziblen Pline
eine universell-optimale Menge ist (Abschnitt 4.1.1), ist eine direkte Nachbarschaft unter irreduziblen
Planen wiinschenswert.

Anwendung der Konstruktion eines irreduziblen Plans

Betrachten wir den Reduktionsgraphen G,  beziiglich der Kantenmenge H C FEgiqg (S) eines irredu-
ziblen Plans S’ € Sgr; zu einem Ausgangsplan S € Ssrj. G%,, ist konfliktfrei. Entfernen wir nun aus

[(S ! )tr} = Ggr7+ H eine Schriigkante é € H, dann ist der resultierende Reduktionsgraph nicht mehr

konfliktfrei. Andernfalls ist S’ nicht irreduzibel gewesen. Mit diesem inkonsistenten Reduktionsgra-
phen G% = konnen wir nun genauso verfahren, wie bei der Konstruktion eines irreduziblen Plans im
Abschnitt 6.5. Wir identifizieren in jedem Schritt einen Konflikt, und 16sen ihn durch die Hinzunahme
von einer oder mehrerer Schrigkanten zu H auf. Dadurch gelangen wir erneut zu einem irreduziblen
Plan S” € Ssr;. Um zu verhindern, dass wir wieder beim Ausgangsplan S” = S’ landen, miissen wir
lediglich vermeiden, dass wir den ausgewéhlten Konflikgt in G% , durch die Hinzunahme der vorher
entfernten Kante é 16sen.

Die alternative Auflosung eines Konflikts kann dazu fithren, dass mehr als eine Schriigkante zu H

hinzugefiigt wird. Andererseits kénnen sich in [(S" )tT} auch einige der Schrigkanten aus H als nicht

transitiv erweisen, insbesondere dann, wenn der irreduzible Plan S’ bereits sehr viele Schriigkanten
enthiilt. Daher ist auch ein Ubergang von einem irreduziblen Plan S’ mit vielen Schriigkanten zu einem
irreduziblen Plan S” mit weniger Schrigkanten denkbar.

Entfernen wir aus dem irreduziblen Plan S’ nicht nur genau eine Schrigkante, sondern eine beliebige
Menge von Schréigkanten M aus H = Eg;qq (S’), dann erweitern wir dadurch das Spektrum der von S’
aus erreichbaren irreduziblen Pline S”. Einen Einfluss auf den notwendigen Aufwand der Bestimmung
von S” hat diese Mafinahme jedoch nicht, da die Anzahl der Schritte, d.h. die Anzahl der notwendigen

Erweiterungen von H — M, in jedem Fall von der Wahl der Kanten in G% =~ abhéingt, die aus G,

. . = —1
entfernt werden sollen, um einen Weg von einem P; zu P; = P~ zu unterbrechen.

Bemerkung 6.59 (Nachbarschaft) Aus dem durch Satz 6.54 und Lemma 6.56 skizzierten Verfah-
ren zur Konstruktion eines irreduziblen Plans, ldsst sich eine Nachbarschaft zwischen irreduziblen
Plinen ableiten. Man entfernt aus einem irreduziblen Plan S’ € Sgrj eine belicbige Menge der
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Schrigkanten, und konstruiert aus dem resultierenden Reduktionsgraphen G einen alternativen
Plan S” € Sg15. Abhingig von der tatsichlichen Komplexitit dieser Konstruktzon (NP oder P), und
unter Umstdnden auch abhingig von dem zugrundeliegenden Ausgangsplan S € Sgyy, ist der Plan S”
entweder immer irreduzibel, oder mit hoher Wahrscheinlichkeit irreduzibel. Der Aufwand der Bestim-
mung von S” aus S’ ist durch O (n®m®) beschrinkt (Lemma 6.56).

Anzahl der Nachbarn

Bei der Konstruktion des irreduziblen Plans A145¢ im vorangegangenen Abschnitt haben wir den Kon-
flikt im Reduktionsgraphen zu der Schrigkantenmenge Hy = {1/\4} (Abbildung 6.7, links) durch die
Unterbrechung der Verbindungen P+ Ps und P; + P, gelost. Das fithrte uns zu der Schrigkantenmenge
H; = {1/?1, 5/.\3, 8/\5} Wollen wir nun, ausgehend von dem Plan Aj456, einen alternativen irreduziblen

Plan bestimmen, dann miissen wir mindestens eine der drei vorhandenen Schrigkanten aus [AY54]
entfernen. Entfernen wir beispielsweise die Kante 8.5 5, dann hat das die Verschmelzung von P; mit Py
zur Folge.

Der resultierende Reduktionsgraph G, entsteht aus dem Reduktionsgraphen beziiglich der
Schrigkantenmenge Hs (Abbildung 6.8, links) durch die Einfiigung der Kante zwischen P; und Pj.
Dieser Reduktionsgraph enthilt nun zwei Konflikte der Ordnung 6. Je nach Wahl der Unterbrechungs-
kante in einem dieser Konflikte gelangen wir zu einem der irreduziblen Pline Ays67 (Pg + P1), Aiss
(Py+ P2), Avase (P2 + Py), A12s60 (Po + Ps), Asasr (Ps + Ps und Py + Py) oder Ayasg (Ps + Ps und
Ps + Pip). D.h. der Plan Aj456 hat allein bei Entfernung einer einzigen Schrigkante 6 von 14 irredu-
ziblen Plénen als direkte Nachbarn. Lassen wir auch die Entfernung der gesamten Schrigkantenmenge
zu, dann ist jeder irreduzible Plan ein Nachbar jedes anderen.

Bemerkung 6.60 (Anzahl der Nachbarn) Die Anzahl der Nachbarn eines irreduziblen Plans S’ €
Ssrg hingt von der Anzahl der Schrigkanten ab, die simultan aus [(S’)tr} entfernt werden diirfen.

Ist die Entfernung der gesamten Schrigkantenmenge erlaubt, dann sind alle irreduziblen Rekombina-
tionen S” € Ssyry der Planimplikationsklassen des zugrundeliegenden Ausgangsplans S € Ssyy direkte
Nachbarn von S'.

Die Bedeutung des Ausgangsplans

Zu der Operationenmenge S1J des Plans A € Sgy; existieren neben den 15 uns bekannten irreduziblen
Plédnen (Abbildung 4.8) noch 11 weitere, die sich nicht als Rekombinationen der Planimplikationsklas-
sen von A darstellen lassen. Fiir eine beliebig gegebene Probleminstanz des Open-Shop Problems
entsteht damit die Frage, ob unter den 15 bekannten irreduziblen Pldnen immer ein Plan mit akzepta-
blem Zielfunktionswert ist. Mit anderen Worten: Wie grof3 ist der Anteil der Bearbeitungszeitmatrizen
P, fir die unter den irreduziblen Rekombinationen der Planimplikationsklassen eines Ausgangsplans
S € Sgrj ein Plan S’ € Sgr; mit %(g*; < ¢ existiert, an allen Bearbeitungszeitmatrizen, wobei
S* € Sgy; einen optimalen Plan fiir diese Instanz bezeichnet.

Bemerkung 6.61 (Ausgangsplan S) Die Menge der irreduziblen Pline in der Nachbarschaft ist
beschrinkt auf die Menge alle irreduziblen Rekombinationen der Planimplikationsklassen des zugrun-
deliegenden Ausgangsplans S € Ssrj. Die Anzahl der Planimplikationsklassen von S, |Psg| = k mit
1<k < m( ) + n( ) liefert einen Anhaltspunkt fiir den Anteil der erreichbaren irreduziblen Pline
an allen irreduziblen Plinen. Ob durch die Einschrinkung auf eine echte Teilmenge der irreduziblen
Pline die Diversitit innerhalb dieser Teilmenge abnimmt, ist nicht klar. Es muss jedoch bezweifelt
werden, dass Probleminstanzen fiir das Open-Shop Problem (Bearbeitungszeiten) existieren, fiir die
gute Ndherungslosungen in der Menge der irreduziblen Rekombinationen der Planimplikationsklasse
eines Ausgangsplans durch die Wahl dieses Ausgangsplans systematisch ausgeschlossen werden konnen
(sofern k> 1 gilt).

Bemerkung 6.62 (alle irreduziblen Pline) Findet als Ausgangsplan ein Plan S € Ssrj mit ma-
ximalem Rang Anwendung, dann enthdlt die Nachbarschaft der irreduziblen Rekombination der Plan-
implikationsklassen von S sdimtliche irreduziblen Pline zu dieser Operationenmenge.
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Damit haben wir also einen sehr vielversprechenden Ansatz fiir die Beschreibung einer Nachbar-
schaft zwischen irreduziblen Pldnen. Bevor wir dieses Kapitel jedoch beenden, wollen wir noch einen
kurzen Blick auf die Nachbarschaft der irreduziblen Plidne zu der vollstdndigen Operationenmenge mit
3 Auftrigen und 3 Maschinen werfen.

3 9 7 8
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1 y 2 " 8 12 15 18
. °

10 3 1 2
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Abbildung 6.10: Die Planimplikationsklassen zu dem Plan S = Bsgs (links), und der zugehorige Re-
duktionsgraph G beziiglich H = () (rechts).

Beispiel 6.63 (K3xK3) Im Kapitel 5 haben wir im Zusammenhang mit der Bestimmung von Men-
gen entfernbarer Schragkanten aus einem H-Comparabilitygraph (Abschnitt 5.5.1) den Plan Bsy be-
trachtet. Er ist ein irreduzibler Plan tber der vollstindigen Operationenmenge K3 X Kj.

1 2 3 1 2 3 1 3 2
Byu=1|31 2 Bys=|6 5 4 Bag= |2 4 1
2 3 1 7 8 9 31 4

Der H-Comparabilitygraph [BY,] enthdlt 3 Schrigkanten. Wir wollen nun die Bestimmung eines an-
deren irreduziblen Plans aus Bsy betrachten. D.h. wir wollen einen Nachbarn von Bsy bestimmen. Als
Ausgangsplan wihlen wir den Plan S = Bss. Er beschreibt eine lineare Ordnung aller Operationen,
und [BL%] enthdlt demzufolge simtliche denkbaren Schrigkanten. Der H-Comparabilitygraph [S™] ist
isomorph zum Ky, und sowohl jede Planimplikationsklasse, als auch jede Implikationsklasse besteht
nur aus einer einzigen Kante. In Abbildung 6.10 (links) ist eine Bezeichnung der Planimplikations-
klassen von S angegeben. (Es gilt B3y = Sss9.11.13.16.17.18-) Im rechten Teil der Abbildung 6.10 ist
der Reduktionsgraph G% . beziglich der Schrigkantenmenge H = 0 dargestellt. In Tabelle 6.5 ist der
Konsequenzgraph Gx von S angegeben.

Der Reduktionsgraph beziiglich der Schrigkantenmenge H = {fé, ?:.\5, @} (Schrigkantenmenge von

Bsy) ist konfliktfrei. Nehmen wir an, wir entscheiden uns dafiir, aus [BY,] die Kante 1.8 zu entfer-
nen. Der resultierende Reduktionsgraph Gz, zu der verbleibenden Kantenmenge H = {3/\5,@} ist

in Abbildung 6.11 (links) dargestellt. In Gy . suchen wir nun nach einer Kantenmenge, die alle Wege
zwischen P; und P7, Pg und Py, Py und Py (alle Wege “von oben nach unten”), sowie zwischen Pig
und Pyg, P17 und ]317, und Pis und Pis (alle Wege “von links nach rechts”) unterbricht.

Nehmen wir an, wir entscheiden uns dafir, die Verbindung zwischen Py und Py7 zu zerstoren. Dann
erweitern wir dadurch die Schrigkantenmenge um die Kante 6.7. Diese Erweiterung hat zur Folge,
dass auch die Verbindung zwischen Ps und Pi; unterbrochen wird. Entscheiden wir uns anschliefiend
beispielsweise nacheinander fiir die Unterbrechung der Verbindungen Ps+ Py (2/5, Py+Pig), Ps+ Py3
(2/.\6, Py + Pig) und Py + Py (1/\5, Py + Py3), dann gelangen wir zu dem auf der rechten Seite von
Abbildung 6.11.dargestellten Reduktionsgraphen. Die Darstellung dieses Reduktionsgraphen zerfillt in
sechs Komponenten, von denen keine einen Konflikt enthdlt. Gy, ist damit jedoch nicht konflikifrei.
Man gelangt zum Beispiel von Py tiber Pig und Pr zu Ps,

Pg +Pis+ P+ Pia + P7 + Py + Ps.
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1.5
1.6
1.8
1.9
2.4
2.6
2.7
2.9
3.4
3.5
3.7
3.8
4.8
4.9
5.7
5.9
6.7
6.9

Py + Pi3
Ps + Prg
Py + Py
Ps + Pig
Py + Pi3
P> + Pig
Py + Pry
Ps + Pi5
Ps + Py
P, + Pi3
Ps + Py
P + Pis
Py + Py
Ps + Pr7
P; + Py
Ps + Py
Py + Pi7
P + Pi7

Py + Pio
Ps + Pio
Pr + Pyp
Py + Pyo
Py + Py
P5 + Py3
Pr + Prs
Py + Pig
Ps + Prg
Ps + Pyg
Py + Pg
Ps + Prig
Pr + Py
Py + Py
Py+ Py
Py + Py
Ps + Py
Ps + Piy

Tabelle 6.5: Der Konsequenzgraph G zu dem Plan S = Bs3; € Sgy.
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Wiihlen wir nun aus diesem Konflikt beispielsweise die Verbindung Pig+ Ps (1/5, Py + Py3), dann gilt
in dem resultierendem Reduktionsgraphen

Py + Py + P+ Ps + P7 + Pio + Pia + Pis + P,

Py + Ps +P7 + Py + Py + Pi3+ Py + Py,
Pis + Py.

Py + Pig,

o~~~ o~ —

o~

(R~
;\
%

® 3l
=1
s

(3=l

P N

entfallt jedoch die Kante 2.9 wieder, da sie in By nicht enthalten ist. Die Hinzunahme der Kante
1.9 hatte neben der Unterbrechung von Pig + P auch die Unterbrechung von Py + Pis zur Folge.
Damit wurde die durch die Kante 2.9 erreichte Unterbrechung von P+ Py5 diberflissig. Die bestimmite
Schrigkantenmenge H beschreibt also keine minimale trennende Kantenmenge in G . .
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Im folgenden Kapitel wollen wir die erzielten Resultate zu der Komplexitdt des Problems IRRED
zusammenfassend darstellen.



Kapitel 7

Komplexitit von
IRREDUCIBILITY

In den Kapiteln 4, 5 und 6 haben wir das Problem IRRED (Irreducibility) umfassend und unter zahlrei-
chen Gesichtspunkten beschrieben. Insbesondere haben wir dabei eine Reihe verschiedener dquivalenter
Problemformulierungen fiir IRRED kennen gelernt, und fiir jede Beschreibung versucht, Aussagen
iiber die Zeitkomplexitit von IRRED abzuleiten. In diesem Kapitel wollen wir diese Aussagen zur
Komplexitéit gesammelt darstellen und kommentieren.

7.1 REDUCIBILITY und Spezialfille von IRRED

Fiir das Problem IRRED lautet die Frage “ist S € Sgrs irreduzibel?” Fiir das komplementére Pro-
blem co-IRRED = REDUCIBILITY lautet die Frage dagegen “ist S € Sgrj reduzierbar?” Bereits
in Abschnitt 4.1.3 haben wir festgehalten, dass co-IRRED in der Komplexititsklasse NP liegt, und
IRRED somit in co-NP liegt. Insbesondere ist der Algorithmus Reducingl ein co-NP-Test fiir IRRED.

Bemerkung 7.1 (IRRED in co-NP) Das Problem IRRED liegt in co-NP, da das Problem RE-
DUCIBILITY in NP liegt (Satz 4.3).

Offen ist hingegen die Frage, ob IRRED auch in NP liegt. Fiir spezielle Operationenmengen liegt
IRRED andererseits nicht nur in NP, sondern sogar in P C NP N co-NP. Das gilt zum Einen im Falle
von nur zwei Maschinen (Satz 4.65), und zum Anderen fiir Operationenmengen, die tree-like sind
(Satz 4.66).

7.2 Umkehren von Planimplikationsklassen

In Abschnitt 5.2 haben wir den polynomiell beschriinkten Algorithmus Naives Umkehren betrachtet,
der einen Ausgangsplan S € Sgr; durch Umkehren von genau einer Planimplikationsklasse zu redu-
zieren versucht. Diese Strategie fithrt genau dann in jedem Fall zum Erfolg, wenn zu jedem Plan S ein
Plan S; existiert, der durch Umkehren von genau einer Planimplikationsklasse P; € Pg entsteht und
der S streng reduziert. Auch wenn es fiir diese Annahme, im Gegensatz zu anderen Vermutungen in
diesem Kapitel, auler der Abwesenheit von Gegenbeispielen keine plausiblen Griinde gibt, wollen wir
diese Moglichkeit aus methodischen Griinden dennoch als Vermutung formulieren.

Vermutung 7.2 (Umkehren einer Planimplikationsklasse) Sei S € Ssy; ein normaler Plan,
und sei Ps = {P1,..., Py} die Menge der erweiterten Planimplikationsklassen von S. Dann existiert

ein P, € Ps mit ;=S — P+ P ' <S.

Satz 7.3 (Umkehren einer Planimplikationsklasse) Ist Vermutung 7.2 richtig, dann liegt IR-
RED in P.

159
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Beweis. Bei Richtigkeit von Vermutung 7.2 liefert der Algorithmus Naives Umkehren genau dann
einen streng reduzierenden Plan S* < S von S, wenn S reduzierbar ist (Lemma 5.5). W

Gilt Vermutung 7.2 nicht, dann existiert ein reduzierbarer Plan S € Sgr;, der nur durch das
simultane Umkehren von mindestens zwei verschiedenen erweiterten Planimplikationsklassen streng
reduziert werden kann. Ein solcher Plan hat insbesondere mindestens 4 verschiedene erweiterte Plan-
implikationsklassen. Auswirkungen auf die Komplexitdt von IRRED hat die Existenz eines solchen
Plans nicht.

7.3 Nichttrivial-stabile Schrigkanten

In Abschnitt 4.3.3 haben wir nichttrivial-stabile Schragkanten kennen gelernt. Dabei haben wir ange-
deutet, dass zwar einerseits grundsétzlich nichts gegen Konstellationen mit drei oder mehr verschie-
denen Planimplikationsklassen spricht, die zu nichttrivial-stabilen Schrigkanten fithren. Aber solche
Konstellationen andererseits zu Planen von so grofler Komplexitét fithren, dass die Infragestellung
ihrer Existenz keineswegs abwegig erscheint.

Genau wie im Falle der Reduzierbarkeit durch das Umkehren von genau einer Planimplikations-
klasse wollen wir die Auswirkung, die die Existenz oder Nichtexistenz solcher Konstellationen auf die
Komplexitéit von IRRED hat, nicht nur durch einen Satz mit einer Implikation formulieren, sondern
aus methodischen Griinden vielmehr auch hier eine zitierbare Vermutung formulieren.

Vermutung 7.4 (nichttrivial-stabile Schrigkanten) Sei S € Sg;; ein normaler Plan, und sei
e € Egiag (S) eine stabile Schrigkante. Dann ist e entweder trivial-stabil, oder ihre Stabilitdt wird
durch genau zwei verschiedene erweiterte Planimplikationsklassen induziert.

Koénnen wir sicher sein, dass die Stabilitéit einer Schragkante nur durch hochstens zwei Planim-
plikationsklassen hervorgerufen werden kann, dann kénnen wir mit einem polynomiell beschrinktem
Algorithmus diese Planimplikationsklassen zu jeder stabilen Schréigkante identifizieren.

Satz 7.5 (nichttrivial-stabile Schrigkanten) Ist Vermutung 7.4 richtig, dann liegt IRRED in P.

Beweis. Die Bedingung aus Vermutung 7.4 ldsst sich fiir jede Schriigkante e = ab € Eyjq4 (S) mit po-
lynomiellem Aufwand {iberpriifen. Hierzu muss lediglich jeder von a ausgehende Weg der Kantenlidnge
zwei, der aus Kanten von erweiterten Planimplikationsklassen besteht, betrachtet werden. Die An-
zahl solcher Wege ist durch [STJ|> = O (n®m?) beschriinkt. Angenommen, e ist nichttrivial-stabil.
Durch die Uberpriifung von “e € (P’ + P")""?" (O (|SIJ|3) fiir jede Schriigkante) fiir die erweiter-
ten Planimplikationsklassen P’ und P” jedes Weges der Lénge zwei, kann die Menge der Paare von
erweiterten Planimplikationsklassen bestimmt werden, die e transitivieren. Gilt fiir ein Paar P’ und
tr tr ..
P" auch e € (P’ + (P”)fl) bzw. e € ((P’)f1 + P”) , dann ist e stabil. Alle diese Uberpriifungen
konnen fiir jede Schrigkante e € Egjqq (S) mit polynomiell beschréinktem Aufwand realisiert werden
© (|Ediag (S)| - |SLI)? - (|S1J|3 + |SIJ|3)) — O (n7m7)). Der Plan § ist genau dann irreduzibel,
wenn jede Schrigkante e € Eg;q4 (S) stabil ist. W

Die Umkehrung von Satz 7.5 gilt nicht. Ist Vermutung 7.4 nicht richtig, dann hat das auf die
Komplexitat von IRRED keine Auswirkung.

7.4 Getarnte stabile Schrigkanten

Den Begriff der getarnten stabilen Schrigkante haben wir bei der Beschreibung der Reduktionsalgo-
rithmen in Kapitel 6 eingefiihrt, um nichttrivial-stabile Schrigkanten, die der Algorithmus Reducingi
unter Umsténden nicht als stabil erkennt von solchen nichttrivial-stabilen Schrégkanten abzugrenzen,
deren Stabilitdt von Reducingl auf jedem Rechenweg erkannt wird.
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Existenz getarnter stabiler Schrigkanten

Die Eigenschaften von Konstellationen, die zu getarnten stabilen Schrigkanten fiihren, sind fiir den
Aufwand der Reduktionsalgorithmen Reducingl bzw. Reducing2 von entscheidender Bedeutung. Die
Konsequenzen der Existenz oder Nichtexistenz bestimmter Konstellationen fiir die Komplexitiat von
IRRED wollen wir nun in einer Folge von drei abgestuften Vermutungen darstellen. Die stdrkste
Vermutung in dieser Kette, ist die Vermutung, dass getarnte stabile Schriagkanten iiberhaupt nicht
existieren. Aus ihr folgt die Identitit von Reducingl und Reducing? (Folgerung 6.46), und damit die
Zugehorigkeit von IRRED zu P.

Vermutung 7.6 (getarnte stabile Schriigkanten (1)) Sei S € Ssr; ein normaler Plan. Dann
enthdlt S keine getarnte stabile Schrigkante.

Getarnte stabile Schriagkanten sind nichttrivial-stabile Schriagkanten, deren Eigenschaften die Be-
teiligung von drei oder mehr verschiedenen erweiterten Planimplikationsklassen an der die Stabilitét
induzierenden Konstellation nahe legt. Daher ist Vermutung 7.6 moglicherweise eine Abschwéichung
von Vermutung 7.4. Sicher ist das jedoch nicht.

Bemerkung 7.7 (getarnte stabile Schrigkanten (1)) Es ist nicht klar, ob aus der Richtigkeit
von Vermutung 7.4 auch die Richtigkeit von Vermutung 7.6 folgt.

Satz 7.8 (getarnte stabile Schriigkanten (1)) Ist Vermutung 7.6 richtig, dann liegt IRRED
in P.

Beweis. Nach Folgerung 6.38 versagt der Algorithmus Reducingl hichstens, wenn S getarnte stabile
Schrigkanten enthélt. Mit der Korrektheit und der polynomiellen Beschrénktheit von Reducingl
(Lemma 6.36), sowie mit der polynomiellen Uberfithrung eines beliebigen Plans in einen normalen
Plan (Lemma 5.2) folgt die Zugehorigkeit von IRRED zu P. W

Die Umkehrung von Satz 7.8 gilt nicht. Das Problem IRRED kann auch bei Existenz von Instanzen
mit getarnten stabilen Schrigkanten noch polynomiell 16sbar sein.

Nicht-Versagen auf jedem Rechenweg

Bei der Beschreibung von Reducing? sind wir auf die Bedeutung der Reihenfolge der Schragkanten in
der Liste Y = V** der Startkanten eingegangen (Bemerkung 6.43). Diese Reihenfolge bestimmt den
gewithlten Rechenweg fiir beide randomisierten Reducing-Algorithmen in erheblichem Mafe.

Existieren Instanzen mit getarnten stabilen Schrigkanten, dann ist eine polynomielle Entscheidung
der Irreduzibilitét fiir jede dieser Instanzen trotz der Existenz getarnter stabiler Schrigkanten moglich,
sofern die beschriebene (oder eine andere deterministische) Anordnung dazu fithrt, dass die getarnten
stabilen Schriagkanten sehr weit hinten in der Liste Y der Startkanten stehen. Bei der Untersuchung
dieser Schriigkanten als Startkanten ist dann die Stabilitéit aller vorher betrachteten Schriagkanten
aus Y bekannt, und die getarnten stabilen Schrigkanten sind unter diesen Umstéinden moglicherweise
nicht langer “getarnt”.

Vermutung 7.9 (getarnte stabile Schrigkanten (2)) Sei S € Ssyy ein normaler Plan, und sei
e € Egiqq (S) eine getarnte stabile Schrigkante. Dann versagt der Algorithmus Reducingl bei Anord-
nung der Schrigkanten in'Y gemdf$ Bemerkung 6.43 (Bedeutung der Reihenfolge in'Y ) nicht.

Vermutung 7.9 ist offenkundig eine Abschwichung von Vermutung 7.6.

Lemma 7.10 (getarnte stabile Schrigkanten (2)) Ist Vermutung 7.6 richtig, dann ist auch Ver-
mutung 7.9 richtig.

Beweis. Existiert kein Plan S € Sgyj, der eine getarnte stabile Schrigkante enthélt, dann ist die
Voraussetzung in der Implikation von Vermutung 7.9 nie erfiillt. Die Implikation ist damit immer
richtig. W

Satz 7.11 (getarnte stabile Schrigkanten (2)) Ist Vermutung 7.9 richtig, dann liegt IRRED
in P.
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Beweis. Versagt der Algorithmus Reducingl nicht, dann entscheidet er in polynomiell beschrénkter
Zeit, ob ein normaler Plan S € Sgy; irreduzibel ist, oder nicht (Lemma 6.36). Mit Lemma 5.2 (normaler
Plan) folgt damit die Zugehorigkeit von IRRED zu P. R

Die Umkehrung von Satz 7.11 gilt nicht zwangsldufig. Es ist denkbar, dass Vermutung 7.9 nicht
richtig ist, aber IRRED dennoch in P liegt. In diesem Fall wéren die beiden vorgeschlagenen Redukti-
onsalgorithmen, oder die vorgeschlagene Reihenfolge der Startkanten, nicht geeignet, die Polynomia-
litdt von IRRED zu beweisen. Vor dem Hintergrund der strukturellen Tiefe der von den Algorithmen
Reducingl und Reducing2 genutzten Eigenschaften von Comparabilitygraphen und Planimplikati-
onsklassen muss dieser Fall jedoch als wenig wahrscheinlich betrachtet werden.

Nicht-Versagen auf mindestens einem Rechenweg

Ist Vermutung 7.9 nicht richtig, dann existieren Instanzen mit getarnten stabilen Schrigkanten, fiir
die der Algorithmus Reducingl mit der vorgeschlagenen Anordnung der Startkanten nicht entscheiden
kann, ob sie irreduzibel sind, oder nicht. In diesem Fall versagt Reducingl also auf einem Rechenweg.
Das Problem IRRED liegt dann zwar moglicherweise nicht in P, kann aber immerhin in NP liegen.
Ein hinreichendes Kriterium hierfiir wére das Nicht-Versagen von Reducingl auf mindestens einem
Rechenweg fiir jede irreduzible Instanz. Reduzierbare Instanzen miissen in diesem Zusammenhang
nicht weiter beriicksichtigt werden, da Reducingl ohnehin ein NP-Test fiir co-IRRED ist.

Vermutung 7.12 (getarnte stabile Schrigkanten (3)) Sei S € Ss1; ein normaler Plan, und sei
e € Egiqg (S) eine getarnte stabile Schrigkante. Dann existiert eine Anordnung der Schrigkanten, so
dass der Algorithmus Reducingl auf mindestens einem Rechenweg nicht versagt.

Vermutung 7.12 ist damit die schwiichste aller bisher in diesem Kapitel formulierten Vermutungen.
Thre Giiltigkeit folgt unmittelbar aus der Giiltigkeit jeder anderen.

Lemma 7.13 (getarnte stabile Schrigkanten (3)) Ist Vermutung 7.9 richtig, dann ist auch Ver-
mutung 7.12 richtig.

Beweis. Versagt Reducingl bei der Anordnung der Schrigkanten geméf Bemerkung 6.43 (Bedeutung
der Reihenfolge in Y') nicht, dann existiert mindestens ein Rechenweg, auf dem Reducingl nicht
versagt. W

Im Gegensatz zu einigen anderen genannten Vermutungen besteht die Grundlage fiir die Vermutung
7.12 nicht nur aus der Abwesenheit von Gegenbeispielen. Vor allem die Uberlegungen zu der grofien
Zahl von Schréigkanten, und dem damit verbundenen hohen Anteil trivial-stabiler Schrigkanten in
einem irreduziblen Plan mit getarnten stabilen Schrigkanten (Bemerkung 6.47) lassen die Moglichkeit
der volligen Abwesenheit eines Rechenweges, der zur alternativlosen “Enttarnung” aller getarnten
stabilen Schrigkanten fithrt, absolut abwegig erscheinen.

Satz 7.14 (getarnte stabile Schrigkanten (3)) Ist Vermutung 7.12 richtig, dann liegt IRRED
in NP.

Beweis. Der Algorithmus Reducingl lehnt jede abzulehnende (d.h. reduzierbare) Instanz von IRRED
auf jedem erlaubten Rechenweg ab (es wird keine zuldssige Entfernungsmenge gefunden) (Lemma
6.36). Versagt Reducingl nicht, dann entscheidet er in polynomiell beschriinkter Zeit, ob ein normaler
Plan S € Sgyy irreduzibel ist, oder nicht (Lemma 6.36). Insbesondere nimmt er in diesem Fall eine
anzunehmende (d.h. irreduzible) Instanz an (Ausgabe “S ist irreduzibel”). Existiert nun zu jeder
anzunehmenden Instanz ein erlaubter Rechenweg, auf dem Reducingl die Instanz annimmt, d.h.
kann Reducingl die Irreduzibilitdt jedes irreduziblen normalen Plans auf mindestens einem Rechenweg
nachweisen, dann ist Reducingl ein NP-Algorithmus fiir das Problem IRRED (Definition 2.2). Mit
Lemma 5.2 (normaler Plan) folgt die Zugehérigkeit von IRRED zu NP. H

Auch von Satz 7.14 gilt die Umkehrung nicht zwangsldufig. Selbst bei Ungiiltigkeit von Vermu-
tung 7.12 kénnte IRRED immernoch in NP liegen. Beispielsweise konnte der mit einer polynomiellen
Zeitschranke versehene Algorithmus Reducing? irreduzible Instanzen entscheiden, die zwar auf jedem
Rechenweg an einzelnen Stellen zu Verzweigungen fiithren, deren Grofle aber auf einigen Rechenwegen
polynomiell beschriankt bleibt, so dass der Algorithmus Reducing? trotz der Verzweigungen innerhalb
der begrenzten Zeit terminiert.
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ZPP* und ZPP

Mit der Zugehorigkeit von IRRED zu co-NP folgt aus der Richtigkeit von Vermutung 7.12 unmittelbar
die Zugehorigkeit von IRRED zu der Komplexititsklasse ZPP* (zero-error probabilistic polynomial ti-
me) aller Entscheidungsprobleme, fiir die ein randomisierter Algorithmus mit polynomieller maximaler
Laufzeit existiert, der fiir jede Eingabe der Léinge n eine durch € (n) < 1 beschriinkte Versagenswahr-
scheinlichkeit besitzt. Der Algorithmus Reducingl liefert in diesem Fall fiir jede Instanz S € Sgyy mit
positiver Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ (‘E[Str] ‘) > 0 eine korrekte Antwort fiir IRRED.

Folgerung 7.15 (getarnte stabile Schrigkanten (3)) Ist Vermutung 7.12 richtig, dann liegt IR-
RED in ZPP* = NP N co-NP. Insbesondere liegt IRRED dann weder in NPC, noch in co-NPC, sofern
NP # co-NP gilt, sondern entweder in P, oder in NPI N co-NPI (Abbildung 2.2).

Bemerkung 7.16 (beschriinktes Versagen) Die Uberlequngen zu der Anordnung der Schrigkanten
in der Liste Y der Startkanten legen nahe, dass bei Richtigkeit von Vermutung 7.12 der Algorithmus
Reducingl nicht nur auf einigen wenigen, sondern auf sehr vielen Rechenwegen nicht versagt. Ist die
Versagenswahrscheinlichkeit e (‘E[Sm] ) nach oben durch % beschrdinkt, dann liegt IRRED sogar in
ZPP = ZPP(%).

7.5 IRRED nicht in NP?

Bisher haben wir versucht, die Zugehorigkeit von IRRED zu NP, oder sogar zu P zu begriinden.
Andersherum kénnen wir uns auch fragen, was gelten muss, wenn IRRED nicht in NP liegt. Welche
Eigenschaften miissen irreduzible Instanzen von IRRED haben, die nicht durch einen nichtdetermini-
stischen Algorithmus mit polynomiell beschrinkter maximaler Laufzeit als irreduzibel erkannt werden
konnen?

Vermutung 7.12 und NP

Die Nicht-Zugehorigkeit von IRRED zu NP folgt beispielsweise noch nicht aus der Ungiiltigkeit der
schwiichsten aller bisher formulierten Vermutungen (Vermutung 7.12). Die Existenz von irreduziblen
Instanzen, fiir die Reducingl auf keinem erlaubten Rechenweg die Irreduzibilitéit nachweisen kann, ist
nicht hinreichend fiir die Existenz von irreduziblen Instanzen S € Ssy 7, fiir die kein nichtdeterministi-
scher Algorithmus mit positiver Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ (’E[Str] ) > 0 die Irreduzibilitdt nachweisen
kann.

Bemerkung 7.17 (Vermutung 7.12 und NP) Ist Vermutung 7.12 nicht richtig, dann folgt nicht
IRRED ¢ NP.

co-NPI und co-NPC

Unabhéngig von der Frage, ob IRRED in NP liegt, oder nicht, ist klar, dass IRRED in co-NP liegt
(Satz 4.3). Aus den Betrachtungen der Komplexititswelt in NP U co-NP (Abbildung 2.2 auf Seite 42)
geht hervor, dass aus der Nicht-Zugehorigkeit von IRRED zu NP noch nicht die co-NP-Vollstandigkeit
von IRRED folgt.

Bemerkung 7.18 (co-NPI und co-NPC) Liegt IRRED nicht in NP, dann liegt IRRED entwe-
der in co-NPC (co-NP-complete) oder in co-NPI (co-NP-incomplete). Genauer: IRRED liegt dann
entweder in co-NPC' oder in co-NPI — (NPIN co-NPI) (Abbildung 2.2).

Wiéhrend nichtdeterministische polynomielle Verfahren zur Losung von NP-vollstdndigen Proble-
men iiblicherweise eine sehr grofie Versagenswahrscheinlichkeit € (n) < 1 haben, legen die Untersu-
chungen zu den Reduktionsalgorithmen Reducingl bzw. Reducing?2 und zu dem Algorithmus Naives
Umkehren nahe, dass fiir reduzierbare Instanzen von co-IRRED die Versagenswahrscheinlichkeit e (n)
nicht nur kleiner als 1 ist, sondern tatséchlich nahe Null ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein reduzier-
barer Ausgangsplan S € Sgyy nicht polynomiell streng reduziert werden kann, ist fiir jeden der drei
Algorithmen sehr klein.
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Liegt also IRRED nicht in NP, dann gibt es gute Griinde fiir die Vermutung, dass co-IRRED ein
NP-unvollstiandiges Problem ist.

Vermutung 7.19 (co-IRRED nicht in NPC) Das Problem co-IRRED liegt nicht in NPC.

Satz 7.20 (NP und co-NP) Gilt Vermutung 7.12, aber Vermutung 7.19 nicht, dann folgt NP =
co-NP.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 2.11. W

Satz 7.21 (co-IRRED nicht in NPC) Gilt NP # co-NP, dann folgt Vermutung 7.19 aus Vermu-
tung 7.12.

Beweis. Gilt NP # co-NP, dann folgt NP N co-NPC = () (Satz 2.11). Mit Satz 7.14 folgt dann IRRED
¢ co-NPC. N

Nichtdeterministisch nicht erkennbare irreduzible Pline

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die Eigenschaften einer irreduziblen Instanz sammeln, die
auf keinem Rechenweg eines nichtdeterministischen Verfahrens mit polynomiell beschrankter Laufzeit
als irreduzibel erkannt werden kann. Offenkundig ist bei der Nicht-Zugehorigkeit von IRRED zu NP
keine der in den Abschnitten 7.2 bis 7.4 dieses Kapitels formulierten Vermutungen giiltig.

Die in Bemerkung 7.22 aufgelisteten Eigenschaften leiten sich {iberwiegend aus der Ungiiltigkeit
dieser Vermutungen ab.

Bemerkung 7.22 (Instanzen ohne NP-Test) Liegt IRRED nicht in NP, dann existiert zu jeder
nattrlichen Zahl d eine irreduzible Instanz S € Sgry, die auf keinem erlaubten Rechenweg eines durch

o (|SIJ|d) =0 (ndmd) beschrinkten Verfahrens als irreduzibel erkannt wird. Sei Pg = {Py,..., Py}

die Menge der erweiterten Planimplikationsklassen von S. Dann hat S die folgenden Eigenschaften:
(i) Fir alle L € {1,...,k} mit |[L| <1 =1(d) ist Sp = S — (User, Pi) + (User, P7') entweder
zyklisch, oder enthdlt mindestens eine neue Schrigkante, Egiag (SL) € Ediag (S).
(i1) Insbesondere ist S; = S — P; + Pt fir alle i € {1,...,k} entweder nicht kreisfrei, oder enthiilt
mindestens eine neue Schrigkante.

(#3i) Insbesondere gilt |Ps| =k > 4.

(iv) S enthdlt mindestens zwei gatarnte stabile Schrigkanten, die in Reducing2, unaghingig von
der Kenntnis der Stabilitit anderer Schrigkanten, jeweils zu einer Verzweigung des Suchbaums
fiihren, die nur durch O (nd md ) mat d* > d beschrdankt werden kann.

v) Jede trennende Kantenmenge in G beziiglich H = ), die jeden Knoten v € V=, wvonv™! €
Ru R
H

Vi, trennt, fihrt zu einem Plan S* mit mindestens einer neuen Schrigkante, Egiag (S*) €
H
Ediag (5).

Jede dieser Eigenschaften fithrt fiir sich genommen, zu einem Plan mit vielen Schriagkanten. Nicht
nur die Existenz von getarnten stabilen Schrigkanten induziert eine grofie Zahl weiterer Schrégkanten,
sondern auch die grofie Zahl der Planimplikationsklassen. Wahrend zwar irreduzible Pldne mit belie-
big groBer Anzahl von Planimplikationsklassen existieren (Bemerkung 4.61), vertrigt sich die sehr
grofle Anzahl von Schrigkanten in einem solchen nichtdeterministisch nicht erkennbaren irreduziblen
Plan S € Sg;; jedoch nur duflerst schlecht mit der Annahme, dass ein signifikanter Anteil dieser
Schriigkanten nicht sofort als trivial-stabil erkennbar sein soll (vgl. Bemerkung 4.57). Noch viel weni-
ger vertriaglich damit ist die Annahme, dass sich unter diesen nicht sofort als trivial-stabil erkennbaren
Schrigkanten mehrere Schriagkanten befinden sollen, die, jede fiir sich genommen, selbst bei Kenntnis
der Stabilitédt aller bereits betrachteten Schrégkanten, erst nach der Bearbeitung eines umfangreichen
und in keinem Fall polynomiell beschréinkbaren Suchbaum, als stabil erkennbar sein soll.

Damit schlieBen wir unsere Untersuchungen zur Zeitkomplexitdt von IRRED ab, und beenden den
zweiten Teil dieser Arbeit.



Schlussbemerkungen

Ziel dieser Arbeit war die Einordnung der Zeitkomplexitidt der Erkennung der Reduzierbarkeit von
Losungen des Open-Shop Schedulingproblems in die Komplexitétsklassen innerhalb von NP U co-NP.
Zur Beschreibung des Problems IRRED (Irreducibility) stehen mehrere dquivalente Formulierungen
zur Verfiigung. Neben der urspriinglichen Fragestellung nach der Irreduzibilitét eines Plans, waren die
alternativen Fragestellungen nach der Nichtexistenz eines echt enthaltenen H-Comparabilitygraphen,
bzw. nach der Stabilitéit aller Schragkanten bereits bekannt. Neu sind dagegen die dquivalenten Fra-
gestellungen nach der Unzuldssigkeit aller Rekombinationen der Planimplikationsklassen, sowie der
Unzuléssigkeit aller Entfernungsmengen.

Die Modellierung von Pléinen zum Open-Shop Problem erfolgt dabei mittels H-Comparabilitygraphen,
d.h. mittels induzierter Teilgraphen des Hamming-Graphen K, x K,,, die jeweils um eine geeignete
Menge von Schriagkanten erweitert worden sind. Jede der alternativen Problemformulierungen von
IRRED liefert unterschiedliche Einsichten in die Eigenschaften von H-Comparabilitygraphen.

Von zentraler Bedeutung fiir die Reduzierbarkeit von Plidnen ist dabei der Begriff der Planim-
plikationsklasse. Neben der bereits bekannten Definition als Aquivalenzklassen der transitiven Hiille
der I's-Relation, wurde eine alternative Auffassung als I' -Komponenten beziiglich der Kantenmenge
F = Egiaq (S) vorgestellt. Mit Hilfe dieser Darstellung der Planimplikationsklassen wurde die Bedeu-
tung des Begriffs der trennenden Kantenmenge F; ; zwischen zwei Planimplikationsklassen P; und P;
herausgearbeitet.

Ausgangspunkt fiir die Suche nach einer Charakterisierung irreduzibler Plane war die Vermutung,
dass die hinreichende Bedingung der trivialen Stabilitét aller Schrégkanten auch notwendig ist. Die
Betrachtung der Analogien zwischen immer-transitiven Kanten in verschiedenen Kombinationen der
Implikationsklassen eines Comparabilitygraphen und stabilen Schrigkanten in verschiedenen Kombi-
nationen der Planimplikationsklassen eines H-Comparabilitygraphen fithrte zur Falsifizierung dieser
Vermutung. Aus diesen Uberlegungen wurde der zentrale Begriff der nichttrivial-stabilen Schrigkanten
abgeleitet.

Aus dem Ansatz der Bestimmung einer zuldssig entfernbaren Schrigkantenmenge aus dem H-Compa-
rabilitygraphen [S*"] eines Ausgangsplans S € Ssry, wurde ein Verfahren entwickelt, das zu einer
nicht zuléissigen Entfernungsmenge M C Eg;q4 (S) geeignete Erweiterungskanten identifiziert.

Mit Hilfe dieses Reduktionsschritts wurden zwei Reduzierungsalgorithmen formuliert. Wiahrend
der Algorithmus Reducingl in polynomiell beschréinkter Laufzeit mit hoher Wahrscheinlichkeit einen
streng reduzierenden Plan findet, wenn der Ausgangsplan S € Sgry reduzierbar ist, findet der Al-
gorithmus Reducing?2 einen solchen mit Sicherheit, und mit hoher Wahrscheinlichkeit mit demselben
Aufwand wie Reducingl. Ist der Ausgangsplan irreduzibel, dann versagt Reducing1 unter Umsténden,
wéahrend Reducing?2 die Irreduzibilitdt mit Sicherheit erkennt, jedoch unter Umsténden nur mit ex-
ponentieller Laufzeit.

Sowohl die Laufzeit von Reducing2, als auch das mogliche Versagen von Reducingl, héngen
dabei von der Erkennbarkeit der Stabilitdt bestimmter nichttrivial-stabiler Schriagkanten ab. Diese
Schragkanten wurden als getarnte stabile Schragkanten bezeichnet. Fiir einen Ausgangsplan, der kei-
ne dieser Schrigkanten enthélt, sind die beiden Algorithmen Reducingl und Reducing?2 in Ablauf
und Laufzeit identisch. Ob iiberhaupt Plédne existieren, die getarnte stabile Schragkanten enthalten,
ist offen. Die mutmafliche Mindestgrofe solcher Pline, verbunden mit der vélligen Abwesenheit von
globalen Eigenschaften, die lokal zur Einschriankung des Suchraums genutzt werden konnen, lassen
die Suche nach solchen Pldnen wenig aussichtsreich erscheinen.
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Aus einer alternativen Interpretation des Reduktionsgraphen wurde sowohl eine Moglichkeit zur
Konstruktion von irreduziblen Pldnen, als auch eine Nachbarschaft zwischen irreduziblen Plinen ab-
geleitet. Beide Ideen haben jedoch keine Auswirkung auf die Komplexitdt von IRRED, da die so
erzeugten irreduziblen Pldne unter Umsténden nicht den gegebenen Ausgangsplan reduzieren.

Ausgangspunkt fiir die Untersuchung der Komplexitat von IRRED war die Kenntnis der Zugehorigkeit
von IRRED zu co-NP. Vor dem Hintergrund der offenen Frage “NP # co-NP?”, und der damit verbun-
denen Frage “P # NP?”, lag der Fokus der Untersuchung auf der Bestimmung von Bedingungen, unter
denen IRRED in NP liegt. Existieren keine Instanzen von IRRED, die getarnte stabile Schrigkanten
enthalten, dann versagt der polynomiell beschrankte Algorithmus Reducingl auf keinem Rechenweg.
Das Problem IRRED liegt dann nicht nur in NP, sondern sogar in P.

Existieren zwar Instanzen von IRRED, die getarnte stabile Schrigkanten enthalten, aber bewirkt
die Anordnung der Schrigkanten in der Liste der Startkanten nach einem beschriebenen Muster, dass
die getarnten stabilen Schriagkanten erst im hinteren Teil des Verfahrens betrachtet werden, dann
versagt Reducingl ebenfalls auf keinem Rechenweg. Das Problem IRRED liegt auch unter diesen
Bedingungen in P.

Existieren hingegen irreduzible Instanzen von IRRED, die getarnte stabile Schrigkanten enthal-
ten, fiir die die beschrieben Anordnung der Startkanten zu einem Rechenweg fithren kann, auf dem
Reducingl versagt, dann ist die Zugehorigkeit von IRRED zu NP davon abhéngig, ob in solchen Féllen
ein anderer Rechenweg existiert, auf dem die Stabilitit aller Schrigkanten durch Reducingl nachge-
wiesen werden kann. Aus den Eigenschaften von getarnten stabilen Schrigkanten konnte abgeleitet
werden, dass eine solche irreduzible Instanz eine groie Anzahl von Schrigkanten enthélt, deren Stabi-
litét sich sehr leicht nachweisen lisst. Der Algorithmus Reducingl ist damit genau dann ein NP-Test
fir IRRED, wenn jede getarnte stabile Schragkante bei vorherigem Nachweis der Stabilitét aller nicht
getarnten stabilen Schrigkanten, auf mindestens einem erlaubten Rechenweg als stabile Schréigkante
erkannt werden kann. Es wurde begriindet, dass die Existenz von Instanzen, fiir die Reducingl kein
NP-Test ist, kaum denkbar ist.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind in die graphentheoretische Grundlagenforschung zur Schedulingtheo-
rie einzuordnen. Der Aspekt der méglichen NP- bzw. co-NP-Unvollsténdigkeit von IRRED liefert einen
Beitrag zur Komplexitéitstheorie. Aus den Untersuchungen ergeben sich unter anderem die folgenden
weiterfithrenden Fragestellungen:

e Kann quantitativ ermittelt werden, ob Reducingl versagen kann? Kénnen quantitativ Instanzen
ermittelt werden, fiir die Reducing? keine durch den Aufwand von Reducingl begrenzte Laufzeit
hat?

e Fiihrt die deutliche Verkleinerung des Suchraums bei der vorgeschlagenen Nachbarschaft zwi-
schen irreduziblen Plénen trotz der aufwendigen Bestimmung eines Nachbarn zu besseren itera-
tiven Verbesserungsverfahren?

e Konnen die Ergebnisse und deren Bewertungen zu den Bedingungen fiir die Existenz eines NP-
Tests auf Irreduzibilitdt auf andere regulire Zielfunktionen iibertragen werden?

e Ist das Problem IRRED ein Kandidat fiir ein NP-unvollsténdiges Problem?

Liegt IRRED in NP, dann folgt die Zugehérigkeit von IRRED zu der Klasse ZPP* = NP N co-NP.
Konnte in diesem Fall die Zugehorigkeit von IRRED zu P ausgeschlossen werden, dann wére IRRED
ein Kandidat fiir ein NP-unvollstindiges Problem. Kénnte dann die NP- oder die co-NP-Vollsténdgkeit
ausgeschlossen werden, dann wiirde NP # co-NP, und damit P # NP folgen. Die Vermutung, dass
IRRED nicht co-NP-vollsténdig ist, ist vor dem Hintergrund der Vermutung NP # co-NP eine noch
schwichere Vermutung als die Zugehorigkeit von IRRED zu NP.



Anhang A

REDUCING1 und REDUCING2

In diesem Anhang wollen wir die beiden im Kapitel 6 entwickelten Varianten eines Reduktionsalgo-
rithmus und die enthaltenen Prozeduren vollstédndig und ein wenig detaillierter darstellen.

Eingabe fiir beide Verfahren ist ein normaler Plan S € Ssy; (Abschnitt 5.1) iiber einer Ope-
rationenmenge SIJ C I x J mit n Auftrigen und m Maschinen. Fiir die Anzahl der Knoten und
Kanten im H-Comparabilitygraphen [S] = (SI.J, Ereq (S) + Eaiag (S)) gelten |SIJ| = nm, bzw.
Breg () + Baag (S)| = | Eveg (S)] + | Baiag (5)] = O (n?m?) + O (nm?2) = O (n?m?).

A.1 Teilprozeduren

Aktualisierung des Reduktionsgraphen (updateRedGraph)

Die Prozedur updateRedGraph (Abschnitt 6.3.1, Seite 130) aktualisiert den Reduktionsgraphen Gg,,,
nachdem die Entfernungsmenge M um die Schréigkante é* erweitert worden ist. Sie wird von der rekur-
siven Schleife im Algorithmus Reducing? (Prozedur findPossibleEdges), aber auch direkt von den
Algorithmen Reducingl und Reducing2 aufgerufen. Der Aufwand von updateRed-
Graph ist beschréinkt durch O (nm®) (Lemma 6.26).

updateRedGraph (M, Gr,,, Gk, €*) {

GRZ\/I* = (GRM —e' - 6_*) + G’Ce*;

while (3 00/ € Eg,,. mit v,v' € Vj;.) do {
Kontrahiere ggf. Knoten aus V};.;
Bestimme die transitiven Hiillen der Planimplikationsklassen v € Vyj.;
Kontrahiere ggf. trivial-stabile Schrigkanten w € V. mit

zugehorigen Planimplikationsklassen v € V% ;

b

return Gr,,.;

}

Bestimmung eines Konflikts (findNextEdge)

Die Prozedur findNextEdge (Abschnitt 6.3.2, Seite 133) findet einen Konflikt in einem nicht zulidssigen
Reduktionsgraphen Gr,, = (V;; + Vi, Er,, )- Dabei wird zunéchst direkt nach Konflikten der Ord-
nung 0 bzw. 1 gesucht. Nur wenn G ,, weder direkte Konflikte, noch Konflikte erster Ordnung enthélt,
wird nach einem beliebigen Konflikt hoherer Ordnung gesucht. Ist ein Konflikt identifiziert, wird in
der Menge X C V" der beteiligten Schrégkanten nach einer Kante é* gesucht, deren Entfernung aus
[S"] — M nicht sofort zu einem direkten Konflikt fiihrt. Zuriickgegeben wird entweder die Kante é*,
oder, als Variante, die Menge X der moglichen Erweiterungskanten des identifizierten Konflikts, ggf.
bereinigt um einige sofort als stabil beziiglich M erkennbaren Schrigkanten.

Die Prozedur findNextEdge wird von den Prozeduren findX und findPossibleEdges, sowie di-
rekt vom Algorithmus Reducing?2 aufgerufen. Der Aufwand von findNextEdge ist beschrinkt durch
O (n*m*) (Lemma 6.30).
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findNextEdge (M, Gr,,, Gi) {
// (1) Teste auf Existenz direkter Konflikte
forall v € V}; do {

if (vv=! € Eg,,) then return “M nicht zuléssig erweiterbar”;
ks
// (2) Teste auf Existenz Konflikter 1. Ordnung
forall v € V}; do {
forall vw € Fg,, do{
if (wv—1 € Ex,,) then {
e*: =w e V) C Egiag (5);
if (Konsequenzen von e* fithren zu direktem Konflikt in G,, or
é* “stabil”) then {
return “M nicht zuléssig erweiterbar”;
b
else return é*;
b
ks
ks
// (3) Finde irgendeinen Konflikt hoherer Ordnung
forall v € Vy; do {
if (v und v~! liegt in gemeinsamer Komponente) then {
Finde kiirzesten Weg W C Vgz,, zwischen v und v—!;
X: =WnVys
while (X # 0) do {
Wihle eine Schriagkante e* € X;
if (Konsequenzen von e* fithren zu direktem Konflikt in Gr,, or
é* “stabil”) then {
X: =X -¢é%
h
else return é*;
¥

return “M nicht zul&ssig erweiterbar”;

&

Bestimmung einer Menge von mdoglichen Erweiterungskanten in Reducingl (findX)

Die Prozedur findX wird nur vom Algorithmus Reducingl benutzt. Erkennt Reducingl in einem Ast
des Suchbaums die aktuelle Entfernungsmenge M als unzuléssig, d.h. nicht mehr zuldssig erweiterbar,
dann geht er zum letzten Entscheidungsknoten zuriick. Die Prozedur findX stellt sicher, dass bei
einem solchen Riickschritt (die Variable StepBack ist dann auf TRUE gesetzt), keine neue Menge X
moglicher Erweiterungskanten bestimmt wird, sondern die bereits bestimmte erneut betrachtet wird.
Der Aufwand von £indX ist identisch zu dem von findNextEdge (O (n*m?)).

findX(M, Gg,,, Gk, StepBack) {
if (StepBack = FALSE) then {
Bestimme alternativloses é* (nicht stabil) nach Schritt (1), (2) oder (3)
in findNextEdge(M, Ggr,,, Gk), und setze X: = {é*},
oder bestimme X: =W NV, nach Schritt (3);
b
else X: = X’;
StepBack: = FALSE;
}
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Wahl einer Verzweigung in Reducingl (branch)

Die Prozedur branch wird nur vom Algorithmus Reducingl aufgerufen. Sie speichert lediglich die
Situation an einem Entscheidungsknoten im Suchbaum. Sie wird aufgerufen, wenn die Menge X der
(noch) méglichen Erweiterungskanten aus dem identifizierten Konflikt mindestens zwei verschiedene
Schrigkanten enthélt. Bei einem Riickschritt wird auf diese Kopien von M, X und é zuriickgegriffen.
Der Aufwand von branch ist beschrinkt durch O (|[M|) = O (|X|) = O (|Egiaq (9)]) = O (n*m?).

branch(M, Gr,,, Gi, X) {
Wihle ein é* € X (nicht stabil);

M': =M,
X =X;
é: =eé%;

}

Verfolgung eines alternativlosen Astes im Suchbaum bei Reducingl (dontBranch)

Die Prozedur dontBranch wird nur vom Algorithmus Reducingl aufgerufen. Ist die im aktuellen
Schritt gewadhlte Erweiterungskante é* alternativlos, und fithrt dennoch zu einem direkten Konflikt
(d.h. M ist nicht mehr zuldssig erweiterbar), dann wird ein Riickschritt im Suchbaum zum letzten
Entscheidungsknoten initiiert (Variable StepBack wird auf TRUE gesetzt), sofern dort mindestens
eine noch nicht betrachtete Alternative zur Auswahl steht (JX’| > 2) . Andernfalls wird der gesamte
Ast des Suchbaums verworfen (Variable NewEdge wird auf TRUE gesetzt). Unter Umstéinden kann
die Startkante é als stabile Kante identifiziert werden.

Der Aufwand von dontBranch ist durch die Priifung der zuldssigen Erweiterbarkeit von M be-
stimmt. Dazu miissen alle Kanten in Gi,. betrachtet werden, d.h. O (nm) viele (Lemma 6.5). Alle
iibrigen Schritte sind ebenfalls in O (nm) realisierbar.

dontBranch(M, M', Ggr,,, Gk, X, X', Y, é, ¢, NewEdge, StepBack) {
if (“M nicht zuliissig erweiterbar”) then {
if (JX’| =1) then {
NewFdge: = TRUFE;
Y: =Y —¢
if (alle Kanten in M — é sind alternativlos) then Markiere é als stabil;

&

else {
StepBack: = TRUE;
M: =M
X =X-¢,

&
&
}

Rekursive Schleife in Reducing2 (findPossibleEdges)

Die Prozedur findPossibleEdges wird nur vom Algorithmus Reducing2 und von sich selbst aufge-
rufen. Sie regelt die Verzweigung an jedem echten Entscheidungsknoten im Suchbaum.
Der Aufwand eines Durchlaufens der Schleife (bis zum Selbstaufruf) ist bestimmt durch die Er-

kennung einer Menge X von Schriagkanten eines Konflikts in Gg,,, O (n4m4), und durch die Aktua-

lisierung von Ggr,,, O (n®m®). Durch die Verzweigung in der inneren Schleife ist die Gesamtlaufzeit

eines Aufrufs von findPossibleEdges unter Umstéinden nur durch O <n5m5 | Ediag (5)] ‘Edi“*’(s)‘) be-

schriinkt. Bei Vermeidung der mehrfachen Betrachtung einer Entfernungsmenge M kann der Aufwand
auf O (n®m? - 2/Faias (D) = O (n5m5 : 2”27”2) reduziert werden (Lemma 6.44).

findPossibleEdges(M, Ggr,,, Gi) {
while (Vi — M # () do {
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Bestimme alternativloses é* (nicht stabil) nach Schritt (1), (2) oder (3)
in findNextEdge(M, Gr,,, Gk), und setze X: = {é*},
oder bestimme X: = W NV} nach Schritt (3);
if not (“M nicht zulissig erweiterbar”) then {
while (X # 0) do {
Wiéhle ein é* € X (nicht stabil);
M: =M + é*;
updateRedGraph(M, Gr,,, Gk, €*);
if (Ggr,, ist konfliktfrei) then return M;
else findPossibleEdges (M, Gr,,, Gk);

&

A.2 REDUCING1

Der Algorithmus Reducingl (Abschnitt 6.4.1, Seite 138) durchsucht, ausgehend von einer Startkante
é € Y, im Wesentlichen einen Ast des Suchbaums aller denkbaren Entfernungsmengen, die é enthalten.
Dadurch bleibt der Aufwand polynomiell beschrénkt (O (n?m?), Lemma 6.36). Vor dem Abbruch der
Betrachtung dieses Astes im Suchbaum zu é erfolgt lediglich ein Schritt zuriick zum letzten echten
Entscheidungsknoten. Dadurch wird die Wahrscheinlichkeit, eine zuléssige Entfernungsmenge M zu
finden, erhoht, aber gleichzeitig bleibt der Gesamtaufwand polynomiell beschrinkt.

Dieser Riickschritt zum jeweils letzten echten Entscheidungsknoten wird durch die boolesche Va-
riable StepBack realisiert (in der Prozedur dontBranch). Der betreffende Entscheidungsknoten wird
durch die kopierten Mengen M’, X’ und &' beschrieben. Wird im untersuchten Ast des Suchbaums zu
der Startkante é € Y keine zuldssige Entfernungsmenge M entdeckt, dann wird die Startkante é ver-
worfen, und eine noch unbetrachtete Schrégkante aus Y als neue Startkante betrachtet. Der Abbruch
der Betrachtung der Startkante é wird durch die boolesche Variable NewFEdge realisiert.

Konnte bei der Betrachtung von é € Y die Stabilitidt der Startkante é nachgewiesen werden, dann
wird é als stabil markiert, und entsprechend nicht mehr beriicksichtig. Konnte die Stabilitdt von é
nicht zweifelsfrei nachgewiesen werden, dann wird é nicht als stabil markiert.

Waéhrend die Riickgaben einer zuldssigen Entfernungsmenge M und die Feststellung der Irreduzibi-
litdt von S immer fehlerfrei sind, ist bei der Riickgabe “7” nicht zweifelsfrei klar, ob der Ausgangsplan
S reduzierbar ist, und nur keine zuléssige Entfernungsmenge entdeckt werden konnte, oder ob er irre-
duzibel ist, aber die Stabilitdt der Schrigkanten nicht in jedem Fall zweifelsfrei nachgewiesen werden
konnte. Vor dem Hintergrund der Frage der Existenz oder Nichtexistenz von Instanzen mit getarn-
ten stabilen Schriagkanten, bzw. deren Haufigkeit, muss die Wahrscheinlichkeit, dass ein reduzierbarer
Ausgangsplan durch Reducingl nicht reduziert werden kann, als sehr gering eingeschiitzt werden.
Enthalt der Ausgangsplan keine getarnten stabilen Schrégkanten, dann 16st Reducingl das Problem
IRRED in polynomieller Laufzeit (O (n"m), Satz 6.39).

Algorithmus REDUCING]
Input: [S"] zu normalem Plan S € Sgy.
Output: zuldssige Entfernungsmenge M, “S ist irreduzibel”, oder “?” (Versagen).

BEGIN {
Bestimme erweiterte Planimplikationsklassen Pg = { P, ..., Pi};
Bestimme Faktorgraph G und Konsequenzgraph G;
Setze M: = (;

Setze Gr,, = (Vi + Vif, Ery) 0 = Gr
Setze Y: = V3
while (Y # 0) do {
Setze NewEdge: = FALSE;
Setze StepBack: = FALSE;
Wiéhle ein é € Y (nicht stabil);
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M: ={e};
updateRedGraph (M, Gr,,, Gk, €);
while (V" — M # () and (NewEdge = FALSE) do {
findX(M, Gr,,, Gk);
if (X ={é*}) then {
dontBranch (M, M’ Gr,,, Gk, X, X', Y, ¢é, ¢ NewFEdge, StepBack);
¥
else {
branch (M, Ggr,,, Gk, X);
ks
M: =M + é%;
updateRedGraph(M, Gr,,, Gk, €*);
if (Ggr,, ist konfliktfrei) then return M;

b
b
if (alle e € Y sind stabil) then return “S ist irreduzibel”;
else return “77;

&
END.

A.3 REDUCING2

Der Algorithmus Reducing?2 (Abschnitt 6.4.2, Seite 143) durchsucht, ausgehend von einer Startkante
é €Y, in einer Tiefensuche den gesamten Suchbaum zu dieser Startkante, bis eine zuléssige Entfer-
nungsmenge M mit é € M gefunden ist. Wird keine gefunden, dann ist é stabil. Reducing?2 ist ein
randomisierter Algorithmus, der das Problem IRRED ohne Fehler- oder Versagenswahrscheinlichkeit
mit exponentieller Laufzeit 16st (Lemma 6.44). Um die Laufzeit so gering wie moglich zu halten,
sollten die Kanten in der Menge Y geeignet (Qualitét der jeweiligen Konsequenzen) sortiert werden
(Bemerkung 6.43).

Fiir reduzierbare Pldne S € Sgr; unterscheidet sich Reducing2 kaum von Reducingl. Wihrend
Reducingl solche Pléne in polynomieller Laufzeit mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit reduzieren kann,
findet Reducing?2 mit Sicherheit einen streng reduzierenden Plan, und diesen mit hoher Wahrschein-
lichkeit mit derselben Laufzeit wie Reducingl.

Im Falle von irreduziblen Plinen S € Sgyj steht die Irreduzibilitéit erst nach Betrachtung des
gesamten Suchbaums fest, und der Aufwand kann daher nur exponentiell abgeschétzt werden. Da
im Laufe des Verfahrens der Suchbaum durch die nachgewiesene Stabilitét aller bereits betrachteten
Startkanten immer kleiner wird, und der Nachweis der Stabilitdt einer einzelnen Kante in vielen
Fillen sehr schnell erreicht werden kann, gibt es keinen Grund anzunehmen, dass die durchschnittliche
Laufzeit deutlich iiber der Laufzeit der Bestimmung eines reduzierenden Plans eines reduzierbaren
Ausgangsplans liegt. Insbesondere ist der Aufwand von Reducing?2 auch fiir irreduzible Ausgangsplédne
S € Sgry polynomiell (O (n"mT)), wenn S keine getarnten stabilen Schréigkanten enthélt (Lemma
6.45).

Algorithmus REDUCING2
Input: [S] zu normalem Plan S € Sgy..
Output: zuldssige Entfernungsmenge M oder “S ist irreduzibel”.

BEGIN {
Bestimme erweiterte Planimplikationsklassen Pg = { P, ..., Py };
Bestimme Faktorgraph G und Konsequenzgraph G;
Setze M: = (J;

Setze Gr,, = (Vi + Vit Ery) : = Gr;
Setze Y: = Vs
while (Y # 0) do {

Wiéhle ein é € Y (nicht stabil);

M: ={e};
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updateRedGraph (M, Gr,,, Gk, €);
findPossibleEdges(M, Y, é);
Markiere é als stabil;

Y: =Y —¢
g
return “S ist irreduzibel”;

&
END.
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