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Notationen

id € S,
8; € Sn
TE

TNE

Menge der positiven (nichtnegativen) ganzen Zahlen
Menge der k-Tupel {iber N

Menge der ganzen Zahlen {1,... n};

falls relevant, mit der natiirlichen Ordnung auf N versehen
Miéchtigkeit der Menge M

grofite ganze Zahl < z

kleinste ganze Zahl > z

symmetrische Gruppe auf [n]

Permutation von [n];

im allgemeinen dargestellt als Wort # = 7y - - - 7w, mit m; = 7 (7)
identische Permutation von [n]

Standardtransposition (4,7 + 1) von [n]

Einschrinkung von 7 auf die Aufstiege

Einschrinkung von 7 auf die Fallstellen

Menge der bi-ansteigenden Permutationen von [n]

Menge der E-invarianten Transpositionen von 7 € M,

Anzahl der Urbilder von ©# € M,, bzgl. der Sortierung von =g, TN
Menge der Zahlen o(r) fiir 7 € M,, in Abhingigkeit von |T'(r)]

Menge der Aufstiege von 7
Menge der Abstiege von 7
Menge der Inversionen von 7w
Anzahl der Aufstiege von 7
Anzahl der Abstiege von 7
Anzahl der Inversionen von 7
Hauptindex von 7

Denerts Statistik auf =
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Sy (k)
S8 (k. 1)
M (k)
M) (&, 1)

aEn

cr(nyl)
Py
Pk, 1)
AbEn
A/

Pm,l
Pmila

Gm,la

k-ter Koeffizient der Verteilung der Statistik f auf S,
entsprechender Verteilungskoeffizient der Bistatistik (f.g) auf S,
k-ter Koeffizient der Verteilung der Statistik f auf M,
entsprechender Verteilungskoeffizient der Bistatistik (f,g) auf M,

n-te Catalan-Zahl

entsprechende Narayana-Zahl

n-te Motzkin-Zahl

Eintrag im Motzkin-Dreieck (Koeffizient des Motzkin-Polynoms)
¢-Binomialkoeffizient (GauBsches Polynom)

Menge der [-Kompositionen von n

Komposition von n

Dominanzordnung auf C,,

Rangfunktion auf (C,,, <)

Anzahl der [-Kompositionen von n vom Rang r

Menge der Partitionen von n

Menge der Partitionen von n in hichstens [ — 1 Teile < k —
Partition von n

Konjugierte der Partition A

Motzkin-Pfade iiber {./,\,—, =} mit h(~) > 0

Anzahl der Polyominos mit vorgegebener Breite und Hthe
Anzahl der Polyominos mit vorgegebener Breite, Héhe und Fliche
Anzahl der Kompositionenpaare aus Cy, ; X Cy, ; mit fester Rangdif-

ferenz, die kein Polyomino beschreiben

viii



Die nachfolgenden Begriffe werden in der Arbeit (insbesondere im Kapitel 3) ohne

weitere Erklarungen verwendet.

Eine Komposition « einer natiirlichen Zahl n ist eine Folge o = (ay,...,aq) positiver ganzer
Zahlen, die die Bedingung oy + ...+ oy = n erfiillen. Ist « eine Folge der Linge [, so sagen wir,

dafl o genau [ Teile besitzt und nennen « eine [-Komposition von n.

Eine Partition \ einer natiirlichen Zahl n ist eine Folge A = (A1, ..., \;) positiver! ganzer Zahlen,
die die Bedingungen Ay > ... > Ay und A{ 4+ ... 4+ A\ = n erfiillen. Ist A eine Folge der Linge [,
so sagen wir, dafl A aus [ Teilen besteht. Die Anzahl der Teile heifit Lédnge der Partition A und
wird mit /() bezeichnet.

Alternativ geben wir die Partition A in der Form A = 171 2%2 | .n% an, wobei a; die Anzahl der

Teile gleich ¢ von A sei.

Beispiel )\ = (4,4,3,1)= 1293142 = 1342 ist eine Partition von 12.

Das Young-Diagramm Y () einer Partition A - n ist ein (linksbiindiges) Array aus n Zellen, das
in der i-ten Zeile A\; Zellen enthalt.

Beispiel Das Young-Diagramm von (4,4,3,1) ist

Ein Standard-Young-Tableau der Gestalt A entsteht durch die Numerierung der Zellen des Young-
Diagramms von A. Die Verteilung der Zahlen 1,. .., n auf die Kistchen ist dabei so vorzunehmen,
dafl die Eintrdge in den Zellen sowohl von links nach rechts als auch von oben nach unten

anwachsen.

Beispiel Ein Standard-Young-Tableau der Gestalt (4,4, 3, 1) ist

11348
10

[~
[
©

'"Wir folgen hier der Definition 1.1 aus Andrews’ [1]. Formal ist es mitunter sinnvoll, die Folge X iiber No zu
definieren (etwa um Partitionen mit héchstens I Teilen zu beschreiben). Als Teile von A werden dann die von Null

verschiedenen Komponenten A; bezeichnet; ihre Anzahl ist die Lange von A.
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Die Konjugierte \' der Partition A\ wird durch die Bedingung Y () = Y/(\)T definiert. (Man
beachte, daB ] = [(A) und [(\) = Ay ist.)

Beispiel Die konjugierte Partition von A = (4,4,3,1) ist X' = (4, 3,3,2).

Y()) Y ()

Der Umfang pm(A) einer Partition X sei die Lange des dufleren Randes von Y (). Insbesondere

gilt pm(A) = 2(A; +1(\) = 20\ + M),

Der Rang einer Partition A ist die grofite Zahl 4, fiir die A; > 4 gilt und wird mit rang(})
bezeichnet. Aquivalent dazu ist rang(\) die Linge der Hauptdiagonalen des Young-Diagramms
oder die Seitenldnge des Durfee-Quadrats von A. Das Durfee-Quadrat ist das grofite quadratische
Teildiagramm, das in Y (A) enthalten ist. (Man beachte, dafl A und A ranggleich sind.)

Beispiel Der Rang von (4,4,3,1) betrigt 3.

Fiir zwei Partitionen A und p sei das Schiefdiagramm M\/u die mengentheoretische Differenz
der Young-Diagramme von A und p. Dabei ist vorauszusetzen, dafl ¥ (u) vollstindig in Y (X)

enthalten, also A; > p; fiir alle ¢, ist.

Beispiel Das Schiefdiagramm von A = (4,4,3,1) und p = (3,3, 1) entspricht der schraf-
fierten Fléche.




Kapitel 1
Einleitung

Die Enumeration von Permutationen beziiglich gewisser Merkmale ist ein sehr altes Problem.
Die wohl bekannteste Permutationsstatistik zdhlt die Inversionen einer Permutation, ist also ein
natiirliches Maf} dafiir, wie weit eine Permutation von der Identitdt ,,entfernt® ist. Thre Vertei-
lung wurde bereits 1839 von Rodriguez ([34]) angegeben.

Dennoch beginnt die Geschichte des systematischen Studiums von Permutationsstatistiken und
ihren Verteilungen erst ein knappes Jahrhundert spiter: MacMahon untersuchte in seiner Ab-
handlung iiber ,,Combinatory Analysis* ([27]) intensiv die vier Statistiken, die wir heute als die
klassischen bezeichnen. Dazu zihlen, neben der Anzahl der Inversionen (inv), die Anzahl der
Aufstiege (exc), die Anzahl der Abstiege (des) sowie der von ihm definierte ,major® Index (maj)
einer Permutation. MacMahons Arbeiten enthalten Methoden zur Herleitung der analytischen
Beschreibung der erzeugenden Funktionen; insbesondere gelingt ihm mit Hilfe seines ,,Master
Theorem® ([27, Sect. III, Ch. I1]) der Nachweis, daf§ die erzeugenden Funktionen von exc und
des sowie von inv und maj iibereinstimmen, die Statistiken also jeweils gleichverteilt auf der
symmetrischen Gruppe sind.

Basierend darauf unterscheiden wir heute zwei grofie Klassen von Permutationsstatistiken: die
(zu des gleichverteilten) Eulerschen und die (zu inv gleichverteilten) Mahonschen. Viele der Per-
mutationsstatistiken fallen in eine der beiden Kategorien.

Mit der Untersuchung von Sortieralgorithmen zu Beginn der 70er Jahre ([24]) setzte dann der
Boom der Permutationsstatistiken ein, der das Gebiet zu dem riesigem Feld werden lief}, das
es heute ist. Insbesondere um die verschiedenen in der Praxis angewendeten Methoden des
Sortierens vergleichen zu kdnnen, war es notwendig, Permutationsstatistiken zu betrachten. In
der nachfolgenden Zeit wurden viele neue Statistiken konzipiert und ihre Beziehungen zu den
Klassikern untersucht. Unter dem Einflufi von Schiitzenberger wurde es zudem natiirlich, die
Gleichverteilung von Statistiken bijektiv zu zeigen. Den ersten kombinatorischen Beweis fiir die

MacMahonschen Gleichverteilungsgesetze erbrachte Foata ([20]), der die Entwicklung der Theo-
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2 1 Einleitung

rie der Permutationsstatistiken entscheidend vorantrieb.

Nunmehr gewann die Betrachtung von Paaren von Statistiken und ihrer gemeinsamen Verteilung
zunehmend an Bedeutung. Insbesondere die Konstruktion von Bistatistiken aus einer Fulerschen
und einer Mahonschen Komponente, die zum Paar (des, maj) gleichverteilt sind, wurde zu einem
Hauptanliegen der Theorie. Die Entdeckung des ersten solchen Paares liegt erst 12 Jahre zuriick.
1990 vermutete Denert ([14]), dai die spiter nach ihr benannte Statistik den, zusammen mit
der Anzahl der Aufstiege, derselben gemeinsamen Verteilung unterliegt wie (des, maj). Dies wur-
de wenig spater von Foata und Zeilberger in [21] bewiesen. Denerts Statistik ebnete zudem den
Weg fiir eine neue Art von Mahonschen Permutationsstatistiken; solchen, die sich aus ,,kleineren*
Teilstatistiken zusammensetzen. Die meisten der in der letzten Zeit konstruierten Mahonschen
Statistiken sind zusammengesetzt. (Fiir eine systematische Studie siehe [8] und [2].)

Einige dieser Bausteine sind aber bereits selbst kombinatorisch interessant. Zwei von ihnen, der
gewichteten Anzahl der Aufstiege (dexc) und der gewichteten Anzahl der Abstiege (ddes) wid-

men wir diese Arbeit.

Beriicksichtigt man statt des bloen Auftretens eines Auf- bzw. Abstiegs auch den Abstand zum
Wert bzw. zwischen den Werten, so erhdlt man einen Einblick in die Struktur der positiven
Differenzen einer Permutation; zum einen der Differenzen zwischen den Elementen 1,...,n und
ihren Bildern mq,...,m,, zum anderen der Differenzen zwischen den aufeinanderfolgenden Wer-
ten m; und T4q.

Abgesehen davon, dafl diese natiirlichen Abwandlungen der klassischen exc und des an sich
untersuchenswert sind, spielen die Differenzen bei verschiedenen Anwendungen der diskreten
Mathematik eine grofie Rolle.

In der Signalverarbeitung ist man an Mustern (Permutationsmatrizen) interessiert, die sich von
ihren Zeit- und Frequenzshifts unterscheiden lassen. Im Idealfall stimmen alle diese Shifts in
héchstens einem Punkt mit dem Original iiberein. Diese optimalen Radar- und Sonarmuster
werden (nach ihrem Entdecker [9]) Costas-Arrays genannt. Geometrisch lassen sich die Costas-
Arrays vom Format n wie folgt charakterisieren: Jeder der (;) Vektoren zwischen zwei Array-
punkten ist von unterschiedlicher Gestalt. Interpretieren wir die Matrix als Permutation, so ist
diese Bedingung gleichbedeutend mit m; 1 —7; # 74 —m; fiiralle 1 <i < j<n—Fkund k > 1.
Die Differenzen sind hier also die grundlegenden Objekte.

Die bisher einzigen Klassen von Costas-Arrays gehen auf Welch und Golomb (1984) zuriick. Thre
Konstruktionen basieren auf primitiven Elementen endlicher Koérper; die resultierenden Arrays
sind daher vom Format p — 1 bzw. p® — 2, wobei p eine Primzahl sei. Abgesehen von einigen
damit verbundenen Reduktionen (die die Grofie der Arrays um hochstens 2 verringern), sind
seitdem keine weiteren Konstruktionen gefunden worden. Insbesondere ist noch vollig unklar,

ob es tatsichlich zu jeder natiirlichen Zahl n ein Costas-Array vom Format n gibt. Durch das



Studium der (zunéchst) ersten Differenzen in einer Permutation kénnten dieser Problemstellung

entscheidende Impulse verliehen werden.

Wir werden zeigen, dafl die gewichteten Statistiken dexc und ddes sowohl zueinander als auch
(naturgem&B) zu ihren klassischen Vorbildern exc und des, als auch zur Anzahl der Inversionen
in enger Beziehung stehen. Insbesondere der Zusammenhang von dexc und inv spielt dabei eine
zentrale Rolle. Er ermdglicht es, die vollsténdige Verteilung der gewichteten Statistiken auf der
symmetrischen Gruppe &, von den entsprechenden Verteilungskoeffizienten auf einer sehr viel
kleineren Menge von Permutationen abzuleiten. Diese mit M,, bezeichnete Menge wird durch
die Bedingung inv(m) = dexc(7) definiert und ihre Elemente als die bi-ansteigenden (oder 321-

freien) Permutationen charakterisiert.

Dies leitet zu einem weiteren Aspekt in der Theorie der Permutationsstatistiken iiber: das Studi-
um von bestimmten Mustern. Dabei ist man zunichst daran interessiert, die Permutationen zu
zihlen, die ein gegebenes Muster nicht enthalten (vergleiche [35], [42]). In der letzten Zeit geht
man allerdings auch dazu iiber, Permutationen mit einer vorgegebenen Anzahl eines bestimmten
Musters zu betrachten (etwa [30], [25]). Derartige Untersuchungen werden sowohl durch Frage-
stellungen der Informatik als auch durch Probleme im Zusammenhang mit der kombinatorischen
Analyse von Wortern motiviert. Obwohl die methodische Betrachtung von verbotenen Mustern
erst vor rund 15 Jahren begann, gibt es heute eine Fiille von Literatur zu diesem Thema, die
bestindig anwichst. Wir werden am Ende dieser Arbeit zeigen, daf sich unsere fiir die 321-freien
Permutationen formulierten Resultate auch auf 132-freie (und somit auf alle durch Muster der
Linge 3 restringierten) Permutationen iibertragen lassen. Die dazu konstruierte Korrespondenz
basiert auf den Permutationsdiagrammen. Auch hier bieten sich Ansatzpunkte fiir das Studium

von Costas-Arrays.

Im Kapitel 3 — dem Herzstiick der Arbeit — untersuchen wir die vier Statistiken exc, dexc,
des und ddes auf M,, und analysieren die gemeinsamen Verteilungen der Paare (exc,dexc) und
(des, ddes). Die grundlegende Idee ist dabei, die Permutationen durch andere kombinatorische

Objekte darzustellen, die die Werte der Statistiken durch markante Gréfien verschliisseln.

Die Umsetzung der aufstiegsbasierten Statistiken exc und dexc fithrt uns zu den Polyominos.
Diese urspriinglich in der statistischen Physik (dort unter dem Namen ,animals“) und der
»Unterhaltungsmathematik“ betrachteten Objekte, sind ldngst Gegenstand eines eigenen For-
schungszweigs der Kombinatorik geworden. (Einen Uberblick liefert [10].) Es sind zwei Arten
von Problemen, die sich im Zusammenhang mit den Polyominos stellen. Zum einen soll die An-
zahl der Polyominos beziiglich der Fliche und/oder des Umfangs bestimmt, zum anderen sollen

Uberdeckungen durch eine Menge von Polyominos studiert werden.



4 1 Einleitung

Im Bereich der Enumeration sind noch viele Fragen offen; exakte Resultate existieren bisher
nur fiir spezielle Klassen von Polyominos. Auch die von uns betrachteten Objekte fallen in eine
besondere Klasse, die der Parallelogrammpolyominos. (Aufgrund ihrer Verbindung zur Theo-
rie der symmetrischen Funktionen — Parallelogrammpolyominos sind nichts anderes als zusam-
menhingende Schiefdiagramme — ist diese Klasse sicherlich eine der wichtigsten.) Beziiglich
ihres Umfangs werden die Parallelogrammpolyominos von den Catalan-Zahlen gez&hlt. Die er-
zeugende Funktion beziiglich der Flache, Breite und Hoéhe hidngt von ¢-Bessel-Funktionen und
g-Catalan-Zahlen ab ([11], [12]).

Bisher war jedoch offen, wie die Parallelogrammpolyominos beziiglich des Umfangs und der
Fléche verteilt sind. Unsere Untersuchungen fiihren zu expliziten Formeln, die genau diese Fra-
ge fiir Parallelogrammpolyominos mit Einheitsvertikalen beantworten. Dabei nutzen wir aus,
daf} diese Art von Polyominos auf einer sehr einfachen kombinatorischen Struktur basiert, den
Kompositionen. Die Enumeration der Polyominos 148t sich demzufolge auf die Untersuchung der
Vergleichbarkeit von Kompositionen beziiglich der Dominanzordnung zuriickfiihren.

Durch eine einfache Transformation sind die Resultate auf die allgemeinen Parallelogrammpo-
lyominos {ibertragbar.

Die Koeffizienten der gemeinsamen Verteilung von (exc, dexc) auf der Menge M,, ergeben sich
nun als Anzahl spezieller Parallelogrammpolyominos, wobei die Anzahl der Aufstiege durch die

Hohe und der Wert von dexc durch die Flache des Polyominos kodiert werden.

Das zweite, zur Analyse der abstiegsbasierten Statistiken des und ddes verwendete, Schliisselob-
jekt sind die Motzkin-Pfade. Zusammenhinge zwischen Permutationsstatistiken und Gitterpfa-
den, insbesondere Motzkin-Pfaden, finden sich in der Literatur sehr hiufig ([22], [21], [5]). Bei-
spielsweise benutzt der oben erwihnte Beweis der Gleichverteilung von (exc, den) und (des, maj)
nach Foata-Zeilberger eine solche Korrespondenz.

Die Anzahl der Abstiege und ihr gewichtetes Pendant ddes finden sich in der Anzahl der Dia-
gonalschritte und der Héhensumme des Pfades wieder. Die Enumeration dieser speziellen Pfade
ist nicht vorgenommen worden, so dafl das Verteilungsproblem fiir (des,ddes) auf M,, weiter-
hin offen ist. Fiir die symmetrische Gruppe ist dies nicht relevant, da die Paare (exc,dexc) und

(des, ddes) dort derselben Verteilung unterliegen.

Der kombinatorische Nachweis der Gleichverteilung der gewichteten Statistiken auf der Menge
der bi-ansteigenden Permutationen bringt nun die beiden Objekte zusammen: Wir erhalten eine
Korrespondenz zwischen den Parallelogrammpolyominos und den speziellen Motzkin-Pfaden €,,.
Delest und Viennot ([13]) konstruierten 1984 eine Bijektion zwischen den Parallelogrammpoly-
ominos und den Dyck-Pfaden, die grundlegend fiir die Herleitung von erzeugenden Funktionen
fiir bestimmte Polyominos ist. Wie diese {ibertragt unsere Abbildung alle polyominotypischen

Groflen wie die Breite, die Hohe, den Umfang und die Flache. Dariiber hinaus wird aber auch der



Rang, ein wichtiges Charakteristikum im Kontext der Schiefdiagramme, als Anzahl bestimmter
Pfadmuster verschliisselt. Dies macht die Korrespondenz auch fiir Fragestellungen im Zusam-

menhang mit dem Rang von Schiefdiagrammen interessant.

Durch das Studium der unterschiedlichen kombinatorischen Objekte werden zudem die Zusam-
menhinge zwischen bekannten Korrespondenzen klar.

So stellt unsere Abbildung der bi-ansteigenden Permutationen auf die Polyominos das fehlen-
de Bindeglied zwischen der Zuordnung von Parallelogrammpolyominos und Dyck-Pfaden nach
Delest-Viennot und der von Billey, Jokusch und Stanley in [6] angegebenen Bijektion zwischen
den bi-ansteigenden Permutationen und den Dyck-Pfaden dar.

Durch die oben erwihnte Transformation zwischen 321- und 132-freien Permutationen wird
zudem die Analogie zu einer erst kiirzlich ([25]) von Krattenthaler konstruierten Bijektion nach-

gewiesen, die die 132-freien Permutationen mit den Dyck-Pfaden verbindet.

Alle hier aufgefiihrten Objekte verbindet eines: Sie werden von den in der enumerativen Kombi-
natorik allgegenwirtigen Catalan-Zahlen gezdhlt. Dies eréffnet eine Vielzahl von Méglichkeiten,
die Betrachtungen auf andere Strukturen auszudehnen, namlich auf all jene, die in der beriihm-
ten ,,Catalan-Liste“ zusammengefafit werden, der auch wir neue Interpretationen hinzufiigen

konnten.
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Kapitel 2

Die Statistiken dexc und ddes

Wir beginnen unsere Ausfiihrungen mit der Definition der beiden gewichteten Permutationssta-
tistiken, die diesem Kapitel seinen Namen gaben.

Wie sich im Abschnitt 2 zeigen wird, weisen ihre Verteilungen einige Gesetzméifigkeiten auf, die
ihr Studium erleichtern werden. So sind dexc und ddes — wie auch ihre klassischen Vorbilder —
auf der symmetrischen Gruppe gleichverteilt. Auch die Paare aus einer der Statistiken exc bzw.
des und ihrem gewichteten Pendant unterliegen derselben Verteilung; die Koeffizienten sind zu-
dem beziiglich des ersten Parameters symmetrisch. Mit Hilfe einfacher Ansitze werden wir die
Rinder der Verteilungen bestimmen, aber auch die Grenzen solcher Methoden aufzeigen.

Der Abschnitt 3 untersucht die Zusammenhinge zwischen unseren und den klassischen Stati-
stiken. Eine zentrale Rolle spielt dabei der Satz 2.3.2, der die Beziehung von dexc zur Anzahl
der Inversionen beschreibt. Dies fiihrt insbesondere zur Betrachtung der Menge von Permuta-
tionen, fiir die inv und dexc identische Werte annehmen. Fiir diese Permutationen geben wir
verschiedene Charakterisierungen an, die die Grundlage fiir die nachfolgenden Untersuchungen

bilden.

2.1 Definition

Sei §,, die symmetrische Gruppe auf der Menge [n] und 7 = 7y -- -7, € S,, eine Permutation.

Erfiillt eine Position ¢ € [n] die Bedingung =x; > ¢, so nennen wir sie Aufstieg von = und
andernfalls Fallstelle' von . Desweiteren heifit i € [n] Abstieg von =, falls m; > w4 und
Anstieg von 7, falls m; < w41 gilt?. Dabei sei 7,11 := n + 1 gesetzt, so daB die Position n stets

ein Anstieg ist. Ein Paar (¢,7) mit 1 <7 < j < n und 7; > 7; nennen wir eine Inversion von

! Abweichend von der umgangssprachlichen Bedeutung schlieft der Begriff der Fallstelle auch die Fixpunkte
¢ = m; ein.
2Anders als im wahren Leben kann ein Abstieg also auch ein Aufstieg sein.

7



8 2 Die Statistiken dexc und ddes

7. Die Menge der Aufstiege, Abstiege bzw. Inversionen von 7 wird mit E(x), D(x) bzw. I(r)

bezeichnet.

Drei der klassischen Permutationsstatistiken zdhlen das Auftreten genau dieser Zustinde:
exc(r) = [E(7)],
des(m) = [D(7)],
inv(r) = [I(7)],

die vierte, der sogenannte major indez, wichtet jeden Abstieg mit seiner Position:

maj(r) = Z i

1€D(m)

Wir werden im folgenden die beiden Statistiken untersuchen, die die Aufstiege bzw. Abstiege

einer Permutation 7 mit dem Wert 7; — ¢ bzw. m; — 7,41 wichten.

Definition 2.1.1 Fiir eine Permutation 7 € S,, sei

dexc(w) = Z (7 — 1) bzw. ddes(7) = Z (7 — Tit1)

1€E(m) 1€D(m)

die Summe der positiven Differenzen 7; — ¢ bzw. 7; — ;41 in 7.

Beispiel 2.1.2 Die Permutation # = 42836975110 € Syo hat die Aufstiege E(r) = {1,3,5,6}
und die Abstiege D(7) = {1,3,6,7,8}. Es gilt also

dexc(m)=(4—-1)4+(8—=3)4+ (6 —5)+ (9—6) =12,
ddes(r) = (4—-2)+ (8=3)+ (9—-7)+(7T—-5)+ (b—1) = 15.

2.2 Eigenschaften der Verteilungen

Im Mittelpunkt der Analyse von Statistiken steht die Bestimmung der Verteilung, die dariiber

informiert, wie viele Permutationen beziiglich der Statistik einen festen Wert k& annehmen.

Fiir eine Permutationsstatistik f : S, — Ng definiert die Folge Sf(0), Sf(1),Sf(2),... mit
ST(k) = |{r € S, : f(x) = k}|

die Verteilung von f.

In diesem Abschnitt werden wir einige Eigenschaften der Verteilungen von dexc und ddes — ohne

explizite Kenntnis der Koeffizienten Sf(k) — angeben.
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Es ist wohlbekannt, daf die Anzahl der Aufstiege und die Anzahl der Abstiege auf der §,, gleich-
verteilt sind. Den ersten kombinatorischen Beweis dafiir lieferte Foata (siehe [20, Th. 10.2.3]).

Auch die beiden gewichteten Statistiken dexc und ddes unterliegen derselben Verteilung.

Satz 2.2.1 FEs gilt S3¢(k) = S3des(k) fiir alle n € N und alle k € N,.
Beweis. Sei m € S, derart in disjunkte Zykel ©# = (¢11---c11,)(c21 -+ ca1,) - - (51 - - - cs1, ) zerlegt,
dafy

(i) jeder Zykel mit seinem grofiten Element beginnt und

(ii) die Zykel nach ihrem ersten Element aufsteigend geordnet sind (c17 < ¢21 < ... < ¢s1).

Fixpunkte werden dabei als einelementige Zykel beriicksichtigt. Die Abbildung
@ S, — Sn7 TN C11C1],C1];—1 " €12 C21C2],C2l,—1 " * " €22 " * " C51C] Csl—1 " * " Cs2

ist offensichtlich eine Bijektion, und es gilt dexc(w) = ddes(¢(7)):

Fiir ¢ € E(m) gehoren die Elemente 7 und 7; zum selben Zykel und treten gemif der Konstruk-
tion als benachbarte Elemente 7; ¢ in ¢(x) auf. (Ist m; das maximale Element des Zykels ¢, so
gilt ¢ = (m; -+ -i), andernfalls ¢ = (7 ---im; - -) fiir ein k # 7.) Wegen der Bedingungen (i) und
(ii) ist jeder Fixpunkt von 7 im Wort ¢(7) kleiner als sein nachfolgendes Element. Gilt ¢ > =,
so enthilt ¢(x) die Folge m; i oder, falls ¢ das maximale Element eines Zykels der Linge [ > 2
ist, die Folge i 7!=" .. 7?1, wobei 7 := 7 (7F~") fiir k > 2 sei. (Der Fall [ = 2 148t sich wegen
m; € E(7) auf den ersten zuriickfiihren.)

Die Differenzen 7; — ¢ > 0 von 7 entsprechen also gerade den positiven Differenzen aufeinander-
folgender Elemente in ¢(7).

Aus dem Wort (7)) = ay - - -a,, 138t sich = wie folgt rekonstruieren: Man fiige eine linke Klam-

mer vor jedes Element a; mit a; > a; fiir alle 7 < ¢ ein und setze die rechten Klammern dazu

passend. Dies liefert die Zykelfaktorisierung von «. |

Beispiel 2.2.2 Die Permutation # =42836910517 € Syg zerlegt sich in
T=1(2)(9143856)(107)

und wird folglich auf ¢(r) = 29658341107 abgebildet. Es gilt dexc(m) = ddes(p(7)) =
(4=1+8=3)+(6-5)+(9-6)+(10-7) =15.

Die Abbildung ¢ ist genau die Bijektion, die Foata zum Nachweis der Gleichverteilung von exc

und des konstruiert hat.
Korollar 2.2.3 Die Bistatistiken (exc,dexc) und (des, ddes) sind auf S, gleichverteilt.

Wir kdnnen uns bei den nachfolgenden Untersuchungen also auf eine der beiden Statistiken bzw.
Bistatistiken beschrdnken. Alle nur fiir eine Statistik formulierten Aussagen gelten auch fiir die

Verteilung der jeweils anderen Statistik.
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Wir beginnen mit einer sehr elementaren, aber d&uflerst hilfreichen Beobachtung.
Lemma 2.2.4 Die Differenzensumme ddes wird fiir jede Permutation = € S,, durch s(n — s)
nach oben beschrdnkt, wobei s die Anzahl der Abstiege von m mit nachfolgendem Anstieg sei.

Beweis. Seien iy < ... < i, die Abstiege von 7 mit iy, — 1 ¢ D(7) und j; < ... < js die Abstiege,
fiir die jp+1 ¢ D(x) gilt. (Man beachte, daf§ die Position n per Definition ein Anstieg ist.) Dann
1aBt sich

ddes(7) = Z Ti, — Z 41
k=1 k=1
durch Y77 _;(n4+1—4k) = >7_; k = s(n — s) nach oben abschitzen. 0

Proposition 2.2.5 Fiir alle # € S,, ¢ilt 0 < ddes(7) < L%J

Beweis. Die untere Schranke ist definitionsbedingt. Die im Lemma angegebene obere Schranke
wird angenommen, wenn (mit den dortigen Notationen) 7;, € {n —s+1,...,n} und 7 41 €
{1,...,s}fiir alle k =1,..., s ist. Fiir die Anzahl s gilt offensichtlich s < | %|. O

Bemerkung 2.2.6 Wir werden spéter (im Beweis von 2.3.5) eine Folge von Permutationen
konstruieren, die zeigt, dafl jede Zahl zwischen den Schranken als Wert der Statistik ddes ange-

nommen wird.

Die folgenden Eigenschaften sind an dieser Stelle zundchst nur Vermutungen, die aus den fiir
kleine n vollstdndig bekannten Verteilungen von dexc auf §,, abgeleitet wurden. Diese sind dem
Anhang (A, Tabelle 1) zu entnehmen.

Vermutung 2.2.7 Die Verteilung von dexc ist unimodal, d.h. es gibt ein k mit

exc exc exc exc exc n2
SEFE(0) < < SRR — 1) < SRPE(R) > Sk +1) > > SR

n2—1'|.

Genauer ist k = ["—

Bemerkung 2.2.8 Die Verteilungsdaten legen nahe, daf die Folge S9e%(k) (fiir ungerades n

bis auf den Randwert) sogar logarithmisch konkav ist, also die Bedingung
(S(k))? > SU(k 1) - S (h 4 1)

fir alle £ =1,..., L%J — 2 erfiillt. Wegen der Positivitdt der Koeffizienten in diesem Bereich

wiirde daraus sofort die Unimodularitit folgen (siehe [38]).
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Im Gegensatz zur Eulerschen Statistik exc ist dexc auf §,, also nicht symmetrisch. Die gemein-

same Verteilung weist hingegen eine gewisse Symmetrie auf.

In Analogie zum einparametrischen Fall bezeichnen wir die Verteilungskoeffizienten der Bistati-

stik (f,g) mit Sg’g)(k, 1). Es sei
SOk, 1) = |{r € S, : f(r) =k, g(m) =1}
Satz 2.2.9 Fire=0,...,n—1lundk=e,...,e(n—c¢) gilt
Sleeden) (o ) = §(CAN) (| _ g 1 = 26 1 ).

Der Beweis erfordert ein tieferes Verstindnis der Zusammenh#nge zu anderen Permutationssta-

tistiken, das wir erst im nichsten Abschnitt erlangen werden.

Im folgenden werden wir die extremalen Verteilungskoeffizienten (also fiir sehr grofie bzw. sehr

kleine Werte k) von dexc bestimmen.

Lemma 2.2.10 Die Statistik ddes nimmt fiir eine Permutation © genau dann thr Mazimum
auf 8§, an, wenn © € S,, die folgenden Bedingungen erfillt:
a) Im Fall n gerade: m; € [§] fiir alle geraden i € [n].

b) Im Fall n ungerade: Ist m; € [”2;1] fiir ein i € [n], so gilt mi_y > 7w < Wipq. Ist 7 €

n+3
-

vereinbart.

.,n} fiir ein i € [n], so gilt mi—y < m; > miy1. Dabei sei 7o :=0 und w11 :=n+1

Beweis. Die Bedingungen an 7 resultieren unmittelbar aus der Charakterisierung im Beweis der

Proposition 2.2.5. |

Bemerkung 2.2.11 Die im Teil a) beschriebenen Permutationen sind alternierend, d.h. von

der Form 7y > my < w3 > ... < Ty > 7, und es gilt des(7) = 5 sowie maj(7) = ddes(r). Fiir

ungerades n nehmen die Permutationen mit maximalem ddes-Wert beziiglich des den Wert 2=

oder 2L und beziiglich maj den Wert ”24_1 + (=1)*|%] an, wobei a = 77! (%tL) sei.

Lemma 2.2.12 Sein gerade und © € S, eine Permutation mit D(x) = {1,3,...,n—3,n—1}.

Dann ist der Wert ddes(w) gerade, falls n durch 4 teilbar ist und ungerade sonst.

Beweis. Es gilt

n—1 n—1 n n

ddes(7) = Z(TZ'—TZ'+1): Zm—Zm:w—Q-Zm.

‘izl, ‘i:17 ‘i:2, L
sung. sung. 1 ger. 1 ger.
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Satz 2.2.13 Sei m,, der maximale Wert von ddes auf S,,, also m, = L”TJ Dann gilt

Sgdes (mn) —

{ ()1 fiir gerades n

n(”z;l)!2 fiir ungerades n,

gddes(py 1) = (n—1)*% -1 fir gerades n
2(n — 2)(251)1? fiir ungerades n,

gddes(py 9y = O(F-1)2=2)(5 -1~ fiir gerades n > 4
(n=2%+1(n—4)(n— 1)) (2531 fir ungerades n > 5.

Beweis. In Lemma 2.2.4 wurde gezeigt, dafl ddes(7) durch s(n — s) nach oben beschrinkt ist,
wobei s die Anzahl der Abstiege von m mit nachfolgendem Anstieg war. Dies ist die grundlegende
Idee der folgenden Betrachtungen.
Sei zundchst n gerade.
ddes(m) = m,, : Nach Lemma 2.2.10a) wird ddes genau dann maximal, wenn momy - - -7, auf
[2] und 775+ -7y auf {£+1,...,n} permutiert. Es folgt S39(m,,) = 212,
ddes(m) = m,, — 1 : Dann ist s > 2 — 1. Lemma 2.2.12 schliefit den Fall s =
ist genau dann gerade, wenn 4 kein Teller von n ist. Fiir s = & — 1 nimmt ddes(r

die Schranke

s(n — s) an. Mit der Notation aus dem Beweis von Proposition 2.2.5 sind also 7;,,..., 7, €

)

{5+2,...,n}und 7, 1y,..., 7 41 € [§—1] zu wihlen. Die fehlenden Werte % und % 41 lassen
sich an (fast) beliebiger Stelle in 7; 7, 417, 741 -+ - 7. 75,41 (ein Wort der Linge n—2) einfiigen.
Um die Invarianz der Differenzensumme zu gewihrleisten, muf lediglich eine Bedingung erfiillt
werden: Ist 2 der Wert eines Anstiegs, so darf ” + 1 nicht unmittelbar vor, ansonsten nicht
unmittelbar nach 5 positioniert werden. Also ist dees( -1 =(-1"*n-1)>~

ddes(m) = m, — 2: Sei nun zusétzlich n > 4. Auch hier gilt § — 1 < s < %; allerdings sind
jetzt beide Fille moglich. Wir wahlen zunédchst s = %, also D(r) = {¢ € [n] : i ungerade}.
Wegen mp, —2 = 3 00 Ti = Do, T und 3o, m; = In(n + 1) summieren sich die Werte der
Abstiege zu 7y + T3+ ...+ T = %(37@2 + 2n — 8). Diese Bedingung wird nur durch die Wahl
1y M3y ees Ty € {2, 542,54+ 3,...,n} erfiillt. Sei nun m; = F. Bei der Festlegung von
T, T4y - - -, Ty I8t zu beachten, dafl dann fiir den Wert & + 1 weder die Positionen ¢ —1 noch i +1
zuldssig sind. Fiir 7 = 1 resultieren also (5 —1)!- (5! — (5 —1)!) Méglichkeiten fiir 7, andernfalls
existieren (5! — (5 — 1)!) - (3! = 2(%5 — 1)!) Worter mymy - - -7y, die die Bedingungen erfiillen.
Fiir s = & — 1 ist ddes(7) = m,, — 2 gleichbedeutend zu

Tiyeoo s, €45+ 1,5 43,5 +4,...,n} und 740, 741 €{1,...,5 -1}

oder

Tipy-von i, €454+ 2,..0,n) und w40, 7m0 €{1,2,...,5 = 2,5}
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Im ersten Fall ist das Einfiigen von &
Die Position fiir den Wert, %—I— 2 darf nicht zum Abstieg i, mit 7;, = %—I— 1 benachbart sein. Der
zweite Fall verhilt sich analog. Insgesamt erhalten wir S39¢s(m,, —2) = (2! — (2 - 1))2 + 2(n

D(n=3)(3 - 1P = (3~ DA -1 +2(n = D{n-3)).

Die Vorgehensweise fiir ungerade n ist entsprechend.

in 7, w41 0w T 41 wiederum an n— 1 Stellen méglich.

ddes(m) = m,, : Diese Permutationen wurden in Proposition 2.2.10b) charakterisiert. Die
Werte 1, ... ,”2;1, %, ..., n lassen sich demnach, den Bedingungen entsprechend, auf (”2;1)!2
Méglichkeiten kombinieren, der Wert % ist beliebig positionierbar. Folglich ist S34¢s(m,,) =
n(251)12.

ddes(r) = m, — 1: Dann gilt notwendig s = 25, und die Werte der in Proposition 2.2.5

betrachteten An- und Abstiege unterliegen den Bedingungen
Tiyyeen s Wi, € {%,”Qi,%,... yny und w41, T4 €41, ,”2;1}

oder

3 -3 ntl
{23 .. ,n} und 7le_|_1,...7ﬂ'js_|_16{1727‘__771_7%}‘

iy s i, 7 3

Das fehlende Element ”Qﬁ bzw. % kann auf alle Positionen, aufier direkt vor oder nach ”zil,

gesetzt werden. Somit gilt S39(m,, — 1) = 2(n — 2)(%54)!%
ddes(m) = mn — 2: Wir setzen zudem n > 5 voraus. Hier wird s durch 252 beschrinkt.

Im Fall s = 252 gilt m;, € {22, ... n} und 7,44 € {1,..., 252} fiir allek: 1,...,8. Das

n 1 n4+1 n43
2 2

resultieren aus ddes(w) = m,, — 2 d1e Bedingungen

n—1

und 5

sukzessive Elnfugen der Werte ist auf jeweils n—2 Arten moglich. Fiir s =

. n+l n+3 nd+7 n49 . . n—1
iy eees { 2 v 9 v 9 1 9 7"'7”} und Tj4lseee s Tj41 € {17"'7_5_}
oder
. . n+3 . . n=5 n—1 ntl
Tipy oo M, €4232, 00,0} und w40, w0 € {1,200 252, B 2]

Der verbleibende Wert 148t sich an n — 4 Positionen einfiigen (eine Nachbarschaft mit 2+ und
143 hzw. 251 und 2 muB ausgeschlossen werden).
Insgesamt betréigt die Anzahl S39¢(m,, — 2) = (n — 2)3(252)12 + 2(n — 4) (25112 O

Korollar 2.2.14 Ist n gerade, so gilt S39(m,, — 1) = (n — 1) S99(m,,_,), andernfalls erfiillt
Sddes (1, — 1) die Rekursion S39¢(m,, — 1) = 2(n — 2) S99 (m,,_).

Bemerkung 2.2.15 Der Beweis macht deutlich, dafi dieser Argumentation schnell Grenzen
gesetzt sind. Zum einen wichst mit der Differenz von ddes(7) zum Maximum m,, die Anzahl der

moglichen Werte fiir s, zum anderen ufern die Bedingungen an m;, und 7, 41 zusehends aus.

Ein anderer Ansatz basiert auf der sukzessiven Konstruktion der Permutationen. Auch damit

ist es uns nur mdoglich, die Verteilungskoeffizienten am Rand, diesmal am linken, zu bestimmen.
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Lemma 2.2.16 Firrt=mny- -7, €Sy sei [r]:={my---min+ 1wy -7,:1=0,...,n} die
Menge der Erweiterungen von . Dann gilt ddes(7) < ddes(c) < ddes(w) + n fiir alle o € [7].

Beweis. Sei 0 = wy---min+ 1 w7, mit ¢ € {0,...,n — 1}. Ist i ein Abstieg von m,
so gilt ddes(o) = ddes(7) — (7; — mip1) + (n + 1 — m41) = ddes(x) + n + 1 — 7;, andernfalls
ddes(0) = ddes(7) + n+ 1 — m;41. Das Anfiigen von n+ 1 an 7 verdndert ddes hingegen nicht. O

Satz 2.2.17 Fiir alle n > 3 gilt

Spd=(0) = 1,

Sddes(1) = n—1,

Spd=(2) = j(n—2)(n+3),
Sddes(3) = L(n—3)(n®+9n+2).

Beweis. Offensichtlich gilt ddes(r) = 0 genau dann, wenn D(r) = 0, also 7 = id, ist. Die
Standardtranspositionen s; = (7,4 + 1) mit ¢ = 1,...,n — 1 sind genau die Elemente in &, mit
dem ddes-Wert 1.

Nach Lemma 2.2.16 sind die Permutationen ¢ € §,, mit ddes(s) = 2 unter den Erweiterungen

der 7 € §,,—1 mit ddes(7) < 2 zu suchen:

r=id,_1: o=1---n—3nn-2n-—1;
rT=s,1t=1,...,n—=3: o=1---i+1i--n—2nn-1;
T=8,-2: o=1-+n—-3nn—-1n—-2,1---n—3n—1nn-—2.
Zudem liefert jede Permutation 7 € S,,_; mit ddes(w) = 2 durch Anfiigen von n genau ein

weiteres 0 € S, mit ddes(c) = 2. Wir erhalten also die Rekursion Sdd¢¢(2) = §ddes(2) 4 und
mit dem Anfangswert S39¢(2) = 0 die explizite Beschreibung.

Analog verfahren wir fiir den Parameter k = 3. Es gilt

Sgdes(S) — Sgiels(g) + Z |{o‘ € [ﬂ'] : ddes(U) = 3}|
dT;Ss‘(S‘:rl)_SB

Die Identitdt auf S,_y erzeugt o = 1---n—4nn—3n—2n— 1. Fiir die Transpositionen s;
miti=1,...,n—4istc=1---i+14---n—3nn—2n—1 die einzige Permutation in [s;] mit
ddes(o) = 3, fiir s,_3sindes 1---n—4nn—-2n—-3n—1lund 1---n—4n—-2nn-3n- 1.
Fiir die Erweiterungen o von s,_, gilt ddes(o) # 3.
Die Permutationen © € §,,_1, fiir die ddes den Wert 2 annimmt, wurden im vorherigen Beweisteil
charakterisiert. Unter ihren Erweiterungen finden sich folgende ¢ € S, mit ddes(o) = 3:

e r=1--n—4n—-1n—-3n-2¢€[id,—2]:

c=1-+n—4nn—-1n—-3n—-2,1---n—4n—-1nn—-3n—2;
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e r=1--i+1li--n=3n—-1n—-2€[s]miti=1,...,n—4
c=1--14+1¢--n—3nn—-1n—-2,1--1+12---n—3n—1nn-—2;

e r=1--n—4n—-1n—-2n-3€ [s,_3]:
c=1-n—4nn—-1n—-2n—-3,1---n—4n—1nn—-2n— 3;

e r=1--n—4n—-2n—1n-3 € [s,_3]:
c=1-n—4n—-2nn—-1n—-3,1---n—4n—-2n—-1nn— 3;

¢ T=7T1-Tp_an— 1 mit 7 € S,_5 und ddes(t) = 2:
O=T1 " Th_onn—1.

Also ist
Sddes(3) = §ades(3y 4 1 4 (= 2) 4 (2(n — 1) + S%%5(2)).

Mit Sgdes(3) = 0 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.2.18 Auch dieser Ansatz erschopft sich sehr schnell in einer Vielzahl von Fall-
unterscheidungen. Noch unzweckméfBiger sind solche Methoden fiir die Bestimmung der gemein-
samen Verteilung von exc und dexc.

Eine Erkenntnis, die wir in diesem Abschnitt gewonnen haben, ist die: Um die Verteilung der
Statistiken dexc bzw. (exc,dexc) auf der S, vollstindig bestimmen zu kdénnen, miissen wir uns

von der ,permutationsnahen“ Sprache l6sen.

2.3 Zusammenhang zu anderen Statistiken

Definitionsbedingt bestehen zwischen den Statistiken dexc und exc bzw. ddes und des enge Be-
ziehungen. Uberraschender ist der zu Beginn des Abschnitts beschriebene Zusammenhang von

dexc und der Anzahl der Inversionen.

Fiir eine Permutation = € S,, bezeichne 7g die Einschrankung von 7 auf E(7), mng entsprechend
die Einschrinkung auf die Fallstellen von .
Bei Untersuchungen beziiglich der Inversionen einer Permutation ist die Betrachtung des soge-

nannten Codes sehr hilfreich. Wir definieren den Code (cy,...,¢,) von 7 als Folge der Zahlen
i :=[{j€n]:j<t, m>m}.
Offensichtlich gilt ¢; + ...+ ¢, = inv(rx).

Beispiel 2.3.1 Fiir die bereits in 2.1.2 betrachtete Permutation # =42836975 110 € Syg ist
e =4869 und 7nyg =23 75110. Als Code erhalten wir code(n) = (0,1,0,2,1,0,2,4,8,0).

Satz 2.3.2 Flir jede Permutation © € S,, gilt inv(7) — dexc(7) = inv(7g) + inv(7NE).
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Beweis. Seien 1y < ... < i, die Aufstiege und j; < ... < j,_. die {ibrigen Positionen von 7.

Ferner bezeichne 7 € §,, die Permutation, die durch Sortierung von g bzw. mng in aufsteigender

Ordnung aus 7 hervorgeht. Dies bedeutet 7;, = 7,(;,) fiir & = 1,...,e und 7;, = m ;) fiir
k=1,...,n—e,wobei ¢ und 7 derart auf E(r) bzw. [n]\ E(7) permutieren, daf§ 7;, < ... < 7,
bzw. 7t; < ...< 7;,_, ist. Wir zeigen zunéchst
exc(7) = exc(w),
dexc(7) = dexc(m).

Jeder Aufstieg von 7 ist auch ein Aufstieg von 7. Fiir i, ¢ € E(7) mit 44 < ¢ und m;, > 7,
gelten die Relationen ij, < ¢y < m;, und ¢ < m;, < 7m;,_. Umgekehrt erhélt jede Permutation auf
[n] \ E(7) auch die Fallstellen von x. Sind ji, 5 € [n] \ E(7) mit ji < j; und =;, > 7, so ist
Jk > m;, > 7, baw. j; > ji > m;, . Folglich stimmen exc(m) und exc(#) iiberein, und es gilt

€ [

dexc(m) = Z(mk — i) = Z(ﬂ'g(ik) — 1) = dexc(7).
Nun betrachten wir die Inversionen. Sei m; < ... < m, > m,,,. Fiir den Code (cy,...,¢,) von
7 ist dann ¢;, =0 und ¢;,,, > 1 (¢;,,, zéhlt alle Aufstiege iy < i, mit 7;, > 7;,,, ). Werden nun
T, und m;, . vertauscht, so gilt fiir den Code (¢},... ,¢;) dieser Permutation
c;»a = Cigyy — 1,
C;a+1 = 07

/

c; = c; fiiralle j € [n]\ {ia, iay1}-
Firj=1,...,i,—1,%41+1,...,nist die Invarianz klar. Die Positionen j = ¢, +1,..., 0541 —1
sind Fallstellen, fiir sie gilt 7; < j <41 < 7i,,, < 7, Die Fehlstellung (4, j) tritt also sowohl
in 7 als auch in 7" auf.

Folglich wird die Anzahl der Inversionen durch die Transposition (7;,,m;,,,) um 1 reduziert. Um
7 aus 7 zu konstruieren, sind inv(m;, - - -7; ) derartige Vertauschungen nétig. Fiir die Fallstellen

argumentiere man analog. Wir erhalten
inv(7) = inv(7) — inv(7g) — inv(7wNE).

Nach Konstruktion sind die Einschrinkungen #g und #ng inversionenfrei. Der Code (¢4, ... ,¢é,)
von 7 erfiillt deshalb die Bedingungen ¢; = 0 fiir alle ¢ € E(7) = E(7) und é; = j — #; fiir alle
J € [n]\ E(7). Somit gilt

inv(7) = é,4+...+¢,_. = it iu—e— (T +o o+ T5)

- (”‘QH) — iy + .. i) — (”;1) + (i, 4o+ 7)) = dexc(7),

und die Behauptung ist bewiesen. O
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Beispiel 2.3.3 Fiirr =42836975110€ S1pist 1 =41628935710, und es gilt
inv(r) = dexc(m) +inv(4869) +inv(2375110) =124+ 145 = 18.

Bemerkung 2.3.4 Der Zusammenhang 2.3.2 wurde bereits in [8] angegeben. Clarke et al. be-
trachteten die aus den Teilstatistiken dexc (dort edif) und inv(7g) 4+ inv(7ng) Zusammengesetzte
Statistik env und wiesen letztlich nach, dafl diese mit inv identisch ist.

Die im Beweis eingefiihrte Sortierung # wird auch in den folgenden Ausfiihrungen eine wichtige

Rolle spielen.

Die im Anhang (A, Tabelle 2) angegebene Verteilung der Bistatistik (dexc, inv) auf Sg suggeriert,
daf} die Differenz zwischen dem dexc- und dem inv-Wert einer Permutation eher gering ist. In
der Tat kénnen wir die folgende Abschitzung angeben.

Korollar 2.3.5 Fiir jede Permutation m € S, gilt dexc(w) < inv(7) < 2dexc(m) — exc(r).

Beweis. Die untere Schranke folgt unmittelbar aus Satz 2.3.2. Zum Nachweis der oberen kon-

struieren wir zunichst eine Folge 7 71 . von Permutationen, fiir die dexc(ﬂ(k)) =k und
inv(r(®)) = 2k — exc(r(¥)) gilt. Setze 7(®) =id. Fiir e = 1,..., 2] fiihre folgende Prozedur aus:
Sei a = ﬂ'ék_l). Ist a < n+1— e, so setze

Ték) =a+1,

77 = q, falls a #e,

r®) =,

Tl(k) = ﬂ'z(k_l) fiir i € [n]\ {e,a,a+ 1}.

(Der Ablauf des Algorithmus wird im nachfolgenden Beispiel demonstriert.) Auf diese Weise
erzeugen wir n — 2e + 1 Permutationen, die jeweils e Aufstiege besitzen. (Genauer ist E = [e].)
Nach Konstruktion gilt dexc(m(®)) = dexc(m*~1)) 4+ 1. Innerhalb der Prozedur (fiir ein festes ¢)
erhéht sich die Anzahl der Inversionen in jedem Schritt um 2, beim Ubergang e — e 4+ 1 jedoch
nur um 1. Folglich gilt inv(7(®)) = 2dexc(r(¥)) — exc(r ().

Dieser Wert ist aber auch maximal fiir eine Permutation # € S,, mit dexc(r) = k und exc(7) = e.
Nach Satz 2.3.2 geniigt es dafiir, inv(mg) + inv(mng) < k — e zu zeigen.

Im Beweis dieses Satzes wurde nachgewiesen, dafl die Permutation 7 (hervorgegangen aus ©
durch Sortierung von mg und wng) dieselben Werte beziiglich exc und dexc annimmt wie 7. Zu-
dem gilt inv(7g) = inv(ng) = 0.

Hier untersuchen wir den umgekehrten Sachverhalt: Sei ¢ € M,, eine Permutation mit den Auf-
stiegen 7y < ... < 7., den Fallstellen j; < ... < j,_. und den inversionenfreien Einschrinkungen

op und onp. Wie viele Vertauschungen kénnen an og bzw. onyg maximal vorgenommen werden,
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ohne die Menge der Aufstiege (und damit exc und dexc) zu verdndern?

Betrachte dazu das folgende Schema:

1 u+1,...,04 =1, 04y
2 41, .. ,0, -1, 0y
et te+1,...,0, -1, o5,

(Die Voraussetzungen an o bedingen o;, < ... < 0;,.) Offensichtlich entspricht die Anzahl aller
vom letzten Eintrag verschiedenen Zeilenelemente der Differenz dexc(o) —exc(c). Tritt der Wert
o;, in der Zeile | # k auf (dann ist [ > k), so sind o;, und o;, vertauschbar. Zum einen gilt
iy < o0;,, zum anderen i < o;, < oy,. Folglich 148t sich die Inversionenanzahl inv(mg) fiir alle

m € S, mit # = ¢ durch

> Hk€E(o): k< oi < ap}
i€E(o)

nach oben abschitzen. (Man beachte, E(r) = E(0).)

Alle von oy, ...,0;, verschiedenen Zeilenelemente entsprechen den méglichen Vertauschungen
auf ong. Sei o, ein Eintrag in der Zeile [. Dann korrespondiert (i, jx) zu einem Indexpaar
(Jms Jk) mit 0, < 4 < jg. Da auch die Werte 0, < ... < 0;,_, geordnet sind, lassen sich o;,
und o;, insbesondere vertauschen. Hier geniigt es zu zeigen, daf die Anzahl der Aufstiege ¢ von o
mit i < 0, < o; (also die Anzahl der Zeilen mit dem Eintrag o;, ) mit der Anzahl der Fallstellen
J mit 0;, < j < jj {ibereinstimmt. Dies ist aber offensichtlich: Wegen der fehlenden Inversionen
in og und ong erfiillen o;, — 1 der Positionen [ =1,...,j; — 1 die Bedingung o; < o;, . Folglich
gibt es ji — o, Stellen ¢ mit ¢ < j, und o; > o;, (diese sind notwendig Aufstiege von o). Fiir s
dieser Stellen gelte nun zusétzlich ¢ < o5, , also fiir j, — 0;, — s die Bedingung o;, <i. Demnach
sind j; — 0;, — s der Positionen o;,, ..., jx — 1 Aufstiege und somit s Fallstellen von o.

Die Anzahl der zuldssigen Vertauschungen von o und ong betrdgt also hichstens k — e; die

obere Schranke ist bewiesen. O

Beispiel 2.3.6 Fiir n = 6 erzeugen wir durch das im ersten Teil des Beweises beschriebene
Verfahren die Folge:

k (k) exc(n™) | dexc(x®)) | inv(7(*))

123456 0 0 0
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11213456 (1|11
21321456 12| 3
31423156 13| 5
41523416 |1 (4| 7
51623451 15| 9
61632451 (2|61 10
71643251 (27|12
81653421 (28| 14
91654321 (3|91 15

Wie in Bemerkung 2.2.6 angekiindigt, zeigen diese Folgen insbesondere, daf jede Zahl k € Ny

mit 0 < k < L%J als Wert beziiglich der Statistik dexc angenommen wird.

Bemerkungen 2.3.7

a)

Der zweite Teil des Beweises gibt zudem an, wie fiir zwei geordnete Folgen (iy,...,1.)
und (aq,...,a.) mit i < ai fiir alle k& die (eindeutig bestimmte) Permutation 7 € S,
konstruiert werden kann, fiir die E(7) = {i1,...,i.}, 7(E(7)) = {a1, ..., a.} und inv(7) =
2(ay + ...+ a. — iy — ... —i.) — e gilt. Diese ist dann unter allen Permutationen ¢ € S,
mit E(o) = {i1,..., 4.} und 6g = a; - - - a. die mit der maximalen Anzahl an Inversionen.
Sei dazu M;, := {a; : a; > ix} fiir k = 1,...,e. Setze nun fiir 7;, den minimalen Wert

aus M;, und entferne diesen aus M; . M;__,. Setze fiir m;,_, den minimalen Wert
aus M; _,

J1 < ... < Jn—e (geordnetes [n]-Komplement von {iy,...,i.}) und den Werten b; <

IR

und entferne diesen aus M; ..., M, usw. Analog wird mit den Fallstellen

te—2

... < bu—. (geordnetes [n]-Komplement von {ay,...,a.}) verfahren. Definiere die Mengen
M;, = {b : by < ji} fiir k= 1,...,n— e. Setze fiir 7;, den maximalen Wert von M,

, M, _.; setze fiir 7;, den maximalen Wert von M;, und

Jn—e)

und entferne diesen aus M, , ...

M

Jn—e

entferne diesen aus M, , ...,

Ein Beispiel: Fiir i = (1,3,5,6), a = (4,6,8,9) und n = 10 erhalten wir auf diese Weise

Uusw.

My ={4,6,8,9}, M3 ={4,6,8,9}, M5 =16,8,9}, Mg = {8,9};
M2 = {172}7 M4 - {17273}7 M7 = {172737571}7 MS = {172737§7 7}7
My ={1,2,3,5,7}, Myo={1,2,3,5,7,10},

also die Permutation # =92436875110 € Sy9 mit inv(r) =212 — 4.

Umgekehrt wird — gemdf dem nachfolgenden Korollar — die Inversionenanzahl fiir 7 =
41628935710 minimal; es gilt inv(r) = 12.

Sowohl die Statistik inv als auch dexc sind beziiglich der Inversenbildung invariant, d.h.

inv(r) = inv(7™1) und dexc(n) = dexc(r™!) fiir alle 7 € S,,. Die zweite Aussage ist dabei
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ebenso offensichtlich wie die erste:

dexc(m) = Z (i — 1) = Z (m;— 1) — Z(m —1) = (77}1 — j) = dexc(r™1).
1€E(m) 1€[n] > JEE(r—1)
Desweiteren gilt exc(7™!) = n — exc(x) — f, wobei f die Anzahl der Fixpunkte von 7

bezeichne. Die Schranke aus 2.3.5 kann also wie folgt verschirft werden. Es ist
inv(m) < 2dexc(r) — max{exc(w),n — exc(w) — f}

fiir alle # € §,. (Die Folge 7O 71, aus dem Beweis ist davon nicht betroffen; alle
diese Permutationen sind Involutionen.)

¢) Der Nachweis der oberen Schranke beinhaltet ein Resultat, das wir viel spiter (im Satz
4.1.3) wieder aufgreifen werden. Die Anzahl der dort als E-invariante Transpositionen

bezeichneten Vertauschungen auf g bzw. 7ing betrdgt dexc(n) — exc(r).

Satz 2.3.2 charakterisiert insbesondere die Permutationen = € S, fiir die inv(7) und dexc(7)

iibereinstimmen.

Korollar 2.3.8 Fiir eine Permutation 7 € S, gilt genau dann inv(r) = dexc(r), wenn die

Wérter mg und mng aufsteigend geordnet sind.

In Anlehnung an diese Beschreibung nennen wir diese Permutationen bi-ansteigend und bezeich-
nen ihre Menge mit M,,.

Die bi-ansteigenden Permutationen werden im Zentrum der nachfolgenden Untersuchungen ste-
hen. Insbesondere ist ihnen das gesamte Kapitel 3 gewidmet. Zunichst werden wir ihre Struktur

genauer beschreiben.

Proposition 2.3.9 Die Bedingung inv(r) = dexc(r) fiir eine Permutation © € S, ist dquivalent

zu
me—k = [{i>k:m <mi}| firallek € E(r) und
k—m, = Hi<k:m >m}| firallek ¢ E(r).

Beweis. Sei k € [n]. Zdhlen wir die Positionen 7 € [n] mit 7; < 7, so erhalten wir
k—1—{i<k:m>m|+ {i>k:m <m).

Folglich ist mp = k + |{¢ > k : 7y < mp}| — |[{¢ < k 7 > 7} Ist k ein Aufstieg von 7, so ist
auch jedes ¢ < k mit m; > 7 ein solcher. Analog ist jedes ¢ > &k mit m; < 7 eine Fallstelle von
7, falls k ¢ E(x) gilt. Nach dem vorherigen Korollar ist die Gleichheit von inv(7) und dexc(r)
dquivalent zur Monotonie von 7g und mwyg. Die Mengen {i < k : m; > mp} fiir & € E(7) bzw.
{i >k :m < m} fiir k ¢ E(7) sind also leer. O
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Diese Charakterisierung ist allerdings fiir die Konstruktion von bi-ansteigenden Permutationen
wenig geeignet. Im Gegensatz dazu ist es sehr einfach, alle Elemente von M, explizit anzugeben,

wenn man die folgende Darstellung wihlt.

Wir kénnen jede Permutation # € S, in ein Produkt aus inv(7) Standardtranspositionen s; =
(1,74 1) zerlegen. Eine Folge (aq, ... ,a,) natiirlicher Zahlen a; € [n — 1] mit 7 = s,, -+ - 5,, und

r

r =inv(7) heifit reduzierte Zerlegung von w. Durch die Prozedur

(1) Setze ¢ :=m und k:= 1.

(2) Fiir i = 1,...,n — 1 fithre aus: Ist o; > 1, so setze 0 := s,,_10 und a; := 0; — 1 und
erhohe k.
wird die reduzierte Zerlegung von 7 erzeugt, deren Reversion (a,,...,ay) die lexikographisch

grofte ist. (Dies ist gleichbedeutend damit, daf a, der gréfite Abstieg von 7 ist, a,_; der gréfite
Abstieg von ws,, usw. Vergleiche auch [6, S. 356].) Sprechen wir im folgenden von der Faktori-

sierung einer Permutation, so ist die auf dieser Zerlegung basierende Produktbildung gemeint.

Satz 2.3.10 Fiir eine Permutation © € S, stimmen inv(r) und dexc(w) genau dann iberein,

wenn

T = (Siy 421 —18i 4812 "+ *Siy ) (Sip4 Ay~ 1814852 *8ip) = (Siet A, ~18i +A.—2 " i)

fiir natirliche Zahlen i1 < ... < i <nund Aq,... , A. mit i1+ Ay < ... < 1.+ A < n ist.

Insbesondere sind dann iy, ... i, die Aufstiege von 7, und es gilt dexc(r) = Ay + ...+ A..

Beweis. Seien v < ... <. die Aufstiege von 7 und Ay,..., A, ihre Differenzen zu m;,,...,m;_.

Betrachten wir die Faktorisierung von 7: Wegen 7; = ¢ flir ¢ = 1,...,4 — 1 liefert der erste

Schritt 7' = Sy -1 und o;, = m;;, — 1. Nach dem ersten Durchlauf erhalten wir somit
!

T = 57r,'1—157r,'1 -2 'Sm‘l —Aqy

o = Sml—Al"'Sml—?sml—lﬂ':1---’1‘7i1+1---‘7n-

Korollar 2.3.8 besagt nun, dafl E(c) = E(7)\{¢1} und dexc(o) = dexc(m)—A; ist. Stimmen inv(r)

und dexc(r) iiberein, so ist mg aufsteigend geordnet. Die Transpositionen sz, —1,..., 8z -4,
lassen also die Positionen is,...,1. fest. Folglich unterscheidet sich ¢ auf A; Positionen
Je{in+1,...,n}\{iz, ..., i} von 7, genauer gilt o; = 7,4+ 1. Andererseits kann ein derartiges

j nicht zum Aufstieg werden. Nach Proposition 2.3.9 gilt fiir jede Fallstelle von 7 die Relation
j—m;=|{i<j:i€E(nm), m; <m}l falls inv(7) und dexc(w) iibereinstimmen.
Die sukzessive Anwendung des Algorithmus auf o liefert nun obige Zerlegung.
Umgekehrt sind 7g und mng einer Permutation © mit der angegebenen Faktorisierung aufstei-

gend. O
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Beispiel 2.3.11 Die Permutation # =34812956 107 € Syq ist bi-ansteigend:
inv(r) = 13 = dexc(n) (Definition),
7E—=348910, ine = 12567 (Korollar 2.3.8),
T = (5251)(5352)(5756555453) (585756 (S9) (Satz 2.3.10).

Lemma 2.3.12 Fir alle 7 € S,, gilt exc(m) = inv(7) genau dann, wenn exc(n) = dexc(w) ist.
Beweis. Stimmen die Anzahl der Aufstiege und der Inversionen von 7 {iberein, so ist wegen
exc(w) < dexc(m) < inv(7) auch exc(r) = dexc(n).

Sei nun umgekehrt exc(r) = dexc(w) = e fiir ein 7 # id. Fiir die Aufstiege i1 < ... < 7. gilt also
7, = i + 1. Dann sind aber auch die Werte auf den {ibrigen Positionen notwendig geordnet.

k

Nach Korollar 2.3.8 folgt inv(7) = dexc(r). O

Proposition 2.3.13 Fiir alle natiirlichen n und e gilt
S(exc,dexc) (6 6) _ n—1 und S(exc,dexc) (6 e+ 1) — 9 n—2 ‘
el 9 e el i P

Beweis. Erfiillt eine Permutation 7 die Bedingung exc(n) = dexc(w) = e, so ist sie nach dem
vorherigen Lemma bi-ansteigend und genauer nach Satz 2.3.10 von der Form m = s;,5;, - -5;,
mit 1 <o <ig<... <. <n—1.
Die Anzahl der Permutationen = € M,, mit dexc(7) = exc(n) + 1 = e + 1 betrigt

Méexc,dexc) (67 e+ 1) — e (n — 2) ‘

€
Dies folgt wiederum aus Satz 2.3.10; es gilt 7 = s;, -+ -5;, _, S5, +15i, Sippy ~ S mit 1 <op <Ll <
i <ip+1<ipp <...<i.<n-—1fiirein k € [e]. Im Beweis von Satz 2.3.2 wurde gezeigt,
dafl o € §,, denselben dexc-Wert annimmt wie die auf og und ong geordnete Permutation &. Zu
jedem m € M,, mit der Differenzensumme dexc(7) = exc(7)+1 existieren nun genau zwei o € S,
fiir die 6 = 7 gilt; zum einen 7 selbst, zum anderen o = s;, - “Sip_y Sip 180, Siy+1S8iy4y  * Sip. Der

Beweis des Korollars 2.3.5 enthielt den Nachweis, dafi die Anzahl der zuldssigen Vertauschungen

von g und 7ng hochstens dexc(m) — exc(m) = 1 betrdgt. Folglich ist o die einzige derartige
Permutation. O
Lemma 2.3.14 Der Koeffizient SZ(fXC’dexc)(e7 k) ist genau dann positiv, wenn e < k < e(n — e)
gilt.
Beweis. Die untere Schranke ist klar, die obere erhalten wir durch die Abschétzung
dexc(w) = Z (r;—1) < Z(n—l— 1—1)— Zi: e(n—e).
i€E(m) i=1 i=1

Umgekehrt existiert zu jedem festen e und jedem & € {e, ... ,e(n—e)} eine Permutation 7 € S,
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mit exc(m) = e und dexc(w) = k. Betrachte dazu fiir vorgegebenes e die Permutation
77(0):23...ee—|—116—|—2...n.

Es gilt dexc(7(®)) = e. Durch die sukzessive Anwendung von Transpositionen s._;;; mit j =

1,...,n—e—1undi=0,...,e—1auf r(® (in der Reihenfolge sc11, Se, ..., S2, Set2, Sety .-+, 53,

oy Sm—1ySn—2y ... ,Sn—c) erzeugen wir eine Folge 7, ..., wEr=e=1)) yon Permutationen, fiir
die dexc(ﬂ'(i)) = e+ 1 gilt. O
Bemerkung 2.3.15 Aufgrund der Konstruktion sind die Permutationen 7, ... z(e(n=e=1)

bi-ansteigend. Die Aussage des Satzes 148t sich also auf die Verteilung von (exc, dexc) auf M,

tibertragen: Z\%gexc’dexc)(e7 k) > 0 genau dann, wenn e < k < e(n — e).

In [18] wurden die Aufstiege von Permutationen intensiv untersucht und insbesondere Formeln
fiir die Anzahl der Permutationen mit vorgegebener Aufstiegsmenge angegeben. Wir charakteri-
sieren im folgenden die Mengen, die Aufstiegsmenge einer Permutation 7 € S, mit dexc(w) = k

sind.

Fiir eine Menge A = {a1,...,a,} C [n] sei w(A):=ay + ...+ a,, die Summe ihrer Elemente.

Proposition 2.3.16 Sei &M = {E(7) : m € S,,, dexc(w) = k}. Desweiteren sei P die Menge

aller k-elementigen Teilmengen von [n — 1]. Dann gilt

D=0} und M =DPU{E €l w(E) <

2

fir alle k =1,...,[%].

[E[2n+1—E])}

1
2

Beweis. Wir kénnen uns auf die Betrachtung von bi-ansteigenden Permutationen beschrénken.
Im Beweis von 2.3.2 wurde gezeigt, dafi die Aufstiegsmengen einer Permutation 7 und ihrer
Sortierten 7 identisch sind.

Sei F' = {i1,...,1.} C [n—1] eine geordnete Menge. Nach Definition betrigt der dexc-Wert einer
Permutation 7 € M,, mit E(7) = F mindestens e und hichstens §(2n+1—e)—w(£). (Im ersten
Fall ist 7;, = i) + 1, im zweiten m;, = n —e+ k fiir k = 1,...,e.) Fiir jeden Wert k zwischen

diesen Schranken existiert eine Permutation 7(¥) € M,, mit E(7(®) = F und dexc(z®) = k.

Setze dazu
77(6) = S{, Siy Sies
rl = iy s (siopsi)y e
ﬂ_(e—l—n—l—le) = S;,Si, """ Si_, (Sn—lsn—Z t 'Sie)7
pletn—ic) ._ SiySiy o (Sio_ 41800y ) (Sp—1 - 8i)y o
ﬂ_(e_|_2n_3—ie—ie_1) = 8i,Siy (Sn—2 ce. Sie_l)(Sn—l Tt Sie)v T

eten— %e(e—l—l)—w(E))

- i= (Spee 50, ) (Sng1me - Siy) -+ (Sne1 - 54,).
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Dies zeigt die Rekursion. O

Nun sind wir in der Lage, den Nachweis fiir die im vorigen Abschnitt zitierte Eigenschaft 2.2.9
zu erbringen. Wir werden die Symmetrie zun&chst fiir die bi-ansteigenden Permutationen zeigen.
Die Bezeichnung der Verteilungskoeffizienten unterliegt derselben Konvention wie fiir §,,, man
ersetze lediglich S durch M.

Der Beweis ist sehr technisch. Wir demonstrieren die Wirkungsweise des beschriebenen Algo-

rithmus daher ausfiihrlich im direkt anschlieBenden Beispiel.

Satz 2.3.17 Fire=0,...,n—1und k=ce,... e(n—c¢) gilt
ML) (o by = M(E€de) () _ | _ oy 1 — 964 k),

Beweis. Wir konstruieren eine Involution ® auf M, fiir die

exc(P(r)) = n—1—exc(r) und
dexc(®(7)) = n—1— 2exc(r) + dexc(n)
gilt. Insbesondere ist dann exc(® (7)) — exc(n) = dexc(P (7)) — dexc(w) = inv(P (7)) — inv(r).
Sei m € M,, mit den Aufstiegen iy < ... < i.. Wir definieren ®(7) wie folgt:
(1) Faktorisiere m. Nach Satz 2.3.10 gilt

w = (87”1_187”1—2 .. ‘82'1) .. .(Sﬂ_ie_lsﬂ_ie_z . 'Sie)'

(2) Liste in L alle Produkte

Sn—m‘k —|—28n—7r,'k-l—17 Sn—m‘k —|—35n—7r,‘k +25 -y Sn—ip Sn—ip—1
firk=1,...,eund m;, — i > 2 auf.
(3) Seien ji > ...> ju_1-e die von n verschiedenen Fallstellen von 7. Setze c; := n — ji und
o(k) =5, fliirk=1,...,n—-1—e.
Fir k=n—1—e,...,1 fithre folgende Prozedur aus:

B) = goyq0(®)

Suche in L ein Produkt s.41s., so dafi s. der erste Faktor von o(¥) ist. Setze o
und streiche s.i1s. (einmal) aus L. Wiederhole den Schritt solange, bis kein derartiges
Set1Se in L existiert.

(4) Setze ®(7):=0 = o) ... gln=l=e)

Wir werden zunéchst zeigen, dafl dieser Algorithmus die Faktorisierung einer Permutation o

liefert, fiir die exc(c) =n — 1 — e und dexc(c) = n — 1 — 2e 4 dexc(7) gilt.

Nach Ausfithrung von (3) fiir k=n—1—e,...,1 ist die Liste L leer.

Wir diirfen annehmen, dafl 7 einen Aufstieg ¢ mit m; — 7 > 1 besitzt, ansonsten ist I, = () nach
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Konstruktion. Sei a der kleinste derartige Aufstieg von 7 und b die kleinste Fallstelle von 7 mit

a < b. Dann liefert jedes i € {a,...,b— 1} eine nichtleere Teilliste L; von 7; — i — 1 Produkten
La : Sn—aSn—a—1ySn—a—15n—a—25+++ 3y Sn—mq+25n—ma+1
La—l—l : Sp—a—15n—a—2sSn—a—25n—a—3, -+ -, Sn—7ra+1—|—25n—7ra+1 +1
Lb—l : Sn—a—(b—a)—l—lsn—a—(b—a) 3 Sn—a—(b—a)sn—a—(b—a)—h sy Sn—mp_ 1 +25n—mp_q +1-

Nach Korollar 2.3.8 sind die Differenzen m; — ¢ fiir @« < ¢ < b — 1 schwach monoton wachsend.
Insbesondere gilt also |L,| < ... < |Lp_1|. Desweiteren ist |L;| = 0 fiir alle ¢ € E(7) mit i < a.
Was passiert nun im Schritt (3)7

Sei j < a eine Fallstelle von 7. Dann entsteht in ¢ auf der Position ¢ = n — j ein Aufstieg, der
die Prozedur in (3) vor ¢ = n—b durchlduft. Die Liste L enthilt kein Produkt s.y1s., ansonsten
wire m;_1 — (j — 1) > 2, also a nicht minimal. Folglich ist ¢’ der erste Wert, fiir den Elemente

aus I gestrichen werden, und zwar wie folgt:

o("=1=¢) — 5. _,: streiche den ersten Eintrag von L,_;
gln=1=¢) — Sp—bt1Sn—p; streiche den ersten Eintrag von Ly
o("=1=€) — g .1 ---s,_p; streiche den ersten Eintrag von L,
O_(n—l—e) = Sp_gq"Sn_b-

Das Produkt s,_44+18,—4 ist nicht in L enthalten, die Prozedur bricht ab. Jede unmittelbar
folgende Fallstelle b4+ 1,b4 2, ... von 7 reduziert analog die Listen Ly_q,..., L, um das jeweils
erste Element (sofern noch vorhanden). Wegen |L,| < ... < |Ly_q] ist dies méglich.

Sei nun a’ der kleinste Aufstieg von 7 mit b < «’. Fiir 7,s — a’ = 1 folgt nach Korollar 2.3.8, daf}
a'—b>m_1—(b—1)—1=|Ly_y| ist. Nach der Anwendung von (3) auf n—b,n—(b+1),... ,n—
(a' — 1) ist L also bereits leer, und die Argumentation kann wiederholt werden (ersetze a durch
den nichstgréferen Aufstieg mit einer Differenz > 2).

Im Fall 7,y — a’ > 2 liefert Korollar 2.3.8 die Relation 7,0 —a' > myp_y —ad'+ 1 =mp1 — (b—1) —
(@’ — b). Der Aufstieg o’ erweitert L in (2) um die Produkte

La’ P Sn—a'Sn—a’—1ySn—a’—15n—a’'=2y -+ -y Sn—m 1 +25n—7 1 +1-

Aus der Teilliste Ly_; wurden bereits ¢’ — b Elemente entfernt (fiirc=n—-b,n—(b+1),...,n—
(@' — 1)), der erste Eintrag in Ly_1 ist also Sp—a/4180—qa. Desweiteren gilt |Ly—1| = 75—y — (b —
1)=1—(a’=b) < |Ly|. Die fiir @’ neu in L aufgenommenen Produkte setzen die bestehende Liste

also ,liickenlos® fort. Auch in diesem Fall kann die obige Argumentation sukzessiv wiederholt
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werden.

Wegen 7; — ¢ < n — 7 kénnen fiir einen Aufstieg ¢+ von # maximal n — ¢ — 1 Elemente zu L
hinzugefiigt werden. Korollar 2.3.8 impliziert j ¢ E(rx) fiir alle j > 1, falls m; = n ist. Folglich
leert die Anwendung von Schritt (3) auf ¢ =n—(i+1),n—(¢+2),...,1 die Liste L vollstindig.
Diese Betrachtung beweist auch die Eindeutigkeit der Abbildung ®.

Nach Konstruktion sind die Positionen ¢, ..., ¢,—1_ aus (3) gerade die Aufstiege von ®(7),
also exc(® (7)) = n—1—exc(r). GemiB Satz 2.3.10 stimmen inv(® (7)) und dexc(®(r)) iiberein,
und es gilt

dexc(®(r)) = Z o™y = n—1—e+]|L] = n—l—e—l—i:(ﬂ'ik—ik—l)
k=1

= n—1-2e+ dexc(r),
wobei [(0(®)) die Anzahl der Faktoren von o(¥) bezeichne.

Es bleibt zu zeigen, dal ®2(7) = 7 gilt.
Sei 0 = (Sey+1y=1°*"Sey) "+ (Sepy—otly_1_o—1""Sc,_,_.) das Bild von 7 beziiglich ®. Wie oben
gezeigt, geniigen die Indizes ¢ und [ den folgenden Bedingungen:
1) ¢x = n — jr, wobei j; > ... > j,_1_. die von n verschiedenen Fallstellen von 7 seien.
(¢1y...,Cn_1—. sind die Aufstiege von o.)
2) Iy ={i:0<ay, <m—i}|+1, wobei a;;, die Anzahl der Fallstellen j von 7 mit i < j < jj
und i € E(7) sei.
Nach Korollar 2.3.9 entspricht 7; — ¢ der Anzahl der Positionen j > ¢ mit 7; < m;. (Wegen
der Monotonie von mg ist j zwangsldufig eine Fallstelle von 7.) Die Relation a;;, < m; — ¢
ist also genau dann erfiillt, wenn 7; > 7;, ist und ein (-e Fallstelle) j > jj existiert, so
dafl m; < m; gilt. Die Positivitdt von a;;, ist dquivalent zu 7 < ji. Folglich kénnen wir die

Linge der k-ten Faktorenfolge als
lp=H{i<jg:m>mj,, esgibtein j > jp mit 7; < m}|+1
beschreiben.

Berechnen wir nun 7/ = ®(0), so erhalten wir eine Permutation mit den Aufstiegen i) = n —d.
Die Indizes dy > ... > d. bezeichnen dabei die von n verschiedenen Fallstellen von o. Wegen
dp = n — i, stimmen 5 und 7}, iiberein.
Fiir die Linge [}, der zum Aufstieg i} gehorenden Transpositionenfolge gilt

= {c€E(0) 10 < by, <or—c}+1.
Dabei z&hlt b.4, die Fallstellen d von o, fiir die ¢ < d < dj, ist. Aufgrund der Konstruktion von

® erhalten wir

d—c+1=byg+|{c:c<<d, d €E(0)]=bed+ an-dn—e
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fiir alle ¢ € E(o) und alle Fallstellen d von 0 mit ¢ < d < n. Im Fall d < cist bog = ay—gn—c = 0.
Insbesondere erfiillt b.; die Bedingung b.q < 0, — ¢ genau dann, wenn a,_q,—. < Tp—q — (n —d)

gilt. Die Symmetrie der Argumentation liefert [} = m; — ¢. O

Beispiel 2.3.18 Sei 71 = 34812956107 € Mjo. Die Faktorisierung von 7 lautet, wie im
Beispiel 2.3.11 bereits angegeben,

T = (5251)(5352) (S756555453) (S85756) (S9).

Jedes durch eine Klammer eingeschlossene Produkt korrespondiert zu einem Aufstieg von 7 und
gibt diesen als den Index seines letzten Faktors und den zugehérigen Wert als den um 1 erhéhten
Index seines ersten Faktors an.

Im Schritt (2) zerlegen wir diese Faktorenkette wie folgt in Zweierprodukte: Innerhalb jeder
mindestens zwei Faktoren umfassenden Klammer wihle alle méglichen aufeinanderfolgenden
Transpositionen s;s;_1, vertausche diese und bilde die entsprechenden n-Komplementarindizes.
Diese Produkte s,,_(;_1)s,—; werden in der Liste I zusammengefafit. Fiir unser Beispiel enthélt

L also:

5988 (aUS S2851 )5

5887 (aUS 8359 )5

S483 (aus $7Sg), S5S4 (aus SSs), SgS5 (AUs S584), S7S¢ (AUS S483);

( )
( )
( )
S389 (aus Sgs7), SaS3 (aus $7Sg).

Im Schritt (3) setzen wir diese ,,Bausteine“ wieder zu einer Faktorenkette zusammen. Die n-
Komplemente der von n verschiedenen Fallstellen von 7, also 10— 4,10 —5,10—7,10 — 8, bilden
die neuen Aufstiege. Wir initialisieren ¢; = 2,¢9 = 3,¢3 = 5,¢4 = 6 und o) = 3270(2) =

83, o) = S5, o) = sg. Die Faktorisierung von ®(7) hat bisher die folgende Form:

()= (-+-53) (- 55) (-~ 55) (- - - 56);

die Leerstellen werden nun durch die in (3) beschriebene Prozedur ersetzt.

streiche streiche streiche
(4) s7sg in L sgs7 in L sg8g In
g . S¢ S75¢ 858878 —————» §95857S5¢
streipheL
sgsy in
0'(3) . S5y ————— SgS55
streiche streiche
(2) 8483 1n L 884 In L
g . 83 5453 S5S483
streiche streiche
(1) sgsg in L 8483 In L
g ) 53859 5483859

Wie im Beweis allgemein nachgewiesen, ist die Liste L jetzt leer, und wir erhalten

O (7) = (s45352)(555453) (S6S5) (S9585756).
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Aus der Faktorisierung lassen sich die Aufstiege von ®(7) und ihre zugehérigen Werte sofort
ablesen. Es gilt ®(r) = «56 % 710 % * * x und aufgrund der Forderung ®(7) € Mo dann
O(r)=15627103489. Diese Permutation nimmt beziiglich der untersuchten Statistiken die
Werte exc(® (7)) = 4 und dexc(®(7)) = inv(®(7)) = 12 an.

Die Konstruktion der Bijektion ® basiert auf der Faktorisierung von . Diese 148t sich mit Hilfe

des Satzes 2.3.2 umgehen.

Fiir 7 € §,, definieren wir die dexc-Folge V (7) durch

WW%:{7%—k fiir k € E(r)

0 sonst.

Offenbar summieren sich die Komponenten von V(7) zu dexc(w). Die Abbildung 7 — V' (7) ist
auf M, eine Bijektion. Um 7 aus seiner dexc-Folge V' zu rekonstruieren, setze man zunichst
7 = Vi + k fiir alle £ mit V}, > 0. Die iibrigen Positionen werden mit den fehlenden Elementen
von [n] aufsteigend geordnet aufgefiillt.

Mitunter wird der Code einer Permutation, entgegengesetzt zu unserer Festlegung, als Folge
der Zahlen |{j € [n] : j > i, m; < m;}| definiert. Nach Proposition 2.3.9 ist dieser fiir eine

bi-ansteigende Permutation mit der dexc-Folge identisch.

Wir kénnen die Involution ® : M,, — M, wie folgt ,,faktorisierungsfrei“ beschreiben:
Sei m € M,,.
(1) Bestimme die dexc-Folge V' von 7.
(2) Fir k=1,...,n mit Vj =0 (Fallstellen von 7) fiihre aus:
Reduziere alle Eintrdge V; > 0 mit ¢ < k und ¢ € E(7) um 1 und zdhle die weiterhin
positiven. Sei [ diese Anzahl. Ersetze V}, durch [ + 1.
(3) Definiere die Folge V'’ durch V/ :=V,_ fiir k € [n — 1] und V] := 0.
Dann ist V' die dexc-Folge von ®(r). Diese Beschreibung resultiert unmittelbar aus den im

Beweis angestellten Uberlegungen.

Beispiel 2.3.19 Wir berechnen wiederum & (7) fiir 7 =34812956 107 € Mjq.
Die Folge V(7) = (2,2,5,0,0,3,0,0,1,0) wird im zweiten Schritt wie folgt manipuliert:

k=4: V=(1,1,4,4,0,3,0,0,1,0)
k=5: V=(0,03423,00,1,0)
k=7: V=(007242230,1,0)
k=8: V=(001421331,0)

V= 1)

k=10: 0,0,0,4,2,0,3,3,0,1).
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Folglich ist V' = (0,3,3,0,2,4,0,0,0,0) die dexc-Folge von ®(7) € Myo. Wir erhalten also
D7) =15627103489.

Bemerkung 2.3.20 Natiirlich ist diese Methode zur Berechnung von & in vielerlei Hinsicht
vorteilhafter. Der im Beweis von 2.3.17 angegebene Algorithmus hat dennoch seine Daseinsbe-
rechtigung. Mit seiner Hilfe ist es moglich, die Auswirkungen von & auf die Struktur von 7 zu
verstehen. Die , faktorisierungsfreie* Formulierung ist lediglich ein Resultat dieser Uberlegungen.

Auch der nachfolgende Beweis nutzt die urspriingliche Version.

Die fiir M,, bewiesene Symmetrie 148t sich — wie in 2.2.9 behauptet — auch auf §,, tibertragen.

Hier nun der Beweis.

Beweis. (von Satz 2.2.9) Sei 7 € §,, mit dexc(w) < inv(7) und 7 die Sortierung von 7. Im
Beweis des Satzes 2.3.2 wurde nachgewiesen, daf E(r) = E(7) und dexc(n) = dexc(7) gilt. Es
geniigt folglich,

Hr €S, 7 =0, inv(r) —inv(7) =t} = |{7m € S, : # = ®(0), inv(7) — inv(7) = t}]

fiir alle 0 € M,, zu zeigen. Dann existiert zu jedem = € S, \ M,, genau ein 7’ € §,, \ M,, mit

o= (),
exc(7) = n—1-exc(r),
dexc(7’) = n—1— 2exc(r)+ dexc(rw),
inv(r’) = inv(;’) +t = inv(7) +t = inv(w),

und der Satz ist bewiesen.

Wir untersuchen dazu die Transpositionen auf E(o) bzw. [n] \ E(c), deren Anwendung auf o
die Aufstiege (und somit auch die Fallstellen) invariant 148t, und vergleichen diese mit den
entsprechenden Transpositionen fiir ®(o). (Der Abschnitt 4.1 wird sich detailliert mit diesen
Transpositionen — dort als E-invariant bezeichnet — auseinandersetzen. Insbesondere wird dann
klarer, warum es an dieser Stelle geniigt, die nachfolgend definierten Zahlen a; zu betrachten.)
Im folgenden sei a;(0) := |{j < i : 0; > i}| die Anzahl der Aufstiege vor der Position i, deren
Wert ¢ tibersteigt. Im Satz 4.1.4 wird der Zusammenhang zwischen b; = a; + 1 und der Anzahl
der aufstiegserhaltenden Transpositionen und ihren Kompositionen aufgezeigt. Demnach besit-
zen o und ®(o) genau dann dieselbe Anzahl an Urbildern = € §,, beziiglich der Sortierung mit
einer vorgegebenen Differenz inv(r) —inv(7), wenn a;(®(0)) = a,;) (o) fiir ein geeignetes 7 € S,
und ¢ € [n] ist. Wir werden zeigen, daBl a;(®(0)) = ap41-;(0) fiir alle ¢ € [n] gilt.

Aufgrund der Konstruktion tritt der Faktor s; in der (im ersten Schritt des Algorithmus aus

2.3.17 vorgenommenen) Zerlegung von o genau a;-mal auf, wenn ¢ eine Fallstelle von o ist. Fiir
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einen Aufstieg ¢ betragt die Anzahl der s; gerade a; + 1.

Sei zundchst 7+ € E(o). Die Faktorisierung von o enthilt dann genau a; Produkte der Form
s;8i_1; daneben existiert genau ein Produkt s;sp mit ¢ < k. Im zweiten Schritt des Algorith-
mus werden also a; Produkte s,41_;5,—; in die Liste aufgenommen. Diese werden, wie gezeigt,
vollstindig zur Konstruktion der Zerlegung von ® (o) verwendet, die folglich a; Produkte der
Form S,41-iSn—iSn—1—; aufweist. (Man beachte n —i ¢ E(®(0)).) Ist nun 7 — 1 ebenfalls ein
Aufstieg von o, also n + 1 — ¢ eine Fallstelle von ®(0), so sind diese a; alle Transpositionen
Spt1—q in der Faktorisierung von ®(o), und es gilt ap41-;(P(0)) = a;(0). Andernfalls tritt fiir
n+1—1i€ E(®(0)) zudem das Produkt s, 41_;sp mit n+ 1 — 4 < k auf. Auch in diesem Fall
erhalten wir a,41—;(®(0)) = a;(0).

Fiir eine Fallstelle 7 von ¢ argumentieren wir analog. In der Zerlegung von o gibt es a; Transpo-
sitionen s;, jede in einem Produkt s;s;_1. Die im zweiten Schritt definierte Liste enthilt folglich
a; Produkte s,41-;8,—;, die in der Faktorisierung von ®(o) erscheinen. In Abhingigkeit davon,
ob ¢ — 1 Aufstieg von ¢ ist, sind dies alle Faktoren s,41_; bzw. existiert zusdtzlich ein Produkt

Sp+1—iSk mit n 4+ 1 — 4 < k. In beiden Fillen folgt a,41-i(P(0)) = a;(0). |

Beispiel 2.3.21 Fiir 0 = 34812956107 € My ist a(o) = (0,1,1,1,1,1,2,1,0,0) und
a(®(o)) = (0,0,1,2,1,1,1,1,1,0). Die Auflistung aller Permutationen = € S, mit * = o bzw.
7 = ®(0) wire recht umfangreich; wie wir im Abschnitt 4.1 beweisen werden, betrigt ihre
Anzahl jeweils 26 - 3.

In [8, Cor. 12] wiesen Clarke et al. nach, daf§ die Koeffizienten dj,, der erzeugenden Funktion

Dn($, (]) — Z xexc(w)qinv(w)
TESH

der Rekursion dj pym = dn—1—k n—1—k+m unterliegen. Die Argumentation des Beweises von Satz
2.2.9 zeigt simultan auch dieses Symmetrieverhalten der Verteilung von (exc,inv). (Siehe dazu

auch Anhang A, Tabelle 2.)
Korollar 2.3.22 Die gemeinsame Verteilung der Bistatistik (exc,inv) auf S, ist symmetrisch.

Bemerkung 2.3.23 Satz 2.3.2 offenbart den Zusammenhang von dexc zu einer weiteren Per-

mutationsstatistik. In [21, Th. 2] wird bewiesen, dafl mit den Notationen von 2.3.2
den(m) =41+ ...+ 4. +inv(7g) + inv(7NE)
gilt, wobei den die von Denert eingefiihrte Statistik bezeichne. Fiir alle # € §,, gilt also

den(m) = inv(7) — dexc(w) 4+ Z i

1€E(m)



Kapitel 3
Bi-ansteigende Permutationen

Das vorige Kapitel schloff mit Strukturuntersuchungen einer bestimmten Art von Permutatio-
nen. Diese als bi-ansteigend bezeichneten Permutationen von [n] spielen in unserer Theorie eine
derart wichtige Rolle, daf} sich dieses Kapitel ausschlieilich mit ihnen und den Verteilungen der
vier Statistiken exc, dexc, des und ddes auf ihrer Menge M, beschiftigen wird.

In der Tat wird es geniigen, die Verteilungen auf M,, zu bestimmen. Der tragende Gedanke da-
bei ist, daf die Permutationen zu C), Klassen zusammengefafit werden konnen, die durch ihren
einen bi-ansteigenden Vertreter hinsichtlich ihrer Aufstiegsstruktur représentiert werden. Alle
Elemente einer Klasse nehmen denselben Wert beziiglich exc und dexc an. Somit ist es moglich,
aus den Verteilungskoeffizienten von exc bzw. (exc, dexc) auf der Menge M,, Riickschliisse fiir
die Verteilungen auf der gesamten symmetrischen Gruppe S, zu ziehen.

In den Abschnitten 1 und 2 entwickeln wir zunichst eine Korrespondenz zwischen den bi-
ansteigenden Permutationen und speziellen Polyominos. Diese verschliisselt die Werte der Sta-
tistiken exc und dexc durch zwei typische Grofien (im wesentlichen Umfang und Fliche) des
Polyominos. Wir kénnen somit die Untersuchung der Verteilungen auf die (anschauliche) Be-
trachtung und Enumeration von Polyominos zuriickfiihren.

Im zweiten Teil des Abschnitts 2 diskutieren wir das Verhalten der bi-ansteigenden Permuta-
tionen hinsichtlich ihrer Abstiege. Insbesondere wird fiir die Elemente aus M, mit identischem
exc- und des-Wert eine bijektive Beschreibung durch die Motzkin-Pfade angegeben.

Diese wird im Abschnitt 3 durch eine geringfiigige Modifikation auf alle bi-ansteigenden Permu-
tationen ausgedehnt. Die abstiegsbasierten Statistiken des und ddes lassen sich dabei auf seiten
der Pfade durch markante Gréfien interpretieren. Die Bestimmung der Verteilungen von des und
(des, ddes) entspricht also ebenfalls einer verfeinerten Enumeration von (wohlbekannten) ,per-
mutationsfernen“ Objekten.

Im Mittelpunkt des Abschnitts 4 steht die Abz&hlung der Polyominos beziiglich ihres Umfangs

und ihrer Flidche. Dieses Problem ist dquivalent zur Untersuchung von Kompositionen fester

31
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Lange beziiglich ihrer Vergleichbarkeit hinsichtlich einer bestimmten Halbordnung.

Die Gleichverteilung der gewichteten Statistiken auf der Menge M, erlaubt es uns schliellich,
die beiden Schliisselobjekte zusammenzubringen. Im Abschnitt 5 konstruieren wir eine Korre-
spondenz zwischen den Parallelogrammpolyominos und den zweifarbigen Motzkin-Pfaden, die

alle wichtigen Parameter des Polyominos auf den Pfad {ibertrigt.

3.1 Eine polyominobasierte Interpretation

Nach Satz 2.3.10 ist jede Permutation 7 € M,, mit exc(w) = e von der Form

T = (Si1+A1—18i1+A1—2 e 'Sil)(8i2+A2—1Si2+A2—2 s 'Si2) T (Sie-I-Ae—lSie-I-Ae—? T Sie)v

wobei 1 < iy < ... <t <nund 1< i +A; <...<i.+ A, < n sei. Die Beschreibung von =
durch das Paar ((i1,...,1%.), (A1,...,A.)) € N® X N® inspiriert zu folgendem Modell:

i1+ Ay g+ Ay i3+ As tem1 + Dot de + Ae
11 | | |

B>

(Abb. 3.1) [ B |

Be—l

1 11 g i3 Te—1 te n

Die Enumeration der bi-ansteigenden Permutationen beziiglich der Anzahl ihrer Aufstiege (spiter

auch in Abhingigkeit vom dexc-Wert) 148t sich also zuriickfithren auf das

Problem 3.1.1 Wie viele Moglichkeiten gibt es, e Blocke By, ..., B, (der Liange Ay, ..., A.)

innerhalb eines Streifens der Breite n — 1 anzuordnen, so daf
1) B; vor By beginnt und
2) B; nach B;_y endet?

Die Losung ist elementar, wenn sich die Blécke nicht iiberlagern. Es ist also naheliegend, ,,zusam-
menhéngende“ Blocke als ein Objekt aufzufassen und diese beziiglich ihrer Ausmafle zu zihlen.

Wir betrachten daher zunéchst das folgende (Teil-)

Problem 3.1.2 Wie viele [-zeilige Parallelogrammpolyominos der Breite m gibt es, deren simt-

liche vertikalen Begrenzungen von der Linge 1 sind?

(Abb. 3.2) T o —
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Ein Parallelogrammpolyomino ist eine durch zwei Pfade im Ny X No-Gitter begrenzte Fliache. Die
Pfade setzen sich dabei nur aus ,,Ost“- und ,,Stid“-Schritten zusammen und beriihren sich aufer
im gemeinsamen Start- bzw. Endpunkt nicht. Da in den weiteren Ausfithrungen ausschliefilich
Parallelogrammpolyominos mit normierten Vertikalgrenzen betrachtet werden, definieren wir

den Begriff des Polyominos wie folgt.

Definition 3.1.3 Seien P, und P, Pfade im Ng x No-Gitter vom Punkt (0, /) zum Punkt (m, 0)
mit den Schrittfolgen

([kllv 0]7 [07 _1]7 [k127 0]7 [07 _1]7 feey [kllv 0]7 [07 _1])7 kl] €N
bzw.
([07 _1]7 [k217 0]7 [07 _1]7 [k227 0]7 ey [07 _1]7 [kZIv 0])7 k2] € N

derart, daf§ P, den Pfad Py in keinem Punkt (¢, 7) mit ¢ € [m — 1] beriihrt. Die von Py und P,

begrenzte Fliche nennen wir ein [-zeiliges Polyomino der Breite m.

Da fiir die Identifizierung eines Polyominos lediglich die Kenntnis der Léngen k;; der Horizon-

talschritte erforderlich ist, reduzieren wir die Schrittfolgen auf
o = (kll — 1716127... 7]61[) bzw. ﬁ = (k217k227... 7]62[— 1)

und beschreiben das durch P; und P, definierte Polyomino fortan durch das Paar («, ). (Aus
der Schnittpunktbedingung resultiert ki1, ko > 1.)

Beispiel 3.1.4 Das Polyomino ((1,3,1,2,1),(1,2,1,1,3)) ist von der Gestalt

(Abb. 3.3)

Aufgrund der Konstruktion sind o und 5 Objekte, deren Kombinatorik hervorragend untersucht

ist; es sind Kompositionen fester Linge, hier [-Kompositionen von m — 1.

Sei Cy,,; die Menge der Kompositionen von m in [ Teile. Die Paare von Kompositionen, die ein

Polyomino beschreiben, werden offensichtlich durch folgende Bedingung charakterisiert.

Proposition 3.1.5 Das Paar (o, 3) € Cp, 1 XCy i korrespondiert genau dann zu einem [-zeiligen

Polyomino der Breite m + 1, wenn « die Komposition 3 dominiert (in Zeichen § < o), d.h.

Bi+...+8;, <o +...+a; firallej

gilt.
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Beweis. Sei j € [l — 1] der minimale Index, fiir den die Bedingung verletzt wird. Dann beriihren

sich die durch o und 8 beschriebenen Pfade im Punkt (aq + ...+ a; + 1,1 - J). O

3.2 Auf- und Abstiege

In diesem Abschnitt werden wir die im vorigen Abschnitt aufgeworfenen Fragen 3.1.2 und 3.1.1
kombinatorisch beantworten. Als Resultat liegt dann die Verteilung der Statistik exc auf M,
vor.

Im zweiten Teil wenden wir uns den Abstiegen zu und charakterisieren insbesondere die bi-

ansteigenden Permutationen, fiir die Auf- und Abstiegsmenge {ibereinstimmen.

Sei py,; die Anzahl der Polyominos (a,3) € Cpy X Cpry. (Man beachte, daB die Breite von
(e, B) € Cpuy X Cppy gerade m + 1 ist.)

Mittels Computerexperimenten lassen sich sehr schnell die folgenden Vermutungen anstellen:

1) Die Anzahl der Polyominos der Breite m + 1 entspricht der m-ten Catalan-Zahl C,, d.h.

i ) 1 (Qm)

ml = ——— .

=1 m + 1 m

2) Die Anzahl der Polyominos fester Breite ist symmetrisch in [, d.h.

P = Pmm+i—1 furl=1,...,m.

Um die erste Behauptung zu beweisen, geniigt es, eine Bijektion zu einem der zahlreichen kom-
binatorischen Objekte zu konstruieren, die mit den Catalan-Zahlen gezidhlt werden. (Die um-
fangreichste Sammlung findet sich sicherlich bei Stanley, [37, Exc. 6.19] und [40].) Dabei sollte

es im Bildbereich fiir den Parameter [ eine ,natiirliche“ Interpretation geben.

Wir betrachten die Ny x No-Gitterpfade in der (2, y)-Ebene von (0, m) nach (m,0), die sich aus
Schritten [1, 0] und [0, —1] zusammensetzen und die Gerade z+y = m nicht {iberschreiten. Nach
[37, Exc. 6.19h] betrdgt ihre Anzahl gerade C,,. Der Parameter [ zihlt die horizontalen (oder
vertikalen) Teilpfade.

Im Anhang (B, Abbildung 1) sind diese Pfade exemplarisch fiir m = 4 vollstindig aufgelistet.

Es gibt eine offensichtliche Bijektion zwischen den Pfaden und den Partitionen, deren Young-
Diagramm vollstdndig in (m — 1, m — 2,...,1) eingebettet werden kann. (Man betrachte den
vom Pfad und den Achsen begrenzten Bereich.) Der Parameter [ entspricht hierbei der um 1

erhohten Anzahl der verschiedenen Teile der Partition.
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Im folgenden konstruieren wir eine Bijektion zwischen den Polyominos fester Breite und Zeilen-

anzahl und besagten Young-Diagrammen.

Sei (a, ) € Cipg X Cypy g ein Polyomino. Desweiteren seien

A= (m—ap,m—ap—aQz,...,M—a) —Qy —...— q_1)

po= (BBt A B, B+ B, )

die ,,Eckbereiche“, die bei Einbettung von («, §) in ein (m+ 1) x I-Rechteck entstehen. Insbeson-
dere sind A und p Partitionen in lauter verschiedene Teile, deren gréfiter durch m — 1 beschriankt
ist.
Es existiert genau eine Partition A = A" ... Alsl__l1 mit s; > 1, fiir die die nachstehenden
Bedingungen erfiillt sind:

1) A= (A oo (A]_)U-t mit t; > 1, wobei A’ die zu A konjugierte Partition sei,

2) A= (A, ..., Niy),

3) = (Ve AL,
(Man beachte, dafi der erste Punkt die Forderung nach der {ibereinstimmenden Anzahl von
verschiedenen Teilen von A und A’ beinhaltet.)
Sind A und p gegeben, so wird A wie folgt konstruiert:
Setze Ag = A. Dann ist (Ag)’ = (I — 1) ... 1%=1 mit ¢; > 1. Durch spaltenweises Hinzufiigen
von Késtchen zum Diagramm von Ag erhalten wir eine Partition A, fiir die p = (A},...,A}_,))
gilt. Dazu erweitern wir die ersten (Ag);—; Spalten um pq — (I — 1) Késtchen, die nichsten
(Ao)i—2 — (Ag)i—1 Spalten um py — (I — 2) Kistchen, die ndchsten (Ag);—3 — (Ao)i—2 Spalten um
ps — (I — 3) Késtchen usw.
Wegen py—; > fiiri=1,...,1—1ist dies moglich. Die so definierte Partition A erfiillt die drei

Bedingungen und ist eindeutig bestimmt.

Beispiel 3.2.1 Fiir @ = (5,1,2,1,1) und g = (1,2,1,5,1) (also m = 10 und [ = 5) erhalten
wir A = (5,4,2,1) und p = (9,4, 3,1). Das Polyomino («, 3) korrespondiert zur Partition A =
542215,

(Abb. 3.4)

Lemma 3.2.2 Das Paar (o, 3) € Cpy X Cpy ist genau dann ein Polyomino, wenn sich das

Young-Diagramm von A wvollstindig in (m — 1,m — 2,...,1) einbetten lifst.
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Beweis. Nach Konstruktion bilden die Paare (p;—;, A;) mit j =1,...,[—1 gerade die Ecken des
Diagramms von A. Die Forderung i; + i3 < m an die Ecken (i1, i2) von A ist somit dquivalent

zu den definierenden Bedingungen
m— (o1 +...4+a;)+6+...+5,<m, j=1,...,01—-1

des Polyominos (a, 3). O

Die Korrespondenz zwischen den Ecken des Young-Diagramms und den Partitionen A und pu

liefert auch die eindeutige Umkehrbarkeit der Konstruktion.

Satz 3.2.3 Fs gibt eine Bijektion zwischen den [-zeiligen Polyominos der Breite m + 1 und den
Partitionen mit | — 1 verschiedenen Teilen, deren Young-Diagramm sich vollstindig in (m —

1,...,1) einbetten lifst.
Somit konnen wir der ,,Catalan-Liste“ zwei neue Interpretationen hinzufiigen.
Korollar 3.2.4 Die m-te Catalan-Zahl C,, zdihlt die Polyominos der Breite m + 1.

Korollar 3.2.5 Die m-te Catalan-Zahl C,, zihlt die Paare («, ) von Kompositionen von m

gleicher Linge, fir die § < « gilt.

Die Bijektion beriicksichtigt bereits den Parameter [. Auf seiten der Gitterpfade wurde die
Enumeration beziiglich dieser Grofie (dort als Anzahl der horizontalen Teilpfade interpretiert)
vollzogen. [41] zeigt, dafl sich die durch @ 4+ y = m beschrinkten Gitterpfade {iber der Schritt-
menge {[1,0],[0,—1]} zwischen den Punkten (0,m) und (m,0) mit [ horizontalen Teilpfaden

durch die Narayana-Zahlen N (m,[) abzdhlen lassen. Diese sind durch

e (5)()

definiert und erfiillen insbesondere C,,, = N(m, 1)+ N(m,2)+ ...+ N(m,m). Somit beantwor-
tet die Bijektion die im vorigen Abschnitt gestellte Frage 3.1.2 nach der Anzahl der [-zeiligen

Polyominos der Breite m + 1.
Korollar 3.2.6 Es gilt p,,; = (7)) (,7,) fiir alle positiven m und I.
Der Nachweis der eingangs vermuteten Symmetrie in [ ist somit trivial.

Korollar 3.2.7
a) Es gill ppi = pmmt1—1 firl=1,... ,m.

b) Unter den Young-Diagrammen, die sich vollstindig in (n,...,1) einbetten lassen, gibt es

genauso viele mit | wie mit n — [ FEcken.
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Urspriinglich war die Betrachtung der Polyominos durch folgende Idee motiviert: Die Abz&hlung
der Blockkonfigurationen 148t sich auf den Fall disjunkter Anordnungen zuriickfiihren, wenn sich
tiberlagernde Blécke zu einem Objekt, eben einem Polyomino, zusammengefafit werden.

Tatsichlich ist der Zusammenhang zwischen den Polyominos und den Blockkonfigurationen viel

enger; die Mengen sind gleichmichtig!

Satz 3.2.8 FEs gibt eine Bijektion zwischen den (e 4 1)-zeiligen Polyominos der Breite n + 1

und den bi-ansteigenden Permutationen von [n] mit e Aufstiegen.

Beweis. Sei # € M,, mit den Aufstiegen ¢; < ... < i.. Wie im Abschnitt 3.1 illustriert, kbnnen
wir 7 eindeutig durch die Anordnung von e Blécken innerhalb eines Streifens der Breite n — 1
beschreiben (der k-te Block beginnt an der Position ij).

Die Korrespondenz dieser Objekte zu den (e + 1)-zeiligen Polyominos der Breite n + 1 ist offen-
sichtlich: Der Block B; entspricht den gemeinsamen Spalten der Zeilen ¢ und 2+1 des Polyominos.
Dabei beginnt die erste Polyominozeile bei 0, die (e + 1)-te Zeile endet bei n + 1. O

Beispiele 3.2.9
a) Das Polyomino ((5,1,2,1,1),(1,2,1,5,1)) korrespondiert zu der Blockkonfiguration

L]
(Abb. 3.5) ' |

1]

und somit zur Permutation 7 = 61792345108 € M;g.
b) Im Anhang (B, Abbildung 3) geben wir alle Elemente von M4 mit den zugehdrigen Poly-

ominos und den dazu korrespondierenden Partitionen an.

Bemerkung 3.2.10 Formal betrachtet, speichern die Partialsummen von « und f alle Infor-
mationen iiber die Aufstiege von 7: §y, 81+ Bo2,..., 081+ ...+ O sind gerade die Aufstiege von
TrEMyuyund oy + Loy +ag+ 1,0 01 + ...+ a. + 1 die dazugehorigen Werte. Durch diese

Grofien ist eine bi-ansteigende Permutation eindeutig bestimmt.

Das zu Beginn des Kapitels formulierte (recht elementare) Problem der Enumeration der Méglich-
keiten, eine feste Anzahl von Blécken innerhalb eines Streifens vorgegebener Breite auf eine

bestimmte Weise anzuordnen, besitzt also folgende kombinatorisch schéne Antwort.

[

Korollar 3.2.11 FEs gilt M&(e) = 1(7) (eil) fiir alle positiven n und e € {0,... ,n—1}.

Die Verteilung der Menge M, beziiglich der Anzahl der Aufstiege wird durch die Narayana-

Zahlen bestimmt.
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Bemerkungen 3.2.12

a)

Die Michtigkeit von M,, war bereits bekannt (siehe [37, Exc. 6.19¢ee]): Die Permutationen
m € S, deren lingste fallende Teilfolge hdchstens zwei Positionen umfafit (es existieren
keine Indizes ¢ < j < k mit m; > m; > m), werden durch C), gezdhlt. Die als ,,321-
avoiding® bezeichnete Bedingung ist dquivalent zur Charakterisierung 2.3.8 von M,,. Die
Narayana-Verfeinerung dieser Catalan-Interpretation wird — wie gezeigt — durch die klas-
sische Statistik exc geliefert.

Einen Uberblick iiber das reizvolle Problem der Polyomino-Enumeration gibt [10].

Die bekannten Anzahlformeln hingen dabei vom Umfang (Lange des Randes) oder der
Flache (Anzahl der Késtchen) des Polyominos ab. Im von uns betrachteten Spezialfall
ergibt sich der Umfang gerade aus der doppelten Summe der Hohe (Zeilenanzahl) und
Breite des Polyominos. Es gibt folglich

15
Pn = Z Pn—11
=1

Polyominos vom Umfang 2n+2 mit n > 2. Mit der Festsetzung p; = 1 unterliegt die Folge
(pn) der Rekursion

n—2

Prn = Pn-1+ Zpipn—l—i-

=2
Zum Vergleich: Die Anzahl aller Parallelogrammpolyominos (ohne Beschrinkung der Ver-

tikalenldngen) vom Umfang 2n 4 2 ist die n-te Catalan-Zahl (vergleiche [37, Exc. 6.191]);
diese Enumeration geht auf Pélya ([31]) zuriick.

Im Gegensatz zur §,, unterliegen exc und des auf der Menge M, nicht derselben Verteilung.

Im iiberndchsten Abschnitt werden wir sehen, daf jedoch die Gleichverteilung der gewichteten
Statistiken dexc und ddes auch in M,, erhalten bleibt.

Die Untersuchung der bi-ansteigenden Permutationen beziiglich der Anzahl ihrer Abstiege ist

etwas diffiziler; aufgrund der ,aufstiegsnahen® Definition von M,, ist dies nicht {iberraschend.

Konstruktionsbedingt ist eine Stelle ¢ genau dann ein Abstieg in 7 € M,,, wenn 7 ein Aufstieg,

i + 1 hingegen eine Fallstelle von 7 ist. Folglich ist des auf M, durch | %] beschrankt.

In der Sprache der Polyominos hat des folgende Interpretation.

Proposition 3.2.13 Sei 7 € M,, und (o, 3) € C; X Cp,; das zugehdrige Polyomino. Dann gilt
fiir die Anzahl der Abstiege

des(m) ={l < j<l:8;>1}+1.
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Beweis. Nach Bemerkung 3.2.10 sind 04,081 + B2,...,01 + ... + [i—1 die Aufstiege von 7,

B2,...,B1—1 also die Abstdnde zwischen diesen Positionen. Jeder von 1 verschiedene Teil j;
mit 7 € {2,...,{—1} entspricht demnach einer Fallstelle k von =, fiir die k—1 € E(7) und k < ¢
fiir ein ¢ € E(7) gilt. Auf den letzten Aufstieg folgt stets eine Fallstelle. O

Im Gegensatz zur Statistik exc hdangt die Anzahl der Abstiege von den konkreten Eintrdgen der
Komposition § ab, was die Bestimmung der Verteilung von des, von den Rindern abgesehen,
schwieriger werden 148t. Wir werden uns hier auf die Extremalfille beschrédnken. Die vollsténdi-

gen Verteilungen sind fiir n < 10 dem Anhang (A, Tabelle 4) zu entnehmen.

Proposition 3.2.14 Sei M(d) die Anzahl der Permutationen © € M,, mit d Abstiegen.

a) Dann ist M3e(0) = 1, M3es(1) = 2" —n — 1.

b) Fiird= 2] gilt M3*(d) = Cy, falls n gerade und M3(d) = (d41)Cyy1, falls n ungerade

ust.

Beweis. a) Jede Permutation # € S,, mit des(7) < 1 ist bi-ansteigend. (Diese Aussage ist trivial,
wenn die 7321-avoiding“-Charakterisierung von M,, zugrunde gelegt wird.) Die Koeffizienten
M2es(0) und M2e(1) entsprechen also ihren Analoga auf der S, und somit den Euler-Zahlen
A(n,1) =1 und A(n,2) = 2" —n — 1. (Vergleiche dazu [36, S. 22].)
b) Sei zundchst n gerade. Besitzt 7 € M, genau 5 Abstiege, so ist D(7) = {1,3,...,n — 1}
(und auch E(7) = D(x)). Fiir # = 7y - - - 7w, gilt also

Ty >Te < T3>y < . ..<Tp1 >Ny, T <3< ...<Tpoy, TMp<Tg<...< Ty

Folglich korrespondiert = vermdoge

Tg | Tq | Tg |~ | Tp—2 Tn

Ty | 3 | s | = | Tpn=3 | Tn—1

zu einem Standard-Young-Tableau der Gestalt (3, 7). Nach [37, Exc. 6.19ww] existieren ('
derartige Tableaux.

Fiir ungerades n ist # € M,, mit des(w) = 25 von der Form

e . PSR e — n—1
T T +1 Tt T +1 T T T+ TjaTia+1 (d_ 2 )

mit 7 <7, <o < Wy Ti41 < i1 < ... < T4 und ji, ..., jq € D(7). Die Statistik exc
kann also zwei Werte annehmen: exc(r) € {254, 241
Im zweiten Fall gilt 7;, _, < m < m;, und 7,11 < m;, und wir kénnen wiederum eine bijektive

Zuordnung zu speziellen Tableaux angeben:

Ti41 | | Tgpoa4l | T4l | "0 | Tha4l

T

1 T fh—1 UK T UFF

T ik
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ist ein Standard-Young-Tableau der Gestalt (25%, 251, 1). Nach der Hakenformel (siehe [37, Cor.
7.21.6]) betrdgt deren Anzahl

n! [ n
ndd n—l.g.ndl a8 onsh oy \ 2520

Fiir exc(r) = des(r) = 251 muf nur die Bedingung 7, 11 < m; < 7j,41 erfiillt sein. Alle die-

se Permutationen lassen sich durch folgende Rekursion aus den bi-ansteigenden Permutationen

maximaler Abstiegszahl iiber [n — 1] erzeugen.

Sei 0 € M,_; mit des(s) = “;L. (Die Form von ¢ wurde im ersten Teil des Beweises be-
schrieben.) Fiir @ = 1,...,n fithre aus: Erhohe alle o mit o > a um 1 (o = o + 1).
Bestimme den maximalen Anstieg [ mit o; < a. (Dabei sei oy := 0 vereinbart.) Setze nun

=01 01Q041 " Op_1.

Dieser Fall umfafit also n - C'r—1 Permutationen; insgesamt erhalten wir
2

et = (L) + () = ()

Recht einfach ist es hingegen, die bi-ansteigenden Permutationen zu charakterisieren, fiir die die

a

Werte von exc und des iibereinstimmen.

In Anlehnung an die in 2.3.2 eingefiihrte Sortierung der Aufstiegs- und Fallstellenwerte, be-

trachten wir die Permutationen, fiir die die Einschrinkungen auf die An- und Abstiege geordnet

sind.
Proposition 3.2.15 Sei 7 € S, eine Permutation mit den Abstiegen i1 < ... < iq. Ferner
seien j1 < ... < jo—q = n die {brigen Positionen von w. Dann gilt

Ty <. <my, ound wy <L < WG

genau dann, wenn © € M,, und exc(n) = des(r) ist.

Beweis. Erfiillen die Werte der An- und Abstiege die Relationen, existieren keine aufeinander-
folgenden Abstiege in w. Die lingste fallende Teilfolge umfafit also héchstens zwei Positionen,
nach Bemerkung 3.2.12a) ein Charakteristikum einer bi-ansteigenden Permutation.

Wie bereits festgestellt, ist jeder Abstieg von m € M,, ein Aufstieg mit nachfolgender Fallstelle.
Sei nun ¢,2+ 1,...,14+ k — 1 mit £ > 1 eine Folge von Aufstiegen von 7 derart, da + — 1 und
i + k Fallstellen sind. Wegen ¢ € E(7) existiert eine Position j > ¢ mit 7; < 4. Diese Stelle kann
aber weder Anstieg (wegen 7; < m; < m;41 und j > i) noch Abstieg (wegen m; < miyk—1 > Tiyk
und j > i+ k — 1) sein.

Fiir die Umkehrung argumentiere man analog. O
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Bemerkungen 3.2.16

a) Der Beweis zeigt, daf fiir eine bi-ansteigende Permutation = die Bedingung exc(7) = des(7)
dquivalent zu E(7) = D(n) ist.

b) Nach Bemerkung 2.3.23 entspricht die Statistik den auf M, der Summe der Aufstiege.
Folglich stimmen den(7) und maj(x) fiir 7 € M,, iiberein, falls exc(r) = des(7) ist. Es gilt
aber auch die Umkehrung: Seien ¢y, ..., 4 die Abstiege von m € M,,. Jedes 1}, ist auch ein
Aufstieg. Somit nehmen maj(7) = iy +...+ 14 und den(7) genau dann denselben Wert an,
wenn dies die einzigen Aufstiege von 7 sind.

Fiir die Charakterisierung 3.2.15 kénnen also statt der Eulerschen Statistiken exc und des

auch die Mahonschen Statistiken den und maj verwendet werden.

Auch hier liefert der Computer sehr schnell eine Vermutung iiber die Anzahl dieser Permutatio-
nen, die wir im folgenden beweisen werden. Sie fiithrt uns zu einer Zahlenfolge, die eng mit den
Catalan-Zahlen verwandt ist, die der Motzkin-Zahlen. Die n-te Motzkin-Zahl M,, wird durch die
Rekursion

n—2

My = 17 My, == M, 1 + ZMiMn—Z—i

1=0

definiert.

Satz 3.2.17 Unter den C,, bi-ansteigenden Permutationen = € S,, gibt es M,,, fiir die exc(n) =
des(7) gilt.

Fiir die Motzkin-Zahlen gibt es ebenfalls zahlreiche kombinatorische Interpretationen; einen
Uberblick gibt [17].

Eine der bekanntesten ist die folgende: M,, zihlt die Gitterpfade in der (2, y)-Ebene vom Punkt
(0,0) nach (n,0) mit Schritten [1,0], [1,1] und [1, —1], die die z-Achse nicht schneiden.

Im Anhang (B, Abbildung 2) werden diese sogenannten Motzkin-Pfade fiir n = 4 aufgefiihrt.

Die Korrespondenz zwischen der symmetrischen Gruppe und der Menge der gewichteten Motzkin-
Pfade ist wohlbekannt: Die erste dieser Bijektionen gaben Francon und Viennot in [22] an. Wei-
tere wesentliche Konstruktionen finden sich bei Foata und Zeilberger ([21]), Médicis und Viennot
([28]) sowie Biane ([5]). Obwohl alle auf verschiedene Art und zu unterschiedlichen Zwecken de-
finiert, sind die Bijektionen essentiell gleich, wie diesbeziigliche Untersuchungen (siehe [8], [32])
zeigten.

Wir werden im folgenden nachweisen, dafi die Einschrinkung der Francon-Viennot-Abbildung ei-
ne sehr einfache Bijektion zwischen den bi-ansteigenden Permutationen mit identischer Aufstiegs-

und Abstiegsmenge und den Motzkin-Pfaden (im obigen Sinn) liefert.
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Definition 3.2.18 Ein Motzkin-Pfad' der Léinge n ist ein Wort ¢; - - - ¢, iiber dem Alphabet
{7/,N\,—,}, so daB fiir jedes i € [n] das Niveau

hi={j<iici=/Y—|{j<itci=\}

des i-ten Schritts nichtnegativ und h,4; = 0 ist.
Ein gewichteter Motzkin-Pfad der Léinge n ist ein Paar (c,w) aus einem Motzkin-Pfad ¢ der

Linge n und einer Folge w von n natiirlichen Zahlen, die durch

hi falls ; € {/,—},
0< Wy <
T T | k=1 fallse; € {N\, 1,

beschriankt sind. Die Menge der gewichteten Motzkin-Pfade der Lange n wird mit '), bezeichnet.

Eine Variante von Wpy : S,, — I'y, # (c,w) definiert den Pfad ¢ wie folgt: Mit der Vereinba-

rung 7o := 0 und w41 :=n+ 1 setze fliri=1,...,n

— falls m,o1 < 7 < Tiyg1,
----- falls m,—1 > m > 71,
v N falls m,—1 < m > Tiyg1,
7/ falls mi_q > 7 < miqq ist.

Fiir # € M, enthilt ¢ offenbar keine Komponente --.

Satz 3.2.19 Die durch ®(n) = Vpy (7)1 definierte Abbildung ® zwischen den bi-ansteigenden
Permutationen = € M, mit exc(r) = des(n) und den Motzkin-Pfaden der Linge n iiber
{/,\,—} ist eine Bijektion.

Beweis. Sei 7 = m---m, € M, mit exc(r) = des(r). Zerlegt man 7 (durch Einfiigen einer
Grenze zwischen m; und 7,11, falls 7; < m;41) in seine Abstiegsbldcke, so besteht jeder Teil dieser
Partitionierung nach Proposition 3.2.15 aus hochstens zwei Elementen. Zudem sind folgende
Relationen erfiillt:

Bildet 7; einen Block der Linge 1, so ist ¢ ¢ E(x), und es gilt m;_1 < 7 < 7wit1. (Weiterhin
sei mg = 0 und 7,41 = n + 1.) Ist mm41 ein Block der Linge 2, so ist ¢ ein Aufstieg mit
nachfolgender Fallstelle ¢ + 1. Ferner gilt m;,_1 < m; > 741 < Tiqa.

Die Abbildung & definiert also den Schritt ¢,, als —, falls m; ein einelementiger Abstiegsblock,
als \, falls 7; erstes Element und als /, falls 7; zweites Element eines Blocks der Linge 2 ist.

Diese Zuordnung ist offensichtlich eineindeutig. O

'Die Bezeichnung ,Motzkin-Pfad“ wird in der Literatur sowohl fiir die entsprechenden Gitterpfade iiber der
Schrittmenge {//,\,—} als auch fiir die Pfade iiber {/","\,—,} verwendet.
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Beispiele 3.2.20

a)

Die Permutation 7t =31724568 109 € Mg zerlegt sich in
31-72-4-5-6-8-109

(cs=cr=cro=\,c0 =cy =109 =, ,04 =5 =g =g =— ), korrespondiert also zum

Pfad

(Abb. 3.6)

(0,0) (10,0)

Ist umgekehrt der Pfad gegeben, so it sich 7 wie folgt rekonstruieren. Die Paare aus
den Indizes des k-ten Schritts \ und des k-ten Schritts // mit & = 1,2,... bilden die
Abstiegsblécke der Linge 2 von 7:

31-72-109

In diese Zerlegung werden die Indizes der Horizontalschritte so eingefiigt, daf§ die Blécke
nach ihrem letzten Element aufsteigend geordnet sind.

Im Anhang (B, Abbildung 3) sind alle Elemente von M4 mit identischer Auf- und Ab-
stiegsmenge und die zugehdrigen Motzkin-Pfade aufgelistet.

Bemerkung 3.2.21 Die Anzahl der Aufstiege (=Abstiege) von © wird durch ® als Anzahl der
Schritte ./ (oder alternativ \) kodiert. Aber auch die beiden gewichteten Statistiken ddes und

dexc kénnen am Pfad abgelesen werden.

In [8]

wurde gezeigt, dal der Wert von ddes (sogar) fiir alle 7 € S,, der Summe der Hshen h;

des Pfades ®(r) entspricht.

Nach

in die

Proposition 2.3.9 zihlt m; —i fiir jedes 7 € E(7) die Fallstellen j > 7 mit 7; < ;. Ubertragen
Sprache der Pfade ist diese Differenz fiir den k-ten Aufstieg von 7 gerade die Anzahl der

von \ verschiedenen Komponenten zwischen dem k-ten Schritt  (einschliefllich) und dem

k-ten

Schritt \ von ®(7).

Fiir das obige Beispiel mit ¢ = ®(7) gilt

exc(m) =des(m) =3 : centhilt 3 Schritte /;

ddes

dexc

) =28 : ¢ hat die H8henfolge h = (0,1,2,1,1,1,1,0,0, 1);
inv(r) =7 : zwischen ¢y (1. Schritt /) und ¢3 (1. Schritt \) liegen ¢1, ¢ # '\,

zwischen ¢y und ¢z liegen ¢y, ¢4, ¢5,c6 # \,

() =
(7) =

m

zwischen ¢g und ¢qq liegt cg # \..
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Die Motzkin-Pfade der Linge n iiber dem Alphabet {/,\,—} mit vorgegebener Anzahl k von
[1,1]-Schritten werden durch die Koeffizienten

n
Moy o = (%) C

des Motzkin-Polynoms quantifiziert (vergleiche [16] und [17]). Die Bijektion ® erlaubt nun fol-

gende Prézisierung von 3.2.17.
Satz 3.2.22 Ps gibt m,, ; Permutationen © € M,,, fir die exc(n) = des(w) = k gilt.

Die im ersten Teil beschriebene Bijektion zwischen den bi-ansteigenden Permutationen M, und
den in ihrer Gestalt durch (n —1,...,1) beschrdnkten Young-Diagrammen liefert eine weitere

kombinatorische Interpretation der Motzkin-Zahlen.

Korollar 3.2.23 Die Anzahl der Young-Diagramme, die sich in (n—1,...,1) einbetten lassen
und keine Ecken in aufeinanderfolgenden Zeilen besitzen, betrigt M,. Genauer gibt es m,,

derartige Diagramme mit k Fcken.

Beweis. Gemaf der Konstruktion korrespondiert zum Aufstieg ix, von # € M,, die Ecke (ig, n+

1 —m;, ) im Young-Diagramm. Gilt nun exc(7) = des(7), folgt auf jedes i), eine Fallstelle. 0

Aus Proposition 3.2.13 folgt die analoge Charakterisierung fiir die Polyominos.

Korollar 3.2.24 Die Anzahl der Polyominos (o, 3) € C, g X Cyy, die die Bedingung 3; > 1 fir
J=2,...,1 =1 erfillen, betrigt m, ;_.

Bemerkungen 3.2.25

a) Barcucci et al. konstruierten in [4] Permutationsklassen beziiglich verbotener Teilsequen-
zen, deren Enumeration Zahlenfolgen (%(11))7 (agf)), (af’))7 ... erzeugt, die den Ubergang
von den Motzkin-Zahlen (ag)) zu den Catalan-Zahlen (a§f°)) demonstrieren.
Fiir die Folge (ag)) wurden dabei die Permutationen betrachtet, die Teilfolgen vom Typ
321 und 3142 nicht zulassen. Letzteres bedeutet, daf jede 231-Folge in 7 Teil einer Sequenz
vom Typ 3142 sein mufl. Dies sind aber genau die von uns betrachteten Permutationen:
Sei 7 € M,, mit exc(r) = des(rw). Folglich existieren keine fallenden Sequenzen der Linge
3 in 7, und fiir jede 231-Folge m;m;m, gilt ¢,7 € E(x) und k ¢ E(x). (Die Mengen E(7)
und D(7) sind identisch.) Nach 3.2.15 existiert eine Fallstelle [ mit ¢ < [ < j und 7 < m;
m;mm;Ty bildet also eine Folge der Form 3142.
Die Enumeration in [4] basiert auf einer sukzessiven Konstruktion von erzeugenden Funk-

tionen.

Die Zahlenfolgen (bg’“)) fiir £ € N, die durch

b .= |{r € M, : exc(r) — des(w) < k — 1}
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3

definiert sind, weisen ein &hnliches Verhalten wie die Sequenzen (a k)) auf. Neben der
Identitit von (ag)) und (bgl)) gilt aé”‘” = b%n_z) =, — 1 und agzk) = bg’“) = (), fiir alle
k>n—1.

Die bi-ansteigenden Permutationen, die keine Folge vom Typ 231 enthalten, werden durch
exc(m) = des(w) und dexc(w) = ddes(n) charakterisiert: Die Ubereinstimmung der Stati-
stikwerte ist dquivalent zur Bedingung m;44 = i fiir alle ¢ € E(7). Nach Proposition 3.2.15
ist jede 231-Folge von 7 von der Form m;m;m;11 mit den Aufstiegen 7,7 und der Fallstel-
le 74+ 1. Wegen m; > m; > m;41 miissen alle Zahlen 1,...,7;41 — 1 auf den Positionen
{1,...,7 — 1} \ {7} auftreten. In diesem Fall gilt also m;41 < j — 1.

Der Motzkin-Pfad einer 231-freien bi-ansteigenden Permutation ist durch die Gerade z = 1
beschrinkt. Es gibt folglich 2"~1 Permutationen von [n], die die Teilsequenzen 321 und
231 verbieten. (Vergleiche dazu auch [35, Lem. 5 und Prop. 7].)

Schlieilich liefert ® eine einfache Erkldrung fiir folgende von Deutsch angestellte Beobach-
tung iiber die Motzkin-Pfade (siehe [15, Problem 10816]): Fiir n > 1 gibt es ebenso viele
Motzkin-Pfade der Linge n ohne Horizontalschritt auf der z-Achse wie Motzkin-Pfade der
Linge n — 1 mit mindestens einem solchen Schritt.

Nach unserer Konstruktion enthilt ein Motzkin-Pfad genau dann den Teilpfad (i —1,0) —
(7,0), wenn 7 ein Fixpunkt der zugehorigen Permutation ist.

Sei nun ¢ € M,,_1 mit exc(c) = des(o) und minimalem Fixpunkt f. Setze

=00 nop O

und sortiere die Abstiege von 7’ so um, daf ihre zugehorigen Werte monoton wachsend
sind. Die derart geordnete Permutation 7 € §,, ist fixpunktfrei, bi-ansteigend und erfiillt
exc(m) = des(w).

Ein Beispiel: Fiir 0 =2 1364 5 7 erhalten wir nach dem Einfiigen 7/ =218364 57 und
nach dem Sortieren 7 =21638457.

Wie bereits in Bemerkung b) gezeigt, ist der Wert einer Fallstelle ¢ mit o,y > o; durch
0; <1 —1 beschrinkt. Folglich ist jeder Fixpunkt von ¢ ein einelementiger Abstiegsblock.
Wird nun n vor f eingefiigt, entsteht ein neuer Abstieg. Durch die Sortierung der Abstiege
wird 7 € M,, und exc(n) = des(r) gewihrleistet. Insbesondere gilt exc(m) = exc(o) + 1.
(Man kann also Deutsch’ Aussage mit dem Zusatz ,,mit k& Diagonalschritten® bzw. , mit
k — 1 Diagonalschritten® versehen.) Zudem enthélt = keinen Fixpunkt. Ist o; = ¢+ 1 fiir

ein ¢ > f, so wird dieser Abstieg von ¢ durch die Umordnung nach links verschoben.
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3.3 Ein offenes (Verteilungs-)Problem

Der vorherige Abschnitt beantwortet die Frage nach der Verteilung von des auf der Menge M,

nicht, liefert aber eine auf Gitterpfaden beruhende Interpretation der Koeffizienten.

Wie durch Proposition 3.2.13 angedeutet, ist die Darstellung einer bi-ansteigenden Permutation
als Polyomino fiir Untersuchungen beziiglich ihrer Abstiege wenig geeignet. Im Gegensatz dazu
lagsen sich sowohl der Wert von des als auch fiir ddes unmittelbar am zugehérigen Motzkin-Pfad
ablesen, der allerdings bisher nur fiir Permutationen der Teilmenge {7 € M,, : exc(7) = des(7)}
definiert wurde.

Durch eine einfache Erweiterung erhalten wir eine solche Pfadinterpretation fiir alle bi-ansteigen-

den Permutationen von [n].

Sei 7 € M,,. Wir definieren den zu 7 gehérigen Pfad wie folgt: Mit der Vereinbarung m¢ := 0

und w41 ;= n+ 1setze fiire=1,...,n

—  falls mj_y <7 < mipq und @ & E(7),
) falls mi_y < m; < mip1 und 7 € E(7),
. AN falls m,—1 < m > Tiyg1,
7 falls m;—1 > m; < w4y ist.

Satz 3.3.1 Sei €, die Menge der Motzkin-Pfade der Léinge n mit Schritten /' ,\,— und -,
fiir die das Niveau jedes Schritts - positiv ist. Die zuvor beschriebene Konstruktion ist eine

Bijektion zwischen M, und €,.

Beweis. Die Zuléssigkeit der Zuordnung wurde bereits in 3.2.19 bewiesen.

Durch die Bedingung exc(r) = des(r) wird die Existenz von Abstiegsblécken 7; der Linge 1

?
ausgeschlossen, fiir die m; > ¢ gilt. Lassen wir solche jedoch zu, muf§ die Information 7 € E(n)
auch im Pfad verschliisselt werden. Nach Bemerkung 3.2.25¢) entsprechen die Horizontalschritte

vom Niveau 0 den Fixpunkten von m, sie werden also stets durch — symbolisiert. O

Beispiele 3.3.2
a) Die Permutation 7 =61792345108 € Mg (zerlegtin 61 —-7—-92-3—-4-5-108)

korrespondiert zu

(Abb. 3.7)

(0,0) (10,0)

b) Im Anhang (B, Abbildung 3) wird die vollstindige Zuordnung My < Q4 angegeben.
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Bemerkungen 3.3.3
a) Nach Konstruktion entspricht die Differenz exc(n) — des(7) gerade der Anzahl der Schritte

----- im zugehorigen Pfad. Insbesondere ist die Zuordnung mit der aus 3.2.19 identisch, wenn

die Anzahl der Auf- und Abstiege von 7 iibereinstimmen.

b) Die in Bemerkung 3.2.25a) beschriebenen Permutationsklassen
{m € M,, : exc(r) —des(w) < k — 1},

deren Enumeration Zahlenfolgen (bg’“)) erzeugt, die den Ubergang von den Motzkin- zu

den Catalan-Zahlen demonstrieren, entsprechen also den Mengen
{c € Q, : centhilt & — 1 Schritte -}

von Motzkin-Pfaden. Im Anhang (B, Abbildung 4) wird dieser Sachverhalt fiir n = 5

illustriert.

c¢) Die fiir die Statistiken des und ddes relevanten Daten (Abstiegsblocke der Linge 2) werden
anlog 3.2.19 auf die Pfade iibertragen. Zur Erinnerung: des(w) zihlt die Schritte ./, ddes(7)
entspricht der Summe der Hohen h; des Pfades.

Korollar 3.3.4 FEs gilt |2,| = C,, fiir alle n € N.

Korollar 3.3.5 Fiir alle n € N und d € {0,...,|5]} gilt

M (d) = |{c € Q, : ¢ enthilt d Schritte /' }|.

Die Bestimmung der Verteilung (abgesehen von den nach 3.2.14 bekannten Réndern) von des

auf M, 148t sich also auf die folgende Frage zuriickfiihren:

Frage 3.3.6 Wie viele Motzkin-Pfade ¢ der Linge n iiber {/ ,\ ,— ,~ } mit vorgegebener
Anzahl von Schritten / gibt es, die die Bedingung h; > 0 fiir jeden Schritt ¢; = - erfiillen?

Bemerkungen 3.3.7

a) Sei Q! die Menge aller Motzkin-Pfade der Linge n iiber der Schrittmenge {/, \, —, = }.
Nach [3] gibt es C),41 dieser zweifarbigen Motzkin-Pfade. Durch die Konstruktion einer
geeigneten Bijektion Q, — Qf _, lassen sich also die Untersuchungen von €, auf die
Analyse der zweifarbigen Motzkin-Pfade zuriickfiihren.

b) Sei A,, die Menge aller Dyck-Pfade der Linge 2n. (Dies sind die oberhalb der z-Achse vom
Punkt (0,0) nach (2n,0) verlaufenden, aus ~ und \ zusammengesetzten Gitterpfade.
Vergleiche dazu auch den Abschitt 3.5.) Die Dyck-Pfade gehdren zu den bekanntesten
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Catalan-Interpretationen ([37, Exc. 6.19i]).
Die Abbildung €, — A,,, die jedem ¢ € Q,, den Dyck-Pfad d mit

A\ falls ¢, = —,
N falls ¢, =
doi—1dy; :=
/7 falls ¢, = /,
AN falls ¢; = \\ ist
fiir i = 1,...,n zuordnet, ist eine (natiirliche) Bijektion. (Man beachte, h(--) > 0.)

Fiir den in 3.3.2a) betrachteten Motzkin-Pfad erhalten wir

(Abb. 3.8)

Die Verteilungskoeffizienten der Statistik des auf M, erhalten dann die folgende Bedeu-
tung:

M (k) = |{d € A, : d enthilt k disjunkte Teilpfade ./ }|.

3.4 Die gewichteten Statistiken

Dieser Abschnitt fiihrt uns wieder zu den beiden im vorigen Kapitel eingefiihrten Statistiken
zuriick. Wir werden sehen, dafl sich die fiir die Auf- und Abstiege entwickelten Modelle auch

hier bewahren.

Im Gegensatz zu ihren klassischen Vorbildern exc und des unterliegen dexc und ddes auch auf der
Menge M., derselben Verteilung. Die Abbildung ¢ aus 2.2.1 erbringt diesen Nachweis allerdings

nicht mehr, da ¢ nicht auf den bi-ansteigenden Permutationen abgeschlossen ist.

Satz 3.4.1 FEs gilt M3¢(k) = Mddes(k) fiir alle n € N und alle k € Ny.

Beweis. Fiir # € M, definieren wir die Abbildung ¢ : M, — M, wie folgt:
Seien i1 < ... < i, die Aufstiege von ® mit i + 1 € E(7) und j; < ... < j; die Aufstiege, die
gleichzeitig Abstieg sind. (Dann ist exc(m) = s 4 ¢ und des(w) = t. Vergleiche dazu auch die

Anmerkungen vor Proposition 3.2.13.)

Das Bild ¢(7) sei nun die Permutation o, deren Aufstiege die Positionen m;,..., 7.,
Tj41s- -+ Tj41 sind und die auf diesen Stellen die (aufsteigend geordneten) Werte 7;,, ..., 7.,
Tis- .., annimmt. Aufgrund der Struktur von m gilt m;, > 7; 41; 0 kann also stets konstru-

iert werden. Durch diese Festlegungen ist ¢ € M,, vollstindig bestimmt. Das Wort oyg wird
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aus den verbliebenen Elementen von [n] gebildet.

Diese Zuordnung ist offensichtlich bijektiv, und es gilt

t s t s t

ddes(r) = ) _(mj, = mj41) = (Z Tin + ) M) - (Z Tin + ) m+1) = dexc(0).
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

O

Beispiel 3.4.2 Fiir die Permutation 7 =61792345108 € My, gilt mit den Notationen des
Beweises 1y = 3 und j; = 1, jo = 4, jz = 9. Die Aufstiege des Bildes von 7 sind also 7,1, 2,8,
die zugehorigen Werte 7,6,9,10. Wir erhalten ¢(7r) =67123491058.

Im Anhang (A, Tabelle 5) wird die vollstindige Verteilung von dexc auf M, fiir n < 10 an-
gegeben. Wir werden uns im folgenden allerdings weniger mit dieser als mit der gemeinsamen
Verteilung von exc und dexc (= inv) befassen. Das Verhalten der Elemente von M,, beziiglich der
Anzahl ihrer Aufstiege ist bereits bekannt; es ist daher nur natiirlich, dieses Charakteristikum

einzubeziehen. Die Verteilung von dexc ergibt sich dann durch Summation iiber exc.

Fiir die Enumeration der bi-ansteigenden Permutationen beziiglich exc und dexc sind in der
Problemstellung 3.1.1 auch die Lingen Aq,..., A, der Blécke zu beriicksichtigen. Thre Summe

ergibt gemaf der Konstruktion gerade den dexc-Wert der zugehdrigen Permutation.
Die Bijektion 3.2.8 liefert die folgende Interpretation des Verteilungskoeffizienten Méexc’dexc) (e, k).

Satz 3.4.3 Mit Z\%gexc’dexc)(e7 k) werden die (e + 1)-zeiligen Polyominos der Breite n + 1 und
Fliche k 4+ n + 1 gezdhlt.

Beweis. Sei m € M,, mit den Aufstiegen ¢y,...,7. und den positiven Differenzen Ay = m; —
1yeee s Ae =7, — te. Nach 3.2.8 ist A; die Anzahl der gemeinsamen Spalten der Zeilen ¢ und
i+ 1 des zu 7 korrespondierenden Polyominos («, ). Aufgrund der Konstruktion enthilt die i-te
Zeile von (a, §) fiir i = 1,...,edann §;4+ A; Kistchen, die (e+1)-te Zeile §.41 41 Késtchen. Die
Fliache (=Anzahl der Kistchen) von («, ) betrigt folglich 51 4+ ...+ Beq1 + A1+ ...+ A+ 1=
n + dexc(w) + 1. O

Bevor wir uns der Bestimmung dieser Koeflizienten zuwenden, betrachten wir zunichst noch
die andere gewichtete Statistik. Die Anzahl der Auf- und die Anzahl der Abstiege sind nicht
gleichverteilt auf M,,, folglich auch nicht die Bistatistiken (exc, dexc) und (des, ddes). Im Anhang
(A, Tabellen 6 und 7) werden die beiden Verteilungen fiir n = 6 gegeniibergestellt. Wir kénnen
die Verteilung von (des, ddes) auf M,, nicht explizit bestimmen, sind aber nach den Ausfiihrungen

des vorigen Abschnitts in der Lage, die Koeffizienten kombinatorisch zu interpretieren.

Satz 3.4.4 Mit Z\Lgdes’ddes)(d7 k) werden die Motzkin-Pfade ¢ € Q,, gezihlt, die d Schritte /
enthalten und deren Héhen die Gleichung hq(c) + ...+ h,(c) = k erfiillen.
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Die Gleichverteilung der gewichteten Statistiken auf M, liefert somit die folgende Bijektion.

Korollar 3.4.5 FEs gibt ebenso viele Polyominos der Breite n + 1 und Fldiche k + n + 1 wie
Motzkin-Pfade ¢ € Q,, mit hy(c)+ ...+ hy(c) = k.

Bemerkungen und Beispiele 3.4.6

a)

Die im Beweis von Satz 3.4.1 beschriebene Konstruktion 148t sich wie folgt in die Sprache
der Pfade und Polyominos iibersetzen:

Sei ¢ € Q,. Man {ibertrage die Indizes der Schritte / und - (in der Reihenfolge ihres
Auftretens in ¢) als Punkte mit um jeweils 1 verringerter Ordinate. Analog werden die
Indizes der Schritte \ und - als Punkte beschrieben. Die Verbindung der Punkte eines
Niveaus ergibt die gemeinsamen Spalten der Zeilen des Bildpolyominos. (Die erste Zeile
des Polyominos beginne bei 0, die letzte ende bei n + 1.)

Fiir den im Beispiel 3.3.2a) betrachteten Pfad ¢ € Q9 mit der Héhensumme k = 14,

erhalten wir

(Abb. 3.9)

1 2 3 4 5 6 7 8 910

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
ein Polyomino der Fliche 25.

Sei 1 € M,, mit E(r) = {i1,...,i.}. Desweiteren bezeichne 7* die bi-ansteigende Per-

mutation mit den Aufstiegen n + 1 — 7;, und den Werten 71'7*1_'_1_%, =n+1-— 14 fur
'k

k
k=1,...,e. Die zu 7 und 7* korrespondierenden Polyominos gehen dann durch Rotati-
on um 180° auseinander hervor. Auch die Zuordnung der Young-Diagramme erh&lt diese
Symmetrie. Nach der Konstruktion zu Satz 3.2.3 sind die Partitionen A, und A, kon-
jugiert zueinander. Die Motzkin-Pfade hingegen unterliegen dieser Regelméfligkeit nicht!
Zwar ist exc(m) = exc(n*), die Werte des(7) und des(7*) konnen sich jedoch, ebenso wie
ddes(7) und ddes(7*), voneinander unterscheiden.

Ein (minimales) Beispiel:

T=2413 +— EEE:' — (31) +— /7N

m*F=3142 EEHH — (217 —

Im nachfolgenden Abschnitt geben wir eine Bijektion zwischen den allgemeinen Paral-

lelogrammpolyominos und den Motzkin-Pfaden an. Da dort lediglich die Parameter des



3.4 Die gewichteten Statistiken 51

Polyominos von Interesse sind, kénnen wir die Asymmetrie mittels der im Teil a) beschrie-

benen Zuordnung beheben.

Nun zuriick zur Bistatistik (exc,dexc). Wie schon im Abschnitt 3.2 fithren wir die Bestimmung
der Verteilung einer Permutationsstatistik auf die Enumeration spezieller Polyominos zuriick

und untersuchen das

Problem 3.4.7 Wie viele [-zeilige Polyominos der Breite m 4+ 1 und Fliche a gibt es? Wir

bezeichnen diese Anzahl mit p, ;..
Formal 148t sich der dritte Parameter wie folgt beschreiben.

Proposition 3.4.8 Sei (o, 3) € Cpyy X Cp g €in Polyomino der Fliche a. Dann gilt
a) a = l(O&l + 1) + (l — 1)(0&2 — ﬁl) + (l — 2)(0&3 — ﬁg) +...+ 2(0&[_1 — ﬁl_g) + (Oé[ — ﬁl—l);
b) m+i<a<lim+2-1).

Beweis. a) Die Bereiche, die das Komplement von (a, #) beziiglich eines (m + 1) x [-Rechtecks

umfafit, werden durch

A=(agtas+...+a,as+...+a,...,o0) F (I=Day+ (I —2)ay—1 + ...+ ag,
p=Gi+B+. B, BB B) E (=18 4+ (1 =2)B2a+ ...+ B

beschrieben. (Diese Partitionen traten bereits bei der Konstruktion der Bijektion 3.2.3 auf.) Die
Flache von («, ) betrigt also

m+D)l-(I-1)p—...= i1 —lon+...+a)+lon + (I = Daz+ ...+ .

b) Die Schranken sind offensichtlich. Die untere wird genau dann angenommen, wenn « und
tibereinstimmen, die obere wenn o« = (m+1—-10,1,...,1)und 3 =(1,...,I,m+1—1{)ist. O
In Proposition 3.1.5 wurde gezeigt, dafl zwei Kompositionen genau dann ein Polyomino beschrei-

ben, wenn sie beziiglich der Dominanzordnung vergleichbar sind. Diese Aquivalenz werden wir

uns zunutze machen.

Die nachfolgenden Ausfiihrungen zur Struktur der Menge C,,; basieren auf der Terminologie
von Stanley ([36, Ch. 3, Sect. 1-4]).

Definitionen und Bemerkungen 3.4.9
a) Die Menge C,, ; ist beziiglich der Dominanzordnung < ein distributiver Verband mit dem
minimalen (maximalen) Element (1,...,1,m+1-=10) (im+1-1,1,...,1)).
Im Anhang (B, Abbildung 5) sind die Hasse-Diagramme der Verbdnde Cg; dargestellt.
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b) Auf C,,; sei die Operation
;bi-oe:: (ogy ooy + i —1,000,0q), i=1,...,0—1

definiert. (Dabei sei die Zuldssigkeit, also ;11 > 1, stillschweigend vorausgesetzt.)

¢) Die Komposition § iberdeckt o, wenn o < § und fiir kein Element v € C,,; die Bedin-
gung a < v < [ gilt. Wir kénnen diese Relation durch die Operation QZZ beschreiben: 3
tiberdeckt o genau dann, wenn § = QZZ - o fiir ein geeignetes ¢ ist.

d) Die Kette
(...;I,m+1=0<(1,....2,m=0D<(1,...,3m—=1=-0)<...<(1,...,m—1,2)
<(L,...,Im+1=01)<(1,....2m=0L1)<...<(1,... m—1,2,1) < ...
<(Lm+l—01,.. 1)< @2m=11,..  )<...<(m+1-11,...,1)

ist von maximaler Linge, der Verband C,,; also vom Rang (m —[)(l —1).
e) Die Rangfunktion p: Cpy — {0,...,(m—1)(l—1)} ordnet jeder Komposition im wesent-
lichen ihr Gewicht zu:
pla) :=lay+ (I = Doz + ...+ ap—m— Sl - 1).

(Gilt p(a) = r, so bezeichnen wir « als Komposition vom Rang r.)

f) Nach Proposition 3.4.8 146t sich die Fliche des Polyominos («, 3) € Cp 1 X Cppyy mittels

a((ev, B)) = p(a) = p(B) +m +1

berechnen.

Die Fliache eines Polyominos wird also durch die Ringe der korrespondierenden Kompositionen
bestimmt. Wir untersuchen daher zunéchst, wie viele Kompositionen von festem Rang in C,,

existieren.

Satz 3.4.10 Sei c.(m,l) die Anzahl der Kompositionen o € Cy,,; vom Rang r. Dann gilt
a) c.(m,y=c,(m—1,0)+ crepmp(m—1,1—-1)
mit den Startwerten co(m,l) =1, ¢,(m,1) =0 fiir r > 1 und c.(m,l) =0 fiir m <,
b) ¢ (m, 1) = c(m_tyi=1)=r(m, 1) und
c) eo(m,l)=c.(mym+1-1).

Beweis. Sei a eine [-Komposition von m mit p(a) = r.

a) Fiir ag # 1 ist & := (oq,..., 11,00 — 1) € Cp—1; ebenfalls eine Komposition vom Rang r.
Gilt o =1, so hat & := (ay,...,09-1) € Cjp—1,—1 den Rang
pl@) = ((—Dor+(—2)as+...+a_1—(m—1)—F(1-1)(-2)

= pla)—(ar+as+...4a)+1+(-1) = r—m+1.

Dies liefert die Rekursion. Die Startwerte sind offensichtlich.
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b) Fiir die Reversion o/ := (ay, ..., @) von a gilt
pla/) = lag+ (- Doy + ...+ —m—5I(1—1)
= (+ D) (a1 +...4a)—pla)=2m—=I(l-1) = (m=0I—-1) —r.

c) Sei & := (ay+...+a;,a3+...4+a, ..., q) und § die (eindeutig bestimmte) Komposition aus

Crnm+1-1, deren Partialsummenfolge s(3) := (51, 1+ B2, ..., 1+ .. .+ Bmt1-1) die Bedingung

{817 e 7Sm_|_1_[} = [m] \ {dh e 7@1_1}

erfiillt. Die Abbildung ¥ : Cp, 1 — Cpmt1-1, o+ B ist bijektiv und ranginvariant.
Letzteres wird am nachfolgend beschriebenen Modell klar. Die Anwendung von 1, auf « erhdht
die ¢-te Partialsumme um 1, alle anderen Summen bleiben unverdndert. Das Hasse-Diagramm

von C,, ; 1aBt sich also wie folgt veranschaulichen:

Es sollen [ unterscheidbare Objekte (Partialsummen) mit der Anordnung

-1 m

56 .6 6

- l

—_

durch sukzessive Verschiebung nach rechts in die Lage

1 2 3 m+1-—1 m
1 2 I

tiberfithrt werden. Dabei darf in jedem Schritt jeweils ein Objekt um eine Einheit

-1

versetzt werden, vorausgesetzt, der dortige Platz ist frei. Die Reihenfolge der Objekte
soll nicht verdndert werden.

Im Anhang (B, Abbildung 6) ist dieses Schema fiir m = 6 und [ = 3 angegeben.

Somit wird offensichtlich, wie die zugeh6rigen Kompositionen der Lange m+1—1 zu konstruieren
sind; Leerstellen und Objekte (mit Ausnahme des auf der Position m festgesetzten Objekts [)

vertauschen ihre Rollen und die Verschiebeprozedur verlduft von rechts nach links. O

Die unter a) aufgefiihrte Rekursion offenbart sofort die rangerzeugende Funktion von C,, ;.

Definition 3.4.11 Die Funktion

— "M =g (1= )
I-qg)(1=¢*)---(1-¢)

heifit ¢-Binomialkoeffizient (oder Gaufisches Polynom). In der Tat ist G(n, k) ein Polynom in ¢

G(n,k) = a 0<k<n

tiber den nichtnegativen ganzen Zahlen, das die Rekursion
G(n,k)=Gn—1,k)+¢"*G(n—1,k - 1)

erfiillt. Fiir ¢ = 1 geht G(n, k) in den gewdhnlichen Binomialkoeffizienten (7}) iiber.
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Korollar 3.4.12 Das Gaufische Polynom G(m — 1,1 — 1) ist die rangerzeugende Funktion des
Verbandes C,, ;, d.h.

Zcr(m,l)qr =G(m—1,1-1)

r>0
fiir alle 1 <1 < m.

Bemerkungen 3.4.13
a) Inshesondere folgt so auch |C | = (77).
b) Die Symmetrien 3.4.10b) und 3.4.10c) kénnen auch direkt aus den Eigenschaften des Po-
lynoms abgeleitet werden: Zum einen ist G(n, k) symmetrisch, zum anderen gilt G(n, k) =

G(n,n—k).

Korollar 3.4.14 Der Koeffizient c,(m,l) zihlt die Partitionen von r+ $I(I—1) in genau | — 1
verschiedene Teile, deren gréfiter < m — 1 ist.

Beweis. Fiir a € Cp,; mit p(a) = r ist die reversive Partialsummenfolge
(on+ ...+, a0+ .o ag, .. o) F r—l—%l(l— 1)

eine Partition in [ — 1 positive verschiedene Teile mit oy + ...+ aj_1 =m —a; < m — 1. O

Bemerkung 3.4.15 Diese Interpretation von ¢, (m,!) 1d8t sich auch durch eine einfache Par-
titionenidentitdt begriinden: In der Theorie der Partitionen treten die Gaufischen Polynome
inshesondere im Zusammenhang mit Beschrinkungen auf. Der Koeffizient von ¢ in G(n + k, k)
entspricht der Anzahl der Partitionen von ¢ mit héchstens k Teilen, deren gréfter durch n be-
schrinkt ist (siehe dazu [1, Abschnitt 3.2]).

Nach Korollar 3.4.12 z&hlt ¢,(m,() also die Partitionen von r in héchstens [ — 1 durch m — [
beschrinkte Teile. Sei A = (Aq,...,A;—1) eine solche, also m =1 > Ay > Ay > ... > Ny > 0.
Dann hat (A +1—1, A 4+1—=2,... , N1+ 1) Fr+ %l(l — 1) lauter verschiedene, positive Teile,

deren grofiter < m — 1 ist.

Im Abschnitt 3.2 wurde gezeigt, dafl die Anzahl der Polyominos fester Breite symmetrisch in
[ ist. Diese Aussage behilt auch dann ihre Giiltigkeit, wenn zudem die Fliche als Parameter

beriicksichtigt wird.

Proposition 3.4.16 FEs gilt py, 10 = Pmmti—latm+1—21 fir allea=m+1,... [(m+2—1).
Beweis. Die im Beweis von Satz 3.4.10c) konstruierte Zuordnung C,, ; — Cymy1-1, o+ (@)
ist beziiglich < ordnungserhaltend. Gilt 3 < «, so ist

m—(a1+...+04]‘):d]‘Sﬁj:m—(ﬁ1+...+ﬁj), j=1,...,0—1.

Werden nun die Elemente der Komplementdrmengen geordnet, so folgt s(¢(5)); < s(¢(«)); fiir

alle j=1,...,m+1—1[. (Dabei war s(a) die Partialsummenfolge von «.)
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Die Bijektion 1 1d8t sich also auf die Menge der Polyominos aus C,,; X C,,; erweitern:

(e, ) = (¢(a), () fiir alle @, f € Cpy mit § < a.

Zudem war 1 ranginvariant. Als Flache von ¢ ((«, 3)) erhalten wir folglich

a(P((a, 8))) = pla) = p(B) + m+m+ 1 =1 =a((a, 5)) +m+ 1 -2l O

Bemerkung 3.4.17 Beim Ubergang von einer bi-ansteigenden Permutation zum zugehdrigen
Polyomino werden die Informationen {iber die Aufstiege und ihre Werte in den Partialsummen
der Kompositionen gespeichert. Die hier angegebene Bijektion 1 entspricht daher exakt der
im Satz 2.3.17 fiir die Permutationen formulierten Involution ®. Der Nachweis auf seiten der

Polyominos ist im Vergleich dazu nahezu trivial.

Nach den Bemerkungen in 3.4.9 gilt fiir die gesuchte Anzahl

Pmia= Y, HBE Cni:f=a, p(B)=pla)+m+1-a}l.

ae Cm,l

Durch die Abschétzung der Partialsummen ist es moglich, Aussagen {iber die Vergleichbarkeit

zweier Kompositionen beziiglich < zu treffen.

Lemma 3.4.18 Sei a € Cy,; vom Rang r. Dann lifit sich die j-te Partialsumme von o wie folgt

beschrdnken:
a) Esgilt oy +...4+a; <j+min{m—1[, Lli—]J} fiir alle j € [l = 1].
b) FEuzistiert fir j € [l =1 eind € m = mitr > (m -0l —j—-1)4+ (6 —1)j+ 1, so ist
ay+ ... oa; > 546,

Beweis. a) Fiir das minimale Element a® = (1,...,1,m+1—1) von Cp,; gilt 0450) + ...+

(0)

o
J

der j-ten Partialsumme erst nach mindestens [ — j Operationen moglich. Betrachten wir zur

=g firj =1,...,01 - 1. Wird ;b sukzessiv auf o(®) angewendet, so ist eine Erhshung

Veranschaulichung das Modell aus dem Beweis von Satz 3.4.10c): Um das j-te Objekt erstmalig
nach rechts verschieben zu kénnen, miissen zunichst die [ — 7 — 1 rechts davon befindlichen
Objekte jeweils um mindestens eine Einheit versetzt werden. Das [-te Objekt war auf der Position
m fixiert. Folglich erhoht sich die j-te Partialsumme in r Schritten (zur Konstruktion einer
Komposition & vom Rang r) um héchstens Lﬁj, vorausgesetzt, die Operationen sind zulissig,
d.h. verletzen die Bedingung oy + ...+ a; < m — [+ j nicht. Somit erhalten wir die obere
Schranke

oel—l—...—l—oejgmin{j—l—m—l,j—l—tlf—jj} fiirj=1,...,1-1.
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b) Nun untersuchen wir das entgegengesetzte Problem: Wie viele Operationen ;b lagsen sich
auf eine Komposition a von vorgegebenem Rang héchstens anwenden, ohne oy + ... 4 «a; zu
verindern? Gehen wir wiederum von a(?) aus, so hat sich die j-te Partialsumme nach héchstens
(m —10)(I —j — 1) + 1 Schritten erhéht. Am Modell: Die [ — j — 1 verschiebbaren, rechts von
der j-ten Position befindlichen Objekte kénnen zunichst mit jeweils m — [ Ziigen in die fiir sie
maximal rechte Lage verschoben werden. Diese Situation vorausgesetzt, erhéht sich oy +...+a;
dann notwendigerweise nach jeweils j Operationen ;b Die Objekte 1,...,j — 1 werden jeweils
um eine Einheit nach rechts versetzt, bevor das j-te Objekt wieder bewegt wird. Ist also der
Rang r > (m—-0)(I—j—1)4+ (6 — 1)j+ 1, so gilt

0)

artota; >+ a4 5=j445 mit s> 1. O

J
Satz 3.4.19 Ist die Differenz zwischen den Réingen zweier Kompositionen hinreichend grofs, so

sind sie beziiglich < vergleichbar. Genauer gilt: 3 < «, falls p(a) —p(5) > (m=0)(I—=1)+1—m.
Beweis. O.E. sei r := p(3) < m — 2. Wegen
pa) > r b (m—D{=1) = m+2=(m— 1) —j — 1)+ (m—1 - ==Ly 4 1

liefert der Teil b) des Lemmas eine untere Schranke von ay +...4+a;, falls m —r —1 < j(m —1)
ist. Der Parameter 6 nimmt dann den Wert m —1— [m_]—r_l] +1an. Im Fall j(m—10) <m—r—1
steht uns nur die triviale Abschétzung ay 4 ...+ a; > j zur Verfiigung.

(m—=0)(—-j) <r:Der Term (m —1)(I — j)+ 1 ist nach unten durch m — j beschriankt. (Fiir
j = 1 — 1 tritt Gleichheit ein, fiir die Differenz der Werte aufeinanderfolgender Indizes j und
JHlgit (m=0(l-4)—(m-D(-j—-1)=m—-=1>1=(m—-j)— (m—j—1).) Folglich ist
m—7—1 < r, und wir kénnen die j-te Partialsumme von « durch j 4§ abschitzen. Mit Lemma

3.4.18a) erhalten wir

Bit...+Bi<jtm—Il=j4+m—-I-[2=L] 1<+ ...+a;.

J

(m —10)(Il —j) > r: In diesem Fall existiert nicht notwendig ein 4, das die Bedingung aus
3.4.18b) erfiillt. Sind r und j so gewihlt, daBl j(m —1) < m —r —1 gilt, soist r <1 —j— 1. Fiir
j =1oder m =1+ 1 ist diese Implikation trivial, ansonsten wird sie wegen j < (j — 1)(m — )
durchr <m—jm—-10)—1=1—(j—1)(m—1)—1<1—j—1 begriindet. Der Vergleich mit a)

liefert hier also

bt +8<j+lEl=i<m+. o

Fiir m —r — 1 < j(m — [) wird die Funktion h(r, j) := | =] + [m_;_l] durch m — [+ 1 nach

oben beschrinkt. (Man beachte h(r,j) = h(m —r — 2,1 — j).) Es folgt

ﬁrl-----l-ﬁjﬁj—l-bf—ﬂ <j4+m—Il-T2==41<a +...+a;.

J

In jedem Fall wird # von « dominiert. O
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Somit sind wir bereits in der Lage, die Anzahl der Polyominos fester Breite, Héhe und Fliche
zu bestimmen, wenn letztere hinreichend groff ist. Im Anhang (A, Tabelle 6) wird die Vertei-
(exc,dexc) (6 k)

lung von (exc, dexc) auf Mg angegeben. (Wir erinnern uns: Mj = D6,e+1,k47-) LT

Orientierung wurden dort alle Werte markiert, die nicht aus der folgenden Aussage resultieren.
Korollar 3.4.20 Fir alle a > (m —1)(I—1)4+ 141 gilt

Pmla = Z Cr (m7 l)cr—l—m—l—l—a(m7 l)
r>0
Beweis. Sei o € C,,; vom Rang r. Fiir die Konstruktion eines Polyominos der Fliche a mufl a
mit einer Komposition vom Rang r + m 4 [ — a kombiniert werden, die von o dominiert wird.

Nach Satz 3.4.19 ist diese Bedingung fiir @ > (m —[)(I — 1) + [ + 1 notwendig erfiillt. 0

Korollar 3.4.21
a) Firk <m —2 ist pp, 1 i(my2—1y—k der Koeffizient von ¢ in G(m—1,1—1)2
b) Seil fest und k > 0. Dann ist py, 1 1(m42—1)—k der Koeffizient von " in G(l4+k—1,1-1)?
fiir alle m > 1+ k.

Beweis. a) Die Anpassung der Summationsgrenzen in 3.4.20 liefert

(m=1)(1-1)
Pmilae = Cr’(mvl)cr—l—m—l—l—a(mvl) = Zcr(mvl)cr+a—m—l(m7l)
—m—I r>0

= Z Cr (m7 l)cl(m+2—l)—a—r(m7 l)7
r>0

wobei die letzte Gleichheit auf der Symmetrie 3.4.10b) beruht. Nach Korollar 3.4.12 ist p,, ;4
also der Koeffizient von ¢!("+2=0=% in der Faltung von G/(m — 1,1 — 1) mit sich selbst.

b) Fiir alle Werte m aus dem angegebenen Bereich erfiillt [(m + 2 — [) — k die Bedingung an die
Fliche des Polyominos aus Korollar 3.4.20. (Fiir [ = 1 ist die Aussage trivial; diesen Fall kénnen

wir also aufler acht lassen.) Somit gilt

M»

pm,l,l (m+2-1)— Cr’ m, l Ck r m l)

r=0
fiir alle m > [ + k. Die Koeffizienten von ¢°,...,¢" in G(m — 1,1 — 1) sind aber wegen der
definierenden Rekursion der Gaufschen Polynome gerade die von ¢°, ..., ¢" in G(I+k—1,1—1).
(Folglich stimmen auch die Koeffizienten von ¢°, ... .¢* in den Quadraten der beiden Polynome
iiberein.) Nach a) ist also pp, 1 1(m42-1)—k = Pk, i(k42)—k der Koeffizient von " in G(I+ k —
1L,1-1)% m
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Bemerkung 3.4.22 Sei P,(m,!) die Menge der Partitionen von r in héchstens [ —1 Teile, deren
grofiter < m — [ ist. Nach Bemerkung 3.4.15 gilt |P,.(m, )| = ¢.(m,1).

Der Teil a) von Korollar 3.4.21 zeigt daher: Fiir a > (m —{)(I — 1) + [+ 1 z&hlt p,, ;, alle Paare
(A, ) € Po(m,l) X Ps(m,l) mit r+ s =10(m+2—1)—a. (Die Summe r + s entspricht gerade
der Differenz von a zur maximal moglichen Fliche).

Kombinatorisch 148t sich diese Identitit wie folgt beweisen. Sei («, 3) € Cy,, 1 XCypy 1 €in Polyomino
der Fliche a. Das Komplement von («, 3) beziiglich eines (m+ 1) X [-Rechtecks besteht aus zwei
Bereichen, die durch Partitionen A b ml — m — 1I(l — 1) — p(a) und p F p(8) + 21(l - 1)
beschrieben werden, die aus jeweils [ — 1 verschiedenen Teilen < m — 1 bestehen (vergleiche dazu

die Ausfithrungen zum Satz 3.2.3 und Proposition 3.4.8a)).

A a=(51,2,1,1) mit p(a) = 18

. B=1(1,2,1,51) mit p(8) =7

(Abb. 3.10)

Die Differenzen

(M =U=1) 2= (=2, s N1 = 1) € Pin—iy(1=1)=p(a) (M, 1)
(:ul - (l - 1)7“2 - (l - 2)7 Ry e 1) € Pp(ﬁ)(m7l)

sind die gesuchten Partitionen. (Es gilt a((o, 3)) = p(a) — p(B) + m + 1).
Fiira < (m—=10)(I—1) 41+ 1 ist diese Abbildung nicht surjektiv.

Der Fall a € {m+1,...,(m —[)({ = 1) + 1 + 1} erscheint zundchst recht diffizil. Es existieren
nun moglicherweise Kompositionen, deren Rangdifferenz zwar den Wert ¢ — m — [ annimmt, die
aber nicht vergleichbar beziiglich < sind.

Aber: Auch dieses Problem ist essentiell bereits gelést. Nach Proposition 3.1.5 beriihren sich
die durch o und @ beschriebenen Pfade in bestimmten Punkten, wenn 3 nicht von « dominiert
wird. Durch (o, 3) € Cppy X Cppy mit f £ « wird eine Anordnung von disjunkten Polyominos
beschrieben, deren Gesamtbreite < m + 1 und deren Gesamthhe genau [ ist.

Dennoch sind bei der Aufstellung der daraus resultierenden Rekursionen noch einige Schwierig-

keiten zu bewiltigen. Die erste sei durch das nachfolgende Beispiel illustriert.

Beispiel und Definition 3.4.23 Die Kompositionen oy = (1,2,6,1,1) und 51 = (3,2,1,1,4)
sowie ay = (1,1,7,1,1) und 3 = (4,1, 1, 1,4) erzeugen dieselbe Anordnung von Polyominos.

Um diese unterscheiden zu kénnen, werden alle Polyominokistchen unterhalb des von « be-
schriebenen Pfades positiv, alle Kdstchen oberhalb negativ gewichtet. Die Fliche a*((«, 3))

umfasse alle positiven, die Fliche a™((«, 3)) alle negativen Kistchen. Insbesondere gilt fiir
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(@, 8) € i X Con g dann a((e, B)) := a™ ((a, §)) — a” (o, B)) = p(e) = p(B) + m + L.

+ —
+ [+ [+ ]+ ]+ + 4+ ]+ ]+
(Abb. 3.11) ARBEAE e[
R U P VI R D VI
plan) =13, p(Br) =11 plas) = p(B2) = 12

In Analogie zu py, 1, definieren wir die Zahl

Grta = Y. HBE Cot:BZa, p(B)=pla)+m+1-a}l.

aecm,l

(Die Wahl des zuldssigen Bereichs fiir den Parameter a impliziert insbesondere p(a) > p(f).)
Nach Satz 3.4.19 verschwindet ¢,, . fiir @ > (m — 1)(I — 1) + [ + 2. Eine Ubersicht {iber aus-
gewihlte Werte ¢y, 1, gibt der Anhang (A, Tabelle 8).

Sind die Parameter [ und a in gewissem Sinn extremal, so entstehen durch die Pfadiiberkreu-
zungen ausschliellich Polyominos von positiver, im Vergleich zu den Ausmafien grofler Flache.

Deren Anzahl kennen wir nach Korollar 3.4.20 bereits.

Proposition 3.4.24
a) Fir festes 1 > 3 und m > 1+ 2 gilt

m—I+1 m—:

i la*(m,0) — 2 Z Z Pji-1,a*—i,
1=2

7=l-1

wobei a*(m,l) := (m —1)(I—2) + 1+ 3 sei.
Dadurch sind die Werte von ¢, 1, im Bereich a € {a*(m,l),...,(m —=1)(l—1)+ 1+ 1}

vollstindig bestimmt, denn es gilt

Im,l,a = Qm—ada*(m,l),la*(m—ada*(m,l),l)

fiir alle m > 1+ 2 und a > a*(m,1).
b) Gmia = Gmmii—tatmii—2 fir allea=m+1,... [(m+2—1).
¢) Gm1.a = Gm,2,a =0 fiir alle m und alle a.
d) Im Extremalfall a = m +1 gilt
Gm,la = Z Cr’(m7 l) (CT(m7 l) - 1)

r>0
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Beweis. a) Die einzig mégliche Zerlegung in Polyominos der Gesamtfliche a* ist die in ein
Polyomino P; mit den Parametern (my,! — 1,ay) und ein Polyomino P, mit den Parametern

(m27 17 a* — al)

2 » S
(Abb. 3.12) LL\EI

P

wobei my, mg > 1 und my+mq+2 < m+1ist. Wir kbnnen uns auf den ersten Fall beschrianken.
(Die Anordnung 2) geht durch geeignete Rotationen aus 1) hervor.)
Fiir 2 < Iy <[ betrégt die Fliche a((a, §)) von P; und P, nach Proposition 3.4.8b) hichstens

Liimy +2—10) 4+ l(me+2—1y).

Wegen | <20y, 1 -1y =13 <my<m—my; —1und m > [+ 1 erhalten wir die Abschitzung

a((e, ) < hilmi+2=0L)+ (@ -L)m—m+1-1+1)
= mh =) =Ll =2)+ (I =L)(m+1—1+1)
< m=1-14+0)2LH-D-LL-2)+(-1l)(m+1-1+4+1)
= Li(m—1—1)+2
< (I=2)(m—1-1)+2

a*(m,l)—1.

Also ist I = 1 und ay = my + 1. Insbesondere wird dadurch auch die Zerlegung in mehr als zwei
disjunkte Polyominos ausgeschlossen. Die Fliche des Polyominos Py erfiillt die Bedingung des
Korollars 3.4.20:

ap = a(ml)—ay = m—L)(lhi—1)4+4-—m2 > (m=01)(lL—-1)+4—(m—my —1)
= (m1—ll)(ll—l)—l—ll—l—l—l—(m—ml—1)(11—2)—|—2 > (ml—ll)(ll—l)—l—ll—l—l.

Folglich existieren

Pmyi-1,a%—as = Z cr(miyl = 1)eryax—aymm, —141(m1, 1 — 1)
r>0
Polyominos, die den Anforderungen an P, geniigen. Die Fliche ay variiert wegen my > [ — 1
zwischen 2 < ay < m — [+ 1, die Breite my ist durch m — a; = m — my — 1 beschrinkt. Der
Faktor 2 in der resultierenden Summation schliefit den (zum ersten véllig analogen) Fall der
Anordnung 2) ein.

Ubersteigt die Fliche a((a, 3)) den Wert a*(m, 1), so ist (erst recht) nur die Partitionierung von
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lin (I —=1,1) bzw. (1,1 — 1) méglich.

Sei nun m' := m — (a — a*) und die disjunkten Komponenten von (o, 8) € Cpr X Cppr g von der
Flache a*(m/,l). O.E. sei die Dominanzbedingung 5y + ...+ 3; < a3 + ...+ «; fir j =1-1
verletzt. (Dies entspricht dem obigen Fall 1). Dann entsteht durch das Anfiigen von a — a*

Késtchen an jede Zeile von P| eine Zerlegung mit den gewiinschten Parametern.

(Abb. 3.13)

Py

L 1]
((a1y...ya0), (B, ..., B1)) (a1 +a—a*, ..., 01),(B1,...,Bi-1 +a—a",3))

Die Gesamtfliche der Komponenten in der rechten Anordnung ist wegen
ac(m'\ D+ (a@a—a ) -1)=m -O)l-2)+1+3+(m-m)(-1)=a"+m—m'

gerade a. Dies sind aber auch die einzigen Zerlegungen. Sei (mq, a3) ein Indexpaar mit my, ag > 2
derart, dal mq + a; < m und py,, 1—1,4—a, positiv ist (vergleiche dazu auch den Teil a) der
nachfolgenden Bemerkung). Zudem sei die Bedingung (mq — 14+ 1)(I = 2) + 1 < a — ay erfiillt,

also P, i1—1,a—a, Nach 3.4.20 berechenbar. Dann ist

Pmil-10a—a; = Pmy—(a—a*),i-1,a*(m’[)—as

Laut Korollar 3.4.21b) gibt es ebenso viele Polyominos vom Format (m,[, a) wie vom Format

(n,l,b),wenn [(m+2—-1)—a=1(n+2-1)—b=Fk > 0und m,n > [+ k ist. Nun gilt zum einen

k= mi—a+a"+3—=10)—a"(m—a+a”l)+ay
mi—a+(m—-DI1-2)+6)—(m—a+(m—-01-2)+3)(I-2)—1—-3+ay
mi+3-m)+mi—a+(m—-01-2)+6—-1—-34+a
mi+3—-10)—a+ay>0

(die Nichtnegativitdt von k folgt aus der Konstruktion; (I — 1)(m; + 3 — [) ist die maximal

mogliche Flache eines (I — 1)-zeiligen Polyominos der Breite m; 4+ 1) und zum anderen

my—(a—a")—(k+1) = mi—a+(m-01-2)+1+3-(1-1)(mi+4-1)—1+a—ay
= (m—my)(l—2)—204+6—ay
> ax(l—3)—2[+6 (my1 4 ag < m)
> 2(1-3)—20+6 = 0.

Damit ist auch die zweite Behauptung aus Teil a) bewiesen.

b) Die Symmetrie folgt unmittelbar aus Proposition 3.4.16; die dort beschriebene Bijektion
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war ordnungserhaltend.
c¢) Offensichtlich. (Fiir [ = 2 besteht der Verband C,,; aus einer einzigen Kette.)
d) Fiir a = m + [ gilt p(a) = p(F). Ranggleiche Kompositionen aus C,,; sind genau dann

vergleichbar beziiglich <, wenn sie iibereinstimmen. O

Bemerkungen 3.4.25

a)

Die Formel fiir ¢y, 4+ im Teil a) beriicksichtigt der Einfachheit halber alle Werte j >
[ — 1. Aufgrund der Beschrinkung a* — i < (I — 1)(j + 3 — [) (vergleiche 3.4.8b)) ist

es rechentechnisch vorteilhafter, die untere Summationsgrenze auf j = [“1*__12] +1-3

anzuheben. Es treten dann in der Tat nur positive Summanden auf.

Fiir n Z 0 gﬂt qm,m—n—Q,a*(m,m—n—?) =2 'p2n—|—2,n—|—1,n(n—|—3)—|—3 fiir alle m Z 2n 4 5.

Fiir die gewidhlten Parameter reduziert sich die Summe in 3.4.24a) auf einen einzigen Term:

Qmm—n—2,a*(m,m—n—2) — 2- Pm—2,m—n-3,(n+3)(m—n—4)+3-

(Fiir alle i > 2 ist n+5 < [-2=L] + i; die Gleichheit tritt nur fiir i = 2 ein.)
Nach Korollar 3.4.21a) ist Pm—2,m—n—3,(n+3)(m—n—4)+3 der Koeffizient von ¢" im Polynom
G(m—3,m—n—4)? = G(m—3,n+1)2. Aufgrund der Rekursionsgleichung der Gaufischen
Polynome stimmt dieser mit dem Koeffizienten von ¢™ in G (k, n+1)% fiir k > 2n+1 iiberein.
Die Behauptung folgt fiir £ = 2n 4+ 1. (Man beachte G(2n+ 1,n+ 1) = G(2n + 1,n).)
In Bemerkung 3.4.22 wurde darauf hingewiesen, dafl p,, ;. fiir hinreichend grofies a der

Michtigkeit von U, o (P (1, 1) X Pymq2—1)—a—r(m, 1)) entspricht. Im vorliegenden Fall gilt

somit
p2n—|—2,n—|—1,n(n—|—3)—|—3 - ‘ U (Pr(Qn + 27 n -+ 1) X Pn—r (2n + 27 n+ 1))
r>0
= ‘ U P xPac)| = D p(r)p(n—1).
r>0 r=0

Fiir r < n umfafit die Menge P,(2n + 2,n + 1) alle Partitionen von r. Die Folge

1
(§qm,m—n—2,a*(m,m—n—2))n

geht also fiir m — oo in die Koeffizientenfolge der Reihe [T, (1 — ¢*)72 iiber. (Fiir die
erzeugende Funktion der Partitionenanzahl p(n) := |P,| siehe [1, Th. 1.1].)
Im Anhang (A, Tabelle 8d) wird dieser Sachverhalt anhand der ersten Folgenglieder de-

monstriert.

Die Anzahl der Kompositionenpaare («, §) mit fester Rangdifferenz und 8 £ « 148t sich nun fiir

alle iibrigen Parameterwerte rekursiv aus den bekannten Gréflen p,, ;, und ¢, berechnen.
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In unseren bisherigen Betrachtungen spielte der Fall m = 0 keine Rolle. Durch die Zerlegung
kann — wie im Beispiel gesehen — auch das Polyomino der Breite 1 auftreten. Wir setzen daher

po,i1 =1 und po;, =0 fiir alle /,» > 1.

Proposition 3.4.26 Fiir festes | > 3 und m > [+ 2 gilt

a—2 -1 m-2 m—2

Gmla = Z Z (Pjy kyamiDin =y + Qi1 esa—i Gin = si )

a—2 -1 m-—2 m—2
+ (m =1 —=j1 = 32) (Pj1 k—1,ami=1Pja, =k + Qi1 k—la—im1Gjs 1~ kyi )
=2 k=1 j1=k—1 J2=1
J1tip<m—2
a—2 -1 m-—2 m—2
+ Z (m =2 = J1 = 12)(Pj h=1,0-iPjo = ki + Ly h—1,0—ijs 1=k,i) -

fir allea € {m—+1,... ,a*(m,l)—1}.

Beweis. Die Rekursion ergibt sich aus der sukzessiven Kombination von Polyominos. Dabei
werden alle M6glichkeiten beriicksichtigt, der Anordnung von disjunkten Polyominos ein weiteres
hinzuzufiigen. Die Differenzierung zwischen positiven und negativen Flichen ergibt sich aus der

Konstruktion. O

Bemerkung 3.4.27 Auch hier empfiehlt es sich, vor der rechentechnischen Auswertung die

Summationsgrenzen anzupassen (vergleiche auch 3.4.25a)).
Die Definition der Zahlen ¢, ;, liefert den abschliefenden
Satz 3.4.28 Firalle m e N, l € {l,... m}unda € {m+1,... . l[(m+2-10} gilt

Pm,la = Z Cp (m7 l)cr—l—m+l—a(m7 l) — qm,la;
r>0

wobei G 14 =0 fira>(m—10)(I—1)+1+1 sei.

(Der Fall @ > (m —1)(I — 1) + 14 1 war bereits Gegenstand des Korollars 3.4.20. Wir haben ihn
hier der Vollstindigkeit halber einbezogen.)
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3.5 Eine Korrespondenz zwischen Parallelogrammpolyominos
und Motzkin-Pfaden

Das Korollar 3.4.5 und die anschliefende Bemerkung geben eine Bijektion zwischen den Polyo-

minos der Breite n 4+ 1 und den Motzkin-Pfaden €2,, an.

Viele der Enumerationen von Polyominoklassen basieren auf Bijektionen zu bestimmten Gitter-
pfaden. Die wohl bekannteste wurde von Delest und Viennot ([13]) konstruiert:

Die Parallelogrammpolyominos (im allgemeinen Sinn) vom Umfang 2n 4 2 korrespondieren zu
den Dyck-Pfaden der Lange 2n. (Letztere sind die oberhalb der z-Achse vom Punkt (0,0) nach
(2n,0) verlaufenden Gitterpfade iiber der Schrittmenge {[1, 1],[1,—1]}.)

Sei dazu a; die Anzahl der Kédstchen der i-ten Spalte und b;+ 1 die Anzahl der gemeinsamen Zei-
len der Spalten ¢ und i+ 1. (Man beachte die anschlieende Bemerkung.) Die Folgen (a4, ..., a;)
und (by,...,bs_1) beschreiben ein Parallelogrammpolyomino der Breite s vollstindig. Das zu-

gehorige Dyck-Wort wird durch

W= ™ jal—bl xa2—b1 ja2—b2 $a3_b2 jas—bs L. jas—l_bs—l xas_bs—l 7o

definiert; die Potenzierung bezeichne dabei die Wiederholung des Faktors. Die Gipfelhdhen des
entsprechenden Dyck-Pfades sind aq,...,a,, die Téler sind von der Hohe by,...,bs_y. (Die
Faktoren z in w korrespondieren zu einem Einheitsschritt ./, die Faktoren z zu einem Schritt
N.)

Die Anzahl der Gipfel entspricht also der Spaltenanzahl (Breite), die Summe der Gipfelhdhen der
Fliche des Parallelogrammpolyominos. Zudem zeigten [12], daf die Faktoren zzz im Dyck-Wort

durch die inneren Ecken des linken Grenzpfades gezdhlt werden.

Bemerkung 3.5.1 Unsere Darstellungsweise eines Polyominos weicht vom Standard ab. Ubli-
cherweise (so auch bei Delest und Viennot) beginnen die Begrenzungspfade im Punkt (0, 0) und
setzen sich aus Schritten [1,0] und [0, 1] zusammen. Durch eine Linksdrehung um 90° kénnen
wir diese Form herstellen. Die im Abschnitt 3.1 eingefiihrte Notation entsprach dem Wunsch,

daf} ein Polyomino stets breiter als hoch (m > [) sein sollte.

Beispiel 3.5.2 Dem in 3.2 bereits mehrfach (vergleiche 3.2.1 und 3.2.9) betrachteten Polyomino
((5,1,2,1,1),(1,2,1,5,1)) wird (nach Rotation!) der Dyck-Pfad

(Abb. 3.14)

zugeordnet. Folgende Parameter des Polyominos (o, 3) € C19,5 X C10,5 werden dabei verschliisselt.
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Umfang: Der Umfang von (a, 8) € Cpy X Cpyy betridgt gerade 2(m + 1 + [). Der zugehdrige
Dyck-Pfad ist von der Linge 2(m + ).

Breite (frither Hohe): Die Breite von (a, 3) € Crmy X Cnyg betrdgt nun . Der zugehdrige Dyck-
Pfad hat also [ Gipfel.

Flache: Die Summe der Gipfelhéhen ay 4+ ... + a; im Dyck-Pfad stimmt mit der Fliche von
(o, B) € Cpuyi X Cppyy liberein. Sie betrdgt p(a) — p(8) + m + L.

Anzahl der inneren Ecken: Der linke (« entsprechende) Grenzpfad von (a, 3) € Cp, X Cpr g hat
stets [ — 1 innere Ecken, eine Folge der normierten Horizontallingen (frither Vertikallingen). Der
zugehorige Dyck-Pfad enthilt also I — 1 Teilpfade \/ /.

Wie in 3.2.12b) bereits bemerkt, gibt es (), (allgemeine) Parallelogrammpolyominos vom Umfang
2n + 2. Die Bijektion zu unseren Polyominos ist elementar: Sei («, 3) € Cy,; X Cp, 1 ein Polyomino

(in seiner urspriinglichen Ausrichtung). Die Folgen
Y= (0417042— 17043— 17 y X — 1) € Né7 6= (ﬁl - 17ﬁ2_ 17 7ﬁl—1 - 17ﬁl> € Né

beschreiben ein Parallelogrammpolyomino. Die Grenzen von (7, d) werden durch die im Punkt

(0,0) beginnenden Gitterpfade

([07 71]7 [17 0]7 [07 72]7 [17 0]7 cee [07 71]7 [17 0]) und
([17 0]7 [07 51]7 [17 0]7 [07 52]7 tet [17 0]7 [07 51])

markiert. Wegen y1 + ...+ =8 +...+40 =n+1—1und § < « enden diese im Punkt
(I, n+1—1) und beriihren sich nur in den gemeinsamen Anfangs- und Endpunkten. (Man beachte,
daf entgegen unserer sonstigen Polyominonotation auch vy und §; der tatsichlichen Schrittlange

entsprechen.) Der Umfang von (v, §) betrigt

l
S (vi+6) +20=2n+2.

i=1

Beispiel 3.5.3 Das Polyomino (o, 3) = ((5,1,2,1,1),(1,2,1,5,1)) geht auf diese Weise in

(Abb. 3.15) (v,0) = ((5,0,1,0,0),(0,1,0,4,1))

iiber. Die Breite von (v, d) ist die Anzahl, die H6he von (v, §) die Summe der Komponenten von

v (oder 4).
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Bemerkungen 3.5.4

a)

Diese Konstruktion ist als Nachweis von ), p,,; = C), sicherlich naheliegender, aber auch
weniger interessant als die im Abschnitt 3.2 benutzte Bijektion zu den beschrénkten Young-
Diagrammen.

Wendet man die Delest-Viennot-Konstruktion direkt auf die zu den Permutationen 7 €
M, gehérenden Polyominos («, 3) an, so variieren die Dyck-Pfade in ihrer Linge (diese
betragt 2(n + exc(w) + 1)).

Bildet man jedoch (a, 8) zunéchst auf (v, §) ab, so sind die zu (v, d) korrespondierenden
Dyck-Pfade alle von der Linge 2n. Aufgrund der Konstruktion ist das ,,Gefélle“ der Pfa-
de in beiden Fillen gleich; der iiber den Zwischenschritt (v, d) entstandene Pfad besitzt
lediglich um 1 verringerte An- und Abstiege. Zum Vergleich (mit Abbildung 3.13) der
Dyck-Pfad zum Polyomino (v, ) = ((5,0,1,0,0),(0,1,0,4,1)):

(Abb. 3.16)

Diese Bijektion zwischen den Polyominos («, 3) (bzw. den 321-freien Permutationen) und
den Dyck-Pfaden wurde bereits in [6, Anm. nach Beweis von Th. 2.1] beschrieben. Mit
den dortigen Notationen wird 7 € M,, auf den Gitterpfad abgebildet, der die folgenden
Punkte in der (z,y)-Ebene durch Horizontal- bzw. Vertikalschritte verbindet:

(070)7 (le —I_]l - 170)7 (le —I_]l - 17j1)7 (Cjz —I_]? - 17j1)7 (Cj2 +]2 - 17j2)7
H) (Cje —I_j@ - 17j6—1)7 (Cje —I_je - 17j6)7 (n7j6)7 (nvn)

Dabei seien ¢, , ..., ¢; mit j; < ... < j die positiven Komponenten der Folge (cy, ..., ¢,),
die durch ¢; := |{j € [n] : 7 > 4, 7m; < m;}| definiert wird. Diese entsprechen jedoch den
von Null verschiedenen Eintrigen der dexc-Folge von 7 (vergleiche Abschnitt 2.3). Die
Zahlen ji,...,j. sind also gerade die Aufstiege von © mit 7;, = ¢;, + jj fiir k € [e]. Fiir
die Koordinaten der von (n, j.) verschiedenen dufleren Ecken (Schrittfolge —|) des Pfades

gilt
(cj, + 76— Ljp—1) = (a1 + ...+ ap, 1+ ...+ Br—1)s
fiir die der inneren Ecken (Schrittfolge |—)
(e + k= 1ojk) = (01 + ...+ g, B+ o+ Br)

mit k=1,...,eund jo = o = 0. (Dabei sei (o, 3) € Cpe41 X Cpe41 das zu m gehdrende

Polyomino.) Insbesondere iiberschreitet der Pfad die Gerade 2 = y nicht.
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Transformieren wir nun die Koordinaten (die Gerade z = y wird zur z-Achse), so erhalten
wir die Reversion des Dyck-Pfads der Lange 2n, der nach Delest-Viennot zum Parallelo-
grammpolyomino ((aq, a2 — 1,... aeqyr — 1), (B1— 1,..., B = 1, Bey1)) korrespondiert.
¢) Die Anzahl [ der Zeilen von (v, 3) stimmt mit der Breite von (v, §) {iberein; fiir die Fliche
gilt a((v,6)) = a((«, 3)) — [. Folglich z&hlt p, ;. die Parallelogrammpolyominos mit dem
Umfang 2n + 2, der Breite [ und der Flache a — .
Der erste Schritt fiir die Enumeration der Parallelogrammpolyominos beziiglich der beiden
Parameter Umfang und Fliche ist also getan. Der néchste wire, die zugehdrige erzeugende
Funktion zu analysieren - eine nach Delest ([10]: ,,But all the research on polyominoes so
far has led one to believe that it is a harder problem when it comes to solve the distribution
for two parameters at the same time (e.g. both the perimeter and the area).“) nicht ganz

einfache Aufgabe.

Die Kombination aus Korollar 3.4.5 und den vorangegangenen Ausfiihrungen liefert den

Satz 3.5.5 FEs gibt eine Bijektion zwischen den Parallelogrammpolyominos vom Umfang 2n+ 2
und den Motzkin-Pfaden Q,, derart, daff

1) a((7,0)) = h((7,0)) = ha(¢) + .. .+ hn(c),

2) h((v,0)=Hieln]:eci= 7} +Hieln]:ci= —} und

3) w(y,0))=Hielnl:a= 3+ i€l e=}+1.
Dabei sei a die Fliche, w die Spaltenanzahl (Breite) und h die Zeilenanzahl (Hohe) des Paral-
lelogrammpolyominos (v, ) und seien hy, ..., h, die Hohen des Pfades ¢ € §,,.
Beweis. Die Korrespondenz folgt unmittelbar aus Korollar 3.4.5 und der oben angegebenen
Polyominoabbildung. Wir geben hier die direkte Beschreibung an:
Sei ((71y--- %), (01,...,6;)) ein Parallelogrammpolyomino vom Umfang 2n + 2. Desweiteren

seien die folgenden Mengen definiert

A = In+ln+r+2n+rntr+d .ot Fva -1,
B = {01+ 1,61+8+2,6+0+06+3,....0+...+8_1+I—1},
C = ANB.
Der zu (v, ) gehérige Motzkin-Pfad ¢ € Q,, setzt sich nun aus den Schritten ¢y, ..., ¢, mit

N fallsie A\C,

s/ fallsie B\C,

----- falls 7 € C,

— fallsi¢ AU B ist,

zusammen. Die Ubertragung der Parameter ist klar. O



68 3 Bi-ansteigende Permutationen

Beispiele 3.5.6
a) Das Parallelogrammpolyomino ((5,0,1,0,0), (0,1,0,4, 1)) (vergleiche Abbildung 3.14) kor-

respondiert zum Pfad

(Abb. 3.17)

b) Im Anhang (B, Abbildung 7) werden die Parallelogrammpolyominos vom Umfang 10 ihren
Motzkin-Pfaden gegeniibergestellt.

Bemerkungen 3.5.7
a) Sei (v,0)* das Parallelogrammpolyomino, das durch Rotation um 180° aus (v, ) her-
vorgeht. Dann gilt offensichtlich (v,8)* = ((&1,d1-1,---,1), (i, Yi=1,---,71)). Die zu-
gehorigen Motzkin-Pfade sind folglich revers zueinander, d.h. ¢((v,08)*) = ¢pcp_1 - - - ¢q fiir
c((v7,0))=ciea---cp.
b) Die in Bemerkung 3.3.7b) angegebene Bijektion zwischen den Motzkin-Pfaden €,, und den
Dyck-Pfaden A, ist nicht die Komposition aus der oben beschriebenen Abbildung und der

Delest-Viennot-Konstruktion.

Parallelogrammpolyominos sind nichts anderes als spezielle Schiefdiagramme — die kombinato-
rischen Grundbausteine in der Theorie der symmetrischen Funktionen.

Zur Erinnerung: Fiir zwei Partitionen A und g mit g C A (d.h. g; < A; fiir alle ) sei das Schief-
diagramm A/p die mengentheoretische Differenz der Young-Diagramme von A und p (siehe
beispielsweise [26, Abschnitt 1.1]). Besteht A/u aus einer einzigen Zusammenhangskomponente
— sind also jeweils zwei Késtchen von A/u durch eine Kette von Zellen aus A/p verbunden, so
daf aufeinanderfolgende Kettenglieder eine gemeinsame Seite besitzen — so ist A/u ein Paralle-
logrammpolyomino.

Umgekehrt wird durch das Parallelogrammpolyomino (v, §) das Schiefdiagramm A/p mit
A= (%8>0, i=1,...,1) und p:=({—-1)%:%>0,i=1...,2)

beschrieben (die Potenzierung meint dabei die Wiederholung des Faktors).
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Beispiel 3.5.8 Das Parallelogrammpolyomino ((1,2,0,0,2,0,0),(0,0,0,1,0,1,3))

(Abb. 3.18)

entspricht dem Schiefdiagramm (7,7,7,6,4)/(4,4,1,1).
In [29] wurde der Rang eines Schiefdiagramms als

rang(A/u) := d*(A/p) —d= (A p)

definiert. Dabei bezeichne d* die Gesamtlinge der AuBlen- und d~ die Gesamtlinge der Innen-
diagonalen. Tm Spezialfall g = ) entspricht dies gerade dem (Durfee-) Rang der Partition A.
Stanley gab in [39] einige einfache dquivalente Definitionen von rang(A/u) an. Wir benutzen hier
die des reduzierten Codes von A/pu.
Dazu werden alle vertikalen Grenzen mit einer Null und alle horizontalen Grenzen mit einer Eins
versehen. Lesen wir diese Zahlen den Grenzpfaden folgend (im Nullpunkt beginnend), so erhal-
ten wir die bindren Folgen ay ag . ..a,41 (fiir den rechten Pfad) und by by .. .b,11 (fiir den linken
Pfad). Dabei ist 2n+2 der Umfang von A/u. Aufgrund der Konstruktion gilt stets a; = b,,41 = 1
und a,+1 = by = 0. Der reduzierte Code ist nun das Zweizeilen-Array
e T
Nach [39] entspricht der Rang von A/u der Anzahl der Spalten (1) (oder dquivalent (IJ) im redu-

zierten Code.

Beispiel 3.5.9 Das Schiefdiagramm \/u = (7,7,7,6,4)/(4,4,1,1)

ol 4+ 0
L1 10 + 0 dt=7,d =3
(Abb. 3.19) i —T
——— 111101101000
9t — ! code= (10011100111
=] [+ °

hat den Rang 4.

Auch diese Grofle eines Parallelogrammpolyominos kann am zugehodrigen Motzkin-Pfad abge-
lesen werden. Der Einfachheit halber bezeichnen wir den Rang des durch (v, d) beschriebenen

Schiefdiagramms A/p mit rang((v, §)).
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Korollar 3.5.10 Sei (v, ) ein Parallelogrammpolyomino vom Umfang 2n + 2 und ¢ € Q,, der
dazu korrespondierende Motzkin-Pfad. Dann gilt

rang((v,0)) =14 [{i: cicipr € {NN\, N\, =\, ==} i=2,...,n—1}.

Beweis. Betrachten wir den reduzierten Code von (7, d). In der bindren Folge by ...b,41 treten

die Eintridge 1 an den Positionen

M+l +ve+2,...onm+. o Fyua+H -1+ o+ +l=n+1

auf. Dies sind (mit Ausnahme von n + 1) gerade die Elemente der Menge A aus der Definition

des Motzkin-Pfades. Die Einsen in ay ...a,41 befinden sich an den Stellen
1,61+ 2,814+643,....00+...+8_1+1

Folglich ist der Eintrag a; fiir ¢ > 1 genau dann 0, wenn ¢ — 1 ¢ B ist (vergleiche den Beweis zu
Satz 3.5.5).

Der Rang von (v, ) zahlt nun die Spalten (a;,b;) = (0,1). Fiir ¢ = n + 1 ist diese Bedingung
stets erfiillt, fiir ¢ = 2,...,n genau dann, wenn ¢ € A und i — 1 ¢ B ist. Im Motzkin-Pfad
entspricht dies den vier Schrittfolgen \\, \-, =\ und —-. O

Beispiel 3.5.11 Der Motzkin-Pfad zum Polyomino (v, ) = ((1,2,0,0,2,0,0),(0,0,0,1,0, 1, 3))
(bzw. (7,7,7,6,4)/(4,4,1,1) in der Schiefdiagrammdarstellung) ist

(Abb. 3.20) /—

Der Rang von (v, 6) ist folglich 4 (vergleiche dazu Beispiel 3.5.9).

Bemerkung 3.5.12 Aufgrund der Symmetrie kénnen statt N\, \, —\, —= auch die
Teilpfade //, /—, ==/, ~+— im Bereich ¢; - - - ¢, gezdhlt werden (Spalten (1) im Code).
Daraus folgt sofort, da§ die Parallelogrammpolyominos zu zueinander reversen Motzkin-Pfaden

ranggleich sind. Nach Bemerkung 3.5.7a) gilt also

rang((v,8)) = rang((,6)"),

wobei # die Rotation um 180° bezeichnet. (Diese nach der Nazarov-Tarasov-Definition nicht
offensichtliche Eigenschaft jedes Schiefdiagramms folgt unmittelbar, wenn die codebasierte Be-

schreibung des Ranges zugrunde gelegt wird.)

Eine Anwendung der Bijektion ist die Enumeration der Partitionen festen Umfangs beziiglich

ihres Ranges.
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Lemma 3.5.183 Fin Motzkin-Pfad ¢ € €, korrespondiert genau dann zu einer Partition, wenn
eink e€n]l mitey,...,c,. €{/,—} und cpq1,...,c, € {\, 1} existiert.

Beweis. Das Paar ((y1,...,%), (61,...,8)) mit yi+...+9 =01 +...43 =n+1—1 beschreibt
eine Partition A, wenn v, = ... =~; = 0 ist. Insbesondere gilt dann Ay + | =n + 1.

Der zu A korrespondierende Pfad ¢ € 2, wird gemi$ 3.5.5 konstruiert. Die dort definierte Menge
A enthilt die Elemente n+2 —I,n+3 —1{,... n. Folglich ist ¢, € {\, =}, falls k > n+2—1,
und ¢, € {/, —} sonst. 0

Lemma 3.5.14 Fiir alle nichinegativen ganzen Zahlen a < b < ¢ gilt

et a+k\/c—a—-1-k c

> (G =0)

Beweis. Man wihle b aus ¢ Elementen aus und zihle die unmarkierten vor dem (a + 1)-ten der
b markierten Elemente. (Esist 0 < @ < b.) Diese Anzahl k variiert zwischen 0 und ¢ —b. Fiir ein
festes @ und k existieren (a—;k) Méglichkeiten der Wahl der @ markierten und k& unmarkierten
Elemente vor dem (a 4 1)-ten markierten Objekt. Die Elemente hinter diesem lassen sich auf
(C_bi;izk) Arten festlegen. O

Satz 3.5.15 Die Anzahl der Partitionen A mit A\ + X} = n+ 1 und rang(\) = d betrdigt

(o)

Beweis. Nach Lemma 3.5.13 148t sich der zu A korrespondierende Motzkin-Pfad in zwei Teile
zerlegen. Sei k der (eindeutig bestimmte) Index mit ¢z € { /, —} und cxy1 € {\, = }.
Der Rang von A entspricht nun der um 1 erh8hten Anzahl der Folgen ./ und /— im Bereich
¢y - - ¢ (vergleiche Bemerkung 3.5.12). Fiir die Positionierung von d — 1 derartigen Sequenzen
gibt es (Sj) Mbglichkeiten. (Man wihle die Schritte ./ in ¢y ---cx—1.) Das Wort ¢pyq -+ €
{N\, = }"F muB d — 1 Komponenten \ (als Gegenstiicke der d — 1 Diagonalschritte im ersten
Teil) enthalten; es kann also auf (Z:f) Arten gewahlt werden.
Folglich gibt es

”*ZI‘d(k_1)(n_k) _n+i2d(k—|—d—1)(n—k—d) B ( n )

P d—1)\d-1 = d—1 d—1 2d — 1

Partitionen vom Rang d und Umfang 2(n+ 1). Fiir die zweite Gleichung verwende man Lemma

3.5.14 mit den Parametern a =d — 1, b = 2d — 1 und ¢ = n. O

Ein analoges Resultat fiir alle zusammenh&ngenden (d.h. aus einer Zusammenhangskomponente
bestehenden) Schiefdiagramme kénnen wir hier nur — aufgrund von Computerexperimenten —

vermuten.
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3 Bi-ansteigende Permutationen

Vermutung 3.5.16 Die Anzahl der zusammenhingenden Schiefdiagramme \/p vom Umfang
2(n+ 1) und dem Rang d betrdgt

-1
on+1-2d n Cli s
2d —2) 41

Bemerkungen 3.5.17

a)

Fiir den Extremalfall d = 1 liefert die Pfadinterpretation eine sehr einfache Erklarung.
Nach Bemerkung 3.5.12 enthilt der Motzkin-Pfad ¢ zu einem Schiefdiagramm vom Rang
1 keine Teilfolgen der Form

\\\7 \‘7 _\\7 —y //7 /_7 /7 ..... —.

Fiir die erste Komponente ¢; gilt ¢; € {/, —}. (Nach Definition von €, ist das Niveau
jedes punktierten Horizontalschritts positiv.) Fiir cq,...,c,—1 sind jeweils zwei Schritte
zuldssig. Man beachte, da§ das Verbot der obigen Sequenzen die Beschrinkung h;(c) <1
fiir alle ¢ = 1,...,n bewirkt. Die Komponente ¢, ist wegen der Forderung h,41(c) = 0
festgelegt. Die Anzahl der zusammenhingenden Schiefdiagramme von minimalem Rang

betrigt also 2771,
Wie im Abschnitt 3.2 bereits angegeben, z&hlt der Koeffizient

n-—1
mp—1,d-—1= (Qd _ 2) Cla—1

die (urspriinglichen, also {iber der Menge { ./, \\, —} definierten) Motzkin-Pfade der Linge
n — 1 mit d — 1 Schritten /.



Kapitel 4

Von der Menge M,, zur &,

In diesem Kapitel schliefit sich nun der Kreis. Wir kénnen unsere Erkenntnisse iiber die gemein-
same Verteilung der Statistiken exc und dexc auf der Menge der bi-ansteigenden Permutationen
nutzen, um die in Abschnitt 2.2 aufgeworfene Frage nach der entsprechenden Verteilung {iber
der symmetrischen Gruppe zu beantworten.

Wie bereits zu Beginn des dritten Kapitels erwdhnt, fassen wir dazu die Permutationen in Klas-
sen mit jeweils einem bi-ansteigenden Vertreter zusammen. Im Abschnitt 1 werden wir zunéichst
klaren, wie viele Elemente diese Klassen jeweils umfassen. Auch hier erweist sich die Darstellung
der bi-ansteigenden Permutationen durch die Polyominos als sehr hilfreich.

Der Abschnitt 2 setzt schliellich alle Puzzleteile zusammen und endet mit einer rekursiven Be-

schreibung der Koeffizienten der gemeinsamen Verteilung von exc und dexc auf der §,,.

4.1 Die E-invarianten Transpositionen

Die Abbildung §,, = M,,, die jedem 7 € §,, die Permutation & zuordnet, die durch die Sortie-
rung von 7g und mNg entsteht, ist eine sowohl exc- als auch dexc-invariante Surjektion (vergleiche
dazu den Beweis von Satz 2.3.2). Die grundlegende Frage, die wir in diesem Abschnitt unter-

suchen wollen, ist: Wie viele Urbilder besitzt eine bi-ansteigende Permutation beziiglich dieser

Abbildung?

Definition 4.1.1 Fiir 7 =my - -7, € M,, sei Tg die Menge der Transpositionen von E(7) und
Tne die Menge der Transpositionen auf den Fallstellen von 7. (Jede Transposition 6 aus Tg bzw.

Tne 148t sich als Permutation von [n] interpretieren.) Die Elemente der Menge
T(r):={6 € Tt : E(ﬂ'@(l) . 'T@(n)) =E(m)}U{f € Tne: E(ﬂ'@(l) . 'T@(n)) =E(r)}

bezeichnen wir als E-invariante Transpositionen von w. (Im allgemeinen stellen wir ein 6 € T'(7)

73
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in der Form (¢,7) mit 1 <7< j < n dar.) Fiir die Anwendung von 6 € T'(7) auf die Indizes von

7 schreiben wir abkiirzend 7.

Wihrend jede Transposition (¢,7) auf E mit 7; > 7; die Menge der Aufstiege von 7 € S, in-
variant 148t (Beweis von 2.3.2), ist dies bei der Anwendung eines (¢,j) € Tg auf 7 € M,, nicht

notwendig der Fall. Zwar ist 1+ < m; < 7; auch in 7(; ;) ein Aufstieg, die Position j wird jedoch

i)
moglicherweise zur Fallstelle. Die Menge T'(7) ist also im allgemeinen eine echte Teilmenge von
Te UTNE.

Mit den Transpositionen (¢, j1) und (¢, jo) ist offensichtlich auch (j1, j2) in T'(7) enthalten, vor-
ausgesetzt 71 < j. Jede Permutation ¢ € S, mit & = 7 entsteht durch die Anwendung eines

Produkts von Elementen aus T'(7) der Form
7= (i, 1) (f2s 2) -+ (65, J5) € Sn it iy <ip <<y (s> 0)

auf die Indizes von w. Die Anzahl dieser Permutationen betrigt folglich
[T(1: G eTm+1)
i>1

und wird im folgenden mit o(7) bezeichnet.

(Analog der ersten Komponente gilt: Sind (1, ) und (éz,j) E-invariant, so auch (iy,¢). Die
Anzahl o(r) ist daher ebenso das Produkt der Zahlen [{i: (¢,j) € T(7)}| + 1 fiir 5 =2,...,n.)

Beispiele 4.1.2

a) Die E-invarianten Transpositionen der Permutation # =61792345 108 € Mg sind

T(r)={(1,3),(1,4),(2,5),(3,4), (5,6),(5,7),(5,8),(6,7),(6,8), (7,8),(8,10) }.

Folglich hat 7 genau o(r) =3-2-2-1-4-3-2-2-1 = 576 Urbilder beziiglich der Sortierung
von mg und 7NE.
b) Fiir m =451263 € Msg erhalten wir T'(7) = {(1,2),(3,4),(3,6),(4,6)}. Die o(r) = 12

Permutationen o € Sg mit & = 7 sind von folgender Gestalt:

o1 =451263 (r=id), or=543261 (r=(1,2)(3,6)),
oy =541263 (r=(1,2), o5 =541362 (r=(1,2)(4,6)),
03=452163 (r=(3,4)), o9 =452361 (r=(3,4)(4,6)),
04 =453261 (r=(3,6)), o10=453162 (7= (3,6)(4,6)),
05 =451362 (1= (4,6)), o1 =542361 (r=(1,2)(3,4)(4,6)),
06 =542163 (r=(1,2)(3,4)), o12=543162 (7=(1,2)(3,6)(4,6)).

Fiir die Anzahl der E-invarianten Transpositionen von 7 gibt es eine einfache Interpretation im

Kontext der Statistiken.
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Satz 4.1.3 Flir jedes 7 € M,, gilt |T(7)| = dexc(m) — exc(r).

Beweis. Ist i ein Aufstieg von 7 € M, sogilt m; —i—1=[{k > i:m > k}|.

Fiir k € E(n) ist die Bedingung ¢ < k < m; dquivalent zu (i, k) € T(x). Sei nun k eine Fallstelle
von m mit ¢ < k < m;. Dann korrespondiert (7, k) zu einer Transposition (k,j) mit j > k > 7,
also einem Element aus T'(7). Es geniigt dafiir zu zeigen, daf§ die Anzahl der Aufstiege i < k
mit m; > k und die Anzahl der Fallstellen 7 > k& mit 7; < k iibereinstimmen. Dies ist jedoch
offensichtlich: Fiir s der £ —1 von 7, verschiedenen Werte 7; mit k > m; gelte [ > k. (Die Position
[ ist dann zwangsldufig eine Fallstelle von 7.) Folglich besitzen k — 1 — s der vor k befindlichen
Stellen [ einen Wert m; < &k und somit s Positionen einen Wert m; > k. (Die letzteren sind
automatisch Aufstiege von 7.)

Die Menge T'(7) enthilt also

Z (m; —1— 1) = dexc(7w) — exc(7) = inv(7) — exc(r)

€ E(r)

Elemente. O

Ubersetzen wir die GréBen T'(r) und o(r) gemiB den Ausfiihrungen des vorigen Kapitels in die

Sprache der Polyominos, so erhalten wir die folgende Beschreibung.

Satz 4.1.4 Seinm € M,, und (o, 8) € Cpy X Cpy das zugehirige Polyomino. Dann gilt:
a) |T(x)| = p(a) — p(B),
b) o(m)=by---b, mitb;:={je[l-1:6+...+8;<i<ar+...+a;}+1.

Beweis. a) Nach Satz 3.4.3 betrégt die Flache des Polyominos («, 3) gerade n+ 1+ dexc(7), die
Zeilenanzahl [ entspricht exc(7) + 1. Bemerkung 3.4.9 liefert nun p(a) — p(3) = dexc(7) —exc(7).
b) Sei a; die um 1 erhdhte Anzahl der Transpositionen (7,-) aus T'(7). Der Argumentation des

Beweises von Satz 4.1.3 folgend, erhalten wir
ai={j €E(r) i <j<m[+1=[{jeE(r):i<j<m}
fiir jeden Aufstieg ¢ und
a;=|{j€eE(m:j<i<m}+1

fiir jede Fallstelle ¢ von 7. Nach Bemerkung 3.2.10 sind die Partialsummen £y, ..., 814+...4+ 51
die Aufstiege von m und oy +1,..., 00+ ...+ oy_1 + 1 die dazugehorigen Werte. Damit ergibt
sich fiir ¢ ¢ E(7) unmittelbar

a;={jell-1:p+...+0,<i<og+...+a;}+1=0b,.
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Fiir einen Aufstieg ¢ von 7 stimmen «; und b; nicht mehr notwendig iiberein, es gilt jedoch

[T = ] Gel-10:8+.. 48 <b+... 48 <ar+...+a}

’iEE(W) ie[l—l]
= [ WizisBi+. 468 <art...+ai}l

ieli=1]
= J[ Wi<i:h+. +8<a+...+a}

ieli=1]

= J] (i<i:B+.. . +8<a+.. . +a}[+1)
€[l—1]

= T b
1€E(m)
(Ein Aufstieg ¢ von 7 ist von der Form 3y + ...+ [ fiir ein k; die Gréfe b; — 1 zahlt also alle
Indizes j < kmit Sy + ...+ 0 < oq + ...+ a;.) O

Bemerkung 4.1.5 Die Beschreibung von o(7) erscheint recht technisch. Der Wert b; ist aber
eine ganz natiirliche Kenngréfie des Polyominos, er z&hlt die gemeinsamen Zeilen der Spalten ¢

und ¢ 4 1. Betrachten wir dazu die Einbettung von (a, §) in ein (n + 1) x [-Rechteck.

t e

b,‘—‘

.
T

(Abb. 4.21)

Todi

Die [ Zeilen der i-ten Spalte teilen sich wie folgt auf: ¢; Zeilen enden vor der Spalte 2 + 1, b;
Zeilen sind der i-ten und (i + 1)-ten Spalte gemeinsam, d; Zeilen beginnen nach der Spalte 1.
Der Anfang und das Ende der Zeile j wird durch fy+...4+5,_1 (80 :=0) bzw. ay +...+a; +1

angegeben (vergleiche dazu den Beweis von 3.2.8). Es gilt also
bi=l—-H{je[ll-1:an+...+a; <t} -{jel—-1]:81+...4+5; >i}|.

Wie im Beweis von Teil a) ausgefiihrt, 148t sich auch |T'(7)| sofort an der Visualisierung von
(e, 3) ablesen. Die Anzahl der E-invarianten Transpositionen entspricht gerade der Differenz aus
der Fliche und den MafBlen n und I.
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Beispiel 4.1.6 Die im Beispiel 4.1.2a) betrachtete Permutation 7 =61792345108 € Mg
korrespondiert zum Polyomino ((5,1,2,1,1),(1,2,1,5,1)).

(Abb. 4.22)

Wir stellen die verschiedenen Interpretationen der Zahlen |T'(7)| und o(7) gegeniiber:

|T(m)|=11:  dexc(m) —exc(m) = 15 — 4;
pla) = p(B) =18 = T;
a((e, 3)) — (104 5) = 26 — 15.
o(r) =576 T(r) = {(1,3),(1,4), (2.5), (3,4), (5.6), (5,7), (5.8), (6,7), (6,8), (7, 8), (8, 10) },
alsoo(r)=3-2-2-1-4-3-2-2-1;
b=(1,2,2,3,4,3,2,2,1,1), also o(r) = 2* - 3% - 4.

Bemerkung 4.1.7 An dieser Stelle kehren wir noch einmal zuriick zum Beweis des Satzes 2.2.9
im Abschnitt 2.3. Dort wurde behauptet, daf eine Permutation o € M., und ihr Bild ®(o) € M,,
dieselbe Anzahl an Urbildern beziiglich der Sortierung besitzen. Um dies zu zeigen, wurden die
Zahlen a;(0) :== |{j € E(0) : j < i < o;}| fiir ¢ € [n] mit den entsprechenden Werten fiir ®(o)
verglichen. Es galt a;(®(0)) = a,41-i(0) fiir alle i € [n]. Wegen b;(c) = a;(c) + 1 ist dieser
SchluB nach Satz 4.1.4b) zuldssig. Das Produkt der Zahlen b;(¢) und b;(® (o)) ist identisch; die
Anzahl der Urbilder von o und die Anzahl der Urbilder von ®(o) stimmen also iiberein. Genauer
existieren ebenso viele 7 € §,, mit # = o und inv(7) — inv(o) = ¢ wie Permutationen = € S, mit
7= ®(0) und inv(r) — inv(P(0)) = 1.

Miissen wir nun tatsichlich die Urbilder jeder Permutation © € M, auf diese Weise abzihlen?
Die nachfolgenden Ausfithrungen zeigen, daf o(7) durch die Werte exc(7) und dexc(r) gewisser-

maflen festgelegt ist.

Wir kénnen uns auf die Betrachtung von bi-ansteigenden Permutationen mit héchstens | 25 |
Aufstiegen beschrinken. Wie soeben angemerkt, ist die Urbildanzahl unter der zum Nachweis

Méexc,dexc)

der Symmetrie von konstruierten Involution ® (vergleiche 2.3.17) invariant.

Ist die Menge T'(7) der E-invarianten Transpositionen extremal, so hingt o(7) ausschlieilich von
der Anzahl der Aufstiege und ihrer gewichteten Summe ab. (Man beachte, dafi der Wert der
Statistik dexc nach 2.3.15 die Relationen exc(r) < dexc(m) < exc(7)(n — exc(7)) erfiillt.)



78 4 Von der Menge M,, zur §,

Proposition 4.1.8 Sei 7 € M,, mit exc(r) = e und dexc(mw) = k. Desweiteren sei 2e < n — 1.
Dann gilt
a) o(m) =2%=¢, falls k — e < 3 ist und
b) o(r) = (e+1)"72¢-¢!? fiir k = e(n—e) sowie o(n) = e(e+1)""2¢71.e!? fiirk = e(n—e)—1.
Beweis. a) Fiir k — e = |T'(7)| < 2 folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definition von
o(m). (Im Fall & — e = 2 unterscheiden sich die beiden E-invarianten Transpositionen in ihrer
ersten Komponente; andernfalls wire auch ihre Verkettung in 7'(7) enthalten.)
Sei nun k—e = 3 und (o, 3) € Cj, c41 X Cy 41 das zu 7 gehdrende Polyomino. Nach Satz 4.1.4a)
betragt die Differenz der Ringe von « und § gerade 3. Gemifi Bemerkung 3.4.9c) ist also
o= 1&23 1222 ;- ﬁ fiir geeignete (nicht notwendig verschiedene) Indizes iy, iz, i3. (Die Anwendung
der Operation 1& auf die Komposition g erhéht deren i-te Partialsumme um 1, alle anderen
Summen bleiben unverédndert.)
Wir betrachten nun die drei méglichen Fille. Sei dazu s(a) := (g, 1 +avg, ..y o0+ oo @eq1)
die Folge der Partialsummen von « und s(3) entsprechend die Summenfolge von f.
e Stimmen die drei Indizes iy, i, i3 iiberein, so gilt s(a);, = s(8);, + 3 und s(a); = s(8);
fiir alle j # ¢1. Insbesondere ist s(3);,—1 = s(a);,—1 < s(3)i,. Die Grofien

bi=c+1-|{j€ld:s(a); <i}l - |{j€e]:s(8); > i}

nehmen also die folgenden Werte an: by(,), = bs(a), -1 = bs(a),, —2 = €+ 1 - (ip— 1) —
(e —i1) =2 und b; = 1 fiir alle iibrigen Indizes i € [n].
e Ist 0. E. 72y = 15 verschieden von i3, so erhalten wir mit analoger Argumentation bS(Ol)il =
by(a)i,—1 = by(a);, = 2 und b; = 1 fiir alle iibrigen Indizes i € [n].
e Im Fall paarweise verschiedener Indizes i1, ¢, i3 folgt bS(Ol)il = bs(a)l.2 = bs(a)l.3 = 2. Alle
anderen Komponenten der Folge b sind 1.
In jedem Fall ergibt sich o(m) = 23.
b) Sei wiederum (o, 3) € Cyp, c41 XCpy e41 das zu 7 korrespondierende Polyomino. Ist der Abstand
der Rénge derart grof, sind o und 3 eindeutig bestimmt. Nach Satz 3.4.10 gilt

co(met+1)=ci(n,e+ 1) =cnoe—ty—1 (e +1) = ce(pe—ry(nye+ 1) =

fiir alle n und e. Fiir k = e(n—e) ist notwendig o« = (n—e, 1,...,1)und g = (1,...,1,n—e); die
resultierende Folge der Zahlen b; ist von der Form b= (1,2,...,e+1,e+1,...,e+1,¢,...,1).
Im Fall k = e(n—e)—1ist entweder o maximal im Verband C,, (41 und g = (1,...,1,2,n—e—1)
oder a=(n—e—1,2,1,...,1) und § minimal. Fiir die Folge der b; erhalten wir

(1,2,...,e—=1,e,e,e+ 1e+1,...,e4+1,e,...,1)

bzw. deren Reversion. Die Anzahl der Urbilder ist das Produkt der Komponenten von b. O
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Fiir sehr kleine Zahlen |T'(7)| nimmt o(7) also einen einzigen Wert an. Dies ist im allgemeinen

nicht der Fall. Wir kénnen die Mengen
OW .= {o(x) : 7 € My, |T(r)| =t}

jedoch mittels einer auf den b-Folgen basierenden Rekursion vollstdndig beschreiben.
Im folgenden bezeichne b((«, 3)) die Folge der in Satz 4.1.4b) fiir ein Polyomino («a, #) definierten
Zahlen b;. (Die Anzahl der E-invarianten Transpositionen der zugehérigen Permutation entsprach

gerade der Differenz der Range von « und §.)

Lemma 4.1.9 Sei (o, 3) € C, 1 X Cyy €in Polyomino, das die Bedingung p(a) — p(3) =t erfiillt.
Desweiteren sei b((a, §)) = (b1, ... ,by). Existiert ein Index i € {2,...,n—1} mit b; =1, so ist

(b17 ce e 7bi—17bi-|—17 ce e 7bn)

die b-Folge eines Polyominos (7, 6) € Cp—1,<iXCr—1,<1 mit p(y)—p(d) = t. Andernfalls entspricht
die Reduktion

(by—1,b3—1,... by_y — 1)

der b-Folge eines Polyominos (v,0) € Cp_21-1 X Cp—g,1—1 mit p(y) — p(d) =t 4+ 2 —n.

Beweis. Nach Bemerkung 4.1.5 zdhlt b; die gemeinsamen Zeilen der Spalten ¢ und ¢ + 1 des
Polyominos («, ). Folglich gilt stets by = b, = 1.
Existiert nun eine weitere Komponente b; = 1, so 148t sich (a, 8) durch die vollstindige Ver-

schiebung der Spalten i +1,... ,n+ 1 (und gegebenenfalls anschlieBender Zeilenverschiebung)

L
(Abb. 4.23) —\—\—_L — —\—\;
L

in das Polyomino (v, d) mit b((v,d)) = (b1, ... ,bi—1,bi41,...,b,) transformieren. (Gibt es meh-
rere solche Indizes, wihle man den minimalen). Ist die j-te die gemeinsame Zeile der Spalten i

und ¢ + 1, so gilt

y=(a1,...,0j_1,a; — Lajpq,...,oq) und 8= (G1,...,0;-1,0; — 1,Bi41,...,51).

Im Fall a; =1 bzw. 8; = 1 sind zudem die Zeilen j+1,...,/ bzw. j,...,/ um eine Einheit nach

oben zu verschieben; dies reduziert die Zeilenanzahl auf / — 1. Wir erhalten somit fiir a; =1

v = (041,... g O 1y Oy e 7Oq) und 9§ = (ﬁl,... ,ﬁ]‘_l,ﬁ]‘—l—ﬁﬂ_l — 1,ﬁ]‘+2,... ,ﬁl)
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und fiir 3; =1 die Kompositionen

y=(a1,... 05 9, a;_1 +a; — Loy, ..,ap) und 6= (B1,....0;-1,Bi41,---,B1).

Diese Umformungen verdndern die Differenz der Rénge nicht.
Sind alle Komponenten by,...,b,_1 > 1, so gilt notwendig oy = #; = 1 und ay,5; > 1. Wir

konnen das Polyomino (v, ¢) daher wie folgt konstruieren:

(Abb. 4.24) —

Der zu  korrespondierende Pfad wird um eine Einheit nach oben verschoben. Dies bewirkt
v = (041 - 17 g,y ... 70&[_1) € Cn—?,l—l und 4 = (ﬁ?v s 7ﬁl—17 ﬁl - 1) € Cn—?,l—lv

also p(v) — p(8) =t+2—n. 0

Beispiel 4.1.10 Das Polyomino ((5,1,2,1,1),(1,2,1,5,1)) € Ci05 X Ci0,5 hat die b-Folge
b=(1,2,2,3,4,3,2,2,1,1)

(vergleiche auch Beispiel 4.1.6). Es wird gem&f dem ersten Fall (mit j = 4 und a4 = 1) durch
die Verschiebung von Spalten und auch Zeilen zu (vy,48) = ((5,1,2,1),(1,2,1,5)) € Cg.4 X Cg4

umgeformt.

— —
(Abb. 4.25) | e

Es gilt b((v,8)) = (1,2,2,3,4,3,2,2,1).

Die Elemente der Menge (’)7(175) lassen sich also aus denen der Mengen (’)7(21 und (’)7(;‘_22_71) erzeugen.

Satz 4.1.11 Firt=0,...,|(n—1)?] gilt

(/)7(;‘) - {1-01---Cn_1 101 Cp € 07(21}
U{L- 1 (e 1) (e 1) e eams € OFF7)

mit den Startmengen (’)§0) = {1} und (’)go) = {1%}. Ansonsten ist die Menge o) leer.
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Beweis. Die Rekursion folgt unmittelbar aus dem Lemma 4.1.9 und der Definition von o(x) als
Produkt der Komponenten der b-Folge des zu m korrespondierenden Polyominos.

Der Bereich fiir den Parameter ¢ folgt aus den moglichen Werten der Statistiken exc und dexc:
|T(7)| = dexc(m) — exc(w) < exc(w)(n — exc(w) — 1).
(Der Term wird maximal fiir exc(r) = [251].) 0

Bemerkung 4.1.12 Die umsténdliche Notation der Elemente von (’)7(;5) ist fiir die sukzessive
Konstruktion notwendig. Der Rekursionsschritt benétigt die Faktoren ¢; (nicht zu verwechseln

mit der Zerlegung in Primzahlen) der Zahlen o(r).

Beispiele 4.1.13

a) Die Menge (’)%2) vereint die manipulierten Elemente von (’)élz) und (’)E(;l). Es gilt

Oél?) — {42322213743323127352212} — {57678647972}7
ol = {3221°,2"1%} = {12,16}

und somit (’)%2) = {423%22211,4332313 352213, 4322512 312412} = {576, 864,972, 1152, 1296}.
Die Anzahl der Urbilder jeder bi-ansteigenden Permutation von [10] mit 12 E-invarianten
Transpositionen (dies sind 374 Permutationen) entspricht also einem der Elemente dieser
Menge.

b) Im Anhang (A, Tabelle 9) sind die Elemente der Mengen oY) fiir n = 3,...,10 (in

platzsparender Potenzschreibweise) aufgelistet.

4.2 Die vollstindige Verteilung auf der symmetrischen Gruppe

Die letzte Hiirde auf dem Weg zu den Koeffizienten Sflexc’dexc)(e, k) ist die Abzdhlung der Per-
mutationen © € M,, deren Urbildanzahl o(x) in Abhingigkeit von exc(r) und dexc(7) einen
bestimmten Wert annimmt. Es gilt
Sffxc’dexc)(e, k) = Z oi(n,k —eym;(n, e, k),
=1

wobei 01(n,t) < ... < o4(n,t) die Elemente der Menge O seien und mit m;(n, e, k) die Per-
mutationen m € M,, gezdhlt werden, fiir die exc(7) = e, dexc(w) = k und o(7) = 0;(n, k — e) ist.
Insbesondere sind die Zahlen m;(n, e, k) die Teile einer Komposition des Verteilungskoeffizienten

Méexc,dexc) (6, k) ‘
(t)

Die Rénder der Verteilung sind uns also bereits bekannt, da die entsprechenden Mengen O,
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einelementig sind. Auch hier geniigt es, Permutationen mit héchstens L%J Aufstiegen zu be-
trachten. Die Symmetrie von glexedexe) (e, k) im Parameter e wurde im Abschnitt 2.3 nachgewie-

sern.

Korollar 4.2.1
a) Firt <3 gilt G {exedexc) (e,e+1)=2"- Mfexedex) (e,e+1).
b) Sei nun 2e < n— 1. Dann ist

—_

S
S

exc,dexc)(e7e(n _ 6)) — (6 + 1)n—26 . 6!2,

exc,dexc)(67 e(n B 6) B 1) — 26(6 + 1)n—26—1 cel?.

Beweis. Das Element der entsprechenden Menge (’)7(175)

Zudem gilt M) (¢, e(n — €)) = poesrafueyins = 1 und MEH (e o ¢) — 1) =

Prjet1,e(n—e)4n = 2, vorausgesetzt e > 1. (Fiir den Teil a) vergleiche auch Proposition 2.3.13.) O
(*)

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dafi sich die Mengen O’ rekursiv erzeugen lassen.
Dies gilt auch fiir die Zahlen m(n, e, k).
(k—e)

Der Einfachheit halber indizieren wir m(n,e, k) im folgenden mit dem Element o € O, ",

3

—_

3

wurde in Proposition 4.1.8 bestimmt.

dessen Auftreten als Urbildanzahl gerade von m(n, e, k) gezihlt wird, also
my(n, e, k) = [{r € M,, : exc(n) = e, dexc(n) =k, o(7) = o}|.
Proposition 4.2.2 Fir jede Zahl ¢ ---¢, € (’)7(17") gilt
My, (s €€ +1) = Mz o 41)(epny (M + 26+ 1ie+ L+ n+1).

Beweis. Die im zweiten Teil von Lemma 4.1.9 beschriebene Transformation (Verschiebung des
unteren Begrenzungspfades) ist eine Bijektion. Durch sie werden die Polyominos (v, d) € C,,; x
C,,; mit der Rangdifferenz p(vy) — p(8) =t und der b-Folge b((v,d)) = (b1,...,b,) auf (a, ) €
Crt2.041 X Cpgog41 mit p(a) — p(B) =t +nund b((a, B)) = (1,61 + 1,0y +1,...,b, + 1,1)

abgebildet. (Man beachte den vom Lemma verschiedenen Blickwinkel auf die Parameter.) O

Bemerkung und Beispiel 4.2.3 Fiir alle zweielementigen Mengen (’)7(;5) sind somit die ent-
sprechenden Verteilungskoeffizienten bekannt, da die Zahl m(n, e, e +1) fiir mindestens eines der

beiden Elemente der Rekursion des Lemmas unterliegt. Durch Differenzenbildung erhalten wir:
o n=6t=1: 0" = {152}

Se(seXQdeXC)(ev e+ 1) —15.9. m152(6, e, e+ 1) =92. MG(eXC7deXC)(€7 e 1)

¢ 0 1 2 3 4 5
Méexc,dexc)(e7 e+1) [0 4 12 12 4 0
Séexc,dexc)(e7 e+ 1) 0 8 24 24 8 0
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o n=8 t=7: 0 ={132332 12253}

Séexc,dexc) (6, e+ 7)

=72- 139332 (87 e, € ‘|‘ 7) ‘|‘ 96 - 7’)@12253(87 e, € ‘|‘ 7)

=72- 139332 (87 e, € ‘|‘ 7) ‘|‘ 96 - 771152(67 € — 17 6)
= 72 mysgen (8, €, e+ T) + 96 - MIZID (e — 1 ¢)
—79. (Méexc,dexc) (6, e+ 7) _ Méexc,dexc) (6 1, 6)) 4 96- Méexc,dexc) (6 1, 6)

e 0 1 2 3 4 5 6.7
MEAE e et ) [0 0 444 16412 16412 444 0 0
Sé(gexc,deXC) (67 e+ 7) 0 0 672 2304 2304 672 0 0

o n=10,t=15: O" = (13223243 12233342, 1222354}

S{gxc,dexc) (6, e+ 15)

= 2304 - myog2524 (10, €, € + 15) + 3456 - my2g05042 (10, €, € + 15)
+3888 - my292554(10, €, €4 15)
= 2304 - mya925243 (10, €, €+ 15) + 3456 - mya9342 (8, — 1, e+ 6)
+3888 - my2955(8,e — 1, e+ 6)

€

3 4 5 6

Ml(gxc,dexc) (6, e+ 15)
S{gxc,dexc) (6, e+ 15)

0 1 2
0 0 0
0 0 0

2+44+4 6416+12 6416412 24444
33984 115776 115776 33984

7T 8 9
0 0 0
0 0 0

Durch die Kombination von Proposition 4.2.2 und Differenzenbildung sind jedoch nicht alle
Zahlen m,(n,e, k) berechenbar. Die im ersten Teil des Beweises von Lemma 4.1.9 angegebe-
ne Abbildung liefert zwar einen Zusammenhang zu den entsprechenden Koeffizienten tiber der
Sn—1, ist jedoch nicht eindeutig. Es ist daher nicht ohne weiteres moglich, diese Abhéngigkeit
formal zu beschreiben. Da die Mengen (’)7(;5) aber (in Abhingigkeit von n) sehr klein sind, ist

die folgende Vorschrift fiir den Koeffizienten der gemeinsamen Verteilung der Statistik exc und

ihrem gewichteten Partner dexc durchaus praktikabel.

Satz 4.2.4 Firallen e N, e € {0,...,n—1} und k € {e,...,e(n—e)} gilt

Séexc,deXC)(ak) — Z O'mo(n7e7k)‘

Oeoglk—e)
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Aufgrund der umfangreichen Rekursionen gew&hrt uns die Formel fiir Sflexc’dexc)(e, k) nur sehr

wenige Einblicke in das Verhalten der Verteilungsfunktion. Wir sind nun aber in der Lage, diesen
Koeffizienten sehr viel schneller zu berechnen als auf der Grundlage seiner kombinatorischen

Definition.

Eine mogliche Alternative stellt die Betrachtung der erzeugenden Funktion
fn ($7 q) — Z xeXC(W)qdexC(W)
TESY

dar. Clarke et al. bewiesen in [8, Th. 10], daf§ die erzeugende Funktion von f,(z, q) wie folgt als
Kettenbruch dargestellt werden kann:

an($7Q)tn =

n20 1- bot —

a1t2

aot?
1 — byt — 2

Ly Gl
n

mit b, := (z + 1)¢" und a,, = z¢?"71.

Mit Sflexc’dexc)(e, k) ist natiirlich auch die Verteilung der Statistik dexc auf der symmetrischen
Gruppe gegeben. (Man summiere iiber die Anzahl der Aufstiege.) Wegen der Gleichverteilungs-
aussagen des Abschnitts 2.2 sind zudem die Verteilungskoeffizienten von ddes und (des, ddes)

bestimmt.



Kapitel 5
Abschlielende Bemerkungen

In diesem letzten Kapitel stellen wir einige Probleme vor, die als Fortsetzung der vorangegan-
genen Betrachtungen interpretiert werden konnen. Es werden Ansitze fiir weitere — unserer

Meinung nach durchaus lohnenswerte — Untersuchungen angegeben.

Erweiterung auf Worter

Die obligate Frage, die sich nach dem Studium einer Permutationsstatistik stellt, ist die nach
der Verallgemeinerung fiir Klassen von Wortern.

Fiir ein Wort w = @y ---a, {iber einem Alphabet A sei R(w) die Klasse der Umordnungen
von w, d.h. die Menge aller Worter, die durch Permutation von aq,...,a, entstehen. (Bereits
MacMahon formulierte seine Gleichverteilungsgesetze auf diesen Klassen.) Sind die Buchsta-
ben paarweise verschieden, so ist w eine Permutation und R(w) die symmetrische Gruppe auf
{ai,...,a,}. Unter allen Umordnungen sei w = by ---b, € R(w) das Wort, das die Bedingung
b; < biqq fiir alle ¢ € [n — 1] erfiillt.

In Analogie zu den Permutationen heifit eine Stelle ¢ € [n — 1] Abstieg von w, falls a; > a;41
und Aufstieg von w, falls a; > b; gilt. Die Menge der Abstiege bezeichnen wir mit D(w), die der
Aufstiege mit E(w).

Beispiel 5.1.1 Das zu w =3252454315 gehérende Biwort (g) ist von der Form
(w)_1223344555
w/ \3 25245 4315)
Folglich hat w die Abstiege D(w) = {1,3,6,7,8} und die Aufstiege E(w) = {1,3,5,6}.

In [8] wurden alle betrachteten Teilstatistiken, unter anderem auch die Summen der positiven
Differenzen, bereits fiir Worter definiert. Dazu sind die folgenden Gréfien notwendig.

Fiir w=ay---a, sei hy(a;) :=1|{j € [n] : a; < a;}| + 1 die Héhe von a;. Desweiteren bezeichne

85
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ly(a;) die Anzahl der Buchstaben links von a;, die mit a; iibereinstimmen. Der Wert des i-ten

Buchstabens in w wird nun als
vi(w) = hy(a;) + lw(a;)

definiert. Ist w eine Permutation, so gilt v;(w) = hy(a;) = a; fiir alle ¢ € [n]. Ersetzen wir
jeden Buchstaben a; durch seinen Wert v;(w), so erhalten wir eine Permutation, die dieselben
Aufstiege, Abstiege und Inversionen besitzt wie w.

Das Analogon zu ddes auf den Wértern ist somit

ddes(w) := Y (huw(ai) — vig1(w)).

1€D(w)

Aufgrund der Konstruktion ist die Stelle ¢ genau dann ein Abstieg in w, wenn hy,(a;) > viyq(w)

gilt. Die Statistik dexc wird als

dexc(w) = Z (hoy(ai) — 1)

1€E(w)

definiert. Auch diese Differenzen sind ausschliefilich positiv; die Position ¢ geh6rt genau dann zu

den Aufstiegen von w, wenn h,,(a;) > i ist.
Beispiel 5.1.2 Fiir das Wort w =3252454315 erhalten wir die Folgen
ho = (4,2,8,2,6,8,6,4,1,8), 1, = (0,0,0,1,0,1,1,1,0,2), v(w) = (4,2,8,3,6,9,7,5, 1, 10).

Es gilt also ddes(w) = (4 —-2)+ (8 —=3)+ (8 —-7)+ (6 —5) + (4 — 1) = 12 und dexc(w) =
(4-1)4+8-3)4+(6—-5)+(8—6)=11.

Clarke et al. zeigten, dafl sich der in Abschnitt 2.3 beschriebene Zusammenhang zwischen der
Anzahl der Inversionen und dexc (der zur Definition der Menge M,, fiihrte) verallgemeinern
18Bt. Sei dazu

inv(w) :=[{(4,j): 1 <i<j<n, a; > a;}
die Anzahl der Inversionen und
winv(w) := [{(i,7): 1 <i<j<n, a; > a;}
die Anzahl der schwachen Inversionen von w. Dann erfiillt jedes Wort w die Bedingung
inv(w) = dexc(w) 4+ winv(wg) + inv(wng),

wobei wg die Einschrankung von w auf die Aufstiege E(w) und wyng die Einschriankung auf die

Fallstellen von w bezeichne (vergleiche [8, Th. 2]).
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Beispiel 5.1.3 Fiir das Wort w =3252454315 sind wg =3545 und wyg = 224315 die
Einschrinkungen auf die Menge E(w) bzw. ihr [n]-Komplement, und es gilt

inv(w) = dexc(w) + winv(wg) + inv(wng) = 114+ 245 = 18.

In Analogie zu den Permutationen sollten die Worter untersucht werden, fiir die die Statisti-
ken inv und dexc denselben Wert annehmen. Dariiber hinaus sind natiirlich die Figenschaften
der Verteilungen der gewichteten Statistiken ddes und dexc auf den Umordnungsklassen von

Interesse.

Verbotene Teilsequenzen in Permutationen

Eine Permutation 7 € §,, heifit 7-frei, wenn 7 keine Teilfolge enthilt, die die durch 7 € S
beschriebenen Relationen erfiillt. Die Menge dieser Permutationen wird oftmals mit S, (7) be-
zeichnet. Fiir R = {m,...,7s} C Sk sei allgemeiner S,,(R) := S, (m1) N ...N S, (7s) die Menge
der Permutationen von [n], die jedes der Muster 74, ..., 75 vermeiden. Der meistuntersuchte Fall
untersagt die Existenz einer speziellen Folge der Linge 3 (siehe etwa [24] und [35]).

Fiir jedes 7 € 83 gilt |S,.(7)| = C); die Mengen der 123-, 132-, 213-, 231-, 312- und 321-freien
Permutationen korrespondieren also paarweise. Aufgrund einfacher Symmetrieargumente geniigt
es, jeweils ein Muster der beiden Klassen {123,321} und {132,213, 231,312} zu untersuchen. Bi-
jektionen zwischen den 123- und den 132-freien Permutationen wurden u.a. von [35, Prop. 19]
und [42, Th. 2.8] angegeben.

Wir haben im Kapitel 3 die Korrespondenz der bi-ansteigenden, also 321-freien, Permutationen
zu verschiedenen kombinatorischen Objekten nachgewiesen. Eine davon — die zu den in ihrer
Gestalt beschrankten Young-Diagrammen — liefert nun unmittelbar den Zusammenhang zu den
132-freien Permutationen. (Auch dies ist ein Grund, die Diagrammabbildung 3.2.3 offensichtli-
cheren Korrespondenzen, wie etwa der im Abschnitt 3.5 beschriebenen Polyominotransformati-
on, vorzuziehen.)

Wir betrachten dazu das Diagramm einer Permutation 7 € S,. Das zu 7 = 7y---7, € S,
gehdrende Diagramm D(7) erhdlt man durch eine einfache Operation: Man stelle 7 als n x n-
Array mit einem Punkt in jeder Zelle (7, 7;) dar und schattiere alle Kidstchen rechts und unterhalb
dieser Punkte sowie (¢, m;) selbst. (Offensichtlich 148t sich jede Permutation eindeutig aus ihrem

Diagramm bestimmen.)
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Beispiel 5.1.4 Das Diagramm von 7 = 42836975110 € Sy ist

(Abb. 5.26) .

{2

Die weilen Kistchen bilden die Komponenten (im Sinne von Zusammenhangskomponenten)
von D(m). Aufgrund der Konstruktion ist jede dieser Komponenten das Young-Diagramm ei-
ner Partition, ihre Ecken definieren die sogenannte ,essential set“ £(m). (Fulton fiihrte in [23]
diese Menge, versehen mit einer Rangfunktion, als Werkzeug zur algebraischen Betrachtung der
Schubert-Polynome ein. In [19] untersuchten Eriksson und Linusson £(7) fiir eine 321-freie Per-
mutation.) Die Anzahl der Zeilen von D(x), die eine solche Ecke enthalten, entspricht gerade
des().

Es 148t sich nun zeigen, dafl die 132-freien Permutationen durch ihre Diagramme charakterisiert

werden.

Satz 5.1.5 Seiw € S, eine von der Identitit verschiedene Permutation. Dann ist # genau dann
132-frei, wenn das Diagramm D(w) aus einer einzigen Komponente besteht, die die Zelle (1,1)

enthdlt.

Beweis. Existieren drei Indizes i < j < k mit 7; < 7 < 7;, dann ist die Zelle (j, 7y offensichtlich

weifl
—
(Abb. 5.27) =g e |
= .

und hingt nicht mit der Zelle (1,1) zusammen. Ist = # id hingegen 132-frei, so bilden die mit
(1,1) verbundenen nicht schattierten Késtchen die einzige Komponente von D(7). (Die Zelle
(1,1) ist notwendig in der Komponente enthalten, da andernfalls 7y = 1 und somit =; = i fiir
i € [n] folgt.) 0
Konstruktionsbedingt stellt diese Komponente ein Young-Diagramm dar, das sich vollstindig in
(n—1,n—2,...,1) einbetten 148t. Der Satz 3.2.3 liefert nun eine Bijektion ® zwischen den 321-
und den 132-freien Permutationen von [n]. Die Anzahl der Ecken des Young-Diagramms ent-
sprach gerade der Anzahl der Aufstiege von 7 € M,, = §,,(321). Folglich gilt sogar des(®(7)) =
exc(w) fiir alle 7 € M,,.
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Ohne die in 3.2.3 verwendete Umschreibung von = durch das Kompositionenpaar («, 3) liest
sich die Abbildung ® : S,(321) — S,(132) wie folgt: Seien i; < ... < i. die Aufstiege von
T € §,(321). Die Komponente des Diagramms von ®(7) wird durch ihre Ecken (i, n4+1—m;,)
mit £ = 1,...,e bestimmt. Die Rekonstruktion von ®(7) aus dem Diagramm ist trivial. (Man
setze zeilenweise, in der ersten Zeile beginnend, einen Punkt in die am weitesten links befindliche

Spalte, die in dieser Zeile schattiert ist und noch keinen Punkt enthilt.)

Beispiel 5.1.6 Die 321-freie Permutation # = 61792345108 € Mg korrespondiert zu dem

Diagramm

(Abb. 5.28)

also zu ®(7) = 65732489101 € S19(132). Insbesondere gilt exc(w) = des(P (7)) = 4.

Somit lassen sich die Resultate des Kapitels 3 (insbesondere die Bijektionen zu den Polyominos
und den Motzkin-Pfaden) auf die 132-freien Permutationen iibertragen.

Die Menge S,,(132) ist auch der Gegenstand einiger erst kiirzlich erschienener Arbeiten ([25], [7],
[33]). Unter anderem gibt Krattenthaler eine Bijektion zwischen den 132-freien Permutationen
und den Dyck-Pfaden an. Es 148t sich zeigen, dafi diese durch ® exakt auf die in der Bemerkung

3.5.4b) erwihnte Konstruktion von [6] iibertragen wird.

Beispiel 5.1.7 Sei # = 61792345108 € My und 0 = ®(7). Dann korrespondiert = nach
Billey-Jockusch-Stanley und ¢ nach Krattenthaler zum Dyck-Pfad

(Abb. 5.29)

Derartige Untersuchungen lassen sich méglicherweise auch auf mehrfach beschriankte Permuta-
tionen ausweiten. So kann auch der Durchschnitt S, ({132,321}) anhand der zugehérigen Dia-

gramme beschrieben werden.

Korollar 5.1.8 Sei 7 € S,(132) von der Identitit verschieden. Die Permutation m ist genau
dann auch 321-frei, wenn die Komponente von D(r) genau eine Ecke besitzt. Insbesondere gilt

also des(w) = 1.
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Die Anzahl der 321- und 132-freien Permutationen von [n] betrigt nach [35, Prop. 11] genau
(;) + 1. (Dies folgt nach unserem Ansatz sofort aus Korollar 3.2.6: |S,,({132,321})| = pn1 + pn2-)

Umgekehrt ist es ebenso interessant zu untersuchen, welche Erkenntnisse aus den fiir die 132-
freien Permutationen formulierten Resultaten durch die Ubersetzung mittels ® fiir die Menge

M, gewonnen werden kénnen.

Bemerkung 5.1.9 Auch die von Simion und Schmidt in [35, Prop. 19] konstruierte Bijekti-
on zwischen den 123- und den 132-freien Permutationen (historisch der erste kombinatorische
Beweis fiir |S,,(123)| = |S,(132)]) findet sich in diesem Zusammenhang wieder. Bildet man ei-
nerseits die bi-ansteigende Permutation = auf ®(7) € §,(132) ab und andererseits das Bild
o = 0y---0, von 7 beziiglich der in 2.3.17 (zum Nachweis der Symmetrie von (exc, dexc)) be-
trachteten Involution auf seine Reversion o, ---01 € §,,(123), so sind ®(x) und o, ---0y durch

die Simion-Schmidt-Korrespondenz verbunden.

Die Diagramme bieten sich zudem als Ausgangspunkte fiir das Studium von (verbotenen) Mu-

stern in Arrays an.

Weitere Korrespondenzen

Die nachfolgende Ubersicht stellt die in der Arbeit untersuchten Zusammenhiinge zwischen den
Permutationen, den Polyominos und den Gitterpfaden schematisch dar. Dieses Bild ist nur ein
kleiner Ausschnitt aus dem umfassenden Geflecht von kombinatorischen Objekten, das durch die
Catalan-Zahlen geschaffen wird. Hier eréffnen sich viele Méglichkeiten, die Untersuchungen auf
andere Strukturen (beispielsweise Bdume) auszudehnen und die Wechselwirkungen der Objekte

zu studieren.
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Anhang A

Verteilungen diverser Permutationsstatistiken

Tabelle 1 Verteilung von dexc (bzw. ddes) auf S, fiir n =1,...,10

e rfzlsfafs o 7] s [ 9 | 10|
0 1 T I O 1 1 1 1 1
1 1123 4 5 6 7 8 9
2 3712 ] 18 | 25 33 42 52
3 9124 46 | 76 | 115 164 224
4 4135 | 93 | 187 | 327 524 790
5 24 | 137 | 366 | 765 | 1400 2350
6 20 | 148 | 591 | 1523 | 3226 6072
7 136 | 744 | 2553 | 6436 | 13768
8 100 | 884 | 3696 | 11323 | 27821
9 36 | 832 | 4852 | 17640 | 50461
10 716 | 5708 | 25472 | 83420
11 360 | 5892 | 33280 | 127840
12 252 | 5452 | 40520 | 182256
13 4212 | 44240 | 242272
14 2844 | 45512 | 301648
15 1764 | 40608 | 350864
16 576 | 35496 | 382576
17 25632 | 389232
18 18108 | 373536
19 8064 | 332640
20 5184 | 273060
21 208548
22 136512
23 81792
24 46656
25 14400
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A Verteilungen diverser Permutationsstatistiken

Tabelle 2 Gemeinsame Verteilungen von (exc, dexc), (dexc,inv) und (exc,inv) auf Sg

exc\dexc 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

1 5 8 12 16 16

2 10 24 48 64 72 48 36

3 10 24 48 64 72 48 36

4 5 8 12 16 16

5 1
dexc\InV 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

1 5

2 14 4

3 9% 18 3

4 31 42 18 2

5 2% 56 42 12 1

6 16 48 53 26 5

7 9 32 46 34 13 2

8 4 16 28 28 17 1

9 1 4 8 10 4 1
exc\inV 9 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

1 4 7 8 10 10 8 4 1

9 10 12 24 32 41 44 43 36 27 18 10 4

3 10 12 24 32 41 44 43 36 27 18 10 4 1
4 5 4 7 8 10 10 8 4 1

5

1




Tabelle 3 Verteilung von exc auf M, firn=1,...,10

L flufesfafsfo] 7|8 ]9 [10]
o [i[ufefa] o] v 1] 1 ]

13610 15] 21 [ 28] 36 | 45
1 20 [ 50 | 105 | 196 | 336 | 540
10 [ 50 | 175 | 490 | 1176 | 2520
1 [ 15 | 105 | 490 | 1764 | 5292
1] 21 [ 196 | 1176 | 5292
1| 28 | 336 | 2520
1| 36 | 540

[

—_

OO~ | O | Ww | N~

Tabelle 4 Verteilung von des auf M, firn=1,...,10

e Jif2fsfafs 6] 7|89 [10]
o fofift]oelofa[ 1] 1]

1411|2657 120] 247 [ 502 | 1013
2 | 15] 69 | 252 | 804 | 2349 | 6455
5 | 56 | 364 | 1800 | 7515
14 | 210 | 1770
42

OO | O =W N| =
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A Verteilungen diverser Permutationsstatistiken

Tabelle 5 Verteilung von dexc (bzw. ddes) auf M,, fir n=1,...,10

e rf2fsfafs 6 78 ]9] 10|

0 11111 1 1 1 1 1
1 1123|456 7 8 9
2 2059 [ 14]20| 27 | 35 44
3 411225 (44| 70 | 104 | 147
4 1110 |31 |70 | 134 | 231 | 370
5 4 | 26 | 82| 196 | 400 | 735
6 16 | 74 | 227 | 558 | 1190
7 54 | 215 | 644 | 1609
8 38 | 179 | 641 | 1870
9 22 | 139 | 576 | 1931
10 12 99 | 488 | 1839
11 4 | 64 | 384 | 1651
12 38 | 288 | 1406
13 20 | 200 | 1143
14 9 | 134 | 891
15 4 80 | 665
16 1 48 | 475
17 24 | 325
18 12 | 212
19 4 131
20 2 76
21 42
22 20
23 9
24 4
25 1
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Tabelle 6 Gemeinsame Verteilung von (exc, dexc) (bzw. (exc,inv)) auf Mg (die Werte O folgen

nicht aus 3.4.20)

exc\dexc 12 3 4 5
0
1 5 4 3 2 1
2 [10] [12] 12 8
3 [10] [12] 12
4 5 4
5 1

Tabelle 7 Gemeinsame Verteilung von (des, ddes) auf Mg

T W N = O

des\ddes 1 2 3 4 5 6
5 12 16 16
12 15 8 16
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A Verteilungen diverser Permutationsstatistiken

Tabelle 8 Anzahl ¢, ;, fiir ausgewéhlte Werte m, [, a

l=3:
15 16 17 18 19 20 21 22
6 2
26 14 6 2
68 44 26 14 6 2
140 100 68 44 26 14 6 2
l = 4:
m\a 100 11 12 13 14 15 16 17 19 20 21 22 23 24
6 6
10 12 4 2
11 206 129 22 12
12 1360 1148 892 664 458 308
13 2236 1940 1570 1226 898 643 432 291
l=35:
m\a 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
14 6 2
84 54 26 12 4 2
320 238 151 86 46 24 10 4 2
10 944 772 558 374 231 142 78 44 22 10 4
11 2382 2052 1618 1192 825 552 353 222 134 76
12 5344 4780 3979 3138 2340 1690 1169 802 531
13 10988 10072 8723 7206 5689 4342 3201 2320
a=a"(m,0l):=(m-01-2)+1+3:
l\m 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
4 12 22 44 72 122 184 282 402 576 78 1074 1416 1866
5 4 10 22 42 74 130 210 332 510 760 1104 1582 2212
6 4 10 20 42 74 132 218 360 562 870 1300 1928
7 4 10 20 40 74 132 222 368 588 924 1412
8 4 10 20 40 72 132 222 372 598 950
9 4 10 20 40 72 130 222 372 602
10 4 10 20 40 72 130 220 372
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Tabelle 9 Elemente der Mengen (’)7(;5) flirn=23,...,10

lan ] 3] a | 5 6 7 8 9 10
0 13 14 15 16 17 18 19 110
1 212 | 21° 21* 21° 21¢ 217 218 21°
2 2212 | 221° 2214 2215 2218 2217 2218
3 2%12 2%18 2314 2315 2318 2317
4 39212 3221° 3221* 3221° 32216 32217
2412 2413 2414 2415 2416
32%1° 32314 32315 32316
5 32312 2512 2513 2514 2515
329213 322214 3%2221° 32221°
6 322212 e 32%1° 32%14 32%1°
3271 2612 2613 2614
20314 20315
24342 329318 32513 32514
7 32221 39512 32°1 3251
2712 2718
30215
36214 3°2°1
2212 339217 32 L 329114
8 37271 26412 37271 613
32241 39612 32%1
2812
Dnaa 4329215
20242 4329218 4% % E 39214
9 43271 34342 3°2°1 2n543
3%2%1 320572 32251
32712
4329314
25312 43%2%1° 46244
43%22%1 e 31221
10 40242 3°2°1 354123
31221 339412 3%241
329812
36214
1 43%2%12 43°21° 46312
349212 321
39512
42329214
42329213 43%2°1°
12 42329212 43°2%12 359213
359212 4322512
319112
42329%1°
13 42329%12 4349218
4349212 43°9%12
359212
42329213
2036212 42322412
14 4%23%221 4315012
369212
4°329213
15 4°329212 423%9%12
4359212
542329212
16 542329212 45329312
42349212
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A Verteilungen diverser Permutationsstatistiken

Tabelle 10 Gemeinsame Verteilung von (exc, dexc) auf S, | M, fiir n =15,6,7

n=~5:
0o 1 2 3 4 5 6
1)1
1 414 613 82 81
2 616 12|6 205 16]2 121
3 414 6|3 82 81
4 1)1
n=~0:
exc\dexc | 01 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1)1
1 55 84 12|3 16]2 161
2 10[10 24|12 48|12 648 72|5 48]2 361
3 10[10 24|12 48[12 64|8 725 48|2 361
4 505 8l4 12|13 162 161
5 1)1
n=":
exc\dexe | 01 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1)1
1 6/6 10)5 16|14 24|3  32|2 32|1
2 1515 40[20 88|22 144[18 21214 224|8  216|5 1442
3 20120 60[30 144|36 248|31 360]24 432|16 432]10
4 15]15  40[20 88|22  144[18 212|14 2248
5 6/6 10[5 1614 24[3 32|2
6 1)1
exc\dexe |10 11 12
0
1
2 108]1
3 3605 216|2 1441
4 216[5 144|2 108|1
5 32|1
6




Anhang B

Polyominos und Gitterpfade

Abbildung 1 Gitterpfade von (0,4) nach (4, 0) {iber der Schrittmenge {[1, 0], [0, —1]}, die die
Gerade = 4+ y = 4 nicht iiberschreiten

[ =1:
[1]
[ =2:
(1) (2) (1?) (2) (1%) (2%)
[ = 3:
21 (217) @1) (22 1) (a2) (313)
[ =4:

(321)

Abbildung 2 Motzkin-Pfade der Linge 4 iiber der Schrittmenge {[1,0],[1, 1],[1,—1]}

Al A A AN DN N N

101
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B Polyominos und Gitterpfade

Abbildung 3 Korrespondenz zwischen den bi-ansteigenden Permutationen © € My, den Po-

lyominos, den Young-Diagrammen beschrinkter Gestalt und den Motzkin-Pfaden

H exc() ‘ des() ‘ (a, B) nach 3.2.8 ‘ A nach 3.2.3 ‘ e nach 3.3.1

T

1234 0 0 EEEEE ] —
2134 1 1 e (3) AN
1324 1 1 HH (22) AL
1243 1 1 L (1) _/\
3124 1 1 REREE (2) s
1423 1 1 HH+ (12) 7\
4123 1 1 s (1) /N
2314 | 2 | EEE (32) /N
2143 | 2 2 EB:H] (312) AN
1342 || 2 1 lIEﬂj (22 1) "\
2413 | 2 1 EEE:! (3 1) /"N
3142 2 2 EEEHE (2 12) AN
3412 2 1 . B (2 1) /7N

T
2341 3 1 muE (321) /7N
1
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Abbildung 4 Von der Motzkin-Zahl zur Catalan-Zahl (Ubergang fiir n = 5)

SEEEE

12345

AN

ZanNa

21345 41235
AN TN
13245 15234
A TN
12435 51234
AN N
12354 31425
AL TN
21435 14253
AN ~IN
21354 41253
AN AN
13254 41523
~_ /N
31245 31524
N AN
14235 21534
N AN
12534 31254

Lol = wry =21

ZaNan

23145

N TN

13425 35124

N N

12453 45123

s~ 77N

24135 24153

~N AN

34125 34152

N AON

13524 31452

N AN

14523 21453

ZTN AN

25134 23154

23415

13452

23514

24513

34512

23451




104 B Polyominos und Gitterpfade

Abbildung 5 Hasse-Diagramme der Verbdnde Cg; fiir [ =2,...,5

l=2: [=3: l=4: l=5:
(5,1) (4,1 1) (3,1,1,1) (2,1,1,1,1)
| | | |
(47 2) (3,2,1) (2,2,1,1) (1,2,1,1,1)
| / ™~ — T~ |
(3,3) ( ) (3,1,2) (1,3,1,1) (2,1,2,1) (1,1,2,1,1)
| / \ — T~ 7 T~ |
(2,4) (1,47 1) ( ) (1,2,2,1) (2,1,1,2) (1,1,1,2,1)
| \ / \ T~ |
(1,5) ( ) (2,1,3) (1,1,37 1) (1,2,1,2) (1,1,1,1,2)
\ _— ~_
(1,2,3) (1,1,2,2)
| |
(1,1,4) (1,1,1,3)

Abbildung 6 Schematische Darstellung des in 3.4.10c) beschriebenen Modells fiir m = 6, [ = 3

e e e OHOO
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Abbildung 7 Korrespondenz zwischen den Parallelogrammpolyominos vom Umfang 2n + 2

und den Motzkin-Pfaden der Linge n fiir n =4

(4). (4)) E —
((1,2),(0,3) H |~
((2.1),(1,2) |
(3,0),(2,1)) A
((2.1),(0,3) |~
(3,0),(1,2) H o
((3,0).(0.3)) H
((1L1,0.0.1.1) | | AA
((1L0.1).0.0.2) | 1 | /"~
((2.0,0.(1,0.1) | 2 | N\
((1L,1,0).0.0.2) | 5 |~
(2.0,0.0.1.0) | P | N\
(2.0,0,002) | T |\
((1,0,0,0).(0,0.0,1)) | CITII | /"N
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