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31 ZusammenfassungFür die Berehnung des mehanishen Verhaltens tehnisher Strukturen ist es vonzunehmender Bedeutung, die Mikrostruktur in die Modellierung des Werksto�verhaltenseinzubeziehen. Im Vergleih zu phänomenologishen Materialmodellen geben mikrome-hanish fundierte Modelle bessere Vorhersagen für das reale Bauteilverhalten. Dievorliegende Arbeit gibt einen Überblik zum Stand der Forshung auf dem Gebietder Homogenisierung der mehanishen Eigenshaften polykristalliner Werksto�e. DerShwerpunkt der Ausführungen liegt auf der Berüksihtigung der kristallogra�shenTextur im Rahmen einer kontinuumsmehanishen Modellierung. Die Berüksihtigungkristallographisher Strukturen ist z.B. bei der Simulation von Umformprozessen vonBedeutung. Die Grundlagen der mathematishen Beshreibung von kristallogra�shenTexturen werden zusammengefasst. Auÿerdem werden untershiedlihen Zugänge fürdie Einbeziehung dieser Texturen in die Bauteilberehnung dargestellt. Eigene Arbeitenwerden im Kontext der aktuellen Forshung diskutiert.For the desription of the mehanial behavior of tehnial strutures it is ofinreasing importane to use miromehanially based material models. Compared tophenomenologial material models miromehanially based material models give betterpreditions for the real strutural behavior. This work presents a short overview onthe state of the art in the �eld of the homogenization of mehanial properties ofpolyrystalline metals. The fous is on the inorporation of the rystallographi texturein the ontinuum mehanial modeling. This is of importane for the simulation of metalforming operations. The foundations of the mathematial desription of rystallographitextures are summarized and di�erent approahes are represented. Works of the authorare disussed in the ontext of the urrent researh.



42 EinleitungAuf Grund des Zwangs zur Reduktion der Entwiklungszeiten für tehnishe Produktesteigt die Bedeutung der virtuellen Produktabsiherung im Mashinenbau. Dies impliziertwahsende Anforderungen an die Prognosegüte von Simulationen und damit an dieModellierung von Material- und Struktureigenshaften. Die Industrie ist daher dringenddarauf angewiesen, dass die komplexen mehanishen, physikalishen, hemishen undbiologishen Vorgänge verstanden und berehenbar gemaht werden, die für dieModellierung und Simulation des Werksto�verhaltens wihtig sind.Bei der Berehnung des mehanishen Verhaltens von tehnishen Strukturen undWerksto�en werden untershiedlihe mathematishe Näherungsmethoden verwendet.Typishe Beispiele sind die Finite-Element-Methode (Hughes, 1987; Cris�eld, 1991; Bathe,1996; Simo und Hughes, 1997; Zienkiewiz und Taylor, 2000; Belytshko et al., 2000;Wriggers, 2000), die Finite-Volumen-Methode (Versteeg und Malalasekera, 1995) und dieRandelemente-Methode (Wrobel, 2002a,b). Die genannten Methoden werden zur Lösungvon Anfangswert-, Randwert- oder Anfangs-Randwertproblemen verwendet.Im Mashinenbau ist die Finite-Element-Methode bei der Bauteilauslegung seit einigenJahren die wihtigste Simulationsmethode. Die Finite-Element-Methode basiert auf derRaum- und Zeit-Diskretisierung der shwahen Formulierung der kontinuumsmehani-shen oder kontinuumsthermodynamishen Bilanzgleihungen. Diese Bilanzgleihungen,die selbst materialunabhängig sind, werden durh die materialabhängige Spezi�kationdes Spannungstensors und im thermodynamishen Fall der inneren Energie und desWärme�ussvektors der numerishen Behandlung zugänglih gemaht. In einfahen Fällensind diese materialabhängigen Gröÿen Funktionen der kinematishen Variablen. Beimlinear elastishen Material ist der Spannungstensor beispielsweise eine lineare Funktion dessymmetrishen Anteils des Vershiebungsgradienten (Hooke'shes Gesetz). GrundlegendeDarstellungen der Kontinuumsmehanik �nden sih in den folgenden Arbeiten: Truesdellund Noll (1965); Cristesu und Suliiu (1982); Müller (1985); Krawietz (1986); Maugin(1992); �ilhavý (1997); Haupt (2000); Holzapfel (2000); Liu, I.-S. (2002); Bertram (2005).Bei der Modellierung des Materialverhaltens realer Werksto�e reiht eine solhefunktionelle Abhängigkeit der dynamishen Gröÿen von den kinematishen Gröÿenmeistens niht aus. Als Beispiel sei das elastish-(visko)plastishe Materialverhaltengenannt. Bei diesem ist die momentane Spannung keine Funktion der momentanenDeformation sondern ein Funktional des Deformationsprozesses (Krawietz, 1986;Haupt, 2000; Bertram, 2005). Diese Wegabhängigkeit der Spannungen wird häu�gauf der Basis innerer oder verstekter Variablen modelliert (Coleman und Gurtin,1967; Rie, 1971; Lubliner, 1973; Hakl, 1997), die den Zustand des Materials unddessen Vorgeshihte beshreiben sollen. Bei einem elastish-(visko)plastishen Material



5sind die inneren Variablen im einfahsten Fall durh den plastishen Anteil desVerzerrungstensors und durh die akkumulierte plastishe Vergleihsdehnung gegeben.Für die inneren Variablen werden materialspezi�she gewöhnlihe Di�erentialgleihungenoder Algebro-Di�erentialgleihungen formuliert (Krawietz, 1986; Haupt, 2000; Bertram,2005).Die Verwendung von Di�erentialgleihungen zur Beshreibung des Materialzustandesershwert die Lösung des diskretisierten Feldproblems erheblih. Zum einen steigt derRehenaufwand durh die Notwendigkeit der numerishen Zeitintegration der innerenVariablen. Zum anderen sind bei der Linearisierung der dynamishen Gröÿen inden kinematishen auf Grund der Anwendung eines Zeitintegrationsverfahrens nebenmaterialspezi�shen auh algorithmishe Abhängigkeiten zu beahten. Diese Problematikwird unter dem Begri� algorithmish konsistente Linearisierung zusammengefasst (Simound Hughes, 1997).Das mehanishe Verhalten mehrphasiger und defektbehafteter Werksto�e ist aufGrund der Interaktion der Phasen und Defekte auÿerordentlih shwer zu modellierenund zu simulieren. Phänomenologishe Ansätze sind oft niht geeignet, das komplexeMaterialverhalten dieser Materialien qualitativ rihtig zu beshreiben. Mishungstheoriensind nur bei einem geringen Untershied der lokalen Materialeigenshaften in der Lage,für den Ingenieur akzeptable Vorhersagen des e�ektiven Materialverhaltens zu liefern.Da phänomenologishe Konzepte der Kontinuumsmehanik zunehmend an ihre Grenzenstoÿen, werden in den letzten Jahren die mikrostrukturellen Eigenshaften tehnisherMaterialien mehr und mehr in kontinuumsmehanishe Betrahtungen einbezogen (Beran,1968; Krawietz, 1986; Adams und Olson, 1998; Nemat-Nasser und Hori, 1999; Gambin,2001; Torquato, 2002; Lubarda, 2002).In dieser Arbeit wird die Homogenisierung der mehanishen Eigenshaftenmikrostrukturierter polykristalliner Werksto�e diskutiert, wobei der Shwerpunkt aufder Beshreibung kristallogra�sher Texturen im Rahmen einer kontinuumsmehanishenModellierung liegt. Unter e�ektiven mehanishen Eigenshaften sind hier dieelastishen und die (visko)plastishen Eigenshaften des Materials zu verstehen. UnterHomogenisierung versteht man im Allgemeinen die Berehnung des konstitutivenZusammenhangs von makroskopishen Feldgröÿen - wie z.B. Spannung und Verzerrung -in Abhängigkeit von Mikrostruktur und Materialeigenshaften auf der Mikroebene, dieals gegeben vorausgesetzt werden.Im Rahmen der genannten Materialklasse fasst man unter dem Begri� Mikrostrukturmeistens folgende Eigenshaften des Gefüges zusammen: Orientierungsverteilung desKristallgitters (Bunge, 1965; Roe, 1965; Bunge, 1993; Koks et al., 1998), dieGefügemorphologie (Adams et al., 1994; Adams und Olson, 1998), Verfestigungszustandder Körner (Meking, 2001; Koks und Meking, 2003; Böhlke et al., 2005, 2006b).



6Weitere Charakteristika der Mikrostruktur können z.B. durh die Verteilung von Rissen,Poren, Lunkern und Einshlüssen gegeben sein. Der Begri� Mikroebene bezieht sihauf die Ebene der Körner. Eine harakteristishe Länge dieser Ebene ist der mittlereKorndurhmesser. Die Bezeihnung dieser Gefügeebene ist niht eindeutig. Sie wirdoftmals auh als Mesoebene bezeihnet. Die Bezeihnung Mikroebene wird dann für dieEbene verwendet, auf der sih die Interaktion einzelner Versetzungen vollzieht. UnterMakroebene wird generell die Ebene verstanden, auf der die Bauteilberehnungen imMashinenbau vorgenommen werden.Die Einbeziehung der Mikrostruktur kann generell auf zwei Arten erfolgen. Imeinfaheren Fall geht man davon aus, dass sih die Mikrostruktur während desDeformationsprozesses niht oder nur in vernahlässigbarer Weise ändert. In der Regelist aber der Ein�uss der makroskopishen Deformationsgeshihte auf die Mikrostrukturniht zu vernahlässigen und die Evolution der Mikrostruktur muss modelliert werden.Die Mikrostruktur ist dann ebenfalls ein Funktional des Deformationsprozesses. Siekann in vielen Fällen durh innere Variablen beshrieben werden, wobei diese Variableneine mikromehanishe Interpretation haben sollten, um mikrostrukturelle Aspekte desWerksto�es abbilden zu können.Um die beiden Zugänge der Beshreibung des Materialverhaltens mit Hilfe voninneren Variablen voneinander abgrenzen zu können, kann als Untersheidungsmerkmaldienen, ob die Einführung der inneren Variablen im Wesentlihen phänomenologishenoder mikromehanishen Argumenten folgt. Eine sharfe Trennung ist aber imAllgemeinen niht möglih, da auh die einfahste Plastizitätstheorie Veränderungen derVersetzungsstruktur und damit der Mikrostruktur beshreibt und eine mikromehanishfundierte Theorie in der Regel niht ohne phänomenologishe Argumente auskommt.Im Folgenden wird Stand der Forshung in drei speziellen Teilgebieten derMikro-Makro-Problematik dargestellt. Eigene Beiträge, die sih diesen Teilgebietenzuordnen lassen, werden jeweils im Kontext diskutiert. Das erste Teilgebiet ist diemathematishe Beshreibung von Mikrostrukturen, wobei der Shwerpunkt auf derstatistishen Beshreibung liegt. Das zweite Teilgebiet umfasst die Homogenisierung derEigenshaften heterogener, linear elastisher Materialien. Das dritte Teilgebiet ist dieHomogenisierung viskoplastisher Materialeigenshaften. Die Arbeit shlieÿt mit einerZusammenfassung der momentanen Trends in der Forshung.



73 Grundlagen der Homogenisierung mehanisher Ei-genshaften3.1 Homogenisierung kinematisher und dynamisher GröÿenIm Folgenden werden quasistatishe mehanishe Prozesse auf der Makroebene und aufder Mikroebene betrahtet. Es wird davon ausgegangen, dass die Kontinuumstheorieeinfaher Sto�e zur Beshreibung des Materialverhaltens auf der Makroebene und aufder Mikroebene verwendet werden kann. Dies ist bei den meisten Ingenieuranwendungender Fall. Das Ziel der Homogenisierungsmethoden im Rahmen der Kontinuumsmehanikbesteht darin, die makroskopishen Spannungs- und Verformungsmaÿe in Abhängigkeitvon der Mikrostruktur und vom mikroskopishen mehanishen Verhalten zu verknüpfen.Dies setzt voraus, dass die makroskopishen Spannungs- und Verformungsmaÿe de�niertwerden. Das wird im Folgenden für den Sonderfall inhomogener Materialien ohne Risseund Poren diskutiert, wobei zudem Phasenübergänge ausgeshlossen werden.Die meisten Homogenisierungsmethoden basieren auf dem Satz von Hill (Hill, 1972,1985), der besagt, dass der Volumenmittelwert der Spannungsleistung gleih demSkalarprodukt der Volumenmittelwerte von Spannungstensor und Verzerrungsgeshwin-digkeitstensor ist. Der Volumenmittelwert wird für ein Repräsentatives Volumenelement(RVE) berehnet. Ein RVE ist entweder ein statistish repräsentatives Volumender Mikrostruktur oder - bei einer periodishen Mikrostruktur - das periodisheElementargebiet. Die Bedeutung des Satzes liegt darin begründet, dass die mittlereSpannungsleistung im Aggregat exakt aus den Mittelwerten des Spannungstensors unddes Verzerrungsgeshwindigkeitstensors berehnet werden kann. Der Satz von Hill giltunabhängig vom konkreten Materialverhalten, wenn eine der folgenden Aussagen erfülltist (Krawietz, 1986; Nemat-Nasser und Hori, 1999; Torquato, 2002; Lubarda, 2002):a) Die Deformation auf dem Rand des RVEs ist gleih der mittleren Deformation,d.h. die Vershiebungs�uktuationen auf dem Rand des RVEs sind null. b) DieSpannungs�uktuationen (Spannungsvektor) auf dem Rand des RVEs sind null. )Die Vershiebungs�uktuationen auf dem Rand des RVEs sind periodish und dieSpannungs�uktuationen sind antiperiodish. d) Der Satz gilt für ergodishe Materialienim Grenzfall eines unendlih groÿen Volumens.Der Satz von Hill impliziert, dass die Fluktuation des Spannungstensors undder Verzerrungsgeshwindigkeit im Mittel orthogonal zueinander sind. Für ein linearelastishes Material folgt aus diesem Satz, dass die zweifahe makroskopisheFormänderungsenergie exakt durh das Skalarprodukt der Volumentmittelwerte vonSpannungstensor und in�nitesimalen Verzerrungstensor gegebenen ist.Auf Grund dieser Leistungsäquivalenz werden unter den oben genannten Voraussetzun-



8gen die Volumenmittelwerte des Cauhy'shen Spannungstensors und des in�nitesimalenVerzerrungstensors als e�ektive Spannungs- und Dehnungsmaÿe betrahtet. Im Fallgroÿer Verformungen ist zu beahten, dass die Art der Mittelwertbildung und die zumittelnden Gröÿen verändert werden müssen. Als e�ektive Spannung wird meistens dieüber das anfänglihe Volumen des Körpers gemittelte erste Piola-Kirhho�'she Spannungverwendet. Als e�ektives Deformationsmaÿ dient der ebenfalls in der Bezugsplatzierungüber das Volumen gemittelte Deformationsgradient. Von grundsätzliher Bedeutung istdie Eigenshaft, dass die zuvor genannten Mittelwerte aus den Randdaten des RVEsberehnet werden können (Torquato, 2002; Lubarda, 2002). Dadurh können die e�ektivenGröÿen als observabel betrahtet werden.3.2 Lokale und statistishe Beshreibung von MikrostrukturenNeben der De�nition der e�ektiven dynamishen und kinematishen Gröÿen ist diemathematishe Beshreibung der Mikrostruktur von grundsätzliher Bedeutung. Dabeisind zweierlei Dinge zu leisten. Zum einen muss die Mikrostruktur lokal beshriebenwerden, zum anderen muss ausgehend von der lokalen Beshreibung eine statistisheBeshreibung der Mikrostruktur gegeben werden.Die lokale Beshreibung der Mikrostruktur erfolgt mit Hilfe einer Indikatorfunktion.Bei mehrphasigen Werksto�en wird jeder Phase eine Indikatorfunktion zugeordnet. Diesehat dort den Wert eins, wo das entsprehende Material vorliegt, und ist ansonsten null(Torquato, 2002). Bei einphasigen aber polykristallinen Materialien ordnet man jederKristallorientierung eine Indikatorfunktion zu (Etingof und Adams, 1993; Adams undOlson, 1998), worauf im folgenden Abshnitt genauer eingegangen wird.Um zu einer statistishen Beshreibung der Mikrostruktur zu kommen, führt manMittelwerte der Indikatorfunktion ein. Die Mittelwerte der Indikatorfunktion entsprehenden Volumenfraktionen des zur Indikatorfunktion gehörenden Materials oder derzugehörigen Kristallorientierung. Durh die Mittelwerte der Indikatorfunktion ist dieeinfahste Beshreibung der Mikrostruktur, die basierend auf Volumenmittelwerten,gegeben. Da bei der Berehnung der Volumenfraktionen die morphologishe Informationverlorengeht, sind Abshätzungen des e�ektiven Materialverhaltens, die allein aufdieser Volumenbeshreibung basieren, von geringer Genauigkeit und nur in Sonderfällenverwendbar. Trotz ihrer geringen Genauigkeit werden diese Mishungstheorien wegen ihrerEinfahheit häu�g verwendet. Typishe Beispiele für diese Mishungstheorien sind dieAbshätzung der linear elastishen Eigenshaften nah Voigt (1910) und Reuss (1929)sowie die näherungsweise Bestimmung der starr-viskoplastishen Eigenshaften nahTaylor (1938) und Huthinson (1976).Die höheren Momente der Indikatorfunktionen ergeben die



9N-Punkt-Korrelationsfunktionen der Phasen oder Kristallorientierungen an (Beran, 1968;Torquato, 2002). Diese Momente enthalten die morphologishe Information des Gefüges.Je mehr höhere Momente berüksihtigt werden, desto genauer wird die Gefügestrukturbeshrieben. Liegen nur experimentelle Informationen für die Volumenfraktionen derPhasenanteile oder Orientierungen vor, so können höhere Korrelationsfunktionen unterZuhilfenahme spezieller Annahmen mittels der Volumeninformation geshätzt werden(Etingof und Adams, 1993).Ausgehend von den N-Punkt-Korrelationsfunktionen können für die Homogenisie-rungsmethoden grundlegende Begri�e eingeführt werden (Torquato, 2002). Von einerstatistish homogenen Mikrostruktur spriht man, wenn die Korrelationsfunktionentranslationsinvariant sind. Eine statistishe Isotropie liegt vor, wenn die Korrelati-onsfunktionen auÿerdem rotationsinvariant sind. Über das Abklingverhalten höhererKorrelationsfunktionen lassen sih Korrelationslängen de�nieren. Im Folgenden wirdshwerpunktmäÿig auf die Beshreibung der Orientierungsverteilung von Einkristallen ineinem einphasigen Polykristall, d.h. auf die kristallogra�she Textur, eingegangen.3.3 Kristallogra�she TexturEinphasige polykristallineMaterialien untersheiden sih auf der Mikroebene zwishen denmateriellen Punkten durh die Kristallorientierung und durh den Verfestigungszustand.Nah einer Wärmebehandlung des Gefüges kann oft von einem homogenen Verfesti-gungszustand im Aggregat ausgegangen werden. In diesem Fall ist die Verteilung derKristallorientierungen neben den Einkristalleigenshaften die entsheidende Mikrostruk-turgröÿe, mit deren Hilfe das makroskopishe Materialverhalten vorhergesagt werdensoll. Wenn die höheren Korrelationsfunktionen der Kristallorientierung näherungsweiseisotrop sind, dann repräsentiert die Orientierungsverteilungsfunktion (OVF), d.h. die1-Punkt-Korrelationsfunktion, den für das e�ektive Materialverhalten dominanten Anteilder Mikrostruktur.Die Orientierung eines Einkristalls im Euklidishen Raum kann durh die Angabeeines Referenzkristalls und eines eigentlih orthogonalen Tensors festgelegt werden.Die Orientierung des Kristalls berehnet man durh Rotation des Referenzkristallsmit dem orthogonalen Tensor. In vielen Fällen wird die Kristallorientierung mit demorthogonalen Tensor identi�ziert. Orthogonale Tensoren besitzen im dreidimensionalenRaum drei Freiheitsgrade, die den drei Rotationsfreiheitsgraden eines starren Körpers imdreidimensionalen Raum entsprehen. Es werden untershiedlihe Parametrisierungen vonorthogonalen Tensoren in der Literatur verwendet. Ein Vergleih der Parametrisierungenwird von Beker und Panhanadeeswaran (1989) gegeben. Häu�g werden Eulerwinkel ein-geführt. Anwendung �nden auh die Rodrigues-Darstellung, die Quaternionen-Darstellung



10und die Darstellung mittels Drehahse und Drehwinkel.Die Parametrisierung der Kristallorientierungen überträgt sih auf den Raumder orthogonalen Tensoren. Um zu einer Volumenbeshreibung der Verteilung vonKristallorientierungen zu kommen und damit zur Orientierungsverteilungsfunktiongeht man folgendermaÿen vor: Zunähst wird der Raum der orthogonalen Tensoren- kurz der Orientierungsraum - basierend auf einer speziellen Parametrisierung inBoxen eingeteilt. Wird jeder Box eine Indikatorfunktion zugeordnet, so lässt sihjede Mikrostruktur eines homogen verfestigten, einphasigen Polykristalls mathematishdurh diese ortsabhängigen Indikatorfunktionen beshreiben. Integriert man dieIndikatorfunktion über das RVE, so erhält man die Volumenfraktion der zugehörigenKristallorientierung. Nah einem Grenzübergang der Zahl der Boxen nah Unendliherhält man die Orientierungsverteilungsfunktion OVF (Etingof und Adams, 1993; Adamsund Olson, 1998). Ein analoges Vorgehen bei der Bestimmung der höheren Momenteführt zur De�nition der N-Punkt-Korrelationsfunktionen der Kristallorientierung. Die2-Punkt-Korrelationsfunktion heiÿt in der Literatur auh Orientierungs-Kohärenzfunktion(Adams et al., 1987; Adams und Olson, 1998). Ein Überblik zu den untershiedlihenTehniken der experimentellen Bestimmung der Korrelationsfuntionen geben z.B. dieArbeiten von Koks et al. (1998) und Adams und Olson (1998).Die OVF ist auf dem Orientierungsraum de�niert und spezi�ziert den Volumenanteilder Kristalle mit einer speziellen Orientierung. Die OVF ist die Wahrsheinlihkeitsdihteder Kristallorientierungen. In Folge dieser Eigenshaft ist die OVF niht-negativ undnormiert, d.h. das Integral der OVF über den Orientierungsraum ist eins. Da dieKristallorientierungen in der Literatur untershiedlih parametrisiert werden, werdenauh untershiedlihe Parametrisierungen der OVF verwendet. Ein Vergleih derParametrisierungen wird von Koks et al. (1998) gegeben.Auf der OVF basiert die einfahste Beshreibung der Mikrostruktur von Polykristallen.Informationen zur Morphologie des Gefüges sind in der OVF niht enthalten.Dennoh können viele Mikro-Makro-Wehselwirkungen zumindest qualitativ mit Hilfeder OVF beshrieben werden. Mit der OVF lassen sih Orientierungsmittelwerte oderErwartungswerte von physikalishen Gröÿen berehnen. Diese Orientierungsmittelwertewerden dadurh berehnet, dass man die zu mittelnde physikalishe Gröÿe analog zumOrientierungsraum und zur OVF parametrisiert und dann mit Hilfe der OVF durhIntegration über den Orientierungsraum den Mittelwert der Gröÿe berehnet. Ein solherOrientierungsmittelwert entspriht einem Volumenmittelwert über das RVE. Der Vorteilder Verwendung eines Orientierungsmittelwertes im Vergleih zur Verwendung einesVolumenmittelwertes besteht darin, dass man im zweiten Fall die genaue Gefügestruktur,d.h. die vollständige morphologishe Information, benötigt.Die OVF enthält sowohl die Information bezüglih der Probensymmetrie als auh



11die bezüglih der Kristallsymmetrie (Bunge, 1993). Dies gilt natürlih nur für dieSymmetrien, die im Rahmen einer Volumenbeshreibung der Mikrostruktur detektierbarsind. Im Falle eines Aggregates mit orthotroper Probensymmetrie, das aus Einkristallenmit kubisher Symmetrie besteht, liegen vier Symmetrietransformationen bezüglih derProbensymmetrie und 24 Symmetrietransformationen bezüglih der Kristallsymmetrievor. Symmetrietransformationen reduzieren den Bereih des Orientierungsraums, aufdem die OVF zu deren vollständiger Bestimmung bekannt sein muss. Dieser Bereihheiÿt Elementargebiet. Im eben genannten Fall umfasst das Elementargebiet 1/96 desOrientierungsraums (Hansen et al., 1978).3.4 Diskussion eigener Arbeiten3.4.1 Böhlke, T.: Appliation of the maximum entropy method in textureanalysis, Computational Materials Siene, 32, 276�283, 2005Es existieren untershiedlihe Darstellungen der OVF. Die klassishe Darstellungbasiert auf generalisierten sphärishen Funktionen und wurde von Bunge (1965)und Roe (1965) eingeführt. Später führten Adams et al. (1992) und Guidi et al.(1992) eine tensorielle Fourierreihen-Darstellung der OVF ein (siehe auh, Zheng undFu, 2001a,b). Beide Darstellungen sind mathematish äquivalent. Der Vorteil dertensoriellen Darstellung liegt darin, dass sie �koordinatenfrei� ist. Deshalb können dietensoriellen Texturkoe�zienten als mikromehanish de�nierte innere Variablen, diedie statistishen Momente der Orientierungsverteilung repräsentieren, Eingang in einekontinuumsmehanishe Modellierung �nden (Böhlke und Bertram, 2001b, 2003; Böhlkeet al., 2003). Diese Art von Strukturtensoren untersheidet sih grundsätzlih vonder üblihen Art von Struktur- oder Anisotropietensoren, die durh die Theorie derisotropen Tensorfunktionen motiviert ist (Boehler, 1987; Boehler et al., 1994b,a; Zheng,1994; Svendsen, 1994). Der Vorteil der mikromehanish de�nierten Momententensorenbesteht neben der klaren De�nition und Interpretierbarkeit darin, dass sie die durhdie Mikrostruktur induzierte makroskopishe materielle Symmetrie auf natürlihe Weisere�ektieren. Im Falle einer kubishen Kristallsymmetrie ist der erste niht vershwindendetensorielle Texturkoe�zient von vierter Stufe (Böhlke, 2005a). Dieser Tensor kann alledurh Tensoren vierter Stufe darstellbaren Symmetrien wiedergeben. Im triklinen Fallhat der Tensor auf Grund seiner Irreduzibilität neun unabhängige Komponenten. ImFalle niht trivialer Symmetrietransformationen reduziert sih die Zahl der unabhängigenKomponenten. Im isotropen Fall ist der Tensor null (Böhlke, 2005a).Ein Problem, das bei der Verwendung beider Darstellungsformen der OVF auftritt,ist das der Shätzung der OVF auf der Grundlage einer endlihen Anzahl vonTexturkoe�zienten. Dieses Problem wurde im Rahmen einer tensoriellen Darstellung



12der OVF von Böhlke (2005a) untersuht. Die Shätzung der OVF muss konsistentin dem Sinne sein, dass sie niht-negativ und normiert ist. Die Bedingung derNiht-Negativität shlieÿt aus, dass die Fourierreihe nah einer endlihen Anzahl vonReihengliedern abgebrohen wird. Das Problem, eine Verteilungsfunktion basierend aufeiner endlihen Anzahl von Momenten der Verteilung zu shätzen, wird übliherweiseMomenten-Problem genannt (Wu, 1997). Die Shätzung der Verteilungsfunktion im obengenannten Sinne ist niht eindeutig. Eine Möglihkeit, die Abshätzung eindeutig zumahen, besteht darin, die informationstheoretishe Entropie zu maximieren. Die Methodeder Entropie-Maximierung wurde von Jaynes (1957a,b) in die Statistishe Mehanikeingeführt. Ein Überblik zu dieser Methode wird von Wu (1997) gegeben. In der Arbeitvon Böhlke (2005a) werden die Grundlagen einer tensoriellen Darstellung der OVF für denSonderfall einer kubishen Kristallsymmetrie zusammengefasst. Das Momentenproblemwird formuliert und im Kontext einer tensoriellen Darstellung der OVF gelöst. DieMethode wird numerish umgesetzt und an Hand einer Fasertextur exempli�ziert.3.4.2 Böhlke, T.; Haus, U.-U.; Shulze, V.: Crystallographi textureapproximation by quadrati programming, Ata Materialia, 54,1359�1368, 2006.Neben den beiden eben diskutierten Darstellungsformen der OVF mittels Reihen hatsih eine weitere bewährt. Viele kristallogra�she Texturen lassen sih durh eine relativkleine Anzahl von Texturkomponenten darstellen (Wasserman und Grewen, 1962; Bunge,1993; Koks et al., 1998). Eine Texturkomponente ist eine Kristallorientierung, fürdie die OVF ein lokales Maximum aufweist. In der Nahbarshaft dieses Maximumsfällt der Wert der Orientierungsdihte in isotroper oder anisotroper Weise ab. Inder Literatur werden untershiedlihe Modellfunktionen zur Beshreibung der zu einerTexturkomponente gehörigen OVF verwendet. Eine häu�g genutzte Modellfunktion ist dieMises-Fisher-Verteilungsfunktion (Mardia und Jupp, 2000), die sih dadurh auszeihnet,dass sie eine Zentralverteilung ist und unter allen Zentralverteilungen mit dem gleihenOrientierungsmittelwert die maximale Entropie hat. Die Mises-Fisher-Verteilungsfunktionentspriht in gewisser Hinsiht einer Normalverteilung im Euklidishen Raum (Shaeben,1992, 1994). Von Matthies (1980) wurde die Mises-Fisher-Verteilung im Rahmen derAnalyse kristallogra�sher Texturen eingeführt (siehe auh Matthies et al., 1988). Eshner(1993) und Eshner und Fundenberger (1997) diskutieren die Verwendung von anisotropenVerteilungsfunktionen. Ein Überblik zu Verteilungsfunktionen auf Orientierungsräumenuntershiedlihen Typs lässt sih in der Arbeit von Mardia und Jupp (2000) �nden.Sowohl für das Verständnis von Mikrostrukturen als auh für deren Berüksihtigungin kontinuumsmehanishen Modellen ist eine Approximation der OVF mit Hilfe vonTexturkomponenten oder Einzelkomponenten wihtig. Dieses Problem wurde detailliert



13von Koks et al. (1991) und Toth und Van Houtte (1992) untersuht. Der Ansatz vonKoks et al. (1991) basiert auf der Verwendung von Zufallsorientierungen, denen durh einiteratives Verfahren Gewihte zugeordnet werden. In der Arbeit von Toth und Van Houtte(1992) werden zwei Approximationsmethoden diskutiert und verglihen. Eine Methode(STAT-Methode) basiert auf der Verwendung einer kumulativen Verteilungsfunktion.Die zweite Methode (LOD-Methode) basiert auf einem regelmäÿigen Gitter auf demOrientierungsraum und einem Transfer der Intensität der OVF an Gitterpunkten naheinem Algorithmus, der dazu führt, dass die OVF durh eine geringe Anzahl vonTexturkomponenten approximiert wird. Die Autoren zeigen, dass die LOD-Methodebesser geeignet ist für stark texturierte Materialien und die STAT-Methode für shwahtexturierte. Andere Methoden zur Identi�kation von Texturkomponenten wurden vonHelming et al. (1994), Delannay et al. (2000), Cho et al. (2004) und Tarasiuk et al.(2004) diskutiert. Allen oben genannten Zugängen ist gemeinsam, dass die Güte derApproximation niht oder nur indirekt dargestellt werden kann.Die Arbeit von Böhlke et al. (2006a) widmet sih dem Problem der Identi�kation der zurApproximation einer OVF notwendigen Anzahl von Texturkomponenten und der Angabevon Fehlershranken. Die Approximation der OVF wird dabei durh Superposition einerendlihen - nah Möglihkeit kleinen - Anzahl von Texturkomponenten gewonnen, dieden Orientierungsraum gleihmäÿig belegen und untershiedlihe Gewihte besitzen. DieApproximation der Textur wird somit auf die Bestimmung der niht-negativen Gewihteverlegt. Nah einer De�nition des Abstandes zwishen der experimentellen OVF und derModell-OVF wird das zugehörige Optimierungsproblem formuliert. Als Nebenbedingungist die Niht-Negativität und die Normierung der Gewihte zu gewährleisten. Dererste Typ der Nebenbedingung entspriht einer Ungleihungsnebenbedingung. Es wirdgezeigt, dass dieses Problem äquivalent zu einem gemisht-ganzzahligen quadratishenOptimierungsproblem (Mixed Integer Quadrati Programming Problem) ist. Es wirdmittels einer kommerziellen Optimierungssoftware für drei experimentelle Texturen gelöst.Das Neue an dem Zugang ist die Verfügbarkeit von Fehlershranken der Approximationals Funktion der Anzahl der zugelassenen Texturkomponenten.4 Homogenisierung elastisher Eigenshaften4.1 Obere und untere Shranken für die e�ektiven elastishenEigenshaftenDas generalisierte Hooke'she Gesetz (Gurtin, 1972; Forte und Vianello, 1996) ist einephysikalish lineare Relation zwishen dem Cauhy'shen Spannungstensor und demin�nitesimalen Verzerrungstensor. Es beshreibt das anisotrope und das isotrope linear



14elastishe Verhalten von Festkörpern bei kleinen Verformungen. Für das Hooke'sheGesetz sind untershiedlihe Notationen - sowohl tensorielle als auh vektorielle -eingeführt worden (Voigt, 1889; Federov, 1968; Cowin, 1989). In der Arbeit vonBöhlke und Brüggemann (2001) werden untershiedlihe Darstellungen des Hooke'shenGesetzes diskutiert, wobei insbesondere auf die gra�she Darstellung von Anisotropieneingegangen wird. Das Hooke'she Gesetz ist eine der ältesten und am besten verstandenenkonstitutiven Gleihungen der Kontinuumsmehanik. Es wird zur Berehnung deselastishen Verhaltens tehnisher Strukturen in vielen Bereihen des Mashinenbaus unddes Bauingenieurwesens eingesetzt. In den meisten Fällen wird die isotrope Varianteangewendet. In den letzten Jahrzehnten werden aber auh zunehmend anisotropeVarianten des Hooke'shen Gesetzes in Berehnungen einbezogen.Polykristalline metallishe Materialien haben in der Regel e�ektive elastisheEigenshaften, die sih von denen der Kristallite untersheiden. So kann z.B. das Verhaltender Kristallite stark anisotrop, das Verhalten des Aggregates aber isotrop sein. Dies ist derFall, wenn alle Korrelationsfunktionen der Kristallorientierung isotrop sind. Will man diee�ektiven elastishen Eigenshaften des Polykristalls aus den elastishen Eigenshaftender Kristallite berehnen, so muss man die Mikrostruktur in die Betrahtung einbeziehenund die elastishen Eigenshaften homogenisieren. Die Homogenisierung elastisherEigenshaften ist im Vergleih zu der anderer mehanisher Eigenshaften auf Grundder Linearität des Problems mathematish am weitesten durhdrungen und ambesten verstanden. In diesem Abshnitt werden die untershiedlihen Zugänge bei derHomogenisierung elastisher Eigenshaften diskutiert und verglihen. Zuerst wird dabeiauf die Berehnung von Shranken für das e�ektive elastishe Verhalten eingegangen.Shranken für die linear elastishen Eigenshaften können hergeleitet werden, soferndas elastishe Verhalten hyperelastish ist. Ausgehend von dem Prinzip der maximalenelastishen Formänderungsenergie für heterogene Materialien (Torquato, 2002) kann eineobere Shranke für die elastishe Formänderungsenergie konstruiert werden. Diese erhältman für den Sonderfall, dass die in dem Prinzip verwendete Testfunktion der e�ektivenDeformation gleihgesetzt wird. Dies ist die einfahste Wahl für die Testfunktion,deren Volumenmittelwert gleih der mittleren Deformation sein muss. Der e�ektiveStei�gkeitstensor ergibt sih als Volumenmittelwert der Stei�gkeiten im Aggregat. DieseNäherung wurde zuerst von Voigt (1910) verwendet. Solhe Volumenmittelwerte können,wie oben ausgeführt wurde, in Mittelwerte über den Orientierungraum umgerehnetwerden, für deren Berehnung allein die OVF benötigt wird. Es ist anzumerken, dassdiese Shranke für die elastishe Formänderungsenergie gilt und niht zwangsläu�g für dieStei�gkeiten. Shranken für einige elastishen Konstanten können aus dieser energetishenBedingung abgeleitet werden. Im Falle eines isotropen elastishen Verhaltens erhält manobere Shranken für den e�ektiven Kompressionsmodul und den e�ektiven Shermodul.



15Analog lässt sih ausgehend von dem Prinzip der maximalen elastishen Komple-mentärenergie für heterogene Materialien (Torquato, 2002) eine obere Shranke für dieKomplementärenergie konstruieren. Der oberen Shranke für die Komplementärenergieentspriht eine untere Shranke der Formänderungsenergie. Die obere Shranke für dieKomplementärenergie erhält man für den Sonderfall, dass die bei der Formulierungdes Prinzips verwendete Testfunktion mit der e�ektiven Spannung gleihgesetzt wird.Dies ist die einfahste Wahl für die Testfunktion, deren Volumenmittelwert gleihder mittleren Spannung sein muss. Der e�ektive Nahgiebigkeitstensor ergibt sih alsVolumenmittelwert der Nahgiebigkeiten im Aggregat. Diese Näherung wurde zuerst vonReuss (1929) verwendet. Dieser Volumenmittelwert kann ebenfalls in einen Mittelwertüber den Orientierungsraum umgerehnet werden.Die Shranken nah Voigt und Reuss sind die einfahsten Shranken für diee�ektiven elastishen Eigenshaften, da sie allein auf der Verwendung der 1-Punkt-Korrelationsfunktion der Mikrostruktur beruhen. Untersheiden sih die elastishenEigenshaften auf der Mikroebene signi�kant von Ort zu Ort, dann liegen diebeiden Shranken sehr weit auseinander. Ist der Phasenkontrast dagegen gering, soergeben die Shranken brauhbare Abshätzungen des e�ektiven Verhaltens. Will mandas reale e�ektive elastishe Verhalten weiter einshränken, dann sind die höherenKorrelationsfunktionen zu verwenden.Genauere Shranken für das e�ektive elastishe Verhalten sind die Hashin-Shtrikman(HS)-Shranken (Hashin und Shtrikman, 1962a,b), die von Willis (1977, 1983)theoretish fundiert wurden. Sie werden aus dem HS-Variationsprinzip abgeleitet, das fürdie Spannungspolarisation formuliert wird und das auf der Einführung eines homogenenVergleihsmaterials beruht. Im Gegensatz zu den Shranken von Voigt und von Reussbasieren diese Shranken auf der Lösung eines Randwertproblems. Diese Lösung wirdmit Hilfe Greensher Funktionen und der Eshelby-Lösung hergestellt (Eshelby, 1957;Mura, 1987). Durh geeignete Wahl der Stei�gkeit des Vergleihsmaterials erhält manjeweils eine obere oder eine untere Shranke für die e�ektiven elastishen Eigenshaften.Die HS-Shranken beziehen nur die 2-Punkt-Korrelationsfunktion ein. Diese Funktionwird mit Hilfe der 1-Punkt-Korrelationsfunktion geshätzt, so dass zur Berehnungder HS-Shranken nur die Volumenfraktionen der Mikrostruktur bekannt sein müssen.Diese Abshätzung basiert auf der Annahme, dass die über das Abklingverhalten der2-Punkt-Korrelationsfunktion de�nierte Korrelationslänge null ist.In ähnliher Weise lassen sih höhere Shranken konstruieren, die z.B. die3-Punkt-Korrelationsfunktion in die Berehnung einbeziehen. Die Berehnung dieserShranken ist auÿerordentlih kompliziert. Deren Verwendung kann aber notwendigsein, wenn der Phasenkontrast so groÿ ist, dass die HS-Shranken weit auseinanderliegen. Der Vorteil der Berehnung von Shranken liegt darin, dass ausgehend von der



16zur Verfügung stehenden mikrostrukturellen Information, Angaben zum Streubereihdes realen elastishen Materialverhaltens gemaht werden. Die Einbeziehung vonweiteren Information zur Mikrostruktur erlaubt prinzipiell die weitere Eingrenzung diesesBereihes.4.2 Approximationen der e�ektiven elastishen EigenshaftenNeben der eben diskutierten Klasse der Shranken für das elastishe Verhalten gibt eseine Vielzahl von Approximationsmethoden für die e�ektiven elastishen Eigenshaften.Der prinzipielle Nahteil dieser Approximationen gegenüber den Shranken liegt darin,dass sie auf speziellen Annahmen beruhen, deren Güte sih erst nah Vergleih mitexperimentellen Daten oder den oben diskutierten Shranken erweist. Im Folgendenwerden diese Approximationen kurz zusammengestellt und deren wesentlihe Merkmalegenannt.Die einfahsten Approximationen basieren auf der Kombination der Voigt- und derReuss-Shranke. Hill (1952) shlägt hierzu sowohl den arithmetishen als auh dengeometrishen Mittelwert vor. Um zu einer eindeutigen Abshätzung der e�ektivenelastishen Eigenshaften zu kommen, shlagen Aleksandrov und Aisenberg (1966) dieVerwendung eines geometrishen Mittelwertes vor. Von Böhlke und Bertram (2001a)wurde gezeigt, dass die geometrishe Mittelwertbildung im Falle von Aggregaten kubisherEinkristalle niht zu einer Verletzung der Voigt- und der Reuss-Shranke führt.Neben diese simplen Abshätzungen basieren eine Reihe von Abshätzungen auf derEshelby-Lösung (Eshelby, 1957; Mura, 1987). Die Approximation für sogenannte dünneVerteilungen einer Phase in einem Matrixmaterial gibt gute Abshätzungen der e�ektivenelastishen Eigenshaften für kleine Volumenfraktionen des Einshlusses (Maxwell, 1873).Diese Approximation verletzt aber für groÿe Volumenfraktionen die Voigt- und dieReuss-Shranke. Auh die Approximation von Mori und Tanaka (1973) basiert aufder Eshelby-Lösung. Im Gegensatz zu der Abshätzung für dünne Verteilungen ergibtdiese auh für den Grenzfall der Volumenfraktion des Einshlusses gleih eins sinnvolleErgebnisse. Neben den eben genannten Approximationen basiert auh die Klasse derselbst-konsistenten Approximationen (Hershey, 1954a; Kröner, 1958; Kneer, 1965; Hill,1965; Kröner, 1967) auf der Eshelby-Lösung. Bei den selbst-konsistenten Approximationenist der e�ektive Stei�gkeitstensor durh eine nihtlineare tensorwertige Gleihung gegeben.Bei dem Di�erentialshema (Bruggeman, 1935; Bouher, 1974) leitet man - ausgehendvon den Gleihungen der dünnen Verteilung von Einshlüssen - eine Di�erentialgleihungfür die e�ektiven elastishen Eigenshaften ab. Die De�nition der e�ektiven elastishenEigenshaften mittels Di�erentialgleihungen ershwert allerdings deren Bestimmungerheblih.



17Neben analytishen und halbanalytishen Abshätzungen der elastishen Eigenshaftenwerden zunehmend numerishe Methoden eingesetzt. Die Finite-Element-Methodewird insbesondere bei der numerishen Berehnung der e�ektiven Eigenshaften vonrepräsentativen Volumenelementen eingesetzt (Barbe et al., 2001a,b; Kanit et al., 2003;Cailletaud et al., 2003). Der Vorteil dieses Zugangs besteht darin, dass sih auh realeMikrostrukturen diskretisieren lassen und deren elastishes Verhalten bestimmt werdenkann. Zu beahten ist neben der Güte der numerishen Approximation vor allem, obdie Gröÿe des Gefügeausshnittes und die verwendeten Randbedingungen zuverlässigeAussagen über die e�ektiven Eigenshaften erlauben.5 Homogenisierung viskoplastisher Eigenshaften5.1 Obere und untere Shranken der e�ektiven viskoplastishenEigenshaftenFür die Berehnung des mehanishen Verhaltens von Bauteilen ist es in der Regelniht ausreihend, nur das elastishe Teilverhalten zu berüksihtigen. Es kann sogarder Fall eintreten, dass das elastishe Verhalten von untergeordnetem Interesse ist undgegenüber dem (visko)plastishen Verhalten vernahlässigt werden kann (Huthinson,1976; Banabi et al., 2000). Man spriht dann von einem starr-plastishen oder einemstarr-viskoplastishen Materialverhalten.Polykristalline metallishe Materialien haben in der Regel e�ektive viskoplastisheEigenshaften, die sih einerseits von den Eigenshaften der Kristallite untersheiden(Asaro, 1983a,b; Asaro und Needleman, 1985), sih andererseits aber auh niht durhklassishe phänomenologishe Ansätze (Hosford, 1993; Skrzypek, 1993; Banabi et al.,2000) beshreiben lassen. Dies ist z.B. bei texturierten Materialien der Fall, derenVerformungsverhalten für viele tehnishe Anwendungen von Interesse ist. In solheinem Fall ist man auf die Anwendung von Homogenisierungsmethoden angewiesen,die das (visko)plastishe Verhalten auf der Grundlage der Materialeigenshaften aufder Mikroebene und der Mikrostruktur im Bauteil abshätzen. In diesem Abshnittwird auf die Homogenisierung eines starr-(visko)plastishen Verhaltens eingegangen. DieHomogenisierung eines elasto-(visko)plastishen Materialverhaltens wird im nähstenAbshnitt diskutiert.Shranken für das im Allgemeinen nihtlineare e�ektive starr-viskoplastishe Mate-rialverhalten können hergeleitet werden, sofern der Zusammenhang von Dehnrate undSpannung über konvexe Potentiale gegeben ist (siehe, z.B., Willis, 1989; Ponte Castañeda,1991, 1992; Nemat-Nasser und Hori, 1999; Ponte Castañeda und Suquet, 1998). In



18diesem Fall ist die Dehnrate als Ableitung des Dehnratenpotentials nah den Spannungenund die Spannung als Ableitung des Spannungspotentials nah der Dehnrate gegeben(Huthinson, 1976; Böhlke, 2004). Das Dehnratenpotential und das Spannungspotentiallassen sih mittels einer Legendre-Fenhel-Transformation ineinander überführen.Ausgehend von den lokalen Gleihgewihts- und Kompatibilitätsbedingungen und unterVerwendung der oben diskutierten De�nitionen der makroskopishen Spannungenund Verzerrungsgeshwindigkeiten lassen sih Extremalprinzipien formulieren, die dieKonstruktion oberer Shranken für das Spannungpotential und das Dehnratenpotentialerlauben (Huthinson, 1976; Böhlke, 2004). Das starr-plastishe Verhalten ergibt sihals Grenzfall des starr-viskoplastishen Materialverhaltens. Die bei der Homogenisierungdes elastishen Verhaltens diskutierten Prinzipien der maximalen Formänderungs- undKomplementärenergie ergeben sih formal aus diesen eben genannten Extremalprinzipien,wenn man die Dehnrate durh die Dehnung ersetzt und quadratishe Potentiale verwendet.Die bei der Formulierung der Extremalprinzipien verwendeten Testfunktionenerlauben analog zur Homogenisierung des elastishen Verhaltens die Konstruktion voneinfahen Sonderfällen. Setzt man die Testfunktion für die lokale Dehnrate gleih dermittleren Verzerrungsgeshwindigkeit, dann erhält man eine obere Shranke für dasSpannungspotential. Setzt man die Testfunktion für die lokale Spannung gleih dermittleren Spannung, dann erhält man eine obere Shranke für das Spannungspotential.Diese beiden Spezi�zierungen ergeben die einfahsten Shranken für das e�ektiveviskoplastishe Verhalten. Die Shranken, die auh elementare Shranken genannt werden,basieren allein auf der 1-Punkt-Korrelationsfunktion, d.h. für deren Berehnung ist imFalle texturierter Materialien nur die Kenntnis der OVF notwendig. Sie entsprehen denbei der Homogenisierung der elastishen Eigenshaften diskutierten Shranken von Voigtund von Reuss. Die beiden Shranken werden in der Plastizität im Wesentlihen mit denNamen Taylor (1938) und Sahs (1928) verbunden. Die Berehnung genauerer Shrankenwird z.B. in den Arbeiten von Dendievel et al. (1991), Willis (1994) sowie deBotton undCastañeda (1994) diskutiert. Die Arbeit von Ponte Castañeda und Suquet (1998) gibteinen Überblik zu den untershiedlihen Zugängen.5.2 Approximationen der e�ektiven elastish-(visko)plastishenEigenshaftenDie Shranken, die auf der Einbeziehung höherer Korrelationsfunktionen beruhen,sagen für den geshwindigkeitsunabhängigen Grenzfall oft makroskopishe plastisheEigenshaften voraus, die näherungsweise denen der Taylor-Shranke entsprehen. Umzu besseren Abshätzungen zu gelangen, wurden selbst-konsistente Abshätzungen fürstarr-viskoplastishe Materialien entwikelt (deBotton und Castañeda, 1994; Ponte



19Castañeda und Nebozhyn, 1997). Dabei wurde gezeigt (Nebozhyn et al., 2001),dass diese Approximationstehniken für stark anisotrope Materialien deutlih bessereVorhersagen des e�ektiven Verhaltens ergeben. Für die auf Grund der hohenAnzahl von Gleitsystemen nur shwah anisotropen kubish-�ähenzentrierten undkubish-raumzentrierten Materialien ergibt sih aber keine wesentlihe Verbesserungder Vorhersagen im Vergleih zur Voigt-Taylor-Shranke. Dieser Befund ist der Grunddafür, dass in vielen Fällen das Taylor-Modell Anwendung �ndet (Taylor, 1938;Van Houtte, 1988; Mathur und Dawson, 1989; Kalidindi et al., 1992; Bronkhorstet al., 1992; Miehe et al., 1999). Neben dem Taylor-Modell �nden selbst-konsistenteHomogenisierungsmethoden bei der Beshreibung des e�ektiven elastish-plastishenVerhaltens häu�g Anwendung, da Shranken analog zum starr-viskoplastishen Fall nihtkonstruiert werden können (Huthinson, 1970, 1976; Berveiller und Zaoui, 1979; Berveilleret al., 1981; Molinari et al., 1987; Molinari und Toth, 1994; Lipinski und Berveiller, 1989;Lipinski et al., 1995; Lebensohn und Canova, 1997).Neben analytishen und halbanalytishen Abshätzungen der elasto-plastishenEigenshaften werden - wie bei der Untersuhung des elastishen Verhaltens - zunehmendnumerishe Methoden eingesetzt. Hierfür sind repräsentative Volumenelemente basierendauf Finiten Elementen besonders geeignet (Barbe et al., 2001a,b; Kanit et al., 2003;Cailletaud et al., 2003). Die Bibliogra�e von Makerle (2002) gibt eine Übersiht zuden in den Jahren 1998 - 2000 ershienenen wissenshaftlihen Publikationen, die sihder numerishen Behandlung einkristalliner und polykristalliner Werksto�e widmen. DieBibliogra�e umfasst mehr als 300 Einträge. Dadurh wird deutlih, welhen Umfang diemomentane Forshungsaktivitäten weltweit haben, die sih mit heterogenen Werksto�enbeshäftigen.Mittlerweile existieren vershiedene Software-Tools, die es erlauben, Shli�bildermittels der Finite-Element-Methode zu diskretisieren und zu berehnen. Es ist zuerwarten, dass es in den Materialwissenshaften und in der Mehanik in dennähsten Jahren zu einem Standard-Verfahren wird, auf diese Weise Mikrostrukturenund die zugehörigen Aggregateigenshaften zu untersuhen. Dies ist dann einvielversprehender Zugang, wenn im Sinne vorgegebener makroskopisher Eigenshaftenoptimale Mikrostrukturen gesuht werden (Adams et al., 2001, 2004). Für solheFragestellungen ersheinen rein numerishe Zugänge alternativlos.



205.3 Diskussion eigener Arbeiten5.3.1 Böhlke, T.: The Voigt bound of the stress potential of isotropivisoplasti f polyrystals, Arhive of Mehanis, 56, 6, 423�443,2004.In der Arbeit Böhlke (2004) wird ein altes Problem der Elastoplastizität aufgegri�en:Wie lautet die Flieÿbedingung eines isotropen polykristallinen plastish-inkompressiblenFestkörpers. Die Fragstellung wird für den Sonderfall eines isotropen Aggregatesbestehend aus kubish-�ähenzentrierten Einkristallen untersuht. Diese Problemstellungwurde in einem allgemeineren Kontext von Tresa (1868), Guest (1900), Huber(1904), Mises (1913) und Henky (1924) bearbeitet. Tresa und Guest formulierten einFlieÿkriterium, das auf der De�nition einer oberen Shranke für die Shubspannungenberuht. Huber, Mises und Henky führten die Grenze des elastishen Bereihes im Sinneeiner Norm des Spannungsdeviators ein. Das ist im elastish isotropen Fall einer oberenGrenze der elastishen Distorsionsenergie äquivalent. Experimentelle Befunde belegen,dass die Flieÿorte von Metallen der oben de�nierten Materialklasse gerade zwishen diesenbeiden Kriterien liegen. Es existiert eine Reihe neuerer Vorshläge für die Formulierungisotroper Flieÿfunktionen (Hershey, 1954b; Davies, 1961; Shmidt, 1932; Kara�llis undBoye, 1993). Phänomenologishe anisotrope Flieÿfunktionen wurden zuerst von Mises(1928) und Hill (1948) vorgeshlagen.Das wesentlihe Ergebnis der Arbeit von Böhlke (2004) ist die numerisheBerehnung der Voigt-Taylor-Shranke für das starr-viskoplastishe Flieÿverhalten vonk.-f.-z.-Polykristallen. Diese wird für alle Dehnratentypen bestimmt, die aus der Variationder Eigenwertverhältnisse der Verzerrungsgeshwindigkeit hervorgehen können. DieTatsahe, dass selbst-konsistente Abshätzungen bei dieser Materialklasse in der Näheder Voigt-Taylor-Shranke liegen (Nebozhyn et al., 2001), rehtfertigt die Anwendungdieser Shranke. Die numerishen Ergebnisse zeigen, dass die Flieÿrihtung imAllgemeinenzwar koaxial aber niht proportional zum Spannungsdeviator ist. Es wurde eineinfaher analytisher Ausdruk vorgeshlagen, der die numerishen Befunde für alleEigenwertverhältnisse und Dehnraten reproduziert.5.3.2 Böhlke, T.; Bertram, A.; Krempl, E.: Modeling of deformation induedanisotropy in free-end torsion, Int. J. Plast., 19, 1867�1884, 2003.In der Arbeit von Böhlke et al. (2003) wird ein quasi-phänomenologisher Zugangbei der Modellierung textur-induzierter Anisotropien verfolgt. Zuerst wird - ausgehendvon der kristallogra�shen Textur - ein Strukturtensor identi�ziert, der das anisotropemakroskopishe elastishe Verhalten dominiert. Das ist der tensorielle Texturkoe�zient



21vierter Stufe, der bei der Berehnung der Voigt- und der Reuss-Shranke in Ersheinungtritt (Bunge, 1993). Motiviert durh das von Mises und Hill vorgeshlagene anisotropeFlieÿkriterium wird unter Verwendung dieses Texturkoe�zienten vierter Stufe einequadratishe Flieÿbedingung formuliert. Die zeitlihe Änderung des Texturkoe�zientenwird mittels einer phänomenologishen Evolutionsgleihung modelliert. Der Untershiedzu den von Mises und Hill vorgeshlagenen Flieÿkriterien besteht darin, dass sih derAnisotropietensor während des Deformationsprozesses infolge der Texturentwiklungverändern kann. Dieser Umstand maht es möglih, dass ein anfänglih isotropesMaterialverhalten infolge der aufgeprägten Deformationsprozesse anisotrop wird. Der Typder Anisotropie hängt vom Deformationsprozess ab.Mit Hilfe dieses quasi-phänomenologishen Zugangs, der mikromehanishe Argumentemit einer phänomenologishen Modellierung verknüpft, ist es möglih, den zyklishenSwift-E�ekt (Swift, 1947; Gil-Sevillano et al., 1975; Billington, 1976; Montheillet et al.,1985; Harren et al., 1989) eines anfänglih isotropen polykristallinen Materials zuerklären. Der Nahteil eine solhen Zugangs liegt darin, dass die Modellierung dermikromehanish de�nierten Variablen phänomenologish und niht mikromehanisherfolgt. Das impliziert grundsätzlihe Unsiherheiten bei der Modellierung undShwierigkeiten bei der Identi�kation der Entwiklungsgleihung. Die Arbeit zeigtalso zum einen, dass mikromehanish und statistish de�nierte Variablen mit einermakroskopishen kontinuumsmehanishen Modellierung kombiniert werden können, zumanderen wird deutlih, dass die Evolution der mikromehanish de�nierten Variablen auhmikromehanish modelliert werden sollte.5.3.3 Böhlke, T.: Texture simulation based on tensorial Fourier oe�ients,Ersheint in: Comp. Strut., 2006.Ausgehend von den Ergebnissen der im letzten Abshnitt diskutierten Arbeit wurde vonBöhlke (2005b, 2006) die Möglihkeit der strengen Ableitung der Evolutionsgleihung dertensoriellen Texturkoe�zienten untersuht. Es wurde gezeigt, dass unter der Annahmeeines starr-viskoplastishen Verhaltens und unter Zuhilfenahme der Taylor-Hypothesedie Evolutionsgleihungen aller Texturkoe�zienten explizit ableitbar sind. Ausgehendvon diesem Ergebnis lieÿe sih nun prinzipiell die Evolution der tensoriellen Textur-koe�zienten im Rahmen der Taylor-Hypothese berehnen. Die Evolutionsgleihungender Texturkoe�zienten haben aber folgende Eigenshaft, die eine e�ektive numerisheImplementierung der Evolutionsgleihungen ershweren: Die Evolutionsgleihung einestensoriellen Texturkoe�zienten hängt von der vollständigen OVF ab. Damit müssen z.B.zur Berehnung der zeitlihen Änderung des Koe�zienten vierter Stufe alle Koe�zientenhöherer Ordnung bekannt sein. Da dieses unmöglih ist, muss die OVF mit Hilfe derführenden Texturkoe�zienten geshätzt werden.



22Von Böhlke et al. (2006b) wird nun gezeigt, dass dieses Shätzung ungenau ist, wenndie Fourierreihe abgebrohen wird. Neben dem Problem der dadurh niht gesihertenNiht-Negativität führt ein solher Abbruh bei Verwendung einer kleinen Anzahl vonKoe�zienten dazu, dass die Intensitäten der OVF untershätzt werden und in Folge dessendie Absättigung der Textur niht mehr beshrieben werden kann. Es wurde weiterhingezeigt, dass dieses Problem durh Anwendung der Maximum-Entropie-Methodeumgangen werden kann. Es ist dann möglih, bei Verwendung der ersten zwei bisdrei Texturkoe�zienten typishe Anisotropie-E�ekte und die zeitlihe Entwiklungder OVF abzubilden. Neben dem positiven Ergebnis, dass die Evolutionsgleihungenableitbar sind und eine numerishe Behandlung mit Standardmethoden möglih ist, bleibtfestzustellen, dass die Notwendigkeit der Anwendung der Maximum-Entropie-Methodeeinen erheblihen numerishen Aufwand impliziert, da nihtlineare Gleihungen gelöstwerden müssen, deren Koe�zienten Integrale über den Orientierungsraum sind. Diedirekte Einbeziehung von statistishen Momenten der Orientierungsverteilung ist alsoprinzipiell möglih und hilfreih. Die Simulation der Texturentwiklung unter Verwendungvon Einzelorientierungen ist aber weiterhin eine e�ektive Alternative.5.3.4 Böhlke, T.; Risy, G.; Bertram, A.: Finite element simulation of metalforming operations with texture based material models, ModellingSimulation in Materials Siene Engineering, 14, 365�387, 2006.Die im vorangegangenen Abshnitt dargelegten Ergebnisse implizieren, dass Textursimu-lationen basierend auf Einzelorientierungen weiterhin niht obsolet sind, sondern dasses durhaus Sinn maht, die zugehörigen Simulationstehniken zu verbessern (Raabeet al., 2002; Raabe und Roters, 2004). Textursimulationen auf der Grundlage vonEinzelorientierungen haben folgenden Nahteil: Will man eine Textur kristallogra�shadäquat abbilden, so muss man sehr viele diskrete Einzelorientierungen verwenden. Dasführt zu einer sehr groÿen Zahl von Di�erentialgleihungen, die in jedem Integrationspunktder Finiten Elemente numerish gelöst werden muss. Bei der Verwendung von mehrerenhundert Einkristallen pro Integrationspunkt führt das zu Rehenzeiten, die industrielleAnwendungen momentan ausshlieÿen. Verwendet man nur wenige Kristallorientierungen,so wird die Anisotropie des makroskopishen plastishen Verhaltens stark übershätzt. VonBöhlke et al. (2006b) werden nun zwei untershiedlihe Zugänge verfolgt, dieses Problemzu lösen.Der erste Zugang basiert auf einer starr-viskoplastishen Modellierung. Die OVF wirddurh eine Anzahl von Mises-Fisher-Verteilungsfunktionen modelliert. Die sih für einegegebene Verzerrungsgeshwindigkeit einstellende Spannung wird durh Integration derEinkristallspannungen über den Orientierungsraum ermittelt. Der Vorteil dieses Zugangsliegt darin, dass die OVF direkt in die kontinuumsmehanishe Modellierung einbezogen



23wird. Der Nahteil besteht darin, dass die numerishe Integration auf Grund der starkenGradienten der zu integrierenden Funktionen aufwendig ist und damit wiederum rehtlange Rehenzeiten anfallen können. Weiterhin lassen sih Rükfederungse�ekte auf Grundder starr-viskoplastishen Modellierung niht abbilden. Es ist aber prinzipiell möglih,aus einer geringen Anzahl von Texturkomponenten bestehende Orientierungsverteilungenzu reproduzieren. Die Übershätzung der makroskopishen Anisotropie kann umgangenwerden, indem die den Texturkomponenten zugeordneten Halbwertsbreiten im Vergleihzur experimentellen OVF etwas vergröÿert werden.Der zweite Zugang basiert - wie der klassishe von Taylor (1938) - auf diskretenKristallorientierungen und verwendet elasto-viskoplastishe Materialgleihungen. DieBerüksihtigung einer geringen Anzahl von Einzelorientierungen ohne Übershätzungder Anisotropie des e�ektiven Verhaltens wird im Gegensatz zu bisherigen Simulati-onstehniken dadurh möglih gemaht, dass eine isotrope Texturkomponente, die miteinem Mises'shen Materialansatz modelliert wird, in die Berehnung einbezogen wird.Über den Volumenanteil dieser isotropen Komponente lässt sih die Anisotropie aufeinen realistishen Betrag skalieren. Die Untersuhungen zeigen, dass es eine einfaheRelation zwishen dem isotropen Hintergrund einer OVF und der Volumenfraktion derisotropen Komponente gibt. Dieser pragmatishe Zugang erlaubt numerish e�zienteBauteilberehnungen. Die beiden diskutierten Zugänge wurden erfolgreih zur Berehnungder Rihtungsabhängigkeit der Flieÿspannung und des R-Wertes in der Blehebene undzur Bestimmung des Zipfelbildung bei Tiefziehprozessen angewendet.6 ShlussfolgerungenWegen der zunehmenden Bedeutung der virtuellen Prozessabsiherung im Mashinenbauwird sih der Trend zur skalenübergreifenden Modellierung von Materialeigenshaften inden nähsten Jahren verstärken. Da selbst verbesserte Möglihkeiten der Rehentehnikniht dazu führen werden, dass die relevanten Problemstellungen mit den bisheretablierten Homogenisierungsmethoden ausreihend genau bearbeitet werden können,wird es sowohl im theoretishen als auh im numerishen Sinne notwendig sein, dieseMethoden weiter zu entwikeln. Dazu ist eine interdisziplinäre Vorgehensweise vonMathematik, Mehanik, Werksto�wissenshaften sowie konstruktiv und produktions-tehnish ausgerihteten Zweigen des Mashinenbaus notwendig. Die Mehanik wird inviel stärkerem Maÿe Begri�ihkeiten aus den Bereihen Medizin, Biologie und Chemieaufnehmen müssen als bisher.Die messtehnishe Erfassung der dreidimensionalen Gefügemorphologie und derenEinbeziehung in die numerishe Berehnung der e�ektiven Materialeigenshaften wirdin den nähsten Jahren Shwerpunkt der Untersuhungen sein. Dabei kommt der
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