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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit sollen Methoden untersucht und Verfahren bereitgestellt werden, die die
Losung von partiellen Differentialgleichungen in einem Gebiet mit stark unterschiedlich
verfeinerten Teilgebieten ermoglicht.

In der Technik treten heute zunehmend Probleme mit groflen Skalenunterschieden auf. Man
interessiert sich fiir Phinomene, die sich in einem relativ kleinen Gebiet, zum Beispiel in
sehr diinnen Schichten, abspielen, welche jedoch von ihrer Umgebung beeinflut werden.
Einerseits ist der dabei zu betrachtende EinfluBbereich wesentlich grofier als das eigent-
lich zu untersuchende Gebiet, andererseits sind aber die Verdnderungen der physikalischen
Groflen in dem umgebenden Bereich vergleichsweise gering. Zur genauen Beschreibung der
Phianomene in dem kleinen Gebiet ist hier eine sehr feine Auflésung notwendig. Um nun
die Einfliisse aus der Umgebung mit beriicksichtigen zu kénnen, wére es mdglich, auch
dieses Gebiet mit der gleichen Feinheit zu vernetzen. Dies erfordert allerdings sehr viele
Unbekannte und auch wesentlich mehr als zur addquaten Beschreibung der physikalischen
Vorgénge in diesem Bereich notwendig sind. Somit ist es sinnvoll, hier eine wesentlich grobe-
re Vernetzung zu wihlen. Es resultiert nun jedoch das Problem des Netziibergangs zwischen
der groben und der wesentlich feineren Vernetzung. Hierzu werden wir die Mortar-Technik
einsetzen.

Ein praxisrelevantes Beispiel ist die Simulation von Filmsiedeprozessen. Dieses Phidnomen
tritt z. B. bei Abkiihlvorgdngen von heiflen Metallen mittels Fliissigkeiten auf. Aufgrund
der hohen Temperatur der zu kiihlenden Werkstoffe verdampft das Kiihlmittel an der
Oberfliache sofort und bildet einen geschlossenen, sehr diinnen Dampffilm. Dieser beein-
trachtigt den Abkiihlungsprozef erheblich und muf} deshalb genau untersucht werden. Eine
detaillierte Beschreibung dieses Problems findet man bei Klepp [21]. Bei dieser Aufgaben-
stellung wiirde man innerhalb der Dampfschicht ein sehr feinmaschiges und innerhalb der
Fliissigkeitsphase bzw. des Werkstiickes ein deutlich groberes Netz verwenden.

Eine weitere Anwendung ergibt sich aus der Problematik, daf} die heutzutage zu l6senden
Probleme oft sehr grof} sind, so daf§ sie von einem Computer mit nur einer CPU nicht mehr
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in angemessener Zeit bewéltigt werden konnen. Einen Ausweg bietet die Parallelverarbei-
tung. Bei der Parallelisierung durch Gebietszerlegung entsteht das Problem des Ubergangs
zwischen Teilgebieten, die verschiedenen Prozessen zugeordnet sind. Auch hier stellt die
Mortar-Technik einen moglichen Losungsansatz dar.

Die Mortar-Element-Methode wurde von Bernardi, Maday und Patera [5] 1989 vorgestellt
und zunéchst fiir die Behandlung komplexer Geometrien mit Spektral-Methoden benutzt.
Das Prinzip wurde spéter auch in der Finite-Elemente-Methode verwendet. Wir werden
sehen, dafl die Mortar-Technik eine gute Moglichkeit bietet, deutlich unterschiedlich ver-
feinerte Teilgebiete miteinander zu verkniipfen.

Das Verfahren basiert darauf, dafl ein Gebiet {2 in mehrere unabhéingige Teilgebiete (2
zerlegt wird, die unabhéngig voneinander diskretisiert werden kénnen, und daf} fiir die sich
ergebenden Kontaktkanten zusitzliche Kopplungsbedingungen eingefiihrt werden.

Wir konnen sowohl konforme als auch nichtkonforme Finite-Elemente benutzen. Konform
bedeutet hier, daf} der diskrete Ansatz- und Testraum V} Teil des stetigen Raums V
(Vi C V) ist (z. B. Lagrangesche Pg-, Qg-Elemente). Nichtkonforme Elemente (V,, ¢ V)
sind in diesem Sinne z. B. das Crouzeix/Raviart-Element oder das Rannacher/Turek-
Element (Q}°-Element) sowie nichtkonforme Elemente héherer Ordnung. Innerhalb eines
Teilgebietes miissen gleichartige Elemente verwendet werden.

Wir werden uns hier insbesondere auch mit konvektionsdominanten Problemen beschéfti-
gen. Bei diesen treten bei grober Vernetzung, d. h., der Diffusionsparameter ¢ ist deutlich
kleiner als der maximale Zelldurchmesser h (¢ < h), nichtphysikalische Oszillationen auf.
Auflerdem sind die resultierenden linearen Gleichungssysteme schlecht konditioniert und
lassen sich somit sehr schwer 16sen. Aus diesen Griinden ist eine zusétzliche Stabilisierung
erforderlich.

Wir werden zeigen, dafl man mittels weiterer Zusatzterme innerhalb der Stabilisierungen
bei Verwendung der Mortar-Technik Fehlerabschitzungen von gleicher Giite wie ohne den
Einsatz der Mortar-Technik, d. h. bei der Arbeit auf geometrisch konform verfeinerten
Gittern, erzielen kann.

In Kapitel 2 werden wir die benotigten Grundlagen und Notationen der Finite-Elemente-
Methode (FEM) fiir Konvektions-Diffusions-Gleichungen bereitstellen. Danach, in Kapitel
3, wird die Mortar-Methode eingefiihrt. Es werden dann verschiedene Stabilisierungen wie
die Stromlinien-Diffusions-FEM (SDFEM) in Kapitel 4 und die upwind-Technik in Kapitel
5 betrachtet.

Zur rechentechnischen Umsetzung der Verfahren wurde ein objektorientierter Ansatz in der
modernen Programmiersprache C++ gewihlt. Es wurde das offene und leicht erweiterba-
re Programmpaket MooNMD entwickelt. Dieses beinhaltet ein flexibles Geometriekonzept
zur Erzeugung und Verwaltung beliebiger, adaptiv verfeinerbarer Gitter (Gebietsvernetzun-
gen) in 2D bzw. 3D. Ein grundlegendes Element des Konzeptes ist eine geeignete Rand-
beschreibung des zu vernetzenden Gebietes. Um das Hinzufiigen neuer Elemente einfach
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zu gestalten sowie um eine platzsparende Speicherung der Objekte zu erreichen, werden
datenbank&hnliche Verwaltungsstrukturen verwendet. Es kénnen Gitterhierarchien aufge-
baut werden, die die Realisierung von Mehrgitteralgorithmen erleichtern. Dieses Konzept
ist in Kapitel 6 detailliert beschrieben. Weiterhin enthilt MooNMD Bausteine zur Erzeu-
gung von Finite-Elemente-Rdumen sowie Loser fiir die damit aufgebauten algebraischen
Gleichungssysteme.

Im abschlieenden Kapitel 7 wird zunéchst kurz der zur Lésung der Gleichungssysteme ein-
gesetzte Loser beschrieben. Nachfolgend werden numerische Testergebnisse dargestellt. Wir
werden einerseits Rechnungen mit eher akademischen Beispielen durchfiihren und anderer-
seits an Hand eines Benchmark-Problems der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG)
die Anwendbarkeit der Mortar-Technik auch auf Navier-Stokes-Gleichungen zeigen.






Kapitel 2

Standard Finite-Elemente-
Diskretisierungen

2.1 Skalare Konvektions-Diffusions-Gleichungen

Wir betrachten Konvektions-Diffusions-Gleichungen in der allgemeinen Form

—Au+b-Vu+cu = f inQ
u = 0 auflp (2.1)
ed,u = gy auf y.

Hierbei ist Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 9Q = T'p UT
(I'pNTx = 0 und meas(I'p) > 0). Dabei bezeichnet I'p den Randteil, auf dem eine
Dirichlet-Randbedingung gilt, und 'y den Randteil, auf dem eine Neumann-Randbedin-
gung gegeben ist. Zur Vereinfachung wihlen wir 0S2 als polygonal. Die Annahme homogener
Randwerte auf [' ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da sich eine Homogenisierung
stets durchfiithren 148t.

Der erste Summand in (2.1) ist der Diffusionsterm, der zweite der Konvektionsterm und
der dritte wird als Reaktionsterm bezeichnet.

Ist € < [|b]|0,00,0, dann sprechen wir von singuldr gestorten bzw. konvektionsdominanten
Problemen. In diesem Fall treten i. a. verschiedenartige Grenzschichten auf, welche da-
durch entstehen, dafl der Losung in Randnihe eine Randbedingung aufgezwungen wird,
die nicht mit der Losung des reduzierten Problems (¢ = 0) auf dem Rand {ibereinstimmt. In
Abhéngigkeit vom Winkel zwischen der Konvektionsrichtung b und der dufleren Normalen
auf dem Rand gibt es gewohnliche Randgrenzschichten, parabolische Randgrenzschichten,
bei denen die Konvektionsrichtung parallel zum Rand ist, und innere Grenzschichten, die
z. B. aus Spriingen in den Randbedingungen entstehen kénnen. Aufgrund hoher Gradien-
ten der Losung in den Grenzschichten miissen diese Bereiche geometrisch aufgelést werden.

9
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Gilt b =0 und ¢ = 0, so haben wir als Spezialfall die Poisson-Gleichung.
Fiir die Koeffizienten in (2.1) setzen wir voraus

eeR, >0,
be (Wh=(Q)",
c € L>®(Q), (2.2)
feH 1),
gy € HV2(Ty).
Wir bezeichnen mit H'/?(I') den Spurraum aller Funktionen aus H'(€2), mit H=%/2(I") den
Dualraum zu H'/?(T") und mit H=*(Q2) den Dualraum zu H}(£2).

Mit dem Funktionenraum
Vo,p = {ve HI(Q) | U|FD =0} (2.3)

ergibt sich als schwache Formulierung des Randwertproblems (2.1)

finde u € Vo p :
a(u,v) = f(v) VYveVyp, (2.4)
wobei
a(u,v) = e(Vu,Vu)g+ (b-Vu,v)q + (cu,v)q

fw) = (fiv)a+ {gn,v)ry-

Hierbei bezeichnet (-,-)¢ mit G C Q das Skalarprodukt in L*(G), (-, )¢ mit G C Q das
Dualitétsprodukt zwischen H (@) und HY(G) sowie (-, -)p mit ' C 9Q das Dualitétspro-
dukt zwischen H=*/2(T') und H'/%(T).

Unter einer starken Ldsung verstehen wir eine Funktion u € C%(Q) N CH{Q U T'y) N C(Q),
die (2.1) im klassischen Sinne erfiillt. Eine Funktion u € Vj p(Q2), die (2.4) erfiillt, nennen
wir schwache Liosung der Konvektions-Diffusions-Gleichung. Eine starke Losung kann man
nur erwarten, falls alle Koeffizientenfunktionen hinreichend glatt sind, das Gebiet 2 einen
hinreichend glatten Rand besitzt und die Randbedingungen gewissen Kompatibilitdtsbe-
dingungen geniigen. Genauere Aussagen findet man z. B. bei Gilbarg und Trudinger [14].
Bei vielen praktischen Anwendungen sind diese Voraussetzungen jedoch nicht erfiillt, so
dafl hier nur schwache Losungen betrachtet werden.

Im folgenden sollen einige aus der Literatur bekannte Aussagen iiber die Losbarkeit des
schwachen Problems dargestellt werden.

Zunichst eine Aussage zum reinen Dirichletproblem.

Satz 2.1 (siehe [14])
Sei I'p = 00 und es gelten die Voraussetzungen (2.2). Zusétzlich seien ¢ > 0 und f €
H~'(Q2). Dann gibt es eine eindeutige Losung u € H}(Q2) des Problems (2.4). Die Lisung
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héngt stetig von den Eingangsdaten ab, und es gilt die a priori Abschétzung

[ullo < CENfl-10 (2.5)

mit einer positiven Konstanten C' unabhéngig von u.

Hierbei bezeichnen wir mit || - ||o50 in iiblicher Weise die Sobolev-Normen im Raum
WB(Q) (vgl. [2]). Zur Vereinfachung der Schreibweise ist, falls nur o und Q angegeben
sind, 3 implizit gleich 2.

Mit der Voraussetzung
c(x) — sV-b(z) > ¢ >0 VreQ (2.6)

kann die positive Definitheit der Bilinearform a(-,-) nachgewiesen werden, die zugleich die
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des diskreten Problems sichert.

Nun folgt eine Aussage iiber die Losbarkeit des gemischten Randwertproblems.

Satz 2.2 (siehe [14])
Gelte (2.6) und sei b-n > 0 auf T'y. Dann ist (2.4) fiir jedes positive € eindeutig losbar.

Beweis:
Zum Beweis wenden wir das Lax-Milgram-Lemma an, d. h., wir miissen die Stetigkeit von
a(-,-) und f(-) sowie die Koerzivitit von a(-,-) auf V4 p zeigen.

Hierfiir benutzen wir die e-gewichtete Energienorm || - ||, mit

00)

N

lull = (eluli o + [l (2.7)

Wir zeigen zunéchst die Stetigkeit von af(-,-). Fiir alle u,v € Vj p gilt

0,009 |10 [[0]l0.0 + ll€llo,c0 [[ullo [lv
Tl o]l + llelloso lull: vl

elulio|vlia + b
[Jwll< (vl =+ [|b
C(e) Jull [Jv]]e

|a(u, )| 0.0

0,00,00 €

VANIVARIVAN

Nun zur Stetigkeit von f(-):
Fiir alle v € Vj p gilt

| (0)] [fll-re llvlle + llgnll-1/2oy l[oll/20y
1fll-1e llvlle + Cllgnll-1/20y lvlh.e
C(e) [lvlle.

VARIVARIVAN

Der Ubergang von || - ||1/2ry 7t || - |10 folgt aus der Stetigkeit des Spuroperators yy :
HY(Q) — HY2(Ty).
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Und schliefllich die Koerzivitit von a(-, -):
Fiir alle v € Vj p gilt

a(v,v) 6|v|iQ + (¢ = iV-b,0%)q + (b-n, v?)r,

> eloliq+cllvllgo = Cllof2

O

Abschlieflend formulieren wir ein Resultat zur Abhéngigkeit der Stabilitdtskonstanten C'
in (2.5) von e.

Satz 2.3 (siehe [24])
Seien die Voraussetzungen von Satz 2.2 erfiillt. AuBerdem gelte v € H?(Q)). Dann gibt es
eine Konstante C' unabhéngig von ¢, so daf die a priori Abschétzung

2 |ullag + e lullig + lullon < Cllfllog (2.8)

gilt.

Besitzt u exponentielle Randgrenzschichten, so ist (2.8) scharf.

2.2 Zerlegungen Tj, von )

Wir charakterisieren die im folgenden behandelten Zerlegungen 7}, von €2 in Dreiecks- und
Viereckszellen K € Tj,.

Mit N¢ bezeichnen wir die Anzahl aller Zellen K, mit Ng die Anzahl aller Kanten E
der Zerlegung T, und mit Ny die Anzahl aller Ecken der Zerlegung. Weiterhin seien mit
E;, j=1,..., Ng, die Kanten der Zellen K € T}, bezeichnet. Abb. 2.1 zeigt eine Zerlegung
sowie die entsprechenden Kanten und Ecken.

Nun definieren wir einige Indexmengen, um spéter besser mit den Ecken der Zerlegung
T}, arbeiten zu kénnen. Wir fiihren globale und lokale Numerierungen ein. Dabei vergeben
wir globale, d. h. fiir die gesamte Zerlegung eindeutige Nummern, sowie lokale, d. h. pro
Objekt eindeutige Nummern.

e [(K) sei die Indexmenge der globalen Nummern aller Ecken einer Zelle K.

e Sei I' C 990. Dann bezeichnet I(I') die Menge der Indizes aller Ecken, die auf dem
Randstiick ' liegen. Insbesondere bezeichnet I(I'p) die Indexmenge aller Ecken auf
samtlichen Dirichlet-Randstiicken.

e Essei I(Q) := |J I(K) die Indexmenge aller Ecken der Zerlegung T},.

KGT}L
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e Fcke
F —1 Kante

Abbildung 2.1: Zuldssige Zerlegung mit Kanten und Ecken

Definition 2.4
Sei T}, eine beliebige Zerlegung von 2. Dann definiert 01}, mit
T, := {E | E ist Kante von K, K € T}
die Menge aller Kanten der Zerlegung und
oT,P .={E €9T,| ECTp}
die Menge aller Dirichlet-Kanten der Zerlegung Ty,. Die Menge 0T, wird fiir die Neumann-
Kanten analog definiert, d. h.
oTN .= {F € 0T}, | E C T'y}.

Die Kanten E werden hier als offene 1D-Objekte angenommen, d. h., die Endpunkte
gehoren nicht zu E. Die Zellen K werden ebenfalls als offen vorausgesetzt.

Definition 2.5
Sei Ty, eine Menge konvexer, offener Dreiecks- oder Viereckszellen K;, i = 1,..., N¢, mit
folgenden FEigenschaften:

(i) KinK;=0, Vi#j,

(iii) U E=Tp, U E=Ty.

Dann heifit T}, zuldssige Zerlegung von ().
Im weiteren setzen wir voraus, dafl jede verwendete Zerlegung eine zuldssige Zerlegung ist.
Dies beinhaltet, dal {2 ein polygonal berandetes Gebiet ist.

Definition 2.6
Sei Ty, eine zulédssige Zerlegung und gelte auflerdem folgende Eigenschaft:
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(IV) VEZ',E]' EaTh,Z’%j : EZﬂE]:Q)
Dann heifit T}, konforme Zerlegung von (2.

Abb. 2.2 zeigt ein Beispiel fiir eine konforme, zuldssige Zerlegung, d. h., hingende Knoten
sind nicht erlaubt.

Abbildung 2.2: Beispiel einer konformen Zerlegung

Der Parameter h bezeichnet das Maximum der Zelldurchmesser hj; = diam(K) aller Zellen
K eTy.

2.3 Konforme P.- und ();-Elemente

In diesem Abschnitt wollen wir konforme Finite-Elemente auf konformen Zerlegungen 7T},
von {2 betrachten. Zunéchst definieren wir die einzelnen Elemente jeweils auf einem Re-
ferenzelement. Anschliefend werden wir den diskreten Raum V},(Q) stetiger, elementweise
definierter Funktionen {iber 2 einfiihren.

Als Referenzelement K fiir die Dreieckselemente benutzen wir ein Dreieck mit den Eck-
punkten (0,0), (1,0) und (0, 1). Wir fiithren eine affine Referenztransformation ¢ : K — K
ein und definieren den Raum Py (K) der Polynome vom Grade kleiner gleich k£ als

Pu(K) = {qg=do '] 4 € span{@®)”, 0,820, a+f < k}}.

Fiir die Viereckselemente benutzen wir das Referenzelement K = (—1,1) x (—1,1). Mit
einer affinen Referenztransformation g : K — K sind nur Parallelogramme erzeugbar.
Um beliebige konvexe Vierecke K als Bild von K beschreiben zu konnen, benutzen wir
daher eine i. a. bilineare Referenztransformation ;. Wir definieren nun den Raum Qy(K)
der Kompositionen von ¢ %' mit Polynomen auf dem Referenzelement, bei denen der Grad
in jeder Variablen hochstens k betrigt, als

Qr(K):={qg=qovy'|je span{z°y°, 0 <, < k}}.
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Mit Hilfe von z. B. Lagrange- oder Legendre-Polynomen lassen sich entsprechende Basis-

~ ~

funktionssitze in P(K) und Qy(K) konstruieren.

Kommen wir nun zur Definition des konformen, diskreten Raumes V}, (V}, C Vo p)
Vh(Q) = {’UECO(Q)| ’U|KEPK VKETh, ’U|FD :0} (29)

mit
po- P,(K) falls K ein Dreieck ist
K71 Qr(K) falls K ein Viereck ist.

Jeder Basisfunktion ¢; in Vj, wird ein Freiheitsgrad B; zugeordnet. Im Fall konformer
Diskretisierung mit linearen Elementen korrespondieren die Freiheitsgrade beispielsweise
mit Funktionswerten in den Ecken der Zerlegung 7). Fiir allgemeinere Elemente konnen
als weitere Moglichkeit auch Funktionswerte in den Seitenmitten sowie Mittelwerte {iber
Kanten bzw. Flidchen als Freiheitsgrade eingefiihrt werden. Dabei bleibt der lokale Raum
Py unbeeinflufit von der Wahl der Freiheitsgrade. Hingegen sind der globale FE-Raum V},
und der Interpolationsoperator I, von dieser Wahl abhéngig. Eine detaillierte Definition
findet man z. B. bei Ciarlet/Lions [11].

Analog zur Definition der Indexmengen der Ecken von 7}, in Abschnitt 2.2 fithren wir
nun Indexmengen fiir die Freiheitsgrade in V}, ein. Dabei vergeben wir wiederum globale
Nummern fiir die gesamte Zerlegung sowie lokale Nummern bzgl. einzelner Objekte.

e A(K) sei die Indexmenge der globalen Nummern aller Freiheitsgrade in V},, die zu
einem Element K gehoren.

e Essei I' C 9Q. A(') bezeichnet die Menge der Indizes aller Freiheitsgrade, die auf
dem Randstiick T" liegen. Desweiteren ist A(T'p) die Indexmenge aller Freiheitsgrade
auf sdmtlichen Dirichlet-Randstiicken.

e Essei A=A(Q):= |J A(K) die Indexmenge aller Freiheitsgrade in V},.
KeTy,

Die Anzahl aller Freiheitsgrade Npor = |A| ergibt sich hier als
Npor = N'+ (k= 1) (N + NY) + Nl + Ny.

Dabei bezeichnet N' die Anzahl aller innerhalb der Elemente liegenden Freiheitsgrade,
NL + NY die Anzahl aller inneren und aller Neumann-Kanten sowie N + N{¥ die Anzahl
aller inneren Ecken bzw. aller Ecken auf einem Neumann-Rand. Ecken sind hierbei als
Ecken von Zellen K € T} im geometrischen Sinne zu verstehen.
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2.4 Nichtkonforme P;- und Q}”-Elemente

In diesem Abschnitt soll der Raum der nichtkonformen stiickweise linearen bzw. bilinearen
Finiten-Elemente auf einer konformen Zerlegung eingefiihrt werden.

Mit B; bezeichnen wir die Mittelpunkte der Kanten E;, j = 1,..., Ng . Die Knoten B;
seien so numeriert, daf} die inneren Knoten die Nummern j = 1,..., NL, die Neumann-
Knoten die Nummern j = N}, +1,..., N + N} und die Dirichlet-Knoten die Nummern
j=Ng— NE+1,..., Ng erhalten, wobei Ngp = NL + NY + NZ ist.

Wir betrachten zunéchst die nichtkonformen Pj-Elemente (vgl. [12]). Das bedeutet, daf T},
hier ausschliefllich aus Dreiecken besteht, und wir definieren als Raum V), der nichtkonfor-
men, stiickweise linearen Finiten-Elemente

(2.10)

V, = {v € L2(Q) ‘ v|g € PI(K) VK €T, v ist stetig in B, }

j=1,...,Nf, und v(B;) =0, j € A(Tp)

Die Funktionen von V}, sind stetig in den Kantenmittelpunkten, kénnen jedoch entlang der
Kanten der Dreiecke und am Rand des Gebietes unstetig sein. Somit gilt V;, ¢ V4 p. Wir
versehen Vj, mit der Standardbasis

{(pi}ij\;Ei_Ng mit Vs € Vh und @Z(By) = (Sl]

Eine derartige Basisfunktion ist in Abb. 2.3 zu sehen. Eine Erweiterung der nichtkonformen
Pi-Elemente auf drei Dimensionen ist méglich (vgl. [12]).

Abbildung 2.3: Basisfunktion bei P;-Elementen

Lemma 2.7

_nND
Die Basisfunktionen {¢;}; % 8

von Vj, sind im 2D-Fall L?-orthogonal.

Beweis:
Der Durchschnitt der Tréger zweier verschiedener Basisfunktionen besteht aus hochstens
einem Dreieck. Sei K;; der gemeinsame Tréger von ¢; und ¢; (¢ # j). Die Funktion ¢;¢p,
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ist auf Kj; eine quadratische Funktion. Somit ist das Skalarprodukt (s, ;) = (¢i, )) K,
mit der Seitenmittelpunktsregel exakt auswertbar. Man sieht unmittelbar (p;, ¢;)q = 0.
(Il

Kommen wir nun zu den Viereckselementen. Um diese Elemente definieren zu koénnen,
verwenden wir das Referenzelement K = (—1,1) x (—1,1). Fiir jedes Viereck K € T,
definieren wir die zugehorige bilineare Referenztransformation ¢y : K — K.

Der Raum Q7% (K) ist dann wie folgt gegeben
Q(K) = {qg=qovg'|qe€span{l,&,§,* —§°}}.

Wir ordnen jeder inneren Kante Ej = K, N K;,k < [, einen Normaleneinheitsvektor
n; zu, der so gerichtet ist, da} er &uflerer Normaleneinheitsvektor zur Zelle K} ist. Fiir
Randkanten E; C OS2 sei n; die &uflere Normale auf F; bzgl. ). Ferner bezeichnen wir mit
nx den duBeren Normaleneinheitsvektor bzgl. der Zelle K.

Als Sprung von v iiber E; bezeichnen wir die Grofie

lim o v(z —tn;) — lim,yov(z +tn;) E; ¢ 00

vl (x) = { limy o v(z — tny) E; C o (2.11)
Entsprechend definieren wir den Mittelwert von v entlang E; als
L (limy_ 40 v(x — tn;) + lim v(z +1tn;) E; ¢ 00
o 2 —+0 J t—+0 J J
(lv)) g, (x) = { Dlim, 1o 0(z — tn;) F c oo (2.12)

Obige Definitionen fiir Randkanten entsprechen dem Fall einer Fortsetzung von v mit Null
auflerhalb von 2.

Mit Hilfe des Raumes Q7 (K') kénnen wir nun auch hier einen diskreten Raum V}, definie-
ren. Wir unterscheiden die punktwert-orientierten Elemente, d. h.

vk € Q1(K), VK € T),v ist stetig in B;

(po) ._ 2
Vi o= {UGL () ‘ Vi=1,...,NL v(B;)=0, Vje Ap) } (2.13)

und die mittelwert-orientierten Elemente, d. h.

vl € QTNK), VK €Ty, [ [|v|]g; ds =0
(mo) | 2 E;
Vi = Qe i N feds=0, VieATy) (-

Ej
Fiir das nichtkomforme P;-Element fallen die punktwert-orientierte und die mittelwert-
orientierte Version zusammen.

Es 148t sich auch fiir die nichtkonformen Elemente ein Raum V}, zu einer Zerlegung 7},, die
aus Dreiecken und Vierecken besteht, konstruieren.
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Die Anzahl aller Freiheitsgrade Npop im Falle einer nichtkonformen Diskretisierung mit
Pi-, Q'°"-Elementen oder einer gemischten Variante ergibt sich als

Npor = NL+ NY = Np — NJ.

2.5 Diskretes Problem

Mit dem endlich dimensionalen, konformen bzw. nichtkonformen Raum V}, kénnen wir nun
das diskrete Problem

finde Uup € Vh :
an(up,vn) = falvn) Vup € Vy, (2.15)

formulieren. Dabei definieren wir die Bilinearform ay(-, ) : V;, xV;, — R und die Linearform
fn(4) : Vi, = R elementweise als

ap(u,v) = Z e(Vu, Vu)g + (b-nu,v)r,
+ Y (G0 Vu,v)x = (b-Vo,u)i) + (¢ = §V-buv)x)
fh(v) = Z (f?U)K+ (gNaU)FNa

wobei f € L*(Q).

Dies sind die diskreten Versionen der friither in diesem Kapitel eingefiihrten Linear- bzw.
Bilinearform f(-) und a(-,-). Im konformen Fall 148t sich die Bilinearform ay(-,-) durch
partielle Integration in die Form a(-,-) iiberfiihren; dann gilt fiir die Bilinearform ay(-,-) :
Vi, X Vi, = R und die Linearform f,,(-) : V, = R

ah(uav) = G(U,U), fh(v) = f(U) V’LL,U € Vh-
Im konformen Fall liefert das Lax-Milgram-Lemma analog zum Beweis von Satz 2.2 die

Existenz und Eindeutigkeit einer Losung.

Auf dem Raum V), fithren wir nun eine gitterabhéingige Halbnorm |-|; , und gitterabhéingige
Normen || - ||o,, und || - ||1,» durch

%
ol = (Zlv?,f(> , (2.16)

KeTh

[vllon = (Z lv 3,K> ) (2.17)

KeTh
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[llip = (Z ||v||?,K> (2.18)

KeTy,
ein.
Zur Anwendung des Lemmas von Lax-Milgram ist die Koerzivitéit der Bilinearform ay(+, -)

1
erforderlich. Diese 188t sich in der Norm (] - [, + | - [I5,) * zeigen.

2.6 Interpolationsoperator, Knotenfunktionale und
FE-Isomorphismen

Zu jedem der eingefithrten FE-Réume V), = span{y,;, j € A\ A(I'p)} definieren wir einen
globalen Interpolationsoperator iy : H*(2) NV p(2) — V4, durch die Vorschrift

@) = Y Ny(v) ey(a) (2.19)

JEMA(TD)
mit den Knotenfunktionalen
v(Bj) fiir punktwert-orientierte Elemente
N;(v) =9 |E;|~! [ vds fiir mittelwert-orientierte Elemente. (2.20)

Ej
Dabei fassen wir die konformen Elemente als punktwert-orientiert auf.

Man beachte, dal der Interpolationsoperator i, fiir mittelwert-orientierte Elemente auf
dem Raum H'(Q) definiert ist und damit auch im Fall nichtglatter Funktionen anwendbar
ist.

Wir benétigen desweiteren einen Operator, der einen Knotenvektor u € RYPor auf eine
Funktion aus V}, abbildet. Zu diesem Zweck fiihren wir den Operator x wie folgt ein:

Npor

ko RYPOF 5V mit k(u) = Z Ui ;- (2.21)
i=1

Der Operator « wird als FE-Isomorphismus bezeichnet.






Kapitel 3

Mortar-Technik

Die Mortar-Element-Methode wurde erstmals 1989 von Bernardi, Maday und Patera [5]
vorgestellt und zunéchst fiir die Behandlung komplexer Geometrien mit Spektral-Methoden
benutzt. Spiater wurde sie dann auch auf die FEM erweitert.

Die Grundidee der Mortar-Element-Technik besteht darin, dafl man ein Gebiet 2 in meh-
rere Teilgebiete ) zerlegt, auf denen das Randwertproblem (2.1) unabhéngig voneinander
diskretisiert werden kann. Fiir die Kontaktkanten sind dann zusétzliche Kopplungsbedin-
gungen einzufiihren, die die Stetigkeitsforderung fiir konforme Elemente abschwicht.

Braess, Dahmen und Wieners [6] haben, ausgehend von einer Sattelpunktsformulierung fiir
das Poisson-Problem, Konvergenzeigenschaften der Mortar-Element-Methode fiir lineare
bzw. bilineare Elemente analysiert. Ben Belgacem [4] studiert die Erweiterung auf Elemen-
te hoherer Ordnung. Marcinkowski [22] betrachtet die Mortar-Technik fiir das Poisson-
Problem bei Verwendung von Crouzeix-Raviart-Elementen.

Hier soll die Mortar-Methode auf Konvektions-Diffusions-Gleichungen erweitert werden.
Auflerdem wird untersucht, wie Stabilisierungstechniken (Stromlinien-Diffusions-FEM, vgl.
Kapitel 4 oder die upwind-Methode, vgl. Kapitel 5) im Rahmen der Mortar-Technik ver-
wendet werden koénnen.

Fiir die Analyse und Implementierung der Mortar-Element-Methode gibt es zwei dqui-
valente Zugéinge. Dies ist zum einen die Betrachtung als gemischtes Problem und zum
anderen als nichtkonforme Methode. Wir werden hier beide Zugénge vorstellen und deren
Aquivalenz beweisen. Fiir die Implementierung benutzen wir das gemischte Problem. Fiir
einige Beweise ist allerdings die nichtkonforme Herangehensweise besser geeignet.

21
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3.1 Problemdefinition und Gebietszerlegung

Ausgangspunkt ist die Konvektions-Diffusions-Gleichung (2.1) aus Abschnitt 2.1 fiir die
skalare Unbekannte v in einem beschridnkten, polygonal berandeten, zusammenhéngenden
Gebiet Q C R?. Auf dem Dirichlet-Rand T'p # 0 werden homogene Dirichlet-Randbedin-

gungen gewéhlt, d. h. v = 0 auf ['p.

Das Gebiet (2 wird nun in mehrere polygonal berandete, offene Teilgebiete Qx, k = 1,..., Ng,
zerlegt, wobei

Nq
Q=JO% uwmd QN =0 VE#L

k=1
Nq ist die Anzahl der Teilgebiete.

Th = Qp N Q mit meas(Ty;) # 0 (Tx besteht nicht nur aus Punkten) bezeichnet die
Verbindung zwischen den Gebieten €2, und €;. I'y; wird hier als abgeschlossen definiert.
Mit S bezeichnen wir das Skelett aller Verbindungen:

S = Ur,d.
k.l

Wir wollen uns hier auf konforme Grundzerlegungen von €2 in Teilgebiete (2, £ =1,..., Nq,
(vgl. Abb. 3.1) beschréinken, d. h., daf} jedes T',, eine vollstéindige Randkante der beiden
anliegenden Gebiete €2y, und €y,) sein mufl. Eine Erweiterung auf den nichtkonformen
Fall ist jedoch méglich (vgl. z. B. [4]).

Q3 Qy Q3
A
Qs 0 £,
nichtkonformes Grundgitter konformes Grundgitter

Abbildung 3.1: Grundgittervernetzungen
Da alle Teilgebiete €2, polygonal berandet sind, kann man eine Verbindung I'j; auch als

Vereinigung der Abschliisse von Teilgebietskanten I',,, auffassen. Die I'),, werden als Mortar-
Kanten (Mortars) bezeichnet. Somit erhalten wir eine dquivalente Beschreibung des Ske-

letts S als
M
S = U T,
m=1
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Hierbei ist M die Anzahl der Mortar-Kanten.

Beziiglich einer jeden Mortar-Kante wird unter den hier benachbarten Gebieten eine Mortar-
und eine Nicht-Mortar-Seite beliebig gewéhlt. Mit dieser Wahl definieren wir fiir jeden Mor-
tar 'y, eine Abbildung m — (k(m),1(m)), wobei I'y, C Tygmyiim) und Qi die Mortar-Seite
und Q) die Nicht-Mortar-Seite von I'y, reprisentiert.

In Abb. 3.2 ist anhand einer Beispielzerlegung eine mogliche Wahl der Mortar-Seiten dar-
gestellt. (Zwischen Qs und €2, werden keine Mortars bendtigt, da angenommen wird, daf
die entsprechenden Zerlegungen hier zusammenpassen.) Wir haben drei Verbindungen

Fp=Ty = U NQ,
iz =T3 = Q&N
I'3s =Ty = Q3N

und wihlen die Mortar- bzw. Nicht-Mortar-Seiten so, dafl

I ¢ Iy
o3 C Ty

Iy ¢ Iy

s C T,

d. h., fiir 'y, 'y und I'3 ist die Mortar-Seite immer €2;. Bei I'y hingegen haben wir €2, als
Mortar-Seite gewihlt.

Abbildung 3.2: Zerlegung mit Verbindungen und Mortars

Auf die Bedeutung von Mortar- und Nicht-Mortar-Seite wird spéter noch genauer einge-
gangen.
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3.2 Formulierung der Variationsgleichung als
gemischtes Problem

Ziel dieses Abschnittes ist es, den technischen Apparat fiir die Kapitel 4 und 5 bereit-
zustellen. Eine wesentliche Grundlage bildet die Arbeit von Braess, Dahmen und Wie-
ners [6], die sich mit Mortar-Techniken fiir die Poisson-Gleichung und konformen, linearen
Finiten-Elementen auseinandersetzt. Das Konzept wird hier auf Konvektions-Diffusions-
Gleichungen erweitert. Auflerdem werden hier auch konforme Elemente héherer Ordnung
und lineare (bilineare), nichtkonforme Elemente betrachtet.

Wir fiihren nun den Raum
X = {’U € LZ(Q) | 'U|Qk € Hl(Qk), ’U|3kaFD =0,k=1,.. ,NQ} (31)

mit der Norm

N

Nq
vflie = (Z IIUIIiQk> (3.2)
k=1

ein.

Desweiteren benotigen wir zur spéiteren Beschreibung der Lagrange-Multiplikatoren den
Raum H(l)(/)z(f‘m), der sich von H(l)/ *(T,,) unterscheidet. Er wird definiert als

(D) = {v € HVA(T,) | F(v) € BY? (0Qu0) )} (3.3)

Hierbei ist F: HY2(T',,) — L2(8Q()) mit

o v(z) fallsz el
F(v) = { 0 sonst (3.4)

ein Fortsetzungsoperator, mittels dessen die Funktion v von einer Mortar-Kante I',, mit
0 auf den gesamten Rand 0%, des zugehorigen Gebietes auf der Nicht-Mortar-Seite
fortgesetzt wird. Als Norm benutzen wir

o,y = IF@lon = o inf el (35)

H(l)(/)Q(Fm) kann auch als Raum der Spuren aller Funktionen aus H' (), die auf dem
Randteil 0 \ T';,, identisch Null sind, aufgefait werden.

Somit konnen wir nun den Raum

Xoo = {ve X[ [loll, € Hf*(Tn) VT, € S} (3.6)
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mit der Norm

1
2
o+ 2 Mol g, ) (3.7

'mCS

Nq
lollx = (Ejm
k=1

definieren. Dabei bezeichnet [|v|]r,, den Sprung iiber I',, (vgl. Abschnitt 2.4).

Der Raum Xy, ausgestattet mit der Norm || - ||x, ist ein Banach-Raum. Fiir die Norm
|| - |1« gilt dies nicht. Einen Beweis findet man in Bemerkung 2.1 in [6].

Auf dem Skelett S fiihren wir den Raum der Lagrange-Multiplikatoren M

Moo= ] (H;{f(rm))' (3.8)

'mCS

mit der Norm

M = (3 Il ) 39

I'mcCcsS

!
ein. Dabei bezeichnet <H(1)62(Fm)> den Dualraum zu HééZ(Fm).

Um eine dquivalente Charakterisierung des Losungsraumes V' als Vj p aus (2.3) zu erhalten,
fiihren wir eine zusétzliche Nebenbedingung

(i [[vllr,)r,, =0 Ve M (3.10)

auf jeder Mortar-Kante I'),, m =1,..., M, ein.

Somit definieren wir den Losungsraum V' = Vj p C X, wobei hier die Nebenbedingungen
bereits fiir alle Elemente erfiillt sind, als

Vo= {ve Xyl (ulvlr,)r, =0Vpue M, VT, CS}. (3.11)

Wir erhalten als gemischtes, stetiges Problem:

finde (u,A) € Xgo x M :
a(u,v) +d(N\v) = f(v) Vve Xy (3.12)
d(p,u) = 0 VYueM
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mit
Nq
a(u,v) = ZS(VU, Vo)a, + (b-nu,v)r,
k=1

Mortar-Technik

+> ) (3((0-Vu,0)k = (b-Vo,u)k) + (c = 3V-buv) ), (3.13)

d\v) == Y A ole.)r.,
f(U) = Z ((f7 U)Qk + (gN7 U)FNﬂan) :

(3.14)

(3.15)

Wir erweitern hier a(-,-) und f(-) aus Abschnitt 2.1 auf den Raum Xy, d. h., die Bilinear-
form a(-, -) ist teilgebietsweise definiert wie in (2.5) und auch die Definition der Linearform

f(+) entspricht auf jedem Teilgebiet Q. der in (2.5).

3.3 LBB-Bedingung

Wir wollen hier die Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi-Bedingung (LBB-Bedingung) behan-

deln, mit der die Eindeutigkeit der Losung gesichert werden kann.

Lemma 3.1
Fiir das Raumpaar Xy x M gilt die LBB-Bedingung

d
i sup 2V

> 3> 0.
weM vexo (|1l arllv]|x

Die Giiltigkeit dieser Bedingung wurde bereits in [6] nachgewiesen.

Wir fiihren einen linearen Operator B wie folgt ein:

B: Xgp — M
(Bu, p) = d(p,u) Vp € M

mit
M =[] " (T)-

'mCS

Auflerdem definieren wir B’ als dualen Operator zu B.

(3.16)

(3.17)
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Mit

B
[Bollye = sup 2%
o Tl

1
) ( )
(2 )™ (2 M0l e,
Tl

1
2
= (2 Iz )

ImCS
< lollx

2

folgt die Stetigkeit des linearen Operators B.

3.4 Eine dquivalente Formulierung

Das Problem (3.12) ist zu

findeuw eV :
a(u,v) = f(v) VYveW (3.18)
dquivalent in folgendem Sinne.

Ist (u,A) € Xgo x M Losung von (3.12), so ist u € V, und u ist Losung von (3.18). Ist
u € V Losung von (3.18), so existiert ein A € M mit (u, \) ist Losung von (3.12).

Nachweis:
(3.12) — (3.18)

Sei (u, \) eine Losung von (3.12). Dann gilt wegen d(p,u) = 0Vyu € M, dal u € V ist.
Mit d()\, v) = 0 folgt somit fiir alle v € V:

a(u,v) = f(v) Vo eV,
d. h., u ist Losung von (3.18).
(3.18) — (3.12)

Die zweite Gleichung von (3.12) ist mit u € V' sofort erfiillt. Die erste Gleichung dient der
Bestimmung von A

d(\,v) = f(v) —alu,v) = (f*,v)q. (3.19)
Fiir den zu B aus (3.17) dualen Operator B’ folgt mittels der LBB-Bedingung:
d(\, v)

1B All(xooy = sup ——=— > Bl|A[[mr-
v€Xoo ||U||X
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Folglich ist B’ injektiv auf dem Bild von M. Damit nun die Gleichung B'\A = f* eine
Losung hat, mufl f* € Im(B’) sein. Mit dem Satz von Banach (closed range theorem)
folgt, dafl das Bild von B’ gleich der polaren Menge

V0= {f € (Xoo) | (f,v) =0 Vv eV}

ist.

Das Funktional auf der rechten Seite von (3.19) ist aus V°, denn v ist Losung von (3.18).
Somit existiert genau ein A als Losung von (3.19) und schlielich ist (u, A\) Losung von
(3.12).

3.5 Diskretes Problem

3.5.1 Der Fall konformer Teilgebietsdiskretisierungen

Wir fiithren den endlich dimensionalen Raum X, C Xy, wie folgt ein:
X, = {veXp|vlx € PkVK eTfVke{l,...,No} }. (3.20)

Hierbei benutzen wir quasi-uniforme Zerlegungen T} der Teilgebiete ;. Die Zerlegungen
TF und T} miissen an der Verbindung I'y; nicht zusammenpassen. Fiir die Elemente K sind
sowohl Dreiecks- als auch Viereckselemente zugelassen. Dementsprechend ergibt sich der
Raum Py als:

P = { P, (K) falls K Dreieck (3.21)

Q. (K)  falls K Viereck.

Dabei sind P, (K) bzw. @Q,, (K) die Riume aus Abschnitt 2.3. Wir verwenden innerhalb
eines Teilgebietes (2, nur Elemente der gleichen Ordnung 7.

Wir fiihren nun noch die Menge der Kreuzungspunkte (cross-points) als
C = {zeS|Imm, 1<m<m <Mmitx=T,NT,} (3.22)

und die Indexmenge aller in Kreuzungspunkten liegenden Freiheitsgrade als A(C) ein. Ein
Kreuzungspunkt entsteht auch, wenn sich nur zwei Mortars I',, und I',,; beriihren.

Die Forderung v € Xy, beinhaltet, dafl der Sprung entlang einer Mortar-Kante T, in den
Endpunkten dieser Kante identisch 0 ist. Da dies gerade die Stetigkeit in den Kreuzungs-
punkten erzwingt, konnen wir X, alternativ als

v|g € Pk VK € TF Vk € {1,..., Nq},

Xn = {U < ‘ v ist stetig in B;, j € A(C) } (3.23)
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definieren, wobei Px wie in (3.21) gewihlt wird.

An allen Mortar-Kanten mufl man jetzt eine Mortar- und eine Nicht-Mortar-Seite festlegen.
Die Wahl der Mortar-Seite ist beliebig. Wenn auf beiden Seiten eine uniforme Verfeinerung
vorliegt, wihlen wir i. a. die feinere Seite als Mortar-Seite. Wie im Abschnitt 3.1 werden
wir die Nicht-Mortar-Seite der Mortar-Kante I';,, mit £ = k(m) und die Mortar-Seite mit
[ = I(m) bezeichnen.

Nun werden Lagrange-Multiplikatoren auf den Nicht-Mortar-Seiten eingefiihrt.

Seien a und b die Endpunkte von T',, und E eine Teilkante von I',, (E C I,). Dann
definieren wir M, C M als:

P, (E)  sonst (3.24)

Tk

MhI:{UEM

olr. € COT,n), olp € { P, _1(E) fallsaoderb € £ }

Die Abb. 3.3 zeigt eine Zerlegung und eine Funktion aus M,, fiir den Fall r, = 1. Man sieht
eine stiickweise lineare Funktion, wobei diese auf den beiden dufleren Teilkanten konstant
ist.

Fm C Fkl
v € Mh
¢ r—
r— >—\/_<
Q Q
r————
Mortar-Seite Nicht-Mortar-Seite

Abbildung 3.3: Beispiel einer Funktion aus M),

Sei ferner
Vi = {veXy| (w[lvllr,)r, =0Vue M, VI, CS}. (3.25)

Die Bilinearform dj(-,-) als diskrete Version von (3.14) sichert i. a. nicht, da} V}, C V.
Notwendig dafiir ist die Stetigkeit iiber Mortar-Kanten hinweg, die durch (3.25) nicht
gesichert ist.

Insgesamt erhalten wir als gemischtes diskretes Problem:

finde (’LLh,Ah) € Xy, X My, -
a(uh, ’Uh) + d()\h, Uh) = f(Uh) Yo, € X}, (326)
d(pn, up) = 0 Vo € My,
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Konnte man ||[|U|]Fm||Hééz(Fm) < C(llvllnaum T Ivlliey,,) fiir v € Vi, abschitzen, so wire

die Elliptizitit a(v,v) > [|v]|% unmittelbar gezeigt. Es gilt aber

o AC [1olleallyzy < Oy +lello,,) firve Vi (327)
Somit ist es erforderlich, netzabhéngige Normen
lwllyonr, = b wlor, (3.28)
Wlts = loli+ > Molealfenr, (3.29)
T'mCS
||M||2—1/2,h = Z ||N||2—1/2,h,rm = Z h”ﬂ“%,rm (3.30)
T'mCS 'mCS

zu verwenden.

Die Formulierung (3.26) ist dquivalent zu

finde uy, € Vj, -

a(up,vp) = flun)  Yup € V. (3.31)

Hierbei benutzen wir die teilgebietsweise definierten Linear- bzw. Bilinearformen aus (3.13)
- (3.15).

Der Beweis erfolgt wie im stetigen Fall. Man bendtigt hier die Giiltigkeit der diskreten
LBB-Bedingung. Eine solche wird in [6] mit der gitterabhéingigen Norm ||- ||, 5 in der Form

inf sup d(yin, vn)

>3>0 3.32
T T S P A o P (3:32)
fiir r, =1, k=1,..., Ng, nachgewiesen.

In [4] wird die Bedingung auf beliebige r, verallgemeinert.

3.5.2 Der Fall nichtkonformer Teilgebietsdiskretisierungen

Hier fiihren wir den endlich dimensionalen, nichtkonformen Raum X, ein. Weil keine Ste-
tigkeit {iber Elementgrenzen hinweg vorliegt, ist die Funktion v,|q, & H'(€2). Da aufer-
dem in den Kreuzungspunkten keine Stetigkeit gegeben ist, gilt X, ¢ Xyo. Es werden
mittelwert-orientierte Elemente benutzt. Somit definieren wir:

U|KEPK\V/K€T}ZCVI§6{1,..-,NQ}7
Xy = Qv eLlX(Q) | [[loflu,ds=0VjeI(Q)\I(0Q), [vds=0, ¥jeI(p)
E; Lj

(3.33)
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Dabei bezeichnen die E; die Kanten der Elemente (vgl. Abschnitt 2.4). Wir benutzen quasi-
uniforme Zerlegungen T} der Teilgebiete (. Die Zerlegungen TF und T} miissen an der
Verbindung I'j; nicht zusammenpassen. Es sind auch hier Dreiecks- und Viereckselemente
zugelassen. Der Raum Py ist als

p .| Di(K) falls K Dreieck
K=\ Qif(K)  falls K Viereck

definiert. Die Rdume P;(K) und Q7% (K) sind im Abschnitt 2.4 eingefiihrt worden.

An allen Mortar-Kanten muf} jetzt, analog zum konformen Fall, eine Mortar- und eine
Nicht-Mortar-Seite festgelegt werden. Die Wahl der Mortar-Seite ist beliebig. Die Nicht-
Mortar-Seite der Mortar-Kante I';,, wird wiederum mit £ = k(m) und die Mortar-Seite mit
[ = I(m) bezeichnet.

Jetzt werden Lagrange-Multiplikatoren auf den Nicht-Mortar-Seiten eingefiihrt.

Sei E eine Teilkante von I, (E C I';;,). Dann definieren wir den Raum M,, C M als:

My, :={veL*S)|v|lp€ P(E)VECT,, VI, C S}. (3.34)

Die Abb. 3.4 zeigt eine Zerlegung und eine Funktion aus M},. Es handelt sich hierbei um
eine i. a. unstetige, stiickweise konstante Funktion.

Fm C Fkl

Ql * Qk ——

Mortar-Seite Nicht-Mortar-Seite

Abbildung 3.4: Beispiel einer Funktion aus M),

Nun kénnen wir auch hier das gemischte diskrete Problem:

finde (Uha)\h) e X, x M, :
ah(uh, Uh) + d()\h, Uh) = f(vh) \V/Uh € X, (3.35)
d(pn,up) = 0 Yy € My,

formulieren. Die Bilinearformen ay (-, -), d(+, -) und die Linearform f(-) werden formal analog
zu (3.13) - (3.15) definiert, sind jedoch hier auf den nichtkonformen Raum X, erweitert,
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d. h.
Nq

an(u,v) = Z Z (a(Vu, V)i + 3 ((b-Vu,v)g — (b-Vu,u)k)

k=1 KeT}

+ (c— iV-b, U’U)K> + (bn, uv)r,.

3.6 Interpolation in V}

3.6.1 Der Fall konformer Teilgebietsdiskretisierungen

Hier werden wir einen Interpolationsoperator I : H?(Q) — V), definieren, d. h., die Inter-
polierende erfiillt die Mortar-Bedingung. Wir setzen

Iyu = ipu — kpu (3.36)
mit
inlo, = i Vke{l,...,No}
ifu = Z N(By)p;
iEA(Q)

M
knu = Y krus (), =0,
m=1

wobei A(Qy) die Indexmenge aller Freiheitsgrade im Teilgebiet 2 darstellt. Die Interpo-
lierende ##u entspricht der Standard-Lagrange-Interpolierenden auf dem Teilgebiet Q. Die
Korrektur kju sichert das Erfiilltsein der Mortar-Bedingung, d. h.

d(p, Iyu) = d(p, ipu — kyu) =0 YV pu € M.

Konstruktion der Korrektur k,u

Zu jeder Mortar-Kante I',, (m € {1,..., M}) fiihren wir den Raum M® mit
i = {o e B () [0 = uln,., v € Xu(Quem) }

ein, d. h., M" enthilt jeweils alle Spuren von Funktionen aus Xj(€) auf der jeweiligen
Nicht-Mortar-Seite, wobei v € M;" an den Endpunkten von I',, gerade gleich 0 ist. Auf
dem gesamten Skelett S definieren wir

My(S) = ] s

'mCS
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Wir fiihren nun den Projektionsoperator II,, : HééQ(Fm) — M ein, der den Sprung
der Lagrange-Interpolierenden entlang der Mortar-Kante I',,, auf die Nicht-Mortar-Seite
projiziert. Fiir II,,, gelte fiir alle w € HééZ(Fm) die Eigenschaft

(U, )y, = (w,0)y, 1 € Miy(T). (3:37)

Die Ridume M, und M, haben die gleiche Dimension. Dies gilt, da Funktionen aus M,
iiber einer Kante I',, in den Endpunkten verschwinden und sich somit die Anzahl der
Freiheitsgrade bzgl. einer Mortar-Kante um zwei vermindert. Der Raum M), wurde durch
die Reduzierung des Polynomgrades in den dufleren Teilkanten einer Mortar-Kante um eins
gerade so definiert, dafl die Anzahl der Freiheitsgrade auch hier bzgl. jeder Mortar-Kante
um zwei verringert wird.

Fiir die Projektion II,, wurden bei Ben Belgacem [4] folgende Eigenschaften gezeigt.

Lemma 3.2
Sei I1,,, ein Projektionsoperator, der die Bedingung (3.37) erfiillt. Dann gilt

1/2
Ml < Clwlyeg, Y € Hg'(Tn).
Sei weiterhin w € H™*+1/2(T,,,) " Hi/*(T,,). Dann folgt

Hw—mwmw+@ﬂm—mwhwmlg ChE 2wl pesrjorn-  (3.38)

)
Bemerkung 3.3
Die Stetigkeit des Projektionsoperators Il,, in der L?-Norm

orm < Clwllor, — YweHy) (Tm)

T w

wird bei Braess/Dahmen/Wieners im 2D-Fall in [6], Lemma 3.1, fiir lineare Elemente mit
der expliziten Konstanten C' = 4/3 gezeigt. Ben Belgacem [4] weist diese Aussage im Beweis
von Lemma 2.2 fiir beliebige Polynomgrade nach.

Als Projektion T : [] HééQ(Fm) — M, (S) auf dem gesamten Skelett S definieren wir
'mCS
jeweils die Projektion II,, auf der entsprechenden Mortar-Kante I',,. Der Sprung der

Lagrange-Interpolierenden verschwindet in den Kreuzungspunkten. Deshalb kénnen die
einzelnen Projektionen II,, unabhéingig voneinander ausgefiihrt werden.

Wir fiihren jetzt einen Fortsetzungsoperator Fj ein, der eine Funktion vom Rand von €2
ins Innere fortsetzt. Dazu benotigen wir den Raum

NP = {v e H'2(09,) |vlr,, € M[™ falls p = k(m) und v =0 sonst} ,

d. h., v ist nur dann von 0 verschieden, wenn I',, in €2, gerade seine Nicht-Mortar-Seite
hat.
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Wir benutzen fiir die Definition des Fortsetzungsoperators F : N¥ — X}, (€. einfach die
am Rand befindlichen Basisfunktionen, d. h.

Foo == Y Ni()g, (3.39)
ZGA(@Q]C)

wobei N;(v) das Knotenfunktional zum Freiheitsgrad B; und ¢; die zu diesem Freiheitsgrad
gehorende Basisfunktion ist. Somit klingt v in einem Streifen der Breite eines Elementes
entlang des Randes auf Null ab und kann dann im verbleibenden Inneren von €2, mit Null
fortgesetzt werden.

Als Fortsetzungsoperator F : M, — X1(92) definieren wir die Summe der teilgebietsweisen
Fortsetzungen F}. Der Operator F erfiillt das folgende Lemma.

Lemma 3.4 .
Sei F': Mp(S) — X,(Q2) der oben definierte Fortsetzungsoperator. Dann gilt Vv € M}, und
n € {0,1}

Z|Fkv|m <O by,

I'mcCs

Beweis:
Wir benutzen zunichst die Definition des Fortsetzungsoperators (3.39), d. h.

3 RE

k=11 ieA(0Q)

’I'L,Qk

Wir untersuchen nun alle '), C 09y, die in € ihre Nicht-Mortar-Seite haben. Eine ele-
mentweise Betrachtung ergibt

NQ Nﬂ
Z | Fev|nq, < Z Z Z |1vllo.00.rmnoK Z |0iln, K-
k=1 k=1 T, COQ KGT}’f,BKﬁFm;é@ 1€EANM (Tm )NA(K)

Hierbei ist T',, N 0K gerade eine vollstindige Kante des Elementes K, und Anp(T'))
bezeichnet alle Freiheitsgrade auf der Nicht-Mortar-Seite von I',,,. Verkiirzend schreiben wir
A = Ayy (D) NA(K). Wir kénnen nun eine Transformation von der Kante I' = I, N 9K
auf ein Referenzelement [ = (—1,1) durchfiihren. Es ergibt sich fiir das Element K

v
ieA ieA

Die mit ~ gekennzeichneten Groflen bezeichnen die jeweiligen Entsprechungen auf dem
Referenzelement.
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Auf dem Referenzelement I' gilt aufgrund der Norméquivalenz in endlichdimensionalen
Réaumen o
[0llg 00, < Cllollgp Vo€ My(T).

Benutzen wir diese Beziehung und fiihren eine entsprechende Riicktransformation auf das
Originalelement durch, so erhalten wir

0,00,0 Z Qilnx < Chlzl/ZHUHo,F Z Qi |n, i -

ieA ieA

lv

Fiir |¢;|1,x erhalten wir durch Transformation auf ein Referenzelement die Beziehung
loil1,x < Ch];1|90i|0,1(-
Auflerdem ist die L2-Norm einer Basisfunktion stets beschrinkt durch
loilo,x < Chy.

Somit erhalten wir

0,00, |©Qilnx < Chlzl/?“UHO,F C'hy "
.

ieA ieA

lo

Da die Anzahl der Basisfunktionen je Element fest ist, ergibt sich insgesamt

Nq Nq
S Fvla, < Y. Y. > o llor
k=1

k=1 TmCOU KeTF,0KNTm#0

DN D DI [

o,l
'mCS KEeTF,0KNT'm#0
j : 1/2—n

S C hk) ||U OaFm'
r'mCS

O

Nun konnen wir die Korrektur k,u der Interpolierenden bzgl. der exakten Losung u defi-
nieren als

k= FH( 3 (@™ - ¢§§m>u)|Fm) — FII([Jipul]s) (3.40)

I'mcCcsS

Bemerkung 3.5
Man sieht leicht, da mit dieser Korrektur die Mortar-Bedingung erfiillt ist, denn ¥ jn € M,
gilt
d(ps Inu) = Y (s [nulle, e, = D (s llinulle, = o (i), =0
'mCS mCS

aufgrund der Projektionsbedingungen (3.37).
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Interpolationsfehler

In diesem Abschnitt wird eine Abschétzung des Interpolationsfehlers vorgestellt.

Lemma 3.6 No
Sei die exakte Losung u € H(Q)N [ H™*T1(Q4). Sei auBerdem die Mortar-Seite so gewiéihlt,
k=1

daf3 h,;é/j < C’hii{f erfiillt ist. Dann gilt fiir den Interpolationsfehler die Abschitzung

Nq Nq

D [u = Dtlno, <C 3 Bl
k=1 k=1

wobei n € {0,1}, hy der Gitterparameter im Teilgebiet Q0 und 1, der Polynomgrad im
Raum X () ist.

Beweis:
Wir betrachten zunichst eine Mortar-Kante I',, und den Fehler auf den angrenzenden
Teilgebieten €, und €. Es gilt

|U — [hu|nygp = |U — ihu n,2p + |]€}TU n,2p (341)
mit p € {k(m),l(m)}. Fiir das Teilgebiet €}, entfillt der Korrekturterm. Somit kann fiir
den Fehler im Gebiet €,y und den ersten Teil von (3.41) fiir p = k(m) die Standard-
Abschiitzung angewandt werden. Im Fall p = k(m) setzen wir in den zweiten Term die
Definition ku = FTI((i%u)|r,, — (iLw)|r,,) ein. Nun benutzen wir Lemma 3.4 sowie Bemer-

kung 3.3 und schieben zusétzlich ein v ein. Somit ergibt sich

|kl 0, < Chy> ™ (|Ju — Fullor,, + Ju — ihu

0.0 -

Wir wenden nun ein Skalierungsargument an, d. h.

lu — Zullor, < Chyllu— Eullog, + Ch>lu — Zul,q,.

Es folgt mit hy,/> < Chy\/?

il < C Y byl —dhullog, + by " — i ul g,
pE{k,l}

Mit der iiblichen Interpolationsabschéitzung und der Erweiterung auf alle Mortar-Kanten
folgt nun die Behauptung. a
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3.6.2 Der Fall nichtkonformer Teilgebietsdiskretisierungen

Wir fiithren, wie in Abschnitt 3.6.1 fiir den konformen Fall, einen Interpolationsoperator

der Form
Thu = ihu — khu (342)

ein, der von Xy in V}, abbildet, d. h., die Interpolierende erfiillt die Mortar-Bedingung.
Dabei ist iy, der Interpolationsoperator fiir mittelwert-orientierte Elemente (vgl. Abschnitt
2.6).

Konstruktion der Korrektur k,u

Es wird zunéchst wiederum der Sprung entlang der Mortar-Kante auf die Nicht-Mortar-
Seite projiziert. Hier kann direkt der Raum M), der Lagrange-Multiplikatoren verwendet
werden, d. h., wir erhalten die Projektion IT : L?(S) — M}, mit

(Mw, p)s = (w, n)s Vpe M, (3.43)
fiir alle w € L?(S) als iibliche L2-Projektion.

Nun definieren wir ebenfalls einen Fortsetzungsoperator F': M, — X}, als
Fv := Z N;(v) s, (3.44)
iEANM(S)

wobei N;(v) gerade das Knotenfunktional zum Freiheitgrad B; und ¢; die entsprechende
Basisfunktion darstellt. Die Knotenfunktionale sind als

Ni(v) = [Tl (v, ),

definiert, wobei I'; C I'),, eine Teilkante von I';, und p; die zugehdrige Basisfunktion in M},
ist.

Fiir die Fortsetzung F' gilt die folgende Eigenschaft.

Lemma 3.7
Sei F' : M), — X, ein gemif} (3.44) definierter Fortsetzungsoperator und die verwendete
Zerlegung shape-regulér. Dann gilt fiir v € M, und n € {0,1}

Nq

1/2—n
S 1 Fvlng, <C 0 eIl
k=1

'mCS

Beweis:
Wir wenden zunéchst die Definition des Fortsetzungsoperators aus (3.44) an, d. h.

NQ Nﬂ
Y v, => | Y, Niv)gs
k=1 k=1 "ieAnp(9) n,82
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Eine elementweise Betrachtung liefert

NQ NQ
Z |Folnq, < Z Z Z T3l v, p)r, || @il
k=1 k=1 KeTF i€Anm(S)NA(K)
Nq
<> > Yo CIT o KM R
k=1 KeTF i€Anm(S)NA(K)
1/2—n
<0y, hk{m) [vllo,r.,.
T CS
wegen der shape-Regularitit, woraus |K|/|[;| < hy folgt. 0
Als Korrektur definieren wir auch hier
ke i= FH( NGRS iifm>u)|Fm> = FIL([|ipul]s) - (3.45)

'mCS

Somit konnen wir nun den Interpolationsfehler fiir den Interpolationsoperator I, abschétzen.

Lemma 3.8 No
Sei die exakte Lisung u € H}(Q) N [ H?(Q%). Sei auBerdem die Mortar-Seite so gewiéihlt,
k=1

daf3 h,;é?/j < C’h;(;/f erfiillt ist. Dann gilt fiir den Interpolationsfehler die Abschitzung

2,

Nq Nq
D lu—Iyulng, <C Y hE "
k=1 k=1

wobei n € {0,1} und hy, der Gitterparameter im Teilgebiet )y, ist.

Der Beweis erfolgt analog zu dem von Lemma 3.6.



Kapitel 4

Stromlinien-Diffusions-FEM
(SDFEM)

Die Stromlinien-Diffusions-FEM (SDFEM) wurde 1979 von Hughes und Brooks [15] fiir
konforme Finite-Elemente bei konvektionsdominanten Konvektions-Diffusions-Problemen
eingefiihrt. Sie ist mittlerweile sehr gut untersucht. Einen Uberblick gibt die Monographie
von Roos, Stynes und Tobiska [24], Kapitel IIT 3.2.1.

Das Verfahren gestattet es, Diskretisierungen beliebig hoher Ordnung zu konstruieren, die
stabiler als die mit der Galerkin-Methode erzielten sind. Mit den upwind-Verfahren (vgl.
Kapitel 5) sind ebenfalls stabile Diskretisierungen mit besseren algebraischen Eigenschaften
zu erhalten. Allerdings sind dies nur Verfahren niedriger Ordnung.

Die Idee des Stromlinien-Diffusions-Verfahrens besteht darin, eine kiinstliche Viskositét
nur in Stromlinienrichtung zur gegebenen Konvektions-Diffusions-Gleichung zu addieren.
Damit wird ein Verschmieren der numerischen Losung in Crosswind-Richtung, d. h. senk-
recht zur Stromungsrichtung, unterdriickt, wie es z. B. bei der Methode der kiinstlichen
Diffusion entsteht. Die Giite der SDFEM héangt stark von der Wahl der sogenannten Strom-
liniendiffusionsparameter ab.

Wir konzentrieren uns in diesem Kapitel ausschliefSlich auf den Fall konformer Diskreti-
sierungen innerhalb der Teilgebiete €2,. SDFEM fiir nichtkonforme Diskretisierungen wird
z. B. in [20] oder [19] behandelt. Wir werden hier zur Behandlung der Probleme durch die
an den Mortarkanten entstehenden Unstetigkeiten &hnliche Sprungterme wie in [19] benut-
zen. Auflerdem betrachten wir nur Probleme mit Dirichlet-Randbedingungen (I'p = 09).

Achdou [1] beschiftigt sich bereits mit SDFEM fiir Konvektions-Diffusions-Probleme in
der konservativen Form, d. h. =V - (eVu + fu) + ou = f. Als Testfunktionen werden
vp+ 0 V-(Buy) verwendet. Wir werden hier eine &hnliche, modifizierte Bilinearform benut-
zen. Bei Achdou werden nur fiir das konforme P;-Element optimale Fehlerabschétzungen
angegeben. Die Beweise sind nur skizzenhaft und die Eigenschaften des Interpolationsope-

39
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rators werden nicht gezeigt.

Wir fiihren nun die modifizierte Bilinearform a°P(-,-) und Linearform f*P(.) mit

Ngq
asP (u,v) = Z (E(VU, Vv)a, + (b:Vu,v)g, + (cu,v)q,
k=1
+ Z 5K(—6Au+b-Vu—|—cu,b-Vv)K) (4.1)
KeT}
= > (e, flulle,, (ohr,)e, + Y (boar, | lelle,, [oe,)r,
T CS T CS

Nq

P = 3 ((fva+ D dufib- Vo)) (4.2)

k=1 KeT}
ein und erhalten als schwache Formulierung des diskreten Problems
finde (up, A\p) € X, x My, :
a’P (up, vp) +dAp,vn) = f5P(vn) VYo, € Xy, (4.3)
d(pp,up) = 0 Y un € My,.

Die Wahl von dx wird fiir Probleme ohne Mortars ausfiihrlich in Kapitel III 3.2.1 von [24]
diskutiert. Wir setzen hier die Bedingung

Co h3 N
R} YK ETEVEE (L Nah (4

0<5K§%min{
reEK

voraus.

Wir bezeichnen mit || - || die Stromlinien-Diffusions-Norm auf X}, die als

Nq

Nq
ol ==Y ellio, +allvlia+ Y] D dkllb-Vollf «

k=1 k=1 KeTh

+ Y Hone, [ [olle, I, (4.5)

'mCS

definiert wird.

Die obere Schranke von dx in (4.4) ermoglicht es uns, mit Hilfe der lokalen inversen Un-
gleichung
[Avlox < phi [ Vv

wobei p eine positive Konstante ist, den Term

0,K > (4.6)

No
SN dk(—ehv+ e, b V)| < Sl

k=1 KeTk
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7Uu majorisieren.

Nachfolgend wird eine Fehlerabschitzung fiir das gemischte Problem (4.3) bei Verwendung
konformer Teilgebietsdiskretisierungen hergeleitet.

4.1 Koerzivitit von a°?(-,")

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst die Koerzivitdt der modifizierten Bilinearform
a®P(-,-) untersuchen. Die Koerzivitit wird nur auf V;, C X}, benétigt, da dies zum Nachweis
der Existenz einer eindeutigen Losung ausreicht. In unserem Fall gilt die Koerzivitit sogar
auf ganz Xj,.

Lemma 4.1
Gelte die Beziehung (2.6) und geniige §c der Bedingung (4.4). Dann ist a®P(-,-) koerziv,
d. h.

a’P(v,0) > Lv)* Vv € X,.
Beweis:
Es gilt
Nq
a’P(v,v) = Z (elv]y,a, + (b-Vv,v)q, + (cv,v)q,)
k=1

Nq
+ Z Z (6xllb- Vol + Ox(—eAv + cv,b-Vo)g)

k=1 KeT}
- Z b nFm |'U |Fm7 + Z |b nFm| |U ) Do -
'mcCS 'mcCS

Wir betrachten zunichst den Term:

Ng Ng Ng
-V, = YD O:Vou)e=> Y 10V 1)k
k=1 k=1 kerf k=1 Kerf
Nq
:Z(—§Z(va) 22([)71[(,1))3[()
k=1 KeT} KeTk

= <5 2 Y (Vb } D B 1o )

k=1 KET,’f 'mcCsS

da v|g, € C°(Y) fiir alle £ = 1,..., Ny, d. h., die Spriinge iiber Kanten innerhalb der
Teilgebiete €2, verschwinden, und es verbleiben nur die Spriinge entlang der Mortar-Kanten
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I',,. Die Normalenvektoren werden hier so gewihlt, wie es in Abschnitt 2.4, in Formel (2.11)
beschrieben wurde.

Mit der Voraussetzung ¢ — %V-b > ¢p > 0 erhalten wir

Nq
SPw,0) > D (elofa, +collela, + D dxlle-Volldx)

k=1 KeTf

+ > bonn Il olle, I,
T CS
Nq

+ Z Z O (—eAv+ cv,b-Vu)g
k=1 KeT}

+ Z b nFm |U |Fm7 )Fm - Z %(b'nFmHUQ”Fm?]‘)Fm'
T CS T CS

Mit der Definition der Stromlinien-Diffusions-Norm || - || (vgl. (4.5)) folgt

Nq
0P (0,0) 2 ol + Y Y bl —elv+ ev.b- Vo)

k=1 KeT}

Wir schatzen nun den Term

Nq
Z Z O (—eAv,b-Vv)g + 0 (cv,b-Vv)k

k=1 KeT}

nach oben ab.

Mit |e(x)] < Cmas,x fiir alle z € K folgt

Nq
szmwmszzv%mm&%w@

k=1 KeT} k=1 KeT}
Na

ZZMWMM+MVM

k=1 KeT}

IN

Unter der Voraussetzung (4.4), d. h. 2¢? dx < ¢, folgt

maz,K

Nq

Z Z Ik (cv,b-Vv)g

k=1 KeT}

< EOHUHOQ“‘ Z > Sxllb-Vollf k.

k=1 KeTk
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Der Term

Z > Sk(—el0,b-Vo)x| < eZ D> Ol Avlollb-Vollox

k=1 KeT} k=1 KeT}
kann mit der inversen Ungleichung (4.6) und Voraussetzung (4.4), d. h. §x < ;L—%E, wie
folgt abgeschétzt werden:
Yo 20 12
K
)DPILNENIT NI o) ol G AR PTE ATHY
k=1 KeT} k=1 KeT}
55> (Slofsc+ K109l )
k=1 KeT}
Insgesamt erhalten wir
e 8 ¢ 1o
0
Pw) > ol 53 R~ Dol — 5 0 S dxllo Vel
k=1 KeT} k=1 KeT}
> Aol Vo e X,
(I

Der Beweis basiert im Wesentlichen auf der speziellen Wahl des zusétzlich in die Bilinear-
form eingefiigten Terms

=Y (b, [lulle, (0hr,)r,.

I'mcCsS

und der Beziehung [|v|]r,, (|v])r,, = 3[|v*[]r,,. Fiir die modifizierte Bilinearform gelingt nun
der Nachweis der Koerzivitét.

4.2 Konsistenzfehler

Als einen Teil des gesamten Fehlers wollen wir hier den Konsistenzfehler untersuchen.

Lemma 4.2 No
Sei (u, \) € (XOO NTI H”’““(Qk)) x M Losung von (3.12) mit der modifizierten Bilinear-
k=1

form a°P(-,-) und der modifizierten Linearform f°"(-) sowie (uy, A\y) € X}, x M, Losung
von (4.3) mit f € L*(Q) und sei hyny < chigy. Dann gilt

Nq
@ (u = wp, wp)| = |d(gn — X wa)| < C Y2l 10, Nwnll ¥ wn € Vi
k=1



44 Stromlinien-Diffusions-FEM

Dabei ist q, die Bestapproximation von A in M.

Beweis: N
Q
Da X, C Xgo und M;, C M, gilt fiir (u,\) € <X00 NJ] H’"”l(Qk)) X M und (up, Ap) €
k=1
X}, x M, mit (3.12) und (4.3)

aSP (u,wp) +dNwy) = f5P(wy) Yy, € X, (4.7)
a®P (up, wp) +dMp,wp) = fP(wy) Yw, € X5, (4.8)
Als Differenz von (4.7) und (4.8) ergibt sich
a’P(u —up,wp) = dAy — A\ wp) Ywy, € Xp. (4.9)
Wir betrachten nun (4.9) nur noch fiir w, € V,, C Xj. Damit folgt d(\,, w;,) = 0. Wir

setzen jetzt fiir A = 5%, wobei u|g, € H™ () ist. Somit erhalten wir

aSP (u — up, wy) = 5d< Ou wh)

8le
ou
== €d( qn — a—k wh)
= e 30 [ (0 gl s
TmCS (m)

nachdem ¢, als Bestapproximierende von T € M in M, mit Hilfe der Mortarbedingung
eingeschoben wurde.

Wir konnen jetzt in den Sprung den Projektionsoperator I1,,wy,, wie in Lemma 3.2 definiert,
einfiigen, da dieser auf beiden Seiten des Sprunges gleich ist. Somit erhalten wir

FmCSF

Wir spalten nun den Sprung auf

SD
a (u — Up, wh = E / qn — 7— wh|QkﬂFm - Hmwh) ds
PmCSE
— £ E / qn — — wh|QlﬂFm — Hmwh) dS.
PmCSE

Jetzt betrachten wir den Betrag von a°P(-, -). Mit der Dreiecksungleichung und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung folgt

1a°P (u — up,wy)| < e Z \lan — 8nk
I'mCS

+ lwnleyar,, — Hmwallor,,)- (4.10)

([lwnlowar, = nwallor,,
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Es gilt -

€ H™+~1/2(T",,). Mit Theorem 12.3.3 in [8] folgt fiir jedes T,
Im

9
lan — 5ns

Mit der Stetigkeit des Spuroperators (vgl. Theorem 7.53 in [2]) gilt

or. < Ch IR o

ou ‘ du <C Hﬂ
‘ 8nk|Fm re—1/2,0m — 1197k |8Qk re—1/2,00, Ony, 76> (m)
In Q@ gilt nun
du <C
A ~ u +1,Q% (m) -
|l o = Ol

Mit der Tatsache, dafl ', fest und somit unabhéngig von A ist, folgt

ou
q _ =
H i (| p

wvm

r,—1/2
< ORE ullrsr 040, (4.11)

Wir betrachten nun die Terme mit wy. Da i. a. nur w;, € H'/?(T,,) gilt, ist 7, in Lemma
3.2 gleich 0 zu wéhlen. Somit gilt nach (3.38)

lwaloenr, — Danwillor,, < Chy*llwallijor..

Mit der Stetigkeit des Spuroperators und der Definition (4.5) der Stromlinien-Diffusions-
Norm folgt

lwn|auar,, — Hmws,

B\ Y2
v < C(2) il (4.12)
Fiir den zweiten w,-Term gilt die gleiche Abschitzung.

Durch Einsetzen von (4.11) und (4.12) in (4.10) erhalten wir die Behauptung.

4.3 Interpolationsfehler

Wir benétigen hier anstelle des Lagrange-Interpolationsoperators i, den Interpolations-
operator I, der bereits in Abschnitt 3.6.1 eingefiihrt wurde. Nur mit ihm kann garantiert
werden, daf die Interpolierende im Raum V}, liegt. Fiir I;, gelten mit v € H™* () die
Abschéitzungen

Nq Nq
Y lu—Tulg, < CY W ullyge, firn € {01}, (4.13)
k=1 k=1
Nq
1/2
3o = Tnwlo,llor, < CS R ullr 10, (4.14)
I'mCS k=1
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Lemma 4.3
Sei u € Xgo N [] H* (). Dann ist
k=1

Nq

Pl < (I uBg,) Tl Yo, €.

k=1

N

Beweis:
Wir schiitzen zunichst den Diffusions-Term in a®?(-,-) ab

Nq Nq
> e(V{wu —u), Vun)o, < Y Ce’hilulyr g,
k=1 k=1
1, Na 1
2
< (Zceh |u|) (Zdwhﬁ,m)
k=1

< (chh2rk|u|rk+1ﬂk> |||wh|”

Nun kommen wir zum konvektiven Term:

Nq
Z(b-V(Ihu—u Z Z (Inu — u), bwy) i
k=1 k=1 KeTf

Z Z (Inu — u, b-Vwp) g — (V-b, (Iyu — u)wp) i)

k=1 KeT}

Y > (bngelIhu — ), wn)ox. (4.15)

k=1 KeT}

Der erster Term von (4.15) wird nun in iiblicher Weise abgeschétzt

Nq Na
S5 —hu—ubvex < 30N 116 Vwnlox
k=1 KTk k=1 KeT};
oo %
< (Z S ol ) (X 3 dulpunli )
k=1 KT} k=1 KeT}
. (ch Bl 0, ) ol
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Jetzt folgt der zweite Term von (4.15)

Nq Nq
DN —(Veb (Tu—wywy) e <Y Chrer?
k=1 KGT}’L“ k=1

(Zcmrﬁﬂuukmk) lwnllog

(Zcﬁ’**ﬂuukmk) .

IN

IN

Den dritten Term von (4.15) schitzen wir zusammen mit dem ersten zusétzlichen Sprung-
term der Bilinearform a®”(-,-) ab. AuBerdem benutzen wir an dieser Stelle, daf u und Iu
auf jedem Teilgebiet €2 stetig sind. Somit erhalten wir

SN bnx(hu = u),wn)ox — Y (bnr, [|Thw = ullr,., (wal)r,)r.,

Ic:lKeT}llc I'.CS
= S (one [Tt — wunle, — [T — wulle, (el
I'mnCS
= Z (b.nrm’ [|UJh|]]"m<|[hu - u|>Fm)Fm
T'nCS
< O3 -l lor 15| leonllellor.,
I'ncS
) )
< 0(2 ||<|fhu—u|>rm||%,pm) (Z |||b-nrm|[|wh|1rm||3,pm) .
I'mCS T'nCS

Jeden einzelnen Term |[(|Iyu — ul)r, ||§, konnen wir mittels (4.14) folgendermafen ab-
schitzen

IN

S (1) oy, = wllir,, + 1Tt oy, = ulr,)

< Ol + 0 el 0,) -

I = ulyr, o,

Somit erhalten wir die Abschitzung

SN bnx(hu—u),w)ox — Y (b, [[hw = ullr,,, (wil)r,)r,

k=1 KeT} rnCS

No 1
< (TRl T

k=1
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Fiir den zweiten Sprungterm ergibt sich

5 (1 e =l ), )

I'mcCS

< O Y v~ ulle,llox,, b0l |

T'nCS
3 3
< c(z ||[|fhu—u|1rm||3,pm) (Z |b-nK|||[|wh|1rm||§,pm) .
I'n,cS I'nCS

Mit (4.14) folgt wiederum

1

Nq 3
S° (bl 1o = ulles [wnlle,)r,, < G(Zhi’k“nunikﬂ,m) fronl

Schlieflich betrachten wir noch den Reaktionsterm

NQ NQ

Z(C(Ihu — u), wh)Qk < Z Ch2k+1|u|7'k+1yﬂk ||wh||079k

k=1 k=1
< (ZChZ’"Hﬂ |) s
< (ZcW“mkM) el

Mit der Voraussetzung edx < h3 (vgl. Nachweis der Koerzivitiit) folgt fiir die Stabilisie-
rungsterme wie im Fall ohne Mortars

Nq Nq
SN eo(Ahu—u), bV < DD 0 fuly sk 077 b Vewnllo.x
k=1 ker} k=1 KeT}
< (Z S oiclul K) ol
k=1 KeT}
Ng 1
< (Ler b, ) Tl
k=1
und
al al 1/2 1/2
SN Sk VI —u), bV <> ORI ulrg, k6 b Viyl|o,x
k=1 Ker} k=1 KeT}
< (Zc& Rl ) ol
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Abschlieflend nutzen wir noch

1

Nq Nq 5
> 5 (et ovan) < (SR a ) Tl

k=1 KET}’L“ k=1

Somit ergibt sich insgesamt
3

Nq
0P (Lt — w,wp) < c(th’"kﬂunkH,m) .

k=1
O
4.4 Diskrete LBB-Bedingung
Wir fiihren nun die diskrete LBB-Bedingung in der Form
d
inf  sup Ui, on) >4">0 (4.16)

mn€Mu v exy, [|nll-1/2nll0]

ein. Diese werden wir bei der Anwendung der Existenztheorie fiir gemischte Finite-Elemente-
Formulierungen benutzen.

In Abschnitt 3.5.1 haben wir bereits eine LBB-Bedingung mit der gitterabhéngigen Norm

tn= Ml + D Mol nr,,
mCS

lv

(vgl. (3.29)) betrachtet.

Wegen b € (WH®(Q))2ist [bnr,, | < ||b]|1,0 und fiir hinreichend kleines h gilt die Beziehung
|b'npm|2 < h~t.
Nun folgt mit der Definition der modifizierten Stromlinien-Diffusions-Norm

Nq Nq
ol = D elolla, +collvllfe+D_ Y xllb-Volls
k=1 k=1 KGT}’f
+ > bne ol 6,
'mCS

(vgl. (4.5)), daB eine von h unabhingige Konstante C' existiert mit

[olin = Cllvll Vo € X,

Daraus folgt mit 3’ := C~'3 die Aussage (4.16) direkt aus der diskreten LBB-Bedingung
mit der Norm || - ||y 5 (vgl. (3.32)).
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4.5 Gesamtresultat

In diesem Abschnitt soll die Fehlerabschétzung fiir ||u — uy|| unter Verwendung der bereit-
gestellten Resultate durchgefiihrt werden.

Satz 4.4
Seic—3Vb > ¢y > 0, f € L?(Q) und &, geniige (4.4). Dann ist das Problem (4.3) eindeutig
losbar.

Nq
Sei weiterhin u € XooN [[ H**1(Qy) Lésung von (3.18) mit der modifizierten Bilinearform
k=1

a®P(-,+) und der modifizierten Linearform fP(-). Dann gilt die Fehlerabschitzung

Nq
1/2
lu—wunll < €3 B ullnysr,-
k=1

Beweis:

Mit der Stetigkeit von a®P(-,-), d(-,-) und fP(.), der Koerzivitit von a*P(-,-) auf V},
und der diskreten LBB-Bedingung (4.16) folgt nach [9] die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung von (4.3).

Sei wy, = I[hu — up € Vj. Dann gilt
%|||wh|||2 < aSD(Ihu — u,wy) + aSD(u — Up, Wh).

Nun wenden wir fiir den Interpolationsfehler Lemma 4.3 und fiir den Konsistenzfehler
Lemma 4.2 an und erhalten

Nq Nq
1/2 1/2
mesc(Z%”mem+Z%HWMwmem
k=1 k=1

Nach Division mit ||wy]| ergibt sich mit der Dreiecksungleichung die Behauptung. O

Wir erhalten hier eine globale Fehlerabschétzung fiir die modifizierte SDFEM von gleicher
Giite wie fiir die Standard-FEM ohne Verwendung von Mortars. Allerdings sind auch hier
die hoheren Ableitungen der exakten Losung im Falle des Auftretens von Grenzschichten
nicht gleichméfig bzgl. € beschrankt.

Fiir Modellprobleme kénnen unter Nutzung von speziellen Struktureigenschaften der ex-
akten Losung und geeigneter Gitter, wie etwa Shishkin- oder exponentiell angepafiter Git-
ter, auch bzgl. e gleichméBig giiltige Fehlerabschitzungen hergeleitet werden (vgl. Sty-
nes/Tobiska [31]). Fiir eine Ubertragung dieser Ansitze auf die Mortar-Technik wiren
weitere Untersuchungen nétig, die iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen.



Kapitel 5
Upwind-Diskretisierung

Im konvektionsdominanten Fall treten bei der Verwendung von Standard-Galerkin-Diskreti-
sierungen unphysikalische Oszillationen auf, falls nicht ein lokal sehr feines Gitter (h =
O(e)) verwendet wird. Um die Stabilitdt der Diskretisierung auf allgemeinen Gittern zu
erhalten, kann neben der Stromlinien-Diffusions-FEM (vgl. Kapitel 4) auch die upwind-
Methode verwendet werden. Die SDFEM stabilisiert zwar, sichert aber keine Monotonie-
eigenschaften, d. h., die Matrix bei SDFEM ist i. a. keine M-Matrix.

Einen Uberblick iiber die Stabilisierung vom upwind-Typ gibt [24]. Die upwind-Methode
wurde 1984 von Ohmori/Ushijima [23] auch auf nichtkonforme Elemente erweitert und von
Schieweck/Tobiska insbesondere fiir die Navier-Stokes-Gleichungen ([29], [30]) weiterent-
wickelt. [13] zeigt, daB sich diese Elemente auch in numerischen Experimenten bewihrt
haben. Fiir nichtkonforme Viereckselemente bei Navier-Stokes-Gleichungen gibt [28] einen
sehr guten Uberblick. Wir beschriinken uns hier auf konforme und nichtkonforme Elemen-
te erster Ordnung, da die vorgestellten upwind-Techniken i. a. auch nur erster Ordnung
sind. Upwind-Verfahren von formal htherer Ordnung wurden z. B. von Bristeau/Glowinski
[10] oder Tabata [32] (dritter Ordnung) vorgeschlagen. Ein Nachweis der htheren Ordnung
steht allerdings noch aus.

Upwind-Verfahren zeichnen sich durch sehr gute algebraische Eigenschaften der entstehen-
den linearen Gleichungssysteme aus. So erhalten wir z. B. bei der Verwendung von kon-
formen P;-Elementen auf einer Dreieckszerlegung vom schwach-spitzen Typ, wenn ¢ = 0,
bzw. wenn die numerische Integration des Reaktionsterms mittels der Eckpunktregel durch-
gefiithrt wird, eine M-Matrix (siehe [24]).

Wir verwenden in diesem Abschnitt die e-gewichtete Energienorm || - ||..
No 1
ol i= (S clofio, + ol 5.1)
k=1

Im Unterschied zu (2.7) wird hier die H'-Seminorm auf jedem Teilgebiet betrachtet.

o1
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5.1 Upwind-Stabilisierung fiir konforme Teilgebiets-
diskretisierungen

Wir fiihren eine neue/duale Zerlegung von Q ein. Hierzu wird das Gebiet 2 in sogenannte
duale Gebiete RF zerlegt, wobei ein RF stets vollstéindig zum Teilgebiet Q; gehort, d. h.

RfﬂQl S {Rfaw}

fiir alle Teilgebiete €2;. Jedes duale Gebiet R¥ korrespondiert mit genau einem Freiheitsgrad
im Raum Xj,. Die Umkehrung gilt nicht fiir Freiheitsgrade, die in Kreuzungspunkten (i €
A(C)) liegen. Deshalb benotigen wir fiir den Fall i € A(C) den zusétzlichen Index k&, um
die Eindeutigkeit der dualen Gebiete zu gewéhrleisten. Dabei korrespondiert £ mit dem
Teilgebiet 2. Um die Bezeichnung der dualen Gebiete zu vereinfachen, konstruieren wir die
Indexmenge A4 so, dafl wir den Index k einsparen konnen. Fiir alle Freiheitsgrade, die nicht
in Kreuzungspunkten liegen, bezeichnet ¢ weiterhin direkt den Index des Freiheitsgrades.
Fiir die Kreuzungspunkte ¢ € A(C) benutzen wir die Abbildung j = Npop + i-Nq + k,
wobei Npor die Anzahl aller Freiheitsgrade und N die Anzahl aller Teilgebiete bezeichnet.
Dadurch wird jedem dualen Gebiet an einem Kreuzungspunkt ein eindeutig bestimmter
Index auflerhalb des Bereiches der Freiheitsgrad-Indizes zugeordnet. A; enthélt nur die
Indizes j, fiir die ein duales Gebiet existiert. Wir setzen also

Ag=A\AC)U{Npor +i-No+k|ic AC),k € {1,...,Nao}, R £ 0}. (5.2)

Aus dem Index j € A, kann mittels der Abbildung « stets der zugehorige Freiheitsgrad B;
bestimmt werden:

| fallsj <N
a(j)z{ ; 0 S = or (5.3)

Jj—k—Npor
N sonst.

Somit benutzen wir jetzt zum Bezeichnen der dualen Gebiete nur noch R;, wobei ¢ nun die
Indexmenge A, durchliuft.

Es gilt also

ichy

Wir definieren ~;; als offene Verbindungskante zwischen zwei dualen Gebieten, 7,; = R,NR;
(%‘j o (/))-

Die Methode basiert nun auf einer angepafiten Diskretisierung des Konvektionsterms und
einer numerischen Integration des Reaktionsterms und der rechten Seite.

Im Fall konformer Diskretisierung mit Elementen erster Ordnung innerhalb der Teilgebiete
Qi entsteht ein duales Gebiet R; durch die Verbindung der Elementschwerpunkte mit den
Seitenmitten der in dem Knoten ¢ inzidierenden Kanten. Wenn man an eine Mortar-Kante
stoflt, so bildet diese den Rand des dualen Gebietes.
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Der Term (b-Vu,v)q wird nun wie folgt zerlegt
(b-Vu,v)q = Z(b-Vu,v)Ri
i€Ag

= D (V-(bw),v)r, — (V-b,ut)R. (5.4)

ichy

Mit A4(K) wird die entsprechende Indexmenge der dualen Gebiete bezeichnet, die mit dem
Element K einen nicht leeren Durchschnitt haben.

Wir fiihren nun einen sogenannten Lumping-Operator Ly, : X — L*(Q) mit
Lyv(z) = o'=v(B;) Vz€ R, (5.5)

wobei B; der mit R; korrespondierende Freiheitsgrad ist (i = «(j)), ein und wenden ihn
jeweils auf den zweiten Teil der Skalarprodukte in (5.4) an. Dies ermdglicht uns, diese
Terme als Konstanten vor die Skalarprodukte zu ziehen. Somit erhalten wir

(b-Vu,v) Z Z Z ( u), 1) g —uivi(V-b,l)Rf{) :

k=1 KeT} iehqy(K

Hier ist R = R; N K (vgl. Abb. 5.1). Da die Implementierung elementweise erfolgt,
verwenden wir auch hier eine elementweise Betrachtung der Anteile R der dualen Gebiete.
Fiir 7 € A4 schreiben wir von nun an stets verkiirzend nur u statt u®®.

Abbildung 5.1: Duales Gebiet R; um einen inneren Freiheitsgrad i bei Q1-Elementen

Mit der Anwendung des Gauflschen Integralsatzes ergibt sich

N S5 S Dl (( TR Ry
=3 3 SN Vg, u— ). (5.6)
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Hierbei ist nprx der duBlere Normaleneinheitsvektor bzgl. RX.

Wir betrachten nun verschiedene Situationen fiir eine Kante v C 9RX. Aufgrund der ele-
mentweisen Betrachtung der dualen Gebiete kann v auch innere Kante des dualen Gebietes
R; sein, d. h. v = vX%" ¢ 9RK N 0K und K U K’ C . Somit geht u an /X" stetig iiber
und wir erhalten

O (bnpr,u —u)y + 0 (bngrr,u—u')y = v (bngr,u—u'), — 0 (bngr,u —u'),
7 i 7 7

Wir betrachten nun die Fille, bei denen v Anteil des dufleren Randes 0€2 ist. Falls v C ['p,
also Teil des Dirichlet-Randes ist, dann gilt v* = 0, und der Term entfillt auf ganz R;.
Wenn v C T'y, also Teil des Neumann-Randes ist, dann withlen wir v = v’ = ¢, und
somit entfillt auch hier der entspechende Anteil.

Wir kommen nun zu den Féllen, bei denen vy der Ubergang zwischen zwei dualen Gebieten

ist. Sei v C 7;; und v ¢ S. Hier wihlen wir u = u*? = \u' + (1 — \jj)u/ mit

_J 1 falls (b-ng,;,1),,; >0
Aij = { 0 sonst. (5.7)

Dabei ist ng, der &ulere Normaleneinheitsvektor bzgl. R; entlang 7;;. Diese Wahl von \;;
wird als scharfes upwind bezeichnet.

Seinun v C S. Abb. 5.2 zeigt die dualen Gebiete R; und R; fiir konforme Dreieckselemente.

Abbildung 5.2: Duale Gebiete bei Py -Elementen an einer Mortar-Kante

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Wahl von « in (5.6) entlang der Kante 7;; C I'y,.
Die erste Variante wiire eine stiickweise konstante Approximation u/,,; = u', d. h., wir ver-
wenden den auf R; kondensierten Wert. Setzen wir dies in (5.6) ein, so entféllt der Anteil
fiir v;;. Bei dieser Wahl ergeben sich keine Verkniipfungen zwischen dualen Gebieten auf
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verschiedenen Seiten der Mortar-Kante. Der Vorteil einer solchen Wahl besteht darin, dafl
die der Bilinearform a"P(-,-) entsprechende Matrix bis auf die Kreuzungspunkte blockdia-
gonal wird, wobei jeweils einem Block die Diskretisierung auf dem Teilgebiet €2, entspricht.
Die Kopplung der Blocke wird hier iiber die Bilinearform d(-, -) erreicht.

Die in Abschnitt 5.3 gegebene Analysis zeigt aber, daf fiir diese Variante die Koerzivitét
von a"P(+,-) auf X}, i. a. nicht gesichert werden kann. Durch Verwendung eines Zusatzterms

der Form
-2 Z /b n; u'v' ds (5.8)

ZGA

gelingt dies jedoch. Hierbei ist v; = 8R,~ N Fm und n; der duflere Normalenvektor auf -;
beziiglich des dualen Gebietes R;. A(S) ist die Indexmenge aller Freiheitsgrade auf dem
Skelett S. Die so entstehende Diskretisierung bezeichnen wir als Variante A

(b-Vu,v)g ~ by (u,v) : ZZ/b”zde l])(u—uv——z /bnzu

€Ay ]eAZ Yij 1EA(S

(5.9)

Mit A¥ bezeichnen wir die Indexmenge der dualen Gebiete R; in Umgebung von R;, d. h.
AF = (G v #0, Ri, Ry C Q). (5.10)

In der Variante A werden nur Nachbarn innerhalb eines Teilgebietes €2, betrachtet.

In der Variante B wenden wir die upwind-Idee auch auf Knoten i an, die auf Mortar-

Kanten liegen, d. h., wir ermitteln den Fluf} iber die Mortar-Kante und bestimmen damit

gemifl der angegebenen Regeln auch an Mortar-Kanten, welche Werte (welche Seite) zur
Diskretisierung benutzt werden sollen. Somit sei

(b-Vu,v)q ~ b (u,v) Z Z /b ni;ds(1 — Nij) (w! — u')v', (5.11)

1€EAg JEA;

Hier ist A; wiederum die Indexmenge der dualen Gebiete R; in Umgebung von R;. Nur
werden hier auch die dualen Gebiete in anderen Teilgebieten als benachbart betrachtet,
d. h.

{71 v # 0} (5.12)
Diese Variante fiihrt allerdings zu einer Kopplung zwischen den Freiheitsgraden innerhalb

verschiedener, benachbarter Teilgebiete, was bei einer Parallelisierung dieses Verfahrens
zusitzliche Kommunikation erfordern wiirde.

Bei der upwind-Methode werden auch der reaktive Term und die rechte Seite durch An-
wendung des Lumpingoperators L; kondensiert, d. h.

(cu,v)q =~ Z Z Z c'u’,v") (5.13)
K)

k=1 KeT} ieAa(
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(fiv)a ~ [ d(f (5.14)

k=1 [(GTIc lEAd )

Somit erhalten wir insgesamt das gemischte diskrete Problem:

finde (U,h,)\h) € X, x My, :

Clup’A/B(Uh, Uh) + d()\ha Uh) = fup('ljh) vvh € Xh (5]‘5)
d(pn, up) = 0 Y € My,
wobei
Nq
a'PAB (uy, vy) = Zs(Vuh, Vup)a, + bf/B(uh, vn) + ¢ (up, vp)
k=1

gesetzt wird.

Die Abschéitzung des Konsistenzfehlers kann hier analog zu Lemma 4.2 gezeigt werden,
somit gilt

Lemma 5.1
Sei (u, \) € <X00 N H HZ(Qk)> x M Lésung von (3.12) mit der modifizierten Bilinearform

a'P(-,+) und der mod1ﬁz1erten Linearform f"P(-) sowie (up, A\,) € X, X My, Losung von (5.15)
mit f € L*(Q). Dann gilt

Nq

0" (u — up, wy)| < C Y e Phylulag llwnlles Ywn € Vi
k=1

5.2 Upwind-Stabilisierung fiir nichtkonforme Teilge-
bietsdiskretisierungen

Wir fiihren wiederum eine Zerlegung in duale Gebiete R; ein.

Die Freiheitsgrade korrespondieren bei den nichtkonformen linearen bzw. bilinearen Ele-
menten mit den Seiten der Elemente. Sei £ nun eine Kante mit dem Freiheitsgrad B;, die
zum Element K gehort. Dann wird der elementweise Anteil des dualen Gebietes R; durch
Verbinden des Schwerpunktes von K mit den Endpunkten von F gebildet. Ist E eine innere
Kante mit den angrenzenden Elementen K und K' (KUK’ C Qy), dann ist R; vollstindig
in K U K’ enthalten. Liegt E auf einer Randkante von 92, so ist E Teil des Randes von
R; und R; liegt vollstindig in K.

Abb. 5.3 zeigt ein Beispiel fiir die Q]°-Elemente und Abb. 5.4 fiir nichtkonforme P;-
Elemente (Crouzeix/Raviart-Elemente).
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Abbildung 5.3: Duales Gebiet um einen Freiheitsgrad i bei Q}° -Elementen

Abbildung 5.4: Duales Gebiet um einen Freiheitsgrad i bei Crouzeiz/Raviart-Elementen

Die Herleitung der Diskretisierung geschieht nun analog der im konformen Fall. Hier gilt
aber A; = A, da sich in den Kreuzungspunkten keine Freiheitsgrade befinden. Dies ist ein
Vorteil, da wir somit auch die Abbildung « nicht mehr benétigen.

Wir zerlegen den Term (b-Vu,v)q wiederum als (vgl. (5.4))

(b-Vu,0)g = Y (V-(bu),v)Ri — (Vb uv)Ri).

1EA

Wir wenden nun den Lumping-Operator L, aus (5.5) jeweils auf den zweiten Teil der
Skalarprodukte an. Somit konnen wir diese Terme als Konstanten vor die Skalarprodukte
ziehen. Benutzen wir dann noch den Gaufischen Integralsatz, so erhalten wir

(b-Vu,v)q =~ Z Z Z ( (b-npxu, 1)3RK—U'U '(b- NpK, 1)3RK>

k=1 KeT} ieA(K

= Z Z Z b nRK u — i)aRf{-

k=1 KeT} ieA(K

Hier ist R = R; N K und ngx der dufBere Normaleneinheitsvektor bzgl. RX.
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In Analogie zur Implementierung betrachten wir die dualen Gebiete bzgl. eines jeden
Elementes K. Wir untersuchen nun fiir eine Kante v C ORX verschiedene Fille. Sei
v = %KK' C ORENOK und K U K' C Q, d. h., beide betrachteten Zellen liegen im
gleichen Teilgebiet 2. In diesem Fall ist v innere Kante des dualen Gebietes R;. Es ergibt
sich

Vb, — )y + (g u— ), = v [u—ulll),.  (5.16)

Bei Verwendung von mittelwert-orientierten Viereckselementen (ggf. gemischt mit Drei-

eckselementen) gilt
/[|u—ui|]7ds -0

Y

Hierbei ist u’ als mittelwert-orientierter Wert und nicht als Punktwert zu interpretieren.
Somit ist (5.16) fiir stiickweise konstantes b gleich Null. Im Fall glatter Funktionen b zeigt
die Analysis in Abschnitt 5.4, daf§ der hierdurch verursachte Fehler in der Gréflenordnung
des Diskretisierungsfehlers liegt.

Wir betrachten jetzt Anteile v auf dem Rand 0. Sei v C I'p, also Teil des Dirichlet-
Randes, dann ist v* = 0 und der Term entfillt auf R;. Sei v C [y, also Teil des Neumann-
Randes. Wir wihlen hier u = u*” = v’, und somit entfiillt der entspechende Anteil.

Wir untersuchen nun die Félle, dal v zwischen zwei dualen Gebieten liegt. Falls v = ;;
und v ¢ S, wihlen wir u = u"? = \jju’ + (1 — \;;)u? mit \;; aus (5.7).

SchlieBlich betrachten wir den Fall v = v;; C S, d. h., 7 liegt auf einer Mortar-Kante. Es
ergibt sich auch hier der Gegensatz zwischen der einfachen Implementierung mit deutlichen
Vorteilen in Hinblick auf die Parallelisierung und dem optimalen Informationsflufi durch
konsequente Umsetzung des upwind-Gedankens auch an Mortar-Kanten. Die Ermittlung
der upwind-Parameter an den Mortar-Kanten zieht jedoch eine deutlich kompliziertere
Implementierung nach sich.

Die Abb. 5.5 zeigt beispielhaft zwei duale Gebiete, die an einer Mortar-Kante zusammen-
stoflen.

Wir stellen nun die Variante C vor, bei der in jedem dualen Gebiet R; fiir u|,,, = u’ gesetzt
wird, d. h., wir benutzen den kondensierten Wert. Es ist erforderlich, einen zusétzlichen

Term der Form
-3 Z /b-niuivids (5.17)
iEA(S) 2,

zur Gewdhrung der Koerzivitit hinzuzufiigen. A(S) bezeichnet wiederum die Freiheitsgrade
auf dem Skelett S. Wir erhalten damit, analog zu (5.9),

(b-Vu,v)q =~ b5 (u,v) = bi(u,v). (5.18)
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Abbildung 5.5: Duale Gebiete bei Q'°'-Elementen an einer Mortar-Kante

Die Knoten auf beiden Seiten der Mortar-Kante erhalten durch die upwind-Diskretisierung
keine zusitzlichen Kopplungen, d. h., die durch die Bilinearform a"?(-,-) erzeugte Matrix
ist blockdiagonal, wobei jeder Block mit einem Teilgebiet €25, korrespondiert. Dies ist fiir
eine Parallelisierung von Vorteil, da sich kein zusitzlicher Kommunikationsbedarf ergibt.
Die einzige Kopplung erfolgt iiber die Lagrange-Multiplikatoren.

In der Variante D wird auch an Mortar-Kanten der Fluf} {iber die Grenzen der dualen
Gebiete ermittelt und ein \;; gem&f (5.7) berechnet. Somit erhalten wir hier eine Diskre-
tisierung wie in Variante B (vgl. (5.11)), d. h.

(b-Vu,v)q = b2 (u,v) = bP (u,v). (5.19)

Auch hier wird der Reaktionsterm (vgl. (5.13)) und die rechte Seite (vgl. (5.14)) mit Hilfe
des Lumping-Operators kondensiert.

Es ergibt sich als gemischtes diskretes Problem:

finde (U,h,)\h) € Xy, x M, :

a*PCIP (up, vp) + dpyvp) = (vp) Vo, € Xp (5.20)
d(pn, up) = 0 vV jin € My,
wobei
Nq
PP (up, vp) o= ZS(Vuh, Voup)a, + bf/D(uha vn) + ¢ (up, vp)
k=1

gesetzt wird.
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5.3 Untersuchung der Koerzivitit der Bilinear-

formen a"?(-,-)

In diesem Abschnitt soll die Koerzivitéit der Bilinearform a"(-,-) untersucht werden.

Es werden zuniichst die beiden Varianten b;'(-, ) und b2 (-, -) als Teil von a/(-, -) betrachtet.
Wir beginnen mit der Form b2 (-, )

b2 (u,v) Z Z /b ni;ds(1 — Nij) (u? — u')v',
Yij

1EA jEA;

Nun untersuchen wir b7 (v, v)

bE (v, v) ZZ/ands — i) (07 — ')

IEA JEA;
= Z Z /b nijds(1 — Nij) (v/ — v")o!’
IEA JEA;
+3 ZZ /b nj;ds(1 — Xji) (v' — v/)o?.
IEA JEA;
Unter der Voraussetzung v;; = 7v;i, Aij = 1 — Aj; und n;; = —ny; ergibt sich nun
b (v,v) = Z Z /b nijds (1 — Ayj)(v) — v')o' — N (v — v7)o?)
1EA jENA; i
YN By — 0N (1= M)t + Age?)
IEAN jJEA;
LSS By (g — 57 — 02+ L ((09)? - (11)2)
IEAN jJEA;
52 > Bl — P2 D B =1 Y B
1EAN jJEA; 1EAN JEA; 1EAN JEA;

Hierbei wird abkiirzend (3;; = f b-n;; ds verwendet. Nun benutzen wir im vorletzten Term

ij
die Eigenschaft 3;; = —(;; und veréndern die Summationsreihenfolge. Somit ergibt sich
i) = 33 2 B = D0 =) =13 D BN 1) D B
1EN JEA; IEA jJEA; IEA JEA;

ZZ@J Aij = 5)(v) =) _‘ZZ@] : (5.21)

1EA jENA; 1EA jENA;
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Der erste Term in (5.21) ist aufgrund der Wahl von A;; (vgl. (5.7)) stets nichtnegativ.

Fiir A; gilt
= U Yij-
JEA;

Somit folgt mit

> /b-nijds:/v-bda:

JeAi Vij R;
die Ungleichung

by (v,v) > =3 /v-b(vi)de Yo e Xy (5.22)

ieA p.
Fiir die Variante A mit A¥ wird nicht der gesamte Rand von R; betrachtet, d. h., es fehlt

U Vij-

FEAN\AE

Man sieht, dafl
U A\ Af = A(S)

1EA

ist. Somit ergibt sich

by (v,v) = by (v,v) = b}P (v, v) — Z /bnl : (5.23)

1EA(S

Hierbei ist der Zusatzterm wieder in die Anteile auf den beiden Seiten einer Mortar-Kante
zerlegt. Der Randanteil des dualen Gebietes R; auf dem Skelett S ist ; und b,”(-,-) be-
zeichnet die Bilinearform der Variante A ohne Stabilisierungsterm:.

Mit (5.23) gilt die Aussage (5.22) auch fiir bj'(-,-).

Fiir den allgemeinen Fall kann man bf/B(-, ) und ¢;”(+, -) gemeinsam betrachten und erhélt:

Satz 5.2
Sei ¢ — $V-b > ¢y > 0. Dann ist die Bilinearform a*?(u,v) := ¢(Vu, Vv), + b, By, v) +
el (u, v) koerziv in der e-gewichteten Energienorm || - ||.. (siehe (5.1)), d. h.
a"?(v,v) > Clv|)2, Vo e Xp.
Beweis:

Wir betrachten die einzelnen Terme der Bilinearform a"?(v,v) und benutzen dabei (5.22)
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und (5.13). Somit ergibt sich

Nq
a'’(v,v) = SZ(VU, Vo)a, + bf/B(v, v) +¢;F (v, v)
k=1
Nq
> 52 |U|?,Qk - % Z(v'bvlavl)Ri + Z(szlavz)Ri'
k=1 i€A i€A

Mit der Voraussetzung ¢ — %V-b > ¢ folgt

Nq
a’(v,v) > ¢ Z |v|ka + Z(C[ﬂ)l, V)R-
k=1 ieA
Mit der Aquivalenz der diskreten Norm 3 ¢o(v?)?meas(R;) zur stetigen L?-Norm folgt die
‘€A
Behauptung. a

5.4 Fehlerabschitzung

In diesem Abschnitt wollen wir die Fehleranalysis fiir das Crouzeix/Raviart-Element fiir
die Variante D darstellen. Zur Vereinfachung wihlen wir hier im Reaktionsterm ¢ = 0. Die
Erweiterung auf ¢ # 0 ist prinzipiell méglich. In den bisherigen Arbeiten [23] und [30] zu
diesem Problem wurden die Abschéitzungen nicht gleichméflig in € betrachtet. Auch wir
werden uns hier auf ein festes ¢ beschrénken.

Wir fithren nun ¢, als das grofte Verhiltnis der Gitterweiten zweier an einer Mortar-Kante
angrenzenden Teilgebietszerlegungen einer Zerlegung 7T}, ein, wobei jeweils der Quotient aus
der grofleren und der kleineren Gitterweite betrachtet wird. Es gilt somit

an = max (I (m),/balm), um) ()}

=1,

Sind die Teilgebiete von T} quasiuniform, dann hat eine Zelle an einer Mortar-Kante
hochstens O(gy,) benachbarte Zellen auf der anderen Seite der Mortar-Kante.

Lemma 5.3
Sei T}, eine Zerlegung mit den folgenden Eigenschaften:

e 1}, ist quasiuniform in jedem Teilgebiet 2, d. h.

cfhy, < diam(K) < khy VK € TF, Yk € {1,..., Nq}.
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e T}, ist shape-regulir, d. h.

h
LS <ec3 VK €Ty,
PK

wobei pg der Inkreisradius des Elementes K ist.

Dann gilt an einer Mortar-Kante Iy, fiir einen Freiheitsgrad w* € Ky € TF auf der Nicht-
Mortar-Seite und einen Freiheitsgrad w' € K; € T} auf der Mortar-Seite

|w”c — wl| < qulb/2|w|1,mk.

Bewelis:
Wir definieren zunéachst
% = Kk N Fm,

d. h., v, ist die offene Kante des Elementes K an der Mortar-Kante I',,,. Weiterhin sei
m::LJFmitKET}ZZ und K N7 # 0

das Teilgebiet aller Elemente K € T}, die mindestens einen Punkt mit v, gemeinsam haben.
Das heif3t insbesondere, dafl auch Elemente, die nur mit einer Ecke an dieser Mortar-Kante
liegen, mit beriicksichtigt werden miissen.

Auflerdem seien B und B; die Freiheitsgrade der Elemente K} und K, die an der Mortar-
Kante I';, liegen. Es seien

1 1
wk:—/w|des und wl:—/w|Klds
[ [l
Tk "

die Integralmittel entlang der Kanten v, bzw. ;.
Abb. 5.6 zeigt die in diesem Beweis verwendeten Bezeichnungen an der Kante ;.

Wir wollen nun zeigen, dal man die Mortar-Bedingung, die entlang einer gesamten Mortar-
Kante I';, definiert ist, auf ein einzelnes Element K} auf der Nicht-Mortar-Seite reduzieren
kann. Die Mortar-Bedingung (3.14) gilt fiir alle A € M}, und somit auch fiir A € M}, mit

oy |1 fallsx €y
Az) := { 0 sonst.

Setzen wir A in (3.14) ein, so erhalten wir

[ Awlsds = [ il s (5.24)

S Tk
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Abbildung 5.6: Umgebung der Kante vy

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung sichert die Existenz eines Punktes Bi € K mit

wlk, (Br) = [~ /wIK,c ds = w".

Tk

Wir suchen nun einen Punkt B} € Q% mit

wlom (BY) = |7,€|—1/w|mk ds = wl.

Tk

Grundlage hierfiir ist die angepafite Mortar-Bedingung (5.24) und der Mittelwertsatz der
Integralrechnung. Die Funktion w|qy ist allerdings entlang der Kante -y, nur stiickweise
linear und enthélt i. a. Spriinge. Es existiert jedoch innerhalb von 27 je eine Folge von
Stetigkeitspunkten {iber benachbarte Elemente, entlang der alle Zwischenpunkte des durch
die Unstetigkeit entstandenen Sprungs angenommen werden. Damit kann BZ auch im In-
neren des Gebietes Q% liegen. Wir haben also mit B,’; einen Punkt auf der Mortar-Seite
2; gefunden, in dem der gleiche Funktionswert wie im Punkt B; angenommen wird. Wir
kénnen somit die Abschitzung auf nur einer Seite vornehmen.

Um nun |w*—w!| abschéitzen zu konnen, konstruieren wir eine Kette von Stetigkeitspunkten
{2}, innerhalb von Q% so daf§ wir eine stetige Verbindung zwischen B und B erhalten.
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In Abb. 5.7 ist eine mogliche Stetigkeitskette in Draufsicht und im Schnitt entlang der
Stetigkeitskette dargestellt.

By

B & ozs o2 23 Za BZ
(a) (b)

Abbildung 5.7: Kette von Stetigkeitspunkten (a) in der Draufsicht und (b) im Schnitt

Wir wollen nun den Fehler fiir jedes Teilstiick der Folge von Stetigkeitspunkten untersuchen.
Dazu benutzen wir jeweils den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Damit existiert im
ersten Teilintervall ein Zwischenpunkt &;, so dafl

w' — wlow (1) = w'(&) (21 — By)

gilt. Diese Abschéitzung kann nun fiir alle Teilstiicke entlang der Kette von Stetigkeits-
punkten durchgefiihrt werden.

Die Anzahl N7 der Elemente in Q" ist durch
N7 < Cqp

beschrénkt. Da das arithmetische Mittel einer endlichen Zahlenfolge stets kleiner oder
gleich dem quadratischen Mittel dieser Zahlenfolge ist, gilt

‘wk — wl‘ < qull/2|w|17mk.

Lemma 5.4

Na

Sei u € Xgo N [[ H*(Q%). Dann existiert fiir die Bilinearformen b*?(-,-) und b(-,-) eine
k=1

Konstante C', so daf

Nq
"7 (Tye, wh) = b(Tnw, wy)] < C " by [|ullo0, lwnlles Vwn € X
k=1
gilt.
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Beweis:

Der Beweis basiert im wesentlichen auf Theorem 2 von Ohmori/Ushijima in [23]. Hier
miissen jedoch die Teilkanten der dualen Gebiete, die an Mortar-Kanten liegen, gesondert
behandelt werden.

Wir spalten zunéchst b(-,-) in b(-,-) = by (-, ) + b2(+,-) durch
(b-V(Ihu),wh)Rz. = (V-(b[hu),wh)Ri - (Vb, Ihuwh)Rz.
und b*?(-,-) aus (5.11) in b*P(-,-) = bP(+,-) + b5’ (-, -) durch

0P (Thu,wp) = Y Y /b nij ds(\ju' + (1 — \ij)u?)w'

lEAd ]EA

by (Inu,wy) = —ZZ /b nzjdsuw

1€EAg JEA;

auf.

Durch Nullergéinzung mit by (Iu, Lywy) ergibt sich

|buP([hU, ’LUh) — b([hu, wh)| = |b1 (Ihu, wh) — b1 (Ihu, Lhwh) + b1 ([hu, Lhwh) — bifp(lhu, wh)
—|—b2([hu, wh) — b;‘p(lhu, ’LUh)|

Wir betrachten zunichst die Differenz

|b1(Ihu,wh)—bl(Ihu,Lhwh)| = Z/V b[hu Wwp — W )d

IN
/~
<
=
=
£
e
QU
»
~
/~
g

>
|
g
QU
8
~

< Cihk
=1

Als zweites untersuchen wir

|b2(Ih’LL, ’Ujh) — bgp(fhu, wh)|

Z /V-b[huwhdxﬂngp(]hu,wh) .

i€ha j,

Mittels partieller Integration folgt auch hier

Nq
[ba(Inu, wy) = 05 (Lyu,wy)| < CY  hllulla0, [[wsl|e.
k=1
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Schliefilich betrachten wir

|b1 ([hu, Lhwh) - bqu(fhu, wh)| ==

> /V-(b[hu) dz v’

€Ay R;

_Z Z /b nZ]dS )\”U +(1_)\Z]) )

1EAg JEA;

- |[1 +[2|

Fiir ; folgt mit dem Gauflschen Integralsatz

= Z /b-nifhudswi.

1€EAg OR;
Wir fiihren eine Projektion von b auf b ein, wobei b auf jeder Kante ;; konstant ist und

fiir x € 7;; den Wert
- 1
b(x) := /bds
|7is]

Yij

annimmt. Wir betrachten /; nun fiir alle v;; C OR; einzeln und erhalten fiir I; + I,

Il + [2 Z Z /b N4 IhU|R zy — (1 — )\Z])U]) dS’LUi.

1€EAg JEA;

Hier schieben wir nun b ein und spalten wiederum die Terme I; und I, ab

L+, = ZZ /b—b+b ‘N (Ihu|Rl —(l—Aij)uj) ds w"

1€EANg JEA;

- ZZ/ ) nig (k. = Mg’ = (1= Ayg)u) ds w’

ZeAd ]EA

—l—Z Z /l;-nijfhum ds w'

1EAg JEA;

_Z Z /bn”ds )\Z]U + (1 = Agj)u )

ZeAd ]EA
- [3 + Il + IZ-
Wir definieren den Projektionsoperator Q : Ly(S) — M, mit

My, = H ]\Zlf’? und M,’Z” = {v e Ly(T) |v|e € Py(e) mit e € aT,:n}

'mCS
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Dabei enthélt 8T;L" alle Kanten, die durch die Vereinigung der Gitter der Mortar- und
Nicht-Mortar-Seite entlang eines Mortars I',,, entstehen. Der Operator ) wird nun definiert

durch
/Quds-/uds Ve € H T,

o T CS

Sei E eine Kante auf der Nicht-Mortar-Seite (E' € 0T,(€Q%), E C I'y,). Da Iu die Mortar-
Bedingung erfiillt, gilt

Mortar-Bed.
/thumk dS = /IhU|Qk dS = /[hU|Ql dS = /thu|gl dS.
E E E E

Wir benutzen die Indexmenge A(S), die alle Freiheitsgrade enthélt, die auf beiden Seiten
von Mortar-Kanten liegen. Wir spalten nun von I; alle v;; C S ab

Il Z Z /b nl]Ihudsw + Z Z /b nzjlhudsw =1+ Is.

1€Ag JEA:Yij gZS i€A(S) jEAYi; CS

In I5 schieben wir jetzt die Projektion QQI,u ein und erhalten

I; = Z Z /bnw (Inu|g, — ) dsw'+ Z Z /bnl] QIyulg, dsw'.

1€EA(S) JEA, %JCS 1EA(S) JEA, %JCS

Da b auf jedem ~;; konstant ist, entféllt der erste Term von I5 aufgrund der Definition von
Q.
Fiir fl + fg ergibt sich

fl +j2 = Z Z /b 2y [hU|R zy — (1 — )\Z])uj) dS’LUi

1€EAy JEA, Yij ¢S

+ Z Z /BNZ](QIM”RZ — )\l]Ul — (1 — )\Z])U]) ds wi

1€EA(S) jEA;, %JCS

- Iﬁ+[7.

Wir schreiben jetzt Iy = %16 + %I6, wobei wir im zweiten Term die Indizes ¢ und j vertau-
schen. Mit den Eigenschaften

Yij = Vji» Mij = —ngund A =1 — Ay (5.25)

folgt

Z Z /b ni;(Nij(Thu — u') + (1= Nij) (Lyu — w?)) ds(w' — w?).

1€EAG ]eAu'Yzj (ZS
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Mit der iiblichen Technik folgt

Nq
Is < C Y hillullzp lwnller:
k=1

Wir spalten nun A(S) in die Freiheitsgrade AY(S) auf den Motar-Seiten und AV (S) auf
den Nicht-Mortar-Seiten auf. Zu jedem i € AN (S) korrespondiert genau ein E; C OR; NS

mit
E; = U Yij = U Vji-
JEANAM(S) JEANAM(S)
Da jede Kante v;; als v;; und 7;; durchlaufen wird, kénnen wir I7 schreiben als

I = Z Z (/5'nij(QThU|Ri — Aju' — (1= Nij)w?) ds w'

NM
ieA ) GEANAM(S) .

+/l;-njz-(QThu|Rj — )\jiuj — (1 — )\ﬂ)u’) ds ’LUj).

Vji

Da b wiederum auf jedem 7vi; und w' auf ganz E; konstant ist, gilt fiir jedes Ej;

R, dsw' = R, ds W’ —/thu|gl dsw' = /thu|R ds w'.

Yij CE Yij CE;

Wir kénnen nun wieder die Eigenschaften aus (5.25) anwenden und erhalten

Z Z /bm] S QTuuln, — ) + (1= A (QLyul, — w)) ds (wi—w).

NM
icA ) jJEA;NAM ) ij

Aufgrund der Eigenschaften des Operators @, kann QI,u durch I,u ersetzt werden. Mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und dem Einschieben der exakten Losung u folgt

CEEEED I N ( NCOATE

IEANM(S) jeA;NAM(S) Vij o 2 . .
(1= Ay) (Tl — ) ds) g7 — ]

<C 3 X (e

1€EANM(S) jeA;NAM(S

O,Vij)hl/Q |wi - wj|'

0,7ij + ||u - ui“O,’h‘j + ||u - uj

Mit Lemma 3.8 gilt

1 Thulr, — oy, < Ch 2| Ihulr, — ullor; < Ch*?|ulls,r,-
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Auflerdem erhalten wir mit einem Skalierungsargument, dem Spursatz auf dem Referenz-
element und dem Bramble-Hilbert-Lemma

lu = u'llogs; < C B2 Jullz,r,.

Mit Lemma 5.3 folgt dann

Nq

I < CY " hillullzop llwnller:
k=1

Es verbleibt der Term I5. Da [|(b — b) “Nijllo,00,; < Ch gilt, folgt hier mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

. . > .
L<) ), Ch(/ (Tnulr, — Agu’ = (1= Aij)u?)® dS) i 1M ).
i€Aq jEA; k4

Auch hier schieben wir die exakte Losung u ein und benutzen die gleichen Abschéitzungen
wie bei Ir. Fiir |w'| gilt durch Transformation auf ein Referenzelement

[w'] < fJwnllosony < Ch7Hwnlig, < ChHwlles.

Wir erhalten damit

Nq
I < CY " hyllullao lwnller:
k=1

Insgesamt konnen wir nun den nachfolgenden Satz formulieren.

Satz 5.5 No
Sei (u, \) € <X00 N ] H2(Qk)> x M Losung von (3.12) mit der modifizierten Bilinearform
k=1

a'?(-,-) und der modifizierten Linearform fuP(-) sowie (up, Ap) € X x My, Losung von (5.20)
mit f € L*(Q2) und es gelten die Voraussetzungen von Lemma 5.3. Dann gilt

Nq
lu = unlles < Clan) D hallu
k=1

2,

Beweisskizze

Basis des Beweises ist die Arbeit von Ohmori/Ushijima [23] bzw. die Erweiterung auf
Navier-Stokes-Gleichungen von Schieweck /Tobiska [30] sowie die zusitzlich bereitgestellten
Lemmata 5.3 und 5.4.



5.4 Fehlerabschdtzung 71

Ausgehend von der Koerzivitiat von a?(-,-) gilt fiir w, = Iyu — up

C ||wh||§* < a"®(wp, wy) = a"?(Iyu — up, wy)
Nq

= ¢ Z(V(Ihu —up), Vwp)q, + 0P (Inu — up, wy).
k=1

Wir schieben nun im ersten Term die exakte Losung u ein und zerlegen die Bilinearform.
Wir erhalten

Cllwnl)?, < Z (Inu — u), Vwy)q, —i—ez (Vu, Vwy)a, — ez Vup, Vwy)a,

—i—b“p(fhu — Up, wh)
ETTInt - b(lhu —u, wh) + (f? wh) - b(ua wh) + ErTKons - (fa wh)
+buP(Uh, wh) + buP([hU — Up, wh),

IN

wobei Errp,: den Interpolationsfehler und Errgq,s den Konsistenzfehler bezeichnet. Man
sieht, daB8 die Terme +(f,wp), £b"P(uy,wy) sowie +b(u,wy) sich gegenseitig aufheben.
Somit verbleibt

Cllwn|?, < Errin + Errions + |0 (Inu, wy) — b(Iyu, wy)].

Mit Lemma 5.4 folgt dann die Behauptung.

Bemerkung 5.6

Wenn ¢, fiir die gesamte Gitterfolge durch q, < C beschrankt ist, so gilt die Behauptung
von Satz 5.5 mit einer Konstanten unabhéngig von allen Gitterweiten hy. Andererseits muf}
bei der Verwendung adaptiver Verfeinerungstechniken die Abhéngigkeit der Konstanten
von @y beriicksichtigt werden.






Kapitel 6

Konzept zur Verwaltung von
Geometriedaten

In diesem Kapitel soll ein Konzept zur Erzeugung und Verwaltung beliebiger zwei- und drei-
dimensionaler Gitter beschrieben werden (vgl. [3]), das im Programmpaket Moo NMD im-
plementiert wurde. MooNMD gestattet das Losen von Konvektions-Diffusions- und Navier-
Stokes-Gleichungen mit Finiten-Elementen bei Verwendung komplexer Geometrien. Das
Konzept soll flexibel und platzsparend, aber auch offen und leicht erweiterbar sein. Ein
wesentliches Element des Konzeptes ist eine geeignete Randbeschreibung des zu vernetzen-
den Gebietes 2. Desweiteren werden Zellen definiert und diese zu Gittern zusammengefaft,
welche als Zerlegung von €2 dienen. Durch den Einsatz von Datenbanken und abstrakten
Beschreibungen ist es moglich, auf einfache Weise neue Zelltypen und Verfeinerungsvor-
schriften hinzuzufiigen. Das Konzept wurde in C++ implementiert und ist Bestandteil der
Programme, die zur Ermittlung der in dieser Arbeit angefiihrten numerischen Ergebnisse
benutzt wurden.

6.1 Anforderungen an ein Geometriekonzept

Es soll ein offenes, flexibles und erweiterbares System geschaffen werden, das eine abstrakte
mathematische Grundlage zur Beschreibung nachfolgender Algorithmen (wie z. B. lokale
Mehrgitterverfahren) liefert.

Das Geometriekonzept soll sich ausschlieflich mit geometrischen Daten und Zusammenhén-
gen befassen und somit klar von den FE-Daten getrennt sein, d. h., man hat auf der einen
Seite die Geometrie der Zerlegung und kann dann beispielsweise einen Finite-Elemente-
Raum linearer oder auch kubischer Funktionen aufbauen oder, wenn nétig, auch beide.

Die Implementierung soll in einer modernen objekt-orientierten Programmiersprache mog-
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74 Konzept zur Verwaltung von Geometriedaten

lich sein. Um eine leichte Erweiterbarkeit zu erreichen, sollten Datenbanken bzw. daten-
bankédhnliche Strukturen verwendet werden.

Es sollen Gitterhierarchien erzeugt werden konnen, die z. B. die Realisierung von Mehr-
gitteralgorithmen ermdoglichen. Sowohl eine Vergroberung als auch eine Verfeinerung eines
bestehenden Gitters soll schnell und einfach realisierbar sein. Hierbei mufy der ggf. nicht po-
lygonale Rand des Gebietes beachtet werden. Mortar-Kanten oder auch hingende Knoten
miissen beriicksichtigt werden. Im Gebietsinneren befindliche bewegliche Phasengrenzen
sollen moglich sein, d. h., da} Gitterpunkte auf vorgegebenen Kurven verschoben werden
kénnen.

6.2 Randbeschreibung

Wir beschrinken uns bei der Randbeschreibung zunéchst auf den zweidimensionalen Fall.

Der Rand kann aus mehreren geschlossenen Randteilen bestehen. Jeder Randteil besteht
nun wiederum aus verschiedenen Randkomponenten. Hier sind Strecken, Kreisbogen und
kubische Splines mdoglich. Durch die Parametrisierung sind die Randteile so orientiert, daf
das Gebiet ) stets links vom Rand liegt. Zusétzlich konnen im Inneren des Gebietes (2
sogenannte Interfaces als offene oder geschlossene Randteile definiert werden. Diese dienen
dazu, Ecken der Zerlegung auf eine vorgegebene Kurve zu zwingen.

Im dreidimensionalen Fall gibt es mehrere M6glichkeiten der Randbeschreibung. Eine nahe-
liegende Variante wire, Polyeder mit Hilfe von Dreiecken zu beschreiben. Konvexe Polyeder
konnen auch als Durchschnitt von durch Hyperebenen definierte Halbraume beschrieben
werden. Bisher ist nur diese Variante in MooNMD implementiert. Die Moglichkeiten der
Randbeschreibung kénnen im 3D-Fall jedoch noch deutlich erweitert werden, z. B. durch
Splines, parametrisierte Flichen oder Oberflichen von Kérpern, die durch Vereinigung oder
Differenz von Basiskorpern (Kugel, Quader, Zylinder,...) entstehen.

6.3 Zellen

Eine Zelle K wird durch ihre Form sowie durch die Koordinaten ihrer Eckpunkte be-
schrieben. Die Form einer Zelle wird mit Hilfe einer Form-Beschreibung (shape descriptor)
angegeben. In dieser Form-Beschreibung werden die topologischen Zusammenhinge auf
einem entsprechenden Referenzelement dieses Zelltypes dargestellt. Hierzu bendtigen wir
eine lokale Numerierung aller geometrischer Objekte (Ecken, Kanten und Flichen).

Im mathematischen Kontext wird die Zelle K auch als Teil des Gebietes €2 aufgefafit
(K C Q).

Wir fiithren nun Bezeichnungen fiir die jeweilige Anzahl der verschiedenen geometrischen
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Objekte der Zelle K ein. Seien Ny (K) die Anzahl der lokalen Ecken, Ng(K) die Anzahl
der lokalen Kanten und Np(K) die Anzahl der lokalen Fléichen.

Definition 6.1

FEine Form-Beschreibung S (shape descriptor) ist eine Zusammenfassung topologischer Zu-
sammenhénge auf einem Referenzelement.

Die Menge S§ umfafit alle verfiigharen Form-Beschreibungen S.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden in MoonMD folgende Formbeschreibungen
realisiert S := {Dreieck, Viereck, Tetraeder, Hexaeder}.

Der Aufbau der Feldbezeichner innerhalb der Deskriptoren erfolgt nach folgendem Muster:

(Namel){Name2) = {Mengen vom Objekttyp Name2}.

Namel bezeichnet den zu beschreibenden Objekttyp und Name2 bezeichnet den Objekttyp,
der als Informationsbasis dient, d. h., jedem Objekt O vom Typ Namel wird die Menge
aller Objekte vom Typ Name?2 zugeordnet, die mit dem Objekt O verkniipft sind.

Als Beispiel erldutern wir die Form-Beschreibung eines Vierecks (2D).

3 . 2
d K b
0 a 1

Abbildung 6.1: Grundelement eines Vierecks

Die Form-Beschreibung der Zelle in Abb. 6.1 enthélt nun folgende Felder:
EdgeVertex = ((0,1), (1,2), (2,3), (3,0))
VertexEdge = ((d, ), (a,b), (b, ), (¢, )

Hier beschreibt beispielsweise EdgeVertex, welche Ecken zu welcher Kante gehéren und
VertexEdge, welche Kanten an der jeweiligen Ecke liegen.

Hinweis: Im Programmkontext werden allerdings alle Objekte mit Zahlen bezeichnet. Die
Bezeichnung der Kanten mit Buchstaben dient hier nur zur besseren Lesbarkeit.
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6.4 Verfeinerung einzelner Zellen

Definition 6.2
Eine Abbildung R einer Zelle K auf eine endliche Menge o(K) neuer Zellen

R:K— oK), oK):={K}2" mit

Np—1__

i) U Ki=K
=0
(i) K;NK; =0, Vi#j

heifit Verfeinerung der Zelle K. Die Zellen K;,1 = 0,..., Ng — 1, heiflen Kindszellen der
Elternzelle K und Np bezeichnet die Anzahl der entstehenden Kindszellen.

Eine Verfeinerung wird durch eine Verfeinerungs-Beschreibung (refinement descriptor) dar-
gestellt. Darin werden wiederum alle topologischen Zusammenhénge zwischen der alten und
den neu entstehenden Zellen bereitgestellt. Hierzu werden alle Ecken, Kanten und Flachen
in 0(K) neu numeriert. Somit kénnen beispielsweise folgende Zusammenhénge beschrieben
werden:

o Aus welchen Kanten besteht eine Kindszelle K;?
o Welcher Form-Beschreibung geniigt die Kindszelle K;?

o Welche neue Kante fallt mit einer alten Kante zusammen?

Definition 6.3

Sei R eine Verfeinerung mit R : K; — o(K;) = {K;}*%~". Dann heifit L; := {i,j}, i =
0,...,Ng — 1, Generationslinie (generation line) und L(R) ist die Menge aller Generati-
onslinien der Verfeinerung R.

Die Generationslinien stellen den Zusammenhang zwischen Elternzelle und den neu ent-
stehenden Kindszellen her.

Anhand eines Beispiels fiir die Bisektion einer Viereckszelle (2D) wollen wir nun einige
Felder einer Verfeinerungsbeschreibung vorstellen.

Die Verfeinerungs-Beschreibung zu der in Abb. 6.2 dargestellten Situation enthélt folgende
Felder:

ChildType = (Viereck, Viereck)

ChildVertex = ((0,1,2,3),(1,4,5,2))
VertexChild = ((1), (I,I1),(I,II),(I),(I1), (L))
01dEdgeNewVertex = ((0,1,4), (4,5),(2,3,5),(3,0))
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3 . 2
I Y R d 5
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0 a 1

Abbildung 6.2: Bisektion eines Viereckselementes

OldEdgeNewEdge = ((a,b), (¢), (d;e), (f))
NewEdgeEq01ldEdge = (c, f)
InteriorEdge0fCell = (g).

Die Menge R umfaft alle verfiigbaren Verfeinerungs-Beschreibungen. Im Programmpaket
MooNMD sind die folgenden Verfeinerungen realisiert:

NoRef keine Verfeinerung — entspricht R : K — K

LineReg reguliire Verfeinerung einer Linie (1D)

TriReg reguldre Verfeinerung eines Dreiecks in vier neue Dreiecke
TriBis Bisektion eines Dreiecks in zwei Dreiecke

QuadReg reguldre Verfeinerung eines Vierecks

QuadBis Bisektion eines Vierecks in zwei Vierecke

QuadlConf konformer Abschlufl bei einem hingenden Knoten
Quad2Conf konformer Abschlufl bei zwei benachbarten hingenden Knoten
QuadToTl'ri Verfeinerung eines Quadrates in zwei Dreiecke

Mortar 1 x n Zerlegung eines Vierecks
TetraReg reguldre Verfeinerung eines 3D-Tetraeders in acht neue Tetraeder
HexaReg reguldre Verfeinerung eines 3D-Hexaeders.

Als Umkehrung der Verfeinerung R fithren wir nun einen Vergréberungsoperator F' ein.

Definition 6.4
Sei R ein Verfeinerungsoperator mit R : K + o(K) = {K;}. Dann bezeichnet die Abbil-
dung F' mit

F:K;— K, VK; € 0(K)
die Vergréberung auf K.
Bemerkung:
Sei o' = Jo(K;).

(2
Eine Vergroberung ist nur zuldssig, wenn alle Kinder K; von K (K; € o(K)) entfernt
werden sollen und ¢’ = () oder wenn ein Verfeinerungsoperator R’ : K + o’ existiert.
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6.5 Gebietszerlegung

Wir fiihren nun eine Zerlegung 7}, des Grundgebietes €2 in Zellen K € T}, ein.

Dazu bezeichnen wir mit:
Ny globale Anzahl der Ecken

Ng globale Anzahl der Kanten

Np globale Anzahl der Flichen

N¢ globale Anzahl der Zellen

Iy (K) Indexmenge der Ecken der Zelle K
Ip(K) Indexmenge der Kanten der Zelle K
Ir(K) Indexmenge der Flichen der Zelle K
Iy globale Indexmenge der Ecken

Iz globale Indexmenge der Kanten

Ir globale Indexmenge der Flichen

1o globale Indexmenge der Zellen.

Auflerdem seien I';, j € Ig, die Kanten der Zellen K € Tj,.

Definition 6.5

Sei Ty, eine beliebige Zerlegung von 2. Dann definiert 0T}, mit
Ty, :={l| 3K € T, mit ' C 0K }

die Menge aller Kanten (bzw. Fléichen) der Zerlegung.

Wir erinnern an die Definitionen 2.5 und 2.6 zur konformen Zerlegung von 2.

Definition 6.6
Sei T}, eine Menge konvexer, offener Zellen K;, i1 € I, mit folgenden Eigenschaften:
Ne—1__ _
) U Ki=9Q
i=0

(i) KiNK; =0, Yi#j
Dann heifit T}, O-reguldre oder konforme Zerlegung von ().
Der Parameter h bezeichnet das Maximum der Zelldurchmesser hy = diam/(K) aller Zellen
K eTy.

Nun kénnen wir die Verfeinerung R einer Zerlegung 7; einfiihren.

Definition 6.7
Seien R; : K; — o(K;), i = 0,...,N5 — 1, mit K; € T} die Verfeinerungsoperatoren aller
einzelnen Zellen der Zerlegung T;. Dann heifit die Abbildung
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R:T,— T
Verfeinerung der Zerlegung 1; zu einer feineren Zerlegung 1;,, und entsteht durch die
Hintereinanderausfiihrung aller R;.

Bemerkung:

(i) Ein Verfeinerungsoperator kann auch vom Typ NoRef sein, d. h., die Zelle bleibt
auch in der Bildzerlegung unverindert erhalten.

(ii) Da alle einzelnen Verfeinerungen einen disjunkten Tréger haben, kann die Hinterein-
anderausfithrung in beliebiger Reihenfolge durchgefiihrt werden.

Definition 6.8

Sei {T}}i, eine Zerlegungsfolge und {R;}Y,* die zugehdrige Folge von Verfeinerungen.
Dann heifit GL(K) = n Geometrie-Level von K € T}, wenn K durch n echte Verfeinerungen
aus der Grundzerlegung T, entstanden ist. Echt bedeutet hier, daff o(K) # {K} ist.

Definition 6.9
Sei Tj, eine Menge konvexer, offener K;, i € I¢, mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus
Definition 6.6 und

(iii) Vi,j € Ic mit int(0K; NOK;) # 0 : |GL(K;) — GL(K;)| < 1.

Dann heifit T}, 1-reguldre Zerlegung von ().

K

K,

Abbildung 6.3: Beispiel einer 1-requliren Zerlegung

Bemerkung:

Wenn alle verwendeten Verfeinerungen regulér sind, dann entspricht eine 1-regulére Zerle-
gung in direkter Weise einer Zerlegung mit hingenden Knoten (vgl. Abb. 6.3).

Im 2D-Fall gilt die allgemeinere Definition der 1-Regularitdt ohne Verwendung von Gitter-
leveln:

Dies bedeutet, wenn der Durchschnitt zweier verschiedener Kanten nicht leer ist, dann

existiert genau eine weitere Kante, so daf§ die Vereinigung der Abschliisse von zwei dieser
drei Kanten gerade den Abschlufl der dritten ergibt.
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6.6 Fugen

Fugen (joints) dienen zur Beschreibung von Nachbarschaftsbeziehungen.

Definition 6.10
Sei K;, K; € Ty, (i # j) mitint(0K;NOK;) # (. Dann heiit die Indexmenge J(K;, K;) :=
{i,7} Fuge zwischen den Zellen K; und K;.

Diese Nachbarschaften sind wichtig, um z. B. die Stetigkeit einer Funktion durch die Ver-
kniipfung der benachbarten Freiheitsgrade zu realisieren oder um beispielsweise bei Feh-
lerschétzern Sprungterme berechnen zu koénnen.

6.7 Mapper

Mapper dienen der Abbildung von Seitenflichen von Zellen und von einer Verfeinerungs-
stufe dieser Seitenflichen auf entsprechende Seitenflichen benachbarter Zellen.

Im zweidimensionalen Fall werden bei benachbarten Zellen nur zwei Strecken mit eventuel-
len Zwischenpunkten miteinander verbunden. Hierbei ist es nicht erforderlich, zusétzliche
Informationen {iber die Abbildung der Zwischenpunkte zu halten, da einzig die Laufrich-
tung des Parameters entlang der Strecken umgekehrt ist.

Im dreidimensionalen Fall wird als Mapper die Abbildung aller geometrischer Objekte
einer 2D-Verfeinerungsbeschreibung auf eine zweite, passende 2D-Verfeinerungsbeschrei-
bung definiert.

Definition 6.11
Sei M = (M}, MZ, M},, M, M}., M%) eine Abbildung mit

M} : Iy(Ry) — Iy (Ry) U {—1}
ME o Iy(Ry) — Iy(Ry) U {—1}
M} : Ig(Ry) — Ig(Ry) U {-1}
M} Ip(Ry) — Ip(R) U{-1}
(R1) (R2)
(R2) (R1)

~ P~
SRS

My : Ip(Ry) — Irp(Ry) U {—1}

M}% : IF RQ —)IF R1 U{—l},

wobei Ry, Ry Verfeinerungen von zweidimensionalen Zellen beschreiben. Dann heifit M

Mapper.
Die Menge M umfafit alle verfiigbaren Mapper M.

Die Abbildung auf —1 wird benutzt, wenn kein zugeordnetes Objekt existiert.



6.8 Gitter 81

Mapper sind notwendig, um beim Ubergang von einer Zelle zu einer benachbarten Zelle
die zusammengehorenden Objekte in den jeweiligen lokalen Numerierungen zu finden. Dies
ist z. B. bei der Verfeinerung einer 3D-Zerlegung erforderlich.

Der Ubergang von einer Zelle zu einer benachbarten dreidimensionalen Zelle erfolgt dann
dadurch, dafl zunéchst die Objekte einer Seitenfliche auf die Struktur einer korrespondie-
renden 2D-Verfeinerungsbeschreibung abgebildet werden. Dies passiert innerhalb der 3D-
Verfeinerungsbeschreibung der ersten Zelle. Nun kommt der Mapper zum Einsatz und dann
werden die Objekte mittels der hier korrespondierenden 2D-Verfeinerungsbeschreibung auf
die Objekte der entsprechenden Seitenfliche der zweiten 3D-Zelle abgebildet.

6.8 Gitter

Zu einer Zerlegungsfolge {T;}Y, wird der Gittergraph G als ungerichteter Graph G :=
(V, E) mit der Knotenmenge V' und der Kantenmenge E definiert. (Hier wird der Begriff
Kante im graphentheoretischen Sinne benutzt und hat nichts mit den Kanten einer Zelle
zu tun.)

Wir definieren U(T") als Umgebung der Kante I durch
UT):={KeT|KNT #0}.

Hierbei sei T' die Vereinigung aller Zellen der Zerlegungsfolge {T;},.

Dann definieren wir G als

G = (V,E) mit
V. = {K|KeT,Vil}

o o | K Ky € U(T) mit KUK ist 0-regulér und
b= {J(K”KJ) ‘K K € T) mit [ ist minimal VI € 9T
Ey, = {L|Le€ L(Rk)VK €TV}
E = El U EQ.

Die Kantenmenge F; umfafit alle Fugen innerhalb der verschiedenen Zerlegungen und Ej
die Generationslinien zwischen den Zerlegungen.

Definition 6.12
Wir bezeichnen mit G(T,(2)) die Menge aller Gitter, die aus der Grundzerlegung Ty(<2)
durch wiederholtes Anwenden von Verfeinerungsoperatoren R entstehen.

Die Gitterschicht (grid level) G; C G mit G, := (V, E}), V; C V, E, C Ey, entspricht der
Zerlegung auf der Stufe (level) [.
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Abbildung 6.4: Gitter mit Fugen und Generationslinien

6.9 Iteratoren

Iteratoren werden benétigt, um Zellen mit einer bestimmten Eigenschaft nacheinander
bearbeiten zu kénnen. Mit ihnen ist es beispielsweise moglich, die verschiedenen Level
eines Mehrgitteralgorithmus oder alle Randzellen einer Zerlegung abzulaufen.

Ein Iterator erzeugt einen Teilgraph eines Gittergraphen G. Dies dient dazu, alle Zellen K
eines Gittergraphen G mit einer bestimmten Eigenschaft abzuarbeiten.

Wir fiihren eine Abbildung 7 eines Bereiches A der natiirlichen Zahlen in die Knotenmenge
V des Gittergraphen G

Z7:ACN—=BCV
ein. Es sind die folgenden Iteratoren implementiert:

70

ro Menge aller Zellen, die genau zur Gitterschicht [ gehoren

Igl)f Menge aller Zellen, die zur Gitterschicht [ gehoren bzw. die, die zur héchsten Gitter-

schicht I’ an einer Stelle mit I’ < [ gehoren (somit gilt: |J K = Q)
KeB

Trin Menge aller Zellen die jeweils zur feinsten Gitterschicht (6rtlich gesehen) gehéren

Zcoy hier wird die Menge B fest vorgegeben (coll = collection).
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6.10 Bedeutung der Deskriptoren

Der entscheidende Vorteil der Deskriptoren liegt darin, dafl sie nur einmal im Speicher
abgelegt werden und dann von beliebig vielen Objekten benutzt werden kénnen. Somit ist es
moglich, auch selten genutzte Informationen im Deskriptor bereitzustellen. Im Deskriptor
kénnen Informationen enthalten sein, die sonst, aufgrund der Notwendigkeit Speicherplatz
zu sparen, nur auf Umwegen (zusitzliche Feldabfragen oder Suchoperationen) ermittelt
werden konnen. Dies fiihrt zu einer deutlichen Programmbeschleunigung bei gleichzeitigem
sparsamem Umgang mit Speicherressourcen.

6.11 Integration der Mortar-Technik

In diesem Abschnitt sollen die Besonderheiten bei der geometrischen Verwaltung der Mortar-
Kanten und der Grundgitter bei Einsatz der Mortar-Technik vorgestellt werden.

Als Grundzerlegung T wird eine O-regulidre bzw. konforme Zerlegung verwendet. An den
Stellen innerhalb der Grundzerlegung, an denen Mortar-Kanten realisiert werden sollen,
werden statt der iiblichen Fugen sogenannte Mortar-Fugen eingesetzt. Es gibt zwei Arten
von Mortar-Fugen. Eine befindet sich innerhalb der Grundzerlegung, diese wird als Mor-
tarBaseJoint bezeichnet und kennt die beiden anliegenden Zellen. Auf den héheren Leveln
wird dann nur noch der sogenannte MortarJoint verwendet. Dieser kennzeichnet lediglich,
daBl sich an dieser Stelle eine Mortar-Kante befindet, kennt aber keine Zelle auf der ge-
geniiberliegenden Seite. Um nun zu Zellen auf der gegeniiberliegenden Seite zu gelangen,
ist es erforderlich, sich zunéchst entlang der Generationlinien zur entsprechenden Eltern-
zelle innerhalb der Grundzerlegung zu bewegen, dort mit Hilfe des MortarBaseJoints auf
die andere Seite der Mortar-Kante zu wechseln und dann wiederum mit Hilfe der Genera-
tionslinien und entsprechender Auswahl der benétigten Kindszelle bis auf das gewiinschte
Level zu steigen.

Mit einem MortarBaseJoint wird jeweils eine vollstindige Mortar-Kante gekennzeichnet,
d. h., auch eine zusammenhéngende Verbindung zwischen zwei Teilgebieten, die sich iiber
mehrere Zellen erstreckt, mufl durch mehrere Mortar-Kanten realisiert werden. Eine solche
Situation wird in Abb. 6.5 dargestellt. Man sieht, dafl aufgrund der gewihlten Grund-
zerlegung aus je vier Zellen pro Teilgebiet in der Implementierung zwei Mortar-Kanten
eingefiihrt werden miissen.

Um nun auf einfache Weise deutlich feinere Ausgangszerlegungen in einzelnen Teilgebieten
zu erreichen, wurde die Mortar-Verfeinerung eingefiihrt. Hierbei wird eine Viereckszelle
in n nebeneinander liegende Viereckszellen zerlegt. Fiigt man nun in der Grundzerlegung
eine oder mehrere schmale, anisotrope Zellen ein und benutzt dann als initialen Verfei-
nerungsschritt die Mortar-Verfeinerung, so kann man mit nur einem Verfeinerungsschritt
eine gleichméfige, aber deutlich feinere Zerlegung erhalten.
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Abbildung 6.5: Beispiel fiir MortarBaseJoint

Als weitere Besonderheit werden Mortar-Iteratoren definiert. Sie dienen dazu, alle an der-
selben Mortar-Kante anstoflenden Zellen auf einem bestimmten Level auf der Mortar- bzw.
auf der Nicht-Mortar-Seite nacheinander abzulaufen.

Zur Darstellung der Lagrange-Multiplikatoren werden keine zusétzlichen Zerlegungen ge-
halten. Die Realisierung dieser Objekte geschieht erst durch die Erzeugung eines eindimen-
sionalen FE-Raumes. Hierzu wird lediglich eine Collection aller Zellen auf der jeweiligen
Nicht-Mortar-Seite jeder Mortar-Kante benétigt. Eine solche Collection kann mit Hilfe
eines der oben beschrieben Mortar-Iteratoren erzeugt werden.

6.12 Beispiel zur Gittermanipulation

Den Ausgangspunkt bildet ein Einheitsquadrat, welches adaptiv verfeinert werden soll. Als
Markierungskurve fiir die Verfeinerung wird eine Kardioide benutzt. Als Nebenbedingung
wird gefordert, dafl das Gitter 1-regulér bleiben soll. Die Abb. 6.6(a) zeigt das Gitter nach
einigen Verfeinerungsschritten.

Nun wird eine neue, kleinere Kardioide als Markierungskurve benutzt. Es werden dann
weitere adaptive Verfeinerungs-/Vergroberungsschritte durchgefiihrt, wobei bei einer Ver-
groberung jeweils nur eine Zellschicht abgetragen wird. Auch hier muf} stindig die 1-
Regularitit gewihrleistet sein. Die Abb. 6.6(b) und 6.6(c) zeigen Zwischenstufen der Git-
terentwicklung. In Abb. 6.6(d) erkennt man, da nur noch im Bereich der neuen Markie-
rungskurve stark verfeinerte Zellen vorliegen.
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Abbildung 6.6: Adaptive Gitterverfeinerung und -vergroberung






Kapitel 7

Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel soll zunéchst gezeigt werden, dafl die Mortar-Methode fiir polynomiale
Testfille die optimalen Konvergenzordnungen fiir den H!-, L2- und SDFEM-Fehler liefert.
Danach wird die Anwendung auf eine Konvektions-Diffusions-Gleichung mit exponenti-
ellen Grenzschichten betrachtet. Abschlieend stellen wir an Hand des bekannten sta-
tiondren DFG-Benchmark-Problems die Anwendbarkeit der Mortar-Technik auf Navier-
Stokes-Probleme dar.

Wir werden in den nachfolgenden Tabellen folgende Bezeichnung fiir die Testrechnungen
benutzen:

[Form]_[Methode]

Dabei nimmt Form einen der folgenden Werte an
Q - Vierecke
T - Dreiecke

und Methode einen der Werte
GAL-C - konforme Galerkin-Methode
UP-N - nichtkonformes upwind-Verfahren
UP-C - konformes upwind-Verfahren
SD-O1 - Stromlinien-Diffusion fiir Elemente 1. Ordnung (P, / Q1)
SD-O2 - Stromlinien-Diffusion fiir Elemente 2. Ordnung (P, / Q2)
SD-O3 - Stromlinien-Diffusion fiir Elemente 3. Ordnung (Ps; / Q3).

7.1 Lo6sung der diskreten Probleme

In diesem Abschnitt soll der verwendete Loser beschrieben werden, der fiir die nachfol-
genden Rechnungen benutzt wurde. Eine detaillierte Untersuchung der Konvergenzeigen-
schaften des Losers ist nicht Gegenstand dieser Arbeit, deshalb soll hier nur kurz seine
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Arbeitsweise beschrieben werden.

Die Mortar-Diskretisierung (3.26) sowie deren Stabilisierungen (upwind und SDFEM)
fiihren auf grofle, schwach besetzte lineare Gleichungssysteme der Form

(o o) (3)=(0) w

Somit empfiehlt es sich, iterative Loser, wie z. B. Krylov-Unterraum-Methoden oder Mehr-
gitter-Methoden, zu verwenden. Die Konvergenzgeschwindgkeit héngt in entscheidendem
MaBe von den Eigenschaften eines Vorkonditionierers (Glitters) ab. Aufgrund des in der
Koeffizientenmatrix rechts unten stehenden Nullblockes bestehen besondere Schwierigkei-
ten bei der Konstruktion eines geeigneten Vorkonditionierers, und Standardverfahren wie
Jacobi, SOR oder ILU kénnen nicht angewendet werden.

Bei Konvektions-Diffusions-Gleichungen ist die Matrix A i. a. nicht symmetrisch und auch
keine M-Matrix.

Wir verwenden ein wvorkonditioniertes, flexibles GMRES (generalized minimal residual)

([26], [25]).
Als Vorkonditionierer benutzen wir
¢ D\
DT 0 '
Hier wird C' so gewéhlt, daf es leicht zu berechnen ist und
C'~ A
erfiillt ist.

Wir benutzen C~! = AMG(A), d. h., wir nutzen einige Iterationen eines algebraischen
Mehrgitteralgorithmus zur Approximation von A~

In jedem Schritt des GMRES-Verfahrens ist ein lineares Gleichungssystem der Form

(or 0)(3)=(%)

zu losen. Hierzu wird die Schur-Komplement-Methode verwandt. Zunéchst 16sen wir ap-
proximativ

DT'C™'DX=D"C"'r —s (7.2)
und dann

u=C7(r— D).

Da auch D"C~'D i. a. eine nichtsymmetrische Matrix ist, erfolgt die Losung von (7.2)
mittels einiger GMRES-Iterationen.
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Die vorgestellte Losungsstrategie zeichnet sich dadurch aus, dal keine Geometrieinforma-
tionen benotigt werden, d. h., sie arbeitet rein algebraisch. Somit 148t sich der Loser als
Black-Box benutzen.

Eine effiziente Losung des Schur-Komplement-Systems (7.2) ist jedoch noch offen. Die
Systemmatrix DTC~'D ist nur implizit gegeben. Somit sind nur iterative Verfahren zur
Losung von (7.2) anwendbar.

Die Rechenzeiten fiir das Verfahren sind fiir eine geringe Zeilenanzahl von DT akzeptabel.
Bei steigender Zeilenanzahl wird das Verfahren ineffizienter. Dies erkennt man auch bei
der Anwendung der Strategie auf die Navier-Stokes-Gleichungen (vgl. [18]).

Eine weitere Loserstrategie wire der Einsatz geometrischer Mehrgitteralgorithmen, welche
gute Konvergenzeigenschaften versprechen (vgl. z. B. [7]). Diese konnten im Rahmen dieser
Arbeit allerdings nicht mehr betrachtet werden.

7.2 'Testbeispiel mit polynomialer Losung

Wir betrachten das Problem

—eAu + ( 3

2>-Vu+2u = f inQ

u = 0 aufl'p =00

auf dem Einheitsquadrat Q2 = (0,1)? C R?> mit homogenen Dirichlet-Randdaten.

Wir wihlen die rechte Seite f so, daf} wir als exakte Losung
u = 100(1 — z)*z%y(1 — 2y)(1 — y)

erhalten.

Abb. 7.1 zeigt die fiir diese Rechnungen verwendeten Grundgitter. Alle weiteren Gitter
(Level) entstehen hieraus durch regulidre Verfeinerung. Die entstehenden linearen, alge-
braischen Gleichungssysteme werden mit dem in Abschnitt 7.1 vorgestellten Algorithmus
aufgeldst.

Zunichst betrachten wir Testrechnungen fiir Viereckselemente. Tabelle 7.1 zeigt die Anzahl
der Unbekannten bei den verschiedenen Methoden auf dem jeweiligen Level.

In den Tabellen 7.2 und 7.3 sind die Ergebnisse fiir das konforme und nichtkonforme
upwind-Verfahren und fiir die Galerkin-Methode dargestellt. Bei diesen Rechnungen wur-
de ¢ = 1 verwendet, um zunéchst den diffusionsdominanten Fall zu untersuchen. Bei der
upwind-Methode wurde jeweils die in Kapitel 5 vorgestellte Variante A mit der zusétzlichen
Stabilisierung verwendet, d.h die Teilgebietsdiskretisierungen sind weitgehend unabhéngig.
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()

(b)

Abbildung 7.1: Grobgitter bei der Verwendung von (a) Vierecks- und (b) Dreieckselementen

Level || Q.UP-N | Q_SD-0O1/Q_UP-C | Q-SD-02 | Q_SD-03
1 38 24 73 144
2 120 73 237 489
3 416 237 829 1773
4 1536 829 3069 6717
5 5888 3069 11773 26109
6 23040 11773 46077 102909
7 91136 46077 182269 408573

Tabelle 7.1: Anzahl der Unbekannten bei Verwendung von Viereckselementen

Q_UP-N
Level err ord
1 0.13747
0.06464
0.02958
0.01452
0.00727
0.00365
0.00183

Q_UP-C

err ord
0.27492
0.09426
0.03521
0.01495
0.00686
0.00329
0.00161

Q_-GAL-C

err ord
0.15951
0.04408
0.01091
0.00271
0.00067
1.69e-4
4.23e-5

1.088
1.127
1.026
0.997
0.993
0.995

1.544
1.420
1.234
1.123
1.061
1.030

1.855
2.013
2.006
2.001
2.000
2.000

~N O Ut = W N

Tabelle 7.2: Vergleich der L?-Fehler und Konvergenzordnungen

Man kann die Entwicklung der Fehlerordnungen in Richtung der Asymptotik sowohl fiir
den L2- als auch fiir den H'-Fehler beobachten, d. h., fiir die Ordnung des L2-Fehlers der
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Q_UP-N Q_UP-C Q_-GAL-C
Level err ord err ord err ord
1 1.49106 2.02027 1.51866

0.88140 | 0.758 | 0.92934 | 1.120 | 0.82351 | 0.882
0.47083 | 0.904 | 0.46290 | 1.005 | 0.41744 | 0.980
0.24402 | 0.948 | 0.23098 | 1.002 | 0.20936 | 0.995
0.12475 | 0.967 | 0.11554 | 0.999 | 0.10475 | 0.998
0.06349 | 0.974 | 0.05779 | 0.999 | 0.05238 | 0.999
0.03243 | 0.969 | 0.02890 | 0.999 | 0.02619 | 0.999

~N O Ut = W N

Tabelle 7.3: Vergleich der H'-Fehler und Konvergenzordnungen

Galerkin-Methode erwartet man 2 und fiir alle anderen Ordnungen 1. Diese Werte werden
gut erreicht. Insbesondere kann man die Suboptimalitit der L2-Norm fiir die upwind-
Methode, die hier nur von erster Ordnung ist, erkennen. Man vergleiche hierzu auch das
1D-Testbeispiel von Tobiska [33].

In den Tabellen 7.4, 7.5 und 7.6 werden die Testergebnisse fiir die Stromlinien-Diffusions-
FEM dargestellt. Als Stromlinien-Diffusions-Parameter wird

- 0.3hr falls hg > ¢
E=7 0 sonst

verwendet. Um nicht wiederum das Galerkin-Verfahren zu erhalten, wihlen wir hier ¢ =
107S.

Q_SD-0O1 Q_SD-02 Q_SD-03
Level err ord err ord err ord
1 0.15866 0.03027 0.00266

0.04363 | 1.862 | 0.00436 | 2.792 | 0.00015 | 4.075
0.00909 | 2.261 | 0.00055 | 2.970 | 9.77e-6 | 4.014
0.00179 | 2.337 | 7.08e-5 | 2.975 | 6.50e-7 | 3.909
0.00036 | 2.305 | 8.94e-6 | 2.985 | 9.69e-8 | 2.746
7.78e-5 | 2.146 | 1.12e-6 | 2.991
1.75e-5 | 2.086 | 1.42e-7 | 2.979

~N O Ut = W N

Tabelle 7.4: Fehler in der L2-Norm und Konvergenzordnungen

Die Tabellen zeigen im wesentlichen sehr gut die erwarteten, optimalen Fehlerordnungen.
Bei den @3-Elementen ab Level 4 wird die optimale Ordnung allerdings nicht mehr erreicht.
Ein Grund hierfiir ist, daf§ die algebraischen Gleichungssysteme nicht mit ausreichend hoher
Genauigkeit gelost werden konnten. Dafl bei den @3-Elementen die letzten beiden Level
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Q_SD-0O1 Q_SD-02 Q_SD-03
Level err ord err ord err ord
1 1.54275 0.48669 0.05240

0.83954 | 0.877 | 0.12416 | 1.970 | 0.00631 | 3.053
0.42442 | 0.984 | 0.03085 | 2.008 | 0.00080 | 2.967
0.21162 | 1.004 | 0.00773 | 1.996 | 1.08e-4 | 2.893
0.10540 | 1.005 | 0.00193 | 1.995 | 1.87e-5 | 2.535
0.05256 | 1.003 | 0.00048 | 1.996
0.02624 | 1.002 | 0.00012 | 1.994

~N O Ut = W N

Tabelle 7.5: Fehler in der H'-Norm und Konvergenzordnungen

Q_SD-01 Q_SD-02 Q_SD-03
Level err ord err ord err ord
1 1.18286 0.27379 0.03458

0.46172 | 1.357 | 0.05177 | 2.402 | 0.00310 | 3.475
0.17063 | 1.436 | 0.00945 | 2.452 | 0.00027 | 3.486
0.06067 | 1.491 | 0.00169 | 2.482 | 2.48e-5 | 3.480
0.02140 | 1.503 | 0.00030 | 2.493 | 2.70e-6 | 3.199
0.00754 | 1.503 | 5.32e-5 | 2.497
0.00266 | 1.502 | 9.44e-6 | 2.495

N O O i W N

Tabelle 7.6: Fehler in der SD-Norm und Konvergenzordnungen

fehlen, liegt daran, dafl der zur Verfiigung stehende Loser nicht robust gegeniiber hoheren
Polynomgraden ist und deshalb diese Systeme gar nicht mehr addquat auflésen konnte.

Nun folgen die gleichen Testrechnungen fiir die Dreieckselemente. Tabelle 7.7 zeigt die
hierbei verwendete Zahl von Unbekannten.

Level || T_.UP-N | T_.SD-O1/T_UP-C | T_.SD-O2 | T_SD-0O3
1 49 24 73 144
2 164 73 237 489
3 292 237 829 1773
4 2240 829 3069 6717
5 8704 3069 11773 26109
6 34304 11773 46077 102909
7 136192 46077 182269

Tabelle 7.7: Anzahl der Unbekannten bei Verwendung von Dreieckselementen

Die Tabellen 7.8 und 7.9 zeigen die Fehler fiir die upwind-Methode und die Galerkin-
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T_UP-N T_UP-C T_GAL-C
Level err ord err ord err ord
1 0.05693 0.27345 0.21967

0.03141 | 0.857 | 0.09374 | 1.544 | 0.07895 | 1.476
0.01709 | 0.877 | 0.04329 | 1.114 | 0.02200 | 1.843
0.00924 | 0.886 | 0.02099 | 1.044 | 0.00566 | 1.957
0.00487 | 0.923 | 0.01040 | 1.012 | 0.00142 | 1.988
0.00251 | 0.955 | 0.00519 | 1.002 | 0.00035 | 1.997
0.00127 | 0.976 | 0.00259 | 1.000 | 8.94e-5 | 1.999

~N O Ut = W N

Tabelle 7.8: Vergleich der L?-Fehler und Konvergenzordnungen

T_UP-N T_UP-C T_GAL-C
Level err ord err ord err ord
1 1.52869 2.02728 1.74319

0.91827 | 0.735 | 1.05407 | 0.943 | 1.04989 | 0.731
0.50172 | 0.872 | 0.58609 | 0.846 | 0.55261 | 0.925
0.26236 | 0.935 | 0.30975 | 0.919 | 0.28008 | 0.980
0.13426 | 0.966 | 0.15939 | 0.958 | 0.14053 | 0.994
0.06807 | 0.979 | 0.08087 | 0.978 | 0.07032 | 0.998
0.03445 | 0.982 | 0.04074 | 0.989 | 0.03517 | 0.999

~N O Ut = W N

Tabelle 7.9: Vergleich der H'-Fehler und Konvergenzordnungen

Methode bei der Verwendung von konformen bzw. nichtkonformen P;-Dreieckselementen.
Wir benutzen hier wiederum £ = 1 und die Variante A der upwind-Diskretisierung. Auch
hier werden die erwarteten Fehlerordnungen gut erreicht.

Es folgen Testrechnungen fiir die konforme SDFEM bei Dreieckselementen.

T_SD-01 T_SD-02 T_SD-0O3
Level err ord err ord err ord
1 0.21804 0.03989 0.00706

0.07204 | 1.597 | 0.00744 | 2.421 | 0.00109 | 2.686
0.01730 | 2.057 | 0.00099 | 2.908 | 6.23e-5 | 4.137
0.00384 | 2.171 | 1.27e-4 | 2.956 | 3.56e-6 | 4.128
0.00088 | 2.119 | 1.63e-5 | 2.962 | 3.04e-7 | 3.547
2.11e-4 | 2.061 | 2.09e-6 | 2.970
5.18e-5 | 2.029 | 2.69e-7 | 2.953

~N O Ut = W N

Tabelle 7.10: Fehler in der L2-Norm und Konvergenzordnungen
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T_SD-01 T_SD-02 T_SD-0O3
Level err ord err ord err ord
1 1.80956 1.05587 0.17511

1.09990 | 0.718 | 0.32558 | 1.697 | 0.02832 | 2.628
0.57722 | 0.930 | 0.08771 | 1.892 | 0.00347 | 3.025
0.28745 | 1.005 | 0.02256 | 1.958 | 4.25e-4 | 3.031
0.14243 | 1.013 | 0.00570 | 1.982 | 5.71le-5 | 2.896
0.07080 | 1.008 | 0.00143 | 1.992
0.03529 | 1.004 | 0.00036 | 1.994

~N O Ut = W N

Tabelle 7.11: Fehler in der H'-Norm und Konvergenzordnungen

T_SD-0O1 T_SD-02 T_SD-03
Level err ord err ord err ord
1 0.99934 0.56732 0.10635

0.44198 | 1.176 | 0.13188 | 2.104 | 0.01273 | 3.061
0.16932 | 1.384 | 0.02550 | 2.370 | 0.00118 | 3.431
0.06005 | 1.495 | 0.00466 | 2.451 | 1.03e-4 | 3.505
0.02106 | 1.511 | 0.00083 | 2.481 | 9.54e-6 | 3.444
0.00740 | 1.507 | 1.48e-4 | 2.493
0.00261 | 1.504 | 2.62e-5 | 2.495

~ O U = W N

Tabelle 7.12: Fehler in der SD-Norm und Konvergenzordnungen

In den Tabellen 7.10, 7.11 und 7.12 sind die Ergebnisse der Testrechnungen fiir die kon-
forme Stromlinien-Diffusions-FEM bei der Verwendung von Dreieckselementen dargestellt.
Die berechneten Werte liegen nahe an den erwarteten Fehlerordnungen. Auch hier sind die
fehlenden Ergebnisse darauf zuriickzufiihren, dafl die zugehérigen algebraischen Gleichungs-
systeme nicht mit der notwendigen Genauigkeit aufgelost werden konnten. Dies begriindet
sich mit der nicht vorhandenen Robustheit des derzeitig verwendeten Losers gegeniiber
hoherer Polynomgrade.

In den beiden Diagrammen in Abb. 7.2 wird beispielhaft ein Vergleich zwischen den hier
vorgestellten Ergebnissen von Testrechnungen mit Mortar zu Rechnungen ohne Mortar
durchgefiihrt. Als Rechengitter wird bei den Rechnungen ohne Mortar ein in mehreren
Schritten regulir verfeinertes Einheitsquadrat benutzt. Man erkennt sehr gut den Gleich-
lauf der Fehlerentwicklung. Bei der Bewertung dieses Vergleichs ist zu beriicksichtigen,
dal im Diagramm die Gesamtanzahl der Unbekannten angegeben wurde, d. h., daf3 bei der
Rechnung mit Mortar die Freiheitsgrade fiir « und fiir die Lagrange-Multiplikatoren gezihlt
wurden. Bei den Rechnungen ohne Mortar sind nur Freiheitsgrade fiir u erforderlich.

Es werden beispielhaft im Diagramm (a) in Abb. 7.2 der L2-Fehler fiir das upwind-Verfahren
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und die Galerkin-Methode mit Vierecks-Elementen dargestellt. Im Diagramm (b) sieht man
den H'-Fehler der SDFEM-Verfahren bei Verwendung von Dreiecks-Elementen. Die iibrigen

Kombinationen liefern prinzipiell gleiche Ergebnisse.

—— T_SD-01 mortar

—— Q_UP-N mortar
—<— Q_UP-N uni —— T_SD-01 uni
107t —— Q_Gal-C mortar 4 10° £ —— T_SD-01 mortar {
—©— Q_Gal-C uni —©— T_SD-01 uni
107 107
ks
<
[0}
[T
107 T107
107 10}
10 10° 10° 10* 10° 10" 10° 10° 10* 10°
Anzahl der Unbekannten

Anzahl der Unbekannten
(a)

Abbildung 7.2: Vergleich des (a) L*>- (b) H'- Fehlers zwischen Rechnungen mit und ohne
Mortar-Methode

(b)
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7.3 Konvektions-Diffusions-Problem mit zwei expo-
nentiellen Grenzschichten

Wir wollen nun Testrechnungen fiir ein Konvektions-Diffusions-Problem mit zwei expo-
nentiellen Grenzschichten durchfithren. Wir betrachten das Einheitsquadrat Q = (0,1) x
(0,1) C R* und wiihlen die exakte Losung

u(z,y,€) = ay’ —y’exp (@) — zexp <M)

. (2@-1):3@-1)) ]

fiir das Problem

—6Au+<§>-VU—i—u = f inQ
u = g¢gp aufl'p=090.

Die rechte Seite f ist entsprechend zu setzen. Bei der Wahl dieser exakten Losung erhalten
wir annéhernd homogene Dirichlet-Randdaten (gp = 0). Der Parameter € wird alse = 10~°
gewdhlt.

In Abb. 7.3 ist die exakte Losung dargestellt. Es ergeben sich Grenzschichten bei z = 1
und y = 1.

S RK
fVZXAVAA A
SESESANRAKITININN
VA AVAVAVA

SSSXN
<

= AVA"‘.
SOOI A VA A

Abbildung 7.3: Darstellung der exakten Lésung

Zunichst betrachten wir die Losung auf uniformen Vierecksgittern, die aus der regulidren
Verfeinerung des Einheitsquadrates entstehen. Die Tabellen 7.13 und 7.14 zeigen die Feh-
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lerentwicklung fiir den L2- und H!-Fehler fiir die nichtkonforme upwind- und die SDFEM-
Stabilisierung fiir Elemente erster und zweiter Ordnung. Bei der upwind-Methode wurde
Variante A verwendet. Die Breite der Grenzschicht ist fiir alle Verfeinerungen kleiner als
die Gitterweite h. Deshalb ist aufgrund des Interpolationsfehlers hochstens eine Konver-
genzordnung von 1/2 in der L2-Norm auf dem Gebiet §2 zu erwarten. Man erkennt, daf§ der
H!-Fehler zuniichst wichst. Weitere Untersuchungen zeigen, daf§ zuniichst die Grenzschich-
ten geometrisch aufgelést werden miissen und erst dann eine Konvergenz des H!-Fehlers
erwartet werden kann. Aus theoretischen Betrachtungen (vgl. [24]) ist bekannt, daf die
Grenzschicht etwa eine Breite von £ hat. Somit bendétigen wir in diesem Bereich Zellen,
die schmaler als die Grenzschicht sind. Bei gleichméfliger Verfeinerung hiefle dies, dafl man
mindestens 20 Verfeinerungslevel benétigt, bis der Bereich geometrisch ausreichend auf-
gelost ist und man eine Konvergenz erwarten kann. Da sich dadurch eine mit derzeitigen
Rechenhilfsmitteln nicht beherrschbare Anzahl von Unbekannten ergibt, sind andere Her-
angehensweisen notwendig.

Q_UP-N Q_SD-0O1 Q_SD-02
Level err ord err ord err ord
1 0.21777 0.24453 0.22413

0.15799 | 0.462 | 0.18951 | 0.367 | 0.16158 | 0.472
0.11189 | 0.497 | 0.13804 | 0.457 | 0.11431 | 0.499
0.07911 | 0.500 | 0.09894 | 0.480 | 0.08076 | 0.501
0.05595 | 0.499 | 0.07045 | 0.489 | 0.05707 | 0.500
0.03957 | 0.499 | 0.04999 | 0.494 | 0.04034 | 0.500
0.02799 | 0.499 | 0.03542 | 0.497 | 0.02852 | 0.500

~N O U = W N

Tabelle 7.13: Vergleich der L?-Fehler und Konvergenzordnungen bei uniformem Gitter

Q_UP-N Q_SD-0O1 Q_SD-02
Level err ord err ord err ord
1 1.30073 0.85624 0.91179

1.98901 | -0.612 | 1.31776 | -0.622 | 1.40678 | -0.625
291799 | -0.552 | 2.11980 | -0.685 | 2.18667 | -0.636
4.19968 | -0.525 | 3.21817 | -0.602 | 3.26439 | -0.578
5.99066 | -0.512 | 4.71631 | -0.551 | 4.74850 | -0.540
8.50831 | -0.506 | 6.78953 | -0.525 | 6.81221 | -0.520
12.05770 | -0.503 | 9.68718 | -0.512 | 9.70347 | -0.510

~N O Ot = W N

Tabelle 7.14: Vergleich der H'-Fehler und Konvergenzordnungen bei uniformem Gitter

Wir verwenden nun als Grobgitter dhnliche Gitter wie im vorhergehenden Abschnitt. Wir
benutzen zuniichst das Gitter aus Abb. 7.1(a). Hierbei werden an den Seiten, an denen sich
die Grenzschichten befinden, schmale, lingliche Zellen eingesetzt (siche Abb. 7.4). Diese
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Abbildung ist allerdings nur schematisch, da die Streifen, die zur Uberdeckung der Grenz-
schichten benutzt werden, nur eine Breite von 107> haben. Dieser Wert wurde gewihlt, um
einerseits sicherzustellen, dafl die gesamte Grenzschicht iiberdeckt wird, sie andererseits
aber bereits nach wenigen Verfeinerungsschritten adiaquat aufgelost ist.

Abbildung 7.4: Grobgitter mit schmalen Zellen im Grenzschichtbereich

Als Loser wird wiederum der in Abschnitt 7.1 beschriebene Algorithmus verwendet. Die
Konstruktion eines robusten Losers fiir anisotrope Zellen stellt eine nichttriviale Aufgabe
dar.

Q_UP-N Q_UP-C Q_SD-01 Q_SD-02
Level err ord err ord err ord err ord
1 0.07267 0.25819 0.17333 0.13754

0.04211 | 0.786 | 0.04018 | 2.683 | 0.09976 | 0.796 | 0.02733 | 2.331
0.02307 | 0.868 | 0.02229 | 0.849 | 0.01233 | 3.016 | 2.25e-4* | 6.920
0.01219 | 0.920 | 0.01178 | 0.920 | 0.00028 | 5.430 | 4.03e-5 | 2.482
0.00628 | 0.955 | 0.00606 | 0.957 | 7.46e-5* | 1.936 | 7.63e-6 | 2.412
0.00319 | 0.976 | 0.00308 | 0.977 | 1.87e-5 | 1.996 | 1.13e-6 | 2.753
0.00161 | 0.987 | 0.00155 | 0.988 | 4.78e-6 | 1.969 | 1.6le-7 | 2.812

N O O = W N

Tabelle 7.15: Vergleich der L?-Fehler und Konvergenzordnungen (Grenzschichtbsp.)

Tabelle 7.15 zeigt die L2-Fehlerentwicklung fiir das konforme und nichtkonforme upwind-
Verfahren (Variante A) sowie die Stromlinien-Diffusions-Methode fiir Elemente erster und
zweiter Ordnung. Hierbei wurden Viereckselemente verwandst.

Bei allen durchgefiihrten Rechnungen wird als Abbruchkriterium des Gleichungssystemlo-
sers entweder das Unterschreiten einer vorgegebenen Residuen-Schranke bzw. das Erreichen
einer vorgebenen Anzahl von Iterationsschritten verwendet. Innerhalb der Level 3 bis 6
hat der Loser besondere Schwierigkeiten beim Auflosen der Gleichungssysteme. Ein Grund



7.8 Konvektions-Diffusions-Problem mit zwei exponentiellen Grenzschichten 99

Q_UP-N Q_UP-C Q_SD-0O1 Q_SD-02
Level err ord err ord err ord err ord
1 307.82 147.96 340.89 512.36

514.89 | -0.742 | 204.18 | -0.464 | 625.12 | -0.874 | 628.34 | -0.294
512.88 | 0.005 | 367.07 | -0.846 | 661.50 | -0.081 | 472.58* | 0.410
364.20 | 0.493 | 474.45 | -0.370 | 547.54 | 0.272 | 235.76 | 1.003
215.08 | 0.759 | 393.10 | 0.271 | 362.02* | 0.596 82.08 | 1.522
116.64 | 0.882 | 253.15 | 0.665 | 199.98 | 0.856 23.03 | 1.833

61.22 | 0.929 | 144.03 | 0.812 | 102.83 | 0.959 5.94 | 1.952

~N O Ot = W N

Tabelle 7.16: Vergleich der H'-Fehler und Konvergenzordnungen (Grenzschichtbsp.)

hierfiir ist, dafl hier erstmals die geometrische Auflésung der Grenzschichten erfolgt. Ein
weiterer Grund ist in der fehlenden Robustheit des Losers gegeniiber anisotropen Zellen zu
sehen. Die Verbesserung des Losers war nicht Gegenstand dieser Arbeit. Es besteht hier
jedoch noch erheblicher Forschungsbedarf. Bei denen mit * gekennzeichneten Werten war
das bei Erreichen der vorgegebenen Iterationsanzahl erzielte Residuum noch wesentlich
grofler als die erwartete Schranke.

Die Tabelle 7.16 vergleicht den H!-Fehler und die Konvergenzordnungen fiir die konforme
und nichtkonforme upwind-Methode und fiir die SDFEM fiir Elemente erster und zwei-
ter Ordnung bei Viereckselementen. Man sieht sehr schon, wie der Fehler zunéchst noch
anwichst und dann, nachdem die Grenzschicht geometrisch aufgel6st ist, wieder kleiner
wird. In den hoheren Leveln ist gut die Tendenz zu den erwarteten Konvergenzordnungen
zu erkennen. Feinere Rechnungen wiirden diesen Trend bestétigen, konnten aber aufgrund
der hohen Rechneranforderungen nicht fiir alle Verfahren durchgefiihrt werden.

T_UP-N T_UP-C T_SD-0O1 T_SD-02
Level err ord err ord err ord err ord
1 0.08813 0.08328 0.20577 0.09624

0.04746 | 0.892 | 0.04957 | 0.748 | 0.07151 | 1.524 | 0.02046 | 2.233
0.02462 | 0.946 | 0.02813 | 0.817 | 0.00877 | 3.026 | 0.01976* | 0.050
0.01254 | 0.973 | 0.01505 | 0.901 | 0.00077* | 3.505 | 6.75e-5 | 8.193
0.00634 | 0.983 | 0.00781 | 0.946 | 0.00017 | 2.149 1.48e-5 | 2.184
0.00319 | 0.989 | 0.00399 | 0.968 | 4.37e-5 | 1.992 | 3.30e-6 | 2.168
0.00202 | 0.981 1.09e-5 | 1.993 7.89e-7 | 2.066

N O Ot i W N

Tabelle 7.17: Vergleich der L?-Fehler und Konvergenzordnungen (Grenzschichtbsp.)

In Tabelle 7.17 sind die Rechenergebnisse fiir die gleichen Verfahren bei Verwendung von
Dreieckselementen dargestellt. Dafl beim nichtkonformen upwind-Verfahren die letzte Zeile
fehlt und bei der SDFEM fiir Elemente zweiter Ordnung die gewiinschten Fehlerordnungen
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nicht erreicht werden, ist wiederum auf die ungeniigende Robustheit des Losers gegeniiber
anisotropen Zellen und dem Polynomgrad zuriickzufiihren.

T_UP-N T_UP-C T_SD-0O1 T_SD-0O2
Level err ord err ord err ord err ord

1 2324.42 2404.29 2323.73 1872.32

2 1589.32 | 0.548 | 1679.83 | 0.517 | 1664.02 | 0.481 | 1211.77 | 0.627
3 1042.02 | 0.609 | 1136.59 | 0.563 | 1191.96 | 0.481 | 965.20* | 0.328
4 632.13 | 0.721 | 723.86 | 0.650 | 749.80* | 0.668 | 320.98 | 1.588
5 358.37 | 0.818 | 440.55 | 0.716 | 406.01 | 0.885 | 111.35 | 1.527
6 198.62 | 0.851 | 260.13 | 0.760 | 205.64 | 0.981 31.41 | 1.825
7 145.57 | 0.837 | 102.99 | 0.997 8.13 | 1.949

Tabelle 7.18: Vergleich der H'-Fehler und Konvergenzordnungen (Grenzschichtbsp.)

Analog zu den vorherigen Tabellen, wird in Tabelle 7.18 der H!-Fehler bei Dreiecksele-
menten verglichen. Man erkennt fiir hohe Level eine klare Tendenz zu den erwarteten
Fehlerordnungen.

Q_SD-0O1 Q-SD-02 T_SD-O1 T_SD-02
Level err ord err ord err ord err ord

1 168.17 256.58 1196.35 940.31

2 222.83 | -0.406 | 226.03 | 0.182 | 605.33 | 0.982 | 439.26 | 1.098
3 167.89 | 0.408 | 123.17* | 0.875 | 306.97 | 0.979 | 248.96* | 0.819
4 99.57 | 0.753 44.19 | 1.478 | 137.71*% | 1.156 59.92 | 2.054
5 47.14* | 1.078 10.96 | 2.010 52.93 | 1.379 14.82 | 2.014
6 18.50 | 1.351 2.18 | 2.329 18.97 | 1.480 2.96 | 2.321
7 6.73 | 1.457 0.39 | 2.452 6.71 | 1.497 0.54 | 2.448

Tabelle 7.19: Fehler in der SD-Norm und Konvergenzordnungen (Grenzschichtbsp.)

SchlieBlich stellt Tabelle 7.19 den Vergleich der Stromlinien-Diffusions-Fehler zwischen
Dreiecks- und Viereckselementen erster und zweiter Ordnung bei SDFEM dar. Man sieht
gut die Tendenz in Richtung der erwarteten Werte.

In der Abb. 7.5 sind die Rechenergebnisse aus den Tabellen 7.15 und 7.17 noch einmal
graphisch dargestellt. Das Diagramm (a) vergleicht alle Berechnungen fiir Viereckslemente,
(b) die fiir Dreieckslemente. Auerdem werden die L2-Fehler jeweils bei der Verwendung

von Dreiecks- bzw. Viereckselementen fiir die upwind- (in (c)) und SDFEM-Verfahren (in
(d)) verglichen.

Man sieht, dafl SDFEM-Verfahren bei Elementen zweiter Ordnung fiir die gleiche Anzahl
von Unbekannten die besten Ergebnisse liefert. Allerdings sind die bei diesem Verfah-
ren entstehenden Gleichungssysteme schwerer losbar. Wir konnten mit dem derzeitigen
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Loser deshalb nicht jedes Level in der gewiinschten Genauigkeit auflésen. Bei den upwind-
Verfahren kann man erkennen, daf} sie sich sehr &hnlich entwickeln, jedoch das nichtkon-
forme upwind-Verfahren leicht im Vorteil ist.

Die Abb. 7.6 zeigt die Diagramme der Daten aus den Tabellen 7.16 und 7.18. Analog zur
Abb. 7.5 sind im Diagramm (a) die H'-Fehler bei der Verwendung von Viereckselementen,
im Diagramm (b) die Fehler bei Einsatz von Dreieckselementen sowie in (c¢) ein Vergleich
der upwind-Verfahren und in (d) der Vergleich der SDFEM-Verfahren fiir die verschiedenen
Elemente dargestellt.

Bei der Rechnung fiir Viereckslemente sieht man sehr schon den Prozel des Auflosens der
Grenzschichten. Das heif3t, dal der Fehler anwichst, solange die Grenzschicht nicht ausrei-
chend geometrisch aufgelost ist. Erst dann sinkt der Fehler und bewegt sich in Richtung
der erwarteten Fehlerordnung.

Abbildung 7.7 zeigt das Diagramm des SDFEM-Fehlers beziiglich der Tabelle 7.19. Fiir
steigende Anzahl von Unbekannten sieht man sehr schon den Parallellauf der Verfahren fiir
Elemente erster Ordnung einerseits und Elemente zweiter Ordnung andererseits. Fiir diesen
Bereich sind die berechneten Werte auch sehr nahe an den erwarteten Optimalwerten.
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Abbildung 7.7: Vergleich des SD-Fehlers
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7.4 DFG-Benchmark-Problem

In diesem Abschnitt soll ein stationdres Benchmark-Problem aus dem DFG-Schwerpunkt-
programm ,, Stromungssimulation mit Hochleistungsrechnern“ betrachtet werden [27]. Hier-
bei handelt es sich um ein Navier-Stokes-Problem, das die Durchstromung eines Kanals mit
asymmetrisch angeordnetem, kreisformigem Hindernis beschreibt. Als Einstromprofil wird
eine Parabel angenommen. In Abb. 7.8 ist die Geometrie des Testfalls dargestellt.

T

0.16m |
0.15m |

0.41m ()] om
0.15m |

2.2m
1

Abbildung 7.8: Geometrie des Benchmark-Beispiels

Problembeschreibung

Wir betrachten das Navier-Stokes-Problem
—elAu+ (u-V)u+Vp = f inQ
Viu = 0 inQ (7.3)
u = g auf I'p = 00Q.

Dabei sind die Randdaten durch

Einfluf}:
u(0,y) = 4umy%, Um = 0.3m/s
UZ(an) =0

Ausfluf}:

Die Ausfluflbedingungen sind analog zu den EinfluBbedingungen
an der Stelle x = 2.2

beschrieben.

Die Reynoldszahl ist definiert als

U-D
Re .= ——
e T

wobei U die charakteristische Geschwindigkeit von 0.2m/s, D die charakteristische Linge
von 0.1m und V' die kinetische Viskositét ist. Im betrachteten Fall betrigt die Reynoldszahl
Re = 20, was fiir die numerische Reynoldszahl Re,,,,, = 1/ = 1000 bedeutet.
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Kenngrofien

In diesem Abschnitt wollen wir als Kenngréfien den Widerstandbeiwert ¢,,, den Auftriebs-
beiwert ¢, und die Druckdifferenz Ap einfiihren.

Die Widerstandskraft F,, ist definiert als
F, = /(pl/anvtny — png)ds,
Sk

wobei Sk die Kontur des Hindernisses und n den Normaleneinheitsvektor (n = (ng, n,)7)
zu Sk bezeichnet. Weiterhin ist v’ die Tangentialgeschwindigkeit an Sg mit dem Tangen-
tenvektor ¢ = (n,, —n,)".

Desweiteren fithren wir die Auftriebskraft F, ein als

F,=— /(pyanvtnm + pny) ds .
Sk

Hieraus ergeben sich der Widerstandsbeiwert ¢, und der Auftriebsbeiwert ¢, in folgender

Weise:
2F, 2F,

Cog = —— .
¢ pu? D

Cypy — ——— y
Y pu? D

Die Kennwerte werden nicht durch direkte Auswertung der Kurvenintegrale, sondern mit-
tels der John/Tabata/Tobiska-Technik (vgl. [16]) bestimmt. Hierbei werden die Kurven-
integrale auf Flichenintegrale umgerechnet und dann in einer einelementigen Schicht um
das Hindernis ausgewertet.

Auflerdem definieren wir noch die Druckdifferenz Ap als
Ap = p(z“,y*) — p(a®, y°),

wobei (2%, y®) = (0.15,0.2) der ,Anfangspunkt“ und (z¢,y¢) = (0.25,0.2) der ,Endpunkt®
des Hindernisses ist.

Ergebnisse und Vergleichswerte

Berechnet werden sollen die Kenngroflen ¢, ¢, und Ap.
Die nachfolgende Tabelle zeigt die Intervalle und die Referenzwerte (entnommen aus [17])
der Kenngrofien.

Kenngrofle | Intervall-Beginn | Intervall-Ende | Referenzwert
Cw 5.57 5.59 5.57953523384
Cq 0.0104 0.011 0.01061893771
Ap 0.1172 0.1176 0.11752016697
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Zur Implementierung der Mortar-Technik fiir Navier-Stokes-Gleichungen wird zusétzlich
an jeder Mortar-Kante je ein Lagrange-Multiplikator pro Geschwindigkeitskomponente ein-
gefiihrt. Fiir den Druck werden keine Lagrange-Multiplikatoren bendtigt, da wir nur die
Elementpaarungen P/ Py bzw. Q7°"/ Py und Qo / P verwenden. Pj**' bezeichnet hierbei
im allgemeinen unstetige Funktionen, die elementweise zu P; gehoren. Wir verwenden also
nur unstetige Druckapproximationen.

Als Loser verwenden wir ein flexibles GMRES-Verfahren mit einem gekoppelten Vorkondi-
tionierer. Fiir diesen fithren wir einige Iterationen eines algebraischen Mehrgitters durch.

Zur Verifizierung der Implementation wurden Testrechnungen fiir den nichtkonformen und
konformen Fall durchgefiihrt. Fiir ersteren Fall wurde das nichtkonforme upwind-Verfahren
benutzt. Aus anderen Rechnungen (vgl. [17]) ist bekannt, dafl mit der Stromlinien-Diffusions-
FEM fiir Elemente zweiter Ordnung sehr gute Ergebnisse erzielt werden konnen. Aus die-
sem Grund haben wir dieses Verfahren fiir unsere Testrechnungen fiir den konformen Fall
gewahlt. Da die einzelnen Rechnungen sehr zeitaufwendig waren, haben wir uns im kon-
formen Fall auf diese Methode beschrankt.

Abbildung 7.9: Grundgitter fiir Benchmark-Testrechnungen

Abb. 7.9 zeigt das verwendete Grundgitter, das in zwei Teilgebiete unterteilt wurde. Das
erste Teilgebiet besteht aus einem Ring um das Hindernis, der iiberall ein Element breit
ist. Das zweite Teilgebiet enthélt den Rest des betrachteten Gebietes. Zwischen den beiden
Teilgebieten werden entsprechende Mortar-Kanten eingefiihrt.

In der ersten Testrechung wird das nichtkonforme upwind-Verfahren verwendet. Hierbei
verfeinern wir in den Teilgebieten so, dafl die Gitter an den Mortar-Kanten zusammen-
passen. Bei der zweiten Testrechnung verwenden wir die Stromlinien-Diffusions-FEM fiir
Elemente zweiter Ordnung und verfeinern ebenfalls beide Teilgebiete gleichmé&fBig. In einer
dritten Testrechnung wird auch die SDFEM fiir Elemente zweiter Ordnung verwendet, je-
doch werden hier abwechselnd je einmal beide Teilgebiete und im néchsten Schritt nur das
erste, direkt am Hindernis liegende, Teilgebiet verfeinert. Abb. 7.10 zeigt einen Ausschnitt
des Gitters, wobei im ersten Teilgebiet eine regulire Verfeinerung mehr als im restlichen
Berechungsgebiet durchgefiihrt wurde.

Mit den ersten beiden Testrechnungen soll zunéichst gezeigt werden, dafl die Mortar-Technik
auch auf Navier-Stokes-Probleme anwendbar ist, d. h., dafl auch bei zusammenpassenden
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Abbildung 7.10: Ungleichmdfig verfeinerte Teilgebiete

Gittern die Dopplung der Freiheitsgrade an den Mortar-Kanten und die Auswertung der
Mortar-Bedingung einwandfrei funktionieren. Der dritte Testfall soll dann versuchen, die
Vorteile der Mortar-Technik durch Verwendung eines feineren Gitters in direkter Umge-
bung des Hindernisses zu zeigen, d. h., dafl mit insgesamt weniger Unbekannten die gleiche
Giite der Parameterbestimmung erzielt werden kann.

Level | Q_UP-N | QSD-02, 1| Q.SD-02, 11
1 512 976 976
2 1864 3414 3414
3 7088 12926 4674
4 27616 50094 17606
5 108992 197006 35606
6 433024 138654
7 | 1726208

Tabelle 7.20: Anzahl der Unbekannten fiir Benchmark-Testrechnungen

In Tabelle 7.20 wird die Anzahl der Unbekannten fiir die durchgefiihrten Verfahren darge-
stellt. Aufgrund der sehr hohen Rechenzeiten und des enormen Hauptspeicherplatzbedarfs
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konnten weitere Rechnungen nicht durchgefiihrt werden.

Level Cuw Cq Ap

2 6.6936 | 1.4580e-02 | 0.10502
6.5120 | 3.7476e-02 | 0.11466
6.1716 | 3.8670e-02 | 0.11570
5.9379 | 3.0651e-02 | 0.11617
5.7826 | 2.2753e-02 | 0.11667
5.6882 | 1.7226e-02 | 0.11705
ref || 5.5795 | 1.0618e-02 | 0.11752

~N O Ot = W

Tabelle 7.21: Kenngrifen fiir Testrechnung nichtkonformes upwind- Verfahren

Tabelle 7.21 zeigt die Kenngréflen fiir das nichtkonforme upwind-Verfahren. Dabei wurde
Variante C benutzt. Auch bei Einsatz von Mortar-Technik ist also bei den Kennwerten
eine gute Tendenz zu den Referenzwerten zu erkennen.

Level Cuw Cq Ap
2 5.4930 | 2.1971e-02 | 0.12124
3 5.5775 | 1.1945e-02 | 0.11736
4 5.5802 | 1.0671e-02 | 0.11691
5 5.5798 | 1.0588e-02 | 0.11729
ref || 5.5795 | 1.0618e-02 | 0.11752

Tabelle 7.22: Kenngrifen fiir Testrechnung SDFEM-Verfahren bei gleichmdfSiger Verfeinerung

In Tabelle 7.22 sind die Kenngréflen fiir das SDFEM-Verfahren bei gleichméfliger Ver-
feinerung beider Teilgebiete zu sehen. Hier liegen bereits alle Parameter innerhalb der
vorgegebenen Intervalle.

Level Cw Ca Ap
2 5.4930 | 2.1971e-02 | 0.12124
3 5.5781 | 1.2349¢-02 | 0.11744
5.5804 | 1.0673e-02 | 0.11690
5.5801 | 1.0624e-02 | 0.11728
5.5796 | 1.0614e-02 | 0.11745
ref | 5.5795 | 1.0618e-02 | 0.11752

S Ut

Tabelle 7.23: Kenngrifen fiir Testrechnung SDFEM-Verfahren bei ungleichmdfiger Verfeinerung

Tabelle 7.23 zeigt schliefilich die Kennwerte fiir das SDFEM-Verfahren bei ungleichméfiger
Verfeinerung der Teilgebiete, d. h., dafl zwischen Level 2 und 3 sowie zwischen Level 4
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und 5 nur das Teilgebiet direkt um das Hindernis verfeinert wurde. Man sieht, daf§ die
Parameter bei entsprechend gleicher Anzahl von Unbekannten besser approximiert werden.
Da eine solche Rechnung sehr zeitaufwendig ist, war es nicht mehr moglich, detailliertere
Untersuchungen anzustellen bzgl. der Wahl der verschiedenen Teilgebiete bzw. des Grades
der unterschiedlichen Verfeinerungen der Teilgebiete. Eine Verbesserung der Robustheit
des Losers wiirde es ermoglichen, eine grofiere Zahl von Testrechnungen anzustellen.
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In Abb. 7.11 werden die Benchmark-Kennwerte in Diagrammform verglichen. In a) wer-
den die Widerstandsbeiwerte, in b) die Auftriebsbeiwerte und in ¢) die Druckdifferenzen
dargestellt. Man sieht, dafl das nichtkonforme upwind-Verfahren zwar die richtige Tendenz
aufweist, aber die Ergebnisse noch relativ weit von den Referenzwerten entfernt liegen.
Die Rechnungen fiir die Stromlinien-Diffusions-FEM weisen sehr gute Ergebnisse auf. Die
berechneten Kennwerte liegen bereits bei niedrigem Level innerhalb der vorgegebenen In-
tervalle. Dariiber hinaus kann man erkennen, daf} durch die unterschiedliche Verfeinerung
der Teilgebiete die Kennwerte bereits fiir eine geringere Anzahl von Unbekannten sehr gut
approximiert werden.






Kapitel 8

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit konnte dargestellt werden, dafl die Mortar-Technik einen guten
Losungsansatz zur Kopplung zweier Diskretisierungen auf deutlich unterschiedlich verfei-
nerten, benachbarten Gebieten darstellt. Es wurde die Einsetzbarkeit der Mortar-Technik
fiir Teilgebietsdiskretisierungen mit konformen Elementen (Lagrange-Elemente) und nicht-
konformen Elementen (Crouzeix-Raviart- und Rannacher-Turek-Elemente) gezeigt.

Weiterhin wurde ein Interpolationsoperator Ij, konstruiert, der auf dem Standard-Lagrange-
Interpolationsoperator basiert und eine zusédtzliche Korrektur enthilt, die die Giiltigkeit der
Mortar-Bedingung garantiert. Gleichzeitig erfiillt er die iiblichen Interpolationsabschétzun-
gen.

Durch Hinzunahme der Terme

= > o flulle,, (ohr,)r, + D (b, | lulle,. Jolle,)r,,

I'mCS I'mCS

konnte in der modifizierten Stromlinien-Diffusionsnorm ||-|| die Koerzivitit der Bilinearform
a®P(-,-) sowie eine Fehlerabschitzung fiir den Konsistenz- und den Interpolationsfehler
gezeigt werden. Insgesamt gilt fiir Diskretisierungen mittels Stromlinien-Diffusions-FEM
die Abschétzung

Nq
1/2
lo—ull < Y0 fulls 0,

k=1

Es wurde das scharfe upwind-Verfahren fiir konforme und nicht-konforme Teilgebietsdis-
kretisierungen untersucht. Fiir die beschriebenen Varianten A bzw. C ohne Kopplungen
iiber Mortar-Kanten hinweg mit dem modifizierten konvektivem Term der Form

b (u,v) = ZZ/ands — \ij) (1 — ) Z /bnzu’vds

leAd jeAl Yij ZEA
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sowie die Varianten B bzw. D der Form

b2 (u,v) ZZ /bnwds — \ij) (W — u' )

1€EAg JEA;

wurde die Koerzivitdt der entsprechenden Bilinearformen gezeigt.

Bei Verwendung der Variante D und ¢ = 0 wurde fiir das Crouzeix-Raviart-Element die

Fehlerabschédtzung
lu =l < © ( ) thnunmk

gezeigt. Als Einschrinkung ergibt sich hier die Abhanglgkelt der Fehlerkonstanten vom
Verhiltnis der Gitterweiten der an einer Mortar-Kante zusammensto3enden Teilgebiete.

Auflerdem wurde ein Geometriekonzept unter Verwendung von Zellen, Fugen, Verfeinerun-
gen sowie ganzen Zerlegungen mit datenbankidhnlichen Strukturen vorgestellt. Durch dieses
Vorgehen wurde ein offenes und flexibles System geschaffen sowie leichte Erweiterbarkeit
und sehr gute Implementierbarkeit erreicht.

Die numerischen Testrechnungen zeigen, dafl die Mortar-Technik fiir eine breite Problem-
klasse einsetzbar ist und die optimalen Fehlerordnungen erreicht werden. Mit dem abschlie-
Benden Beispiel des Benchmark-Problems der Deutschen Forschungsgemeinschaft wird die
praktische Anwendbarkeit der Mortar-Technik auch fiir Navier-Stokes-Gleichungen gezeigt.
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