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Kapitel 1

Einleitung

Magnetische Fliissigkeiten, iiblicherweise als Ferrofluide bezeichnet, sind Suspensionen fein-
ster, magnetischer Nanopartikel mit einem Durchmesser von ca. 10nm in geeigneten, nicht-
magnetischen Trigerfliissigkeiten, z.B. Wasser, Kohlenwasserstoffe oder verschiedene Ole
(siehe Abb. 1.1). Die Teilchen sind magnetische Eindoménenteilchen und kénnen daher als
thermisch bewegte magnetische Dipole in der Fliissigkeit betrachtet werden.

Die Besonderheit dieser Ferrofluide liegt in der Verbindung von normalem, fliissigem
Verhalten mit superparamagnetischen Eigenschaften. Dies erlaubt den Einsatz magneti-
scher Krifte zur Kontrolle der Eigenschaften und der Strémungen der Fliissigkeiten. Die
Beeinflubarkeit von Ferrofluiden durch duflere Magnetfelder erméglicht das Design von
Anwendungen bei den magnetisch kontrollierte Fliissigkeiten ein Kernelement darstellen.
Diese Moglichkeit hat in der Vergangenheit zu einigen tausend Patenten gefiihrt, wobei
einige der Ideen Eingang in das Alltagleben gefunden haben.

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der beschichteten Magnetitteilchen. In Ferroflui-
den auf Kerosinbasis wird Olsiiure CigHz,05 als Beschichtung verwendet. Die polare
Carboxylgruppe COOH haftet hierbei an der Teilchenoberfliche, wihrend der unpola-
re Schwanz eine starke Affinitdt zur ebenfalls unpolaren Tragerfliissigkeit hat. Zwischen
zwei Teilchen entsteht somit ein Puffer von 4 nm, da die Molekiillinge von Olsdure ca. 2
nm betrigt [49].
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Es gibt eine Reihe von technischen Anwendungen von magnetischen Fliissigkeiten, z.B.
in Ddmpfungen von Schrittmotoren, zur Abdichtung von Drehfiihrungen, bei der Kiihlung
von Lautsprecher (siehe Abb. 1.2), zur Trennung nichtmagnetischer Stoffe und in der Medi-
zin bei der magnetischen Hyperthermie (magnetisches Drug Targeting) zur Krebsbekimp-
fung (siehe Abb. 1.2). Die hiufigste Anwendung der Ferrofluide ist zur Zeit zweifelsfrei die
als Dichtung. In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf ein mathematisches Modell fiir
Abdichtungen mit magnetischen Fliissigkeiten von Drehfiihrungen und auf die Entwicklung
von Algorithmen zur numerischen Behandlung des Modells mit Finite-Elemente-Methoden.
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Abbildung 1.2: Zwei Anwendungen von magnetischen Fliissigkeiten

Dichtungen mit magnetischen Fliissigkeiten, die auch Magnetfluiddichtungen genannt
werden, nutzen die Reaktion von Ferrofluiden auf ein angelegtes Magnetfeld aus. Prinzipiell
besteht die Dichtung aus zwei Polschuhen, einem Magnet, dem Ferrofluid und einer drehen-
den Welle (siehe Abb. 1.3). Das Ferrofluid wird durch das angelegte Magnetfeld ringformig
an der Dichtungsstelle zwischen den Polschuhen und der drehenden Welle fixiert und kann
dabei sogar starkem Druck widerstehen. Die herrschenden magnetischen Krifte kénnen
das Fluid gegen Druckunterschiede von rund 1 bar festhalten. Das Ferrofluid bildet eine
sogenannte “fliissige Dichtlippe” und dichtet hermetisch ab.

rotierende
Welle

Abbildung 1.3: Magnetfluiddichtung von Drehfiihrungen (schematisch)

Im Unterschied zu anderen Arten zur Abdichtung haben die Magnetfluiddichtungen eine
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Reihe von Vorteilen, siehe zum Beispiel den Katalog von ALMA Verfahrens- und Anlagen-
technik GmbH (ALMA Group Deutschland) [1] oder den von FerroTec GmbH [25]. Beim
Einsatz von magnetfluidgedichteten Drehdurchfiihrungen sind die Reibwiderstinde gerin-
ger als bei elastomergedichteten. Dadurch ist es moglich die Antriebsleistungen minimiert
anzulegen. An den fliissigen Dichtlippen findet kein mechanischer Abrieb statt. Aus diesem
Grund werden keine Partikel gebildet, welche das Vakuum verunreinigen koénnten. Durch
den Einsatz der Ferrofluide ist die Dichtung fiir unbegrenzte Lebensdauer einsetzbar, da
keine Verschleisserscheinungen an der Dichtung auftreten. Schliefflich sind die Magnetfluid-
dichtungen wartungsfrei. Dadurch wird eine hundertprozentige Verfiigbarkeit der Anlagen
erreicht und es entstehen keine wartungsbedingten Stillstandszeiten.

Anzutreffen sind solche Dichtungen beispielsweise bei schnell drehenden Plattenlaufwer-
ken, um den Informationstriger gegen Staub zu schiitzen. Wegen der hohen Zuverléssigkeit
setzt man diese Dichtungen auch in der Raumfahrt ein. Um allerdings den Normaldruck
gegeniiber Vakuum abzudichten benétigt man ca. sechs hintereinandergeschaltete Ringe.

Aufgrund verschiarfter Umweltschutzgesetzgebung werden Magnetfluiddichtungen im-
mer mehr in der chemischen Industrie verwendet, insbesondere um zu verhindern, dass
toxische Stoffe in die Atmosphére entweichen kénnen.

Fiir praktische Anwendungen und fiir die Effektivitdt der verwendeten Anlagen ist
es sehr wichtig, dafl das Verhalten der Magnetfluiddichtung vertieft untersucht ist. Wir
wollen dieses Verhalten numerisch untersuchen. Deshalb brauchen wir ein geeignetes, ma-
thematisches Modell, das sich durch ein System von partiellen Differentialgleichungen mit
entsprechenden Randbedingungen beschreiben 148t. Als Grundlage des mathematischen
Modells benutzen wir die inkompressiblen stationdren dreidimensionalen Navier-Stokes-
Gleichungen in Zylinderkoordinaten. Ausgehend vom physikalischen dreidimensionalen Mo-
dell zeigen wir, daf} eine zweidimensionale Betrachtungsweise zuldssig ist. Dieses vereinfach-
te zweidimensionale Modell fiir Dichtungen mit magnetischen Fliissigkeiten ldsst sich ma-
thematisch als ein System von der stationdren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
(fiir die Geschwindigkeit und den Druck) und der Konvektions-Diffusions-Gleichung (fiir
die Umfangsgeschwindigkeit) auffassen. Zu diesem gekoppelten System betrachten wir
entsprechende Randbedingungen. Die das mit Fliissigkeit ausgefiillte Gebiet begrenzen-
den Oberflichen setzen sich aus zwei vorgegebenen Oberflichen und zwei freien Ober-
flichen zusammen. Daraus folgen verschiedene Randbedingungen (die klassischen Stokes-
Randbedingungen, die Gleitrandbedingung und die inhomogene Randbedingung). Nach
dem Aufbau des gekoppelten zweidimensionalen Modells wird die numerische Losungs-
methode diskutiert. In einem ersten Schritt werden die Gleichungen diskretisiert. Das
Herzstiick einer jeden Diskretisierung stellt die Wahl der diskreten (endlichdimensionalen)
Ansatzriaume dar. Die Losung des diskreten nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems
wird durch eine Folge von Losungen linearer Gleichungssysteme approximiert. Die Losung
grofler schwach besetzter linearer Probleme ist das Kernstiick vieler Algorithmen inner-
halb der numerischen Strémungssimulation. Zur Beurteilung eines Verfahrens gibt es drei
grundlegende Kriterien. Das ist zum ersten die Genauigkeit der berechneten Losungen, die
nicht nur wesentlich von der Wahl der diskreten Ansatzrdume sondern auch des Gitters
abhéngt. Das zweite Kriterium ist der numerische Aufwand zur Berechnung der Lésungen
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und das dritte ist die Robustheit der Verfahren, das heifit die Unabhéingigkeit ihres Verhal-
tens vom konkreten Problem. Diese beiden Punkten sind wesentlich an den verwendeten
Loser gekniipft. Es ist bekannt, dafl es Wechselwirkungen zwischen dem Diskretisierungs-
konzept und dem verwendeten Ld&ser gibt, dafl insbesondere die Wahl eines guten Losers
nicht unabhéngig von der zugrunde liegenden Diskretisierung ist.

Im Laufe der letzten Jahrzehnte haben sich die Diskretisierungstechniken stiirmisch
entwickelt. Die Diskretisierungskonzepte fiir die Modellgleichungen basieren auf Finite-
Differenzen-Methoden (FDM), Finite-Volumen-Methode (FVM) und Finite-Elemente-Me-
thoden (FEM).

Finite-Differenzen-Methoden auf regelméfiigen Gittern zeichnen sich durch eine einfa-
che Datenstruktur und eine einfache Generierung der Systemmatrizen aus. Schwierigkeiten
bereitet die Gittergenerierung fiir komplexe Stromungsgebiete (krummlinige Rénder, un-
regelméBige Gitter), die dhnlich zu unserem sind.

Finite-Volumen-Methoden sind physikalisch interpretierbar als diskretes, konservatives
Schema und weisen eine grofle Flexibilitit bei der Behandlung komplexer Strémungsgebiete
auf. Nachteilig ist jedoch das Nichtvorhandensein einer rigorosen Konvergenzanalysis.

Finite-Elemente-Methoden zeichnen sich durch die einfache Verstiandlichkeit der Haupt-
komponenten der Methode aus. Eine rigorose Konvergenzanalysis ist verfiigbar. Komplexe
Stromungsgebiete konnen einfach behandelt werden. Randbedingungen 2. und 3. Art sind
leicht integrierbar und die Adaption an Gebiete und Lésungsstrukturen ist ebenfalls einfach
realisierbar. Von Nachteil sind bei dieser Methode die erhhten Kosten bei der Generierung
der Systemmatrizen und die komplizierte Datenstruktur.

Aus der Literatur sind numerische Lésungsverfahren fiir das Modellsystem bekannt, die
entweder auf der Finite-Differenzen-Diskretisierungsmethode (siehe [51], [53], [76]) oder
auf der Finite-Volumen-Methode (siehe [54]) basieren. Ein Blick in die Literatur zeigt,
daf fast ausschliellich Finite-Elemente-Methoden zur Diskretisierung der Navier-Stokes-
Gleichungen und der Konvektions-Diffusions-Gleichung genutzt werden. Haufig verwende-
te Finite-Elemente-Diskretisierungen fiir die Navier-Stokes-Gleichungen sind das konfor-
me P,/P;-Element (Taylor-Hood-Element), das nichtkonforme P;/P,-Element sowie das
nichtkonforme rotiert-bilineare Q);/P,-Element. Betrachtet man nur die Genauigkeit der
berechneten Losungen, so liefern Finite-Elemente-Diskretisierungen mit hoher lokaler Ord-
nung die besten Ergebnisse. Doch wurde bereits in [27] bei einem Vergleich verschiedener
zweidimensionaler Finite-Elemente-Diskretisierungen festgestellt, dal die Implementation
dieser Diskretisierungen, die Assemblierung der Matrizen und das Losen der Gleichungs-
systeme sehr aufwendig ist. Dies fithrt dazu, da} vom Kosten-Effizienz Standpunkt einige
Finite-Elemente niedriger Ordnung konkurrenzfihig sind. Anstelle von der Bilinearform

ap(u,v) := (Vu,Vv) Vu,veH(Q),

die sowohl fiir konforme als auch fiir nichtkonforme Finite-Elemente-Raume koerzitiv ist,
erfordert die Beriicksichtigung der Randbedingung auf dem freien Rand die Verwendung
der Bilinearform

(Vu+Vu”,Vv+Vv?) Vu,veH' (Q).

DN | —

a(u,v) :=
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Da fiir nichtkonforme Finite-Elemente niedriger Ordnung keine diskrete Version der Korn-
schen Ungleichung gilt (siehe z.B. [3] und [39]), ist die Bilinearform af(, -) fiir die nichtkon-
forme Elemente niedriger Ordnung im allgemeinen nicht koerzitiv. Aus diesem Grund ha-
ben wir uns entschieden, zur numerischen Lésung der Modellgleichungen konforme Finite-
Elemente zu benutzen. Um eine bessere Gebietsapproximation bzw. eine bessere Beriick-
sichtigung der Gleitrandbedingung auf dem freien krummlinigen Rand zu erreichen, ver-
wenden wir konforme, krummlinig berandete (isoparametirische) Finite-Elemente. Die Ge-
schwindigkeitskomponenten und die Umfangsgeschwindigkeit werden durch quadratische
Ansétze approximiert. Der Druck wird durch einen linearen Ansatz approximiert. Zur Her-
leitung einer a priori-Fehlerabschitzung benutzen wir die Idee exakter Zerlegung. Dies
ermoglicht uns die diskrete Losung auf das originale Gebiet umzurechnen und die Integra-
tion auf dem Rand des diskreten Gebietes zu vermeiden.

Die Finite-Elemente-Diskretisierung der Modellgleichungen fiihrt auf das Problem ein
grofles nichtlineares algebraisches Gleichungssystem behandeln zu miissen. Losungsverfah-
ren, die auf einer feiner Triangulierung die Inverse der Steifigkeitsmatrix verlangen, sind
viel zu teuer beziiglich des Speicherplatzbedarfs und der CPU-Zeit auf dem Rechner und
deshalb nicht attraktiv. Einfache iterative Verfahren konvergieren in den ersten Schritten
schnell, spdter jedoch sehr langsam. Fiiir dieses Konvergenzverhalten sind allein die langwel-
ligen Fehleranteile verantwortlich. Die kurzwelligen Fehleranteile werden schnell geglittet.
Diese Beobachtung motivierte zur Konstruktion von Mehrgitterverfahren. Die Idee besteht
darin, die langwelligen Fehleranteile auf groben Gitter zu behandeln und die kurzwelligen
Fehleranteile auf feinen Gittern schnell zu gliatten. Fiir unser Mehrgitterverfahren ver-
wenden wir blockstrukturierte Gitter. Die Gittergenerierung setzt auf der vorgegebenen
Makrostruktur des Gebietes auf.

Die Arbeit ist im weiteren in folgende Abschnitte gegliedert:

Im zweiten Kapitel stellen wir zuerst die Magnetfluiddichtung von Drehfiihrungen sche-
matisch dar. Die mathematische Modellierung des Verhaltens der Magnetfluiddichtungen
besteht aus der Berechnung des Magnetfeldes, der Untersuchung des Strémungsverhaltens
und aus der Bestimmung der freien Oberflichen. Diese drei Problemkreise lassen sich ma-
thematisch als ein gekoppeltes System von dreidimensionalen Gleichungen auffassen. Der
groBite Aufwand bei der Losung des Systems entsteht bei der Losung der Gleichungen, die
die Stromungsverhéltnisse in den Magnetfluiddichtungen beschreiben. Deshalb konzentrie-
ren wir uns auf die numerische Untersuchung des Stromungsverhaltens. Ausgehend vom
hydrodynamischen dreidimensionalen Modell zeigen wir, dal unter gewissen Annahmen
eine zweidimensionale mathematische Betrachtungsweise zuléissig ist.

Im dritten Kapitel werden wir das stetige Problem in eine Variationsformulierung
iiberfiihren und Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung formulieren. Die Exi-
stenz einer Losung werden wir mit der Galerkin-Methode untersuchen, wobei abweichend
von Standardtechniken die Struktur des Modells eine Aufspaltungstechnik und die An-
wendung eines schwachen Maximumprinzips fiir gemischte Randwertaufgaben erfordert.
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Die Untersuchung der Existenz mit Hilfe vom schwachen Maximumprinzip im Rahmen
der Aufspaltungstechnik ist neu. Wir betrachten auch eine iterative teilproblem-orientierte
Entkopplungsstrategie zur Losung der stetigen Aufgabe und zeigen, dafl die Entkopplungsi-
teration konvergiert. Die teilproblem-orientierte Entkopplungsstrategie besteht aus der suk-
zessiven Losung der Navier-Stokes-Gleichungen und der Konvektions-Diffusions-Gleichung.

Im vierten Kapitel beschreiben wir die Finite-Elemente-Diskretisierung des Modellsy-
stems. Nach einem kritischen Vergleich moglicher Finite-Elemente-Diskretisierungen ver-
wenden wir isoparametrische finite Elemente. Diese Elemente ermoglichen bei der Bertick-
sichtigung der Gleitrandbedingung die Verwendung der stetigen Normalen an allen auf
dem diskreten Rand liegenden Knoten. Jede Komponente der Geschwindigkeit und die
Umfangsgeschwindigkeit approximieren wir durch quadratische Ansétze. Der Druck wird
durch einen linearen Ansatz approximiert. Da die Aufspaltungstechnik bei der Untersu-
chung des diskreten Problems nicht anwendbar ist, betrachten wir die diskrete Aufgabe
unter Verwendung der teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie. Nach der Untersu-
chung der Losbarkeit der beiden diskreten Teilprobleme erhalten wir die Lésbarkeit der
diskreten Aufgabe iiber die Konvergenz der Entkopplungsiteration. Die Konvergenzana-
lyse leiten wir auch unter Verwendung der teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie
her. Unter Einsatz der Technik der exakten Zerlegung leiten wir die Fehleranalyse der bei-
den diskreten Teilprobleme auf dem Modellgebiet her. Aus diesem Grund stellen wir kurz
die Konstruktion einer exakten Zerlegung und ihre Eigenschaften dar. Die Herleitung von
a priori-Fehlerabschéitzung fiir die mit isoparametrischen finiten Elemente diskretisierten
Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung ist neu. Im Anschlufl an die Konver-
genzanalyse der beiden Teilprobleme leiten wir die Gesamtfehlerabschitzung her.

Die diskreten Modellgleichungen fiihren auf ein schwach besetztes grofles gekoppel-
tes nichtlineares algebraisches Gleichungssystem fiir die Knotenwerte der Sekundirgesch-
windigkeit, des Druckes und der Umfangsgeschwindigkeit. Das Kapitel 5 ist dem Lésungs-
verfahren dieses Gleichungssystems gewidmet. Wir haben ein Gleichungssystem sehr hoher
Dimension zu losen. Es bietet sich daher der Einsatz eines Mehrgitterverfahrens an. Zu-
erst behandeln wir die Konstruktion des Grobgitters und durch uniforme Verfeinerung
konstruieren eine Folge von Gitter fiir die Stufen des Mehrgitterverfahrens. Zunéchst
betrachten wir die Struktur des Gleichungssystems und beriicksichtigen die Randbedin-
gungen. Die klassischen Dirichlet-Randbedingungen implementieren wir standardméfig
und konzentrieren uns auf die Implementation der Gleitrandbedingung. Nach einem kriti-
schen Vergleich der moglichen Implementationskonzepte wéihlen wir eine Implementaion,
die aus dem direkten Einbau der diskreten Form der Gleitrandbedingung in das Glei-
chungssytem besteht. Das gekoppelte Gleichungssytem wird iterativ auf jeder Mehrgit-
terstufe entkoppelt und auf jedem Iterationsschritt sind ein lineares System (entspricht
der Konvektions-Diffusions-Gleichung) und ein nichtlineares System vom Sattelpunkttyp
(entspricht den Navier-Stokes-Gleichungen) zu lésen. Das lineare System lésen wir un-
ter Einsatz des Mehrgitterverfahrens M G-KD. Das nichtlineare System linearisieren wir
zuerst unter Verwendung der Fixpunktiterationsmethode und die linearen Teilprobleme in-
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nerhalb der nichtlinearen Iteration l6sen wir mit dem Mehrgitterverfahren MG-NS. Wir
beschreiben kurz die Komponenten der beiden Mehrgitterloser. Die Implementation der
Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung unter Einsatz von Mehrgitterverfah-
ren ist neu.

Im sechsten Kapitel werden die Ergebnisse der Testrechnungen dargestellt und dis-
kutiert. Zunichst wird die Giite des konstruierten numerischen Losungsverfahrens zur
Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung mit bekannter exakter Losung unter-
sucht. Unter Verwendung der Implementation der Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleit-
randbedingung untersuchen wir numerisch die Stromungsvehéltnisse in Dissipationssyste-
me. Die Anwendung und die Geometrie der Dissipationssysteme, sowie die mathematische
Modellierung der Stromungsvehéltnisse in Dissipationssysteme werden kurz beschrieben.
Abschlieflend zeigen wir numerische Resultate zu dem gekoppelten Modellproblem, das die
Stromungsvehéltnisse in Magnetfluiddichtungen beschreibt. Die Testrechnungen werden
mit drei verschiedenen Modellstromungsgebieten durchgefiihrt.

Ein Ausblick schliefit diese Arbeit ab.

Die punktweise gegebenen freien Oberflichen, die bei der numerischen Simulation der
Stromungsverhéltnisse in Magnetfluiddichtungen verwendet werden, sind in Anhang A ta-
bellarisch aufgelistet.






Kapitel 2

Mathematische Problembeschreibung

In diesem Kapitel stellen wir die Magnetfluiddichtung von Drehfiihrungen schematisch
dar. Zunichst betrachten wir ein mathematisches Modell zur Beschreibung der Verhéltnis-
se in Magnetfluiddichtungen und konzentrieren uns auf die mathematische Modellierung
der Stromungsverhiltnisse. Ausgehend vom physikalischen hydrodynamischen dreidimen-
sionalen Modell zeigen wir, dafl eine zweidimensionale Betrachtungsweise zuléssig ist.

2.1 Die Magnetfluiddichtung

Magnetische Fliissigkeiten stellen komplexe Fluide dar, deren Verhalten sich durch ein
duBeres Magnetfeld beeinflussen 14f3t. Standardwerke iiber Ferrofluide sind das Buch von
Blums et el. [15] und das von Rosensweig [58]. In [15] und [58] werden der Aufbau und die
Eigenschaften von Ferrofluiden, die verwendeten Materialen und die Herstellungsverfahren
ausfiihrlich beschrieben. In [12], [13] und [57] findet man eine Vielzahl von technischen
Anwendungen von magnetischen Fliissigkeiten. Zur Zeit ist die hiufigste Anwendung der
Ferrofluide zweifelsfrei die als Dichtung. Die Abbildung 2.1 stellt die Magnetfluiddichtung
von Drehfiihrungen schematisch dar. Die hyperbolische Form des Magnetkerns ist wichtig
fiir die praktischen Anwendungen und erméglicht eine explizite mathematische Darstellung
des Magnetfeldes in einer Magnetfluiddichtung. Ein Konzentrator mit hyperbolischem Kopf
ist zuerst in [51] angeboten und mathematisch untersucht.

Fiir praktische Anwendungen und fiir die Effektivitdt der verwendeten Anlagen ist es
sehr wichtig, dafl man das Dichtungsverhalten gut untersucht. Die Lage und Gestalt der
magnetischen Fliissigkeit spielt eine wichtige Rolle fiir das Dichtungsverhalten. Die das mit
Fliissigkeit ausgefiillte Gebiet begrenzenden Oberflichen setzen sich aus zwei vorgegebe-
nen Oberflichen (die Oberfliche des Rotors und des magnetischen Kerns) und zwei freien
Oberflichen zusammen. Die Zuverldssigkeit der Dichtung hingt von der Form der freien
Oberflachen ab, deren Berechnung die Simulation des Stromungsverhaltens der Fliissigkeit
voraussetzt.

Zur mathematischen Untersuchung des Dichtungsverhaltens brauchen wir ein geeignetes
mathematisches Modell, das sich durch ein System von partiellen Differentialgleichungen

9
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Abbildung 2.1: Magnetfluiddichtung (schematisch): 1 - Magnet, 2 - Kern, 3 - Magnetkern
mit hyperbolischem Kopf (Konzentrator), 4 - Schaft (Rotor), 5 - magnetische Fliissigkeit,
A - Gebiet mit hohem Druck, B - Gebiet mit niedrigem Druck

unter Hinzunahme von geeigneten Randbedingungen beschreiben 148t.

2.2 Mathematische Modellierung des Dichtungsver-
haltens

Die mathematische Modellierung des Verhaltens einer Magnetfluiddichtung besteht aus
drei Problemkreisen (siehe Abb. 2.2):

e Berechnung des Magnetfeldes;
e Untersuchung des Strémungsverhaltens;

e Bestimmung der freien Oberflichen.

Diese drei Problemkreise lassen sich mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen, bzw. der Navier-
Stokes-Gleichungen und der Young-Laplace-Gleichung unter Hinzunahme von geeigneten
Randbedingungen beschreiben.

Die Maxwell-Gleichungen stellen die Grundgleichungen der Elektrodynamik der ma-
gnetischen Fliissigkeiten dar (siehe z.B. [17]). Magnetische Fliissigkeiten kénnen als nicht-
leitend angenommen werden [58]. Damit vereinfachen sich die Maxwell-Gleichungen zu

VxH=0, V-B=0 in Q, (2.1)

wobei H die magnetische Feldstirke, B die magnetische Induktion und Q c R? das Gebiet,
das vom Ferrofluid eingenommen wird, bezeichnen. Neben den Gleichungen (2.1) wird noch
eine Materialgleichung bendétigt, welche den im allgemeinen nichtlinearen Zusammenhang
B = u(|H|)H, zwischen B und H beschreibt, wobei p(|H|) magnetische Permeabilitét
heifit. Um den Zusammenhang zwischen B und H in Materie zu beschreiben, bené&tigt

man zusitzlich eine Grofle -
M (M) ),
Ho
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Magnetfeld
Maxwell-Gleichungen (3D)

Freie Oberflachen Stromungsverhiltnisse
Young-Laplace-Gleichmng Navier-Stokes-Gleichingen
(3x2D) (3D)

Abbildung 2.2: Modellierung des Verhaltens einer Magnetfluiddichtung

die die Magnetisierung bezeichnet. Allgemein erhilt die Materialgleichung die Form
B = o (H + M) y

mit der magnetischen Feldkonstante g = 47-10~7 VsA~!m™!. Die Magnetisierung M und
die magnetische Feldstirke H sind parallele Vektoren. Dariiberhinaus héngt der Betrag
M = |M]| nur vom Betrag H = |H| ab. Die Abhéngigkeit wird durch

M(H) = M, L(vH)

beschrieben, wobei M, die Sattigungsmagnetisierung, v der Langevin-Parameter und

L(z) = coth(z) — 1
x
die Langevin-Funktion sind.

Zunichst betrachten wir das Dichtungsverhalten in hydrodynamischer Hinsicht. Fiir
inkompressible Fliissigkeiten, d.h. fiir Fliissigkeiten mit konstanter Dichte, erhilt man aus
der Massen- und Impulsbilanz die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, die das dy-
namische Strémungsverhalten der Fliissigkeit beschreiben. Fiir den Fall einer magnetischen
Fliissigkeit sind die Navier-Stokes-Gleichungen durch

V-v=0 in Q, .

gegeben (siehe [58]). Hier bezeichnet v, P und f die Geschwindigkeit, den Druck und
die Volumenkraft. Die physikalischen (konstanten) Parameter sind die Dichte ¢ und die
dynamische Viskositét 7.
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Auf der freien Grenzfliche zwischen der magnetischen Fliissigkeit und der Luft muss
die Young-Laplace-Gleichung

ak = %(M -n)® — [n-o(v, P)n]] (2.3)
erfiillt sein. Hierbei sind « der Koeffizient der Oberflichenspannung, K die Summe der
Hauptkriimmungen, n der Normaleneinheitsvektor an der Grenzfliche, [|n - o(v, P)n|]| der
Sprung der Normalspannungen an der Oberfliche und o(v, P) der Spannungstensor.

Das Dichtungsverhalten ldsst sich mathematisch als ein gekoppeltes System von drei-
dimensionalen Gleichungen (2.1), (2.2) und (2.3) auffassen. Wir nehmen an, daf§ die ma-
gnetische Fliissigkeit in Sattigung steht, d.h. M = M,. Weiterhin setzen wir voraus, daf} es
H > M; gilt. Somit wird sich das Magnetfeld des Fluides nicht #ndern, wenn das Fluids-
volumen sich dndert. Um dann das Magnetfeld zu berechnen, miissen wir die Maxwell-
Gleichungen (2.1) nur einmal 16sen. Eine numerische Behandlung von (2.1) kann man in
[47] finden. Fiir den Fall der hyperbolischen Form des Magnetkerns und H > M, kann
man das Magnetfeld in einem zweidimensionalen Querschnitt von Q analytisch darstellen
(siehe [52]).

Die Bestimmung der freien Oberflichen steht aber mit der Untersuchung des Strémun-
gsverhaltens in iterativer Beziehung (siehe Abb. 2.2). Bei bekanntem Magnetfeld berechnen
wir die Strémung (v, P) im festen Gebiet € aus (2.2). Dann kénnen die freien Oberfliichen
mit Hilfe der Gleichung (2.3) bestimmt werden. Weiterhin wird die Strémung im neuen
Gebiet untersucht und die freien Oberflichen werden neu bestimmt. Die Young-Laplace-
Gleichung (2.3) kann durch Parametrisierung auf drei zweidimensionalen Gleichungen re-
duziert werden. Der groite Aufwand in diesem iterativen Zusammenhang entsteht bei der
Losung der Navier-Stokes-Gleichungen (2.2). Das System (2.2) muf} effektiv gelost werden,
damit die gesamte Iteration zur Bestimmung der freien Oberflichen effizient ist. Deshalb
konzentrieren wir uns auf die Untersuchung des Stromungsverhaltens. Zunéchst betrach-
ten wir eine Reduktion von (2.2) und zeigen, daf eine zweidimensionale Betrachtungsweise
zuléssig ist.

2.3 Reduktion auf ein zweidimensionales Modell

Wir betrachten die Navier-Stokes-Gleichungen (2.2). Der Druck P = p; + p,, setzt sich aus
dem thermodynamischen Druck p; und dem magnetischen Druck

H
Pm = Mo / M(H")dH'
0

zusammen (siehe [58]). Da die Vektoren H und M parallel sind, gilt gy M-VH = oMV H.
AuBlerdem gilt

H
LMV H = 116V < / M(H’)dH’) .
0
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Da Vp,, = ug M - VH gilt, reduzieren sich die Navier-Stokes-Gleichungen (2.2) zu

—nNAvV+ov-Vv+Vp;=£f in (NZ,

(2.4)
V-v=0 1in Q.

Das zugrundeliegende Strémungsgebiet Q kann bei stationérer Betriebsweise rotations-
symmetrisch angenommen werden. Wir betrachten die dreidimensionalen Navier-Stokes-

Gleichungen (2.4) in Zylinderkoordinaten z = rcos ¢, y = rsinp, z = z. Wir nehmen an,

dal v = (v, vy, v,) nur von r, z abhiingt und vernachléssigen die Volumenkraft f. Dann
gilt

(91),._@4_ ov, +8pf_ 82vr+1%_v_r+82vr
e r %, ar M\ o2 Tror T 2T 92 )

=
0 (vra;“’ 4 Ly 8”“’) =1 (8%“’ 10 v 6%“’) :
T

r “ 0z or? r Or r2 022
U%_H)avz +(9pf_ 82vz+1%+82vz
e\ "oy “ 0z 5z "\ o T ror 0z2 )’
ov, n vy N ov,\ 0
e\ or r 0z )]

Seien R der Radius des Rotors, ¢ < R die Spaltbreite und vy die Umfangsgeschwindig-
keit des Rotors fiir » = R. Die Einfiihrung dimensionsloser Variablen

r—R vy U, v p
_ Y = _ _ _ Y _ ¥y
X = y = , U1 = —, Uy = — W =—, )

a a Vo vo Vo oV

ergibt
u8u1+u3u1_ a w2+@—i 82u1+ a Ouq
Yox %oy R+aX 0X ~ Re \ 0X2 R+aX ) 0X

B a 2u+82u1
R+aX) ' ovz)’

Ous duy Op 1 (82u2+< a >8u2 82u2>

Uy

ax oy tay rReloxe T \Brax) oy T o

ouy a 6u2_
8X+< a >U1+——0,
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ua_w+u8_w_ ¢ uw—i 82w+ ¢ 8_w
Yax " oy R+aX /) " Re\oXx2 R+aX ) 0X

I N %)
R+ax) “Tov2 )

mit der Reynoldzahl Re = pvoa/n . Man vernachlissigt alle Terme der Form

a a 1) a
e_ - 1 fir d=—2«1
r T RtaX 1rox S MU rS

mit Ausnahme des Terms & faxuﬂ in der ersten Beziehung. Dieser Term beschreibt im

wesentlichen die zentrifugalen Krifte und wird wie folgt approximiert:

a L ) "
R+aX 146X

2602,

Daraus ergeben sich die entdimensionierten Gleichungen

1
u-Vu— 6w?é& + Vp=—Au,
Re
V-u=0,
Vw = 1A
u-Vw =5 Aw,

mit u = (Ul,UQ)T, 61 = (1,0)T

Sei 2 C IR? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitzstetigem Rand ' = 9. Das Modell,
das die Kopplung zwischen der Sekundéirstromung u und der Hauptstrémung w beinhaltet,
ist durch

1
—EAu +u-Vu+Vp=iwe inQ, (2.5)
V-u=0 in 2, (2.6)
1
—ﬁAwntu-Vw:O in 2, (2.7)

gegeben. Fiir die Geschwindigkeit u und den Druck p gelten die zweidimensionalen Navier-
Stokes-Gleichungen (2.5)-(2.6). Fiir die Umfangsgeschwindigkeit w gilt die skalare Konvek-
tions-Diffusions-Gleichung (2.7). Die Zentrifugalkraft ist der Grund dafiir, daf§ die rechte
Seite in (2.5) quadratisch von der Umfangsgeschwindigkeit w abhéngt.

Bemerkung 2.3.1 Wir nehmen an, daff die Temperatur von Fluid und Umgebung kon-
stant ist. Ein Modell mit Bericksichtigung der Temperatur ist in [42] dargestellt.
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Stromungsverhiltnisse

Hauptstréomung
Konvek.-Diffis. -Gleichung
(20)

Strémungsverhiltnisse
Navier-Stokes-Gleichungen | |
(3D)

Sekundarstrémung
Navier-Stokes-Gleichungen
20)

Abbildung 2.3: Reduktion bei der Modellierung der Stromungsverhéltnisse

Das aus der Literatur bekannte zweidimensionale Modell zur Beschreibung der Stréom-
ungsverhiiltnisse in einer Magnetfluiddichtung basiert auf ein entkoppeltes System (siehe
[51], [52], [53], [54] und [76]). Wenn man von der Annahme ausgeht, dafl der Einfluss der
Umfangsgeschwindigkeit w wesentlich grofler als der der Sekundérstromung u ist, kann
man den Term u - Vw &~ 0 vernachlissigen. Somit ergibt sich ein entkoppeltes Modell in
[51], [52], [53], [54] und [76]. Das von uns dargestellte, zweidimensionale Modell (2.5)-(2.7)
ist wesentlich verallgemeinert. Unsere Entkopplungsstrategie besteht aus der sukzessiven
Losung der Navier-Stokes-Gleichungen und der Konvektions-Diffusions-Gleichung (siehe
Abb. 2.3). Bei bekannter Umfangsgeschwindigkeit w bestimmen wir (u,p) aus (2.5)-(2.6).
Die Berechnung von w aus (2.7) unter Nutzung des zuvor bestimmten Feldes u ergibt eine
neue Ndherung fiir w.

Zur numerischen Losung der Modellgleichungen (2.5)-(2.6) benutzen wir einen Finite-
Elemente-Ansatz. Wir sichern das Losungsverfahren theoretisch ab und analysieren die nu-
merischen Fehler. Aus der Literatur sind numerische Verfahren zur Lésung des entkoppelten
Modells (u-Vw =~ 0in (2.7)) bekannt, die auf den unterschiedlichen Diskretisierungsmetho-
den basieren, z.B. [51], [53], [54] und [76]. In [51], [53] und [76] sind die Finite-Differenzen-
Methode und das Erhaltungsgesetz als numerische Losungsverfahren eingesetzt. In [54] ist
das Stromungsverhalten der Magnetfluiddichtung mit Hilfe einer Finite-Volumen-Methode
untersucht. Die in [51], [53], [54] und [76] dargestellten Losungsverfahren wurden theore-
tisch nicht abgesichert. Die numerischen Fehler wurden auch nicht analysiert.

Im Unterschied zu den vorhergehenden Gleichungen, die den Zustand von Materie in-
nerhalb eines bestimmten Volumes (Modellgebietes) beschreiben, werden zunéchst Bedin-
gungen betrachtet, die an der Grenze des Gebietes gelten miissen. Die Randbedingungen
lassen sich auch aufgrund der Rotationssymmetrie auf Randbedingungen fiir den zweidi-
mensionalen Querschnitt zuriickfithren. Der Rand I' = 0f) setzt sich aus zwei vorgegebenen
Oberflichen (die Oberfliche des Rotors I's und des Konzentrators ') und zwei freien
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I'r

T'x

I's X

T~

I'r

Abbildung 2.4: Das Modellgebiet €2: I'x - Oberfliche des Konzentrators, I's - Rotorober-
flache, ' - freier Rand, a - Spaltbreite

Oberflichen I'r zusammen (siehe Abb. 2.4). Im Einzelnen gelten

u=0 aufl'xUTg, (2.8)

u-n=0 auflp, (2.9)
n-o(u,p)7=0 auflp, (2.10)
w=1 auflyg, (2.11)

w=0 aufTg, (2.12)

ggzz() auf Ty . (2.13)

Dabei ist I' = I'g UT's UT'F mit meas 'y, meas I'g, meas 'y > 0, T NT'g = 0,
I'xNT'r # @ und T'gNI'z # (. Die Oberfliche des Konzentrators I'x und die Rotoroberfliche
['s sind die festen Riander des Gebiets €2, so daf§ die klassische Stokes-Randbedingung (2.8)
auf 'y U T'g zu fordern wire. Die Gleichungen (2.5)-(2.6) sind von zweiter Ordnung im Ort
und benétigen daher Randbedingungen auf ganz I'. Auf dem freien Rand T'y gilt die klas-
sische Stokes-Randbedingung nicht mehr, sondern es gelten die Gleitrandbedingung (2.9)
und die zusétzliche Bedingung (2.10) (siehe z.B. [23], [60] oder [67]). Hier bezeichnet n den
duBleren Normaleneinheitsvektor, 7 den Einheitstangentenvektor und o(u,p) = (o(u, p)i;)
mit 5

o(u,p)ij == —pdi; + ED(U)U’ 1<4,5<2
den hydrodynamischen Teil des Spannungstensors. Der Geschwindigkeitsdeformationsten-
sor D(u) = (D(u);;) ist durch

1 /0u; Ou;
D(u);; = - Rt 1<4,7<2
(u)] 2 (833] + axz) ) _7/7.7 =

gegeben. Der Drehung des Rotors entspricht die inhomogene Randbedingung (2.11) auf
I's. Da der Konzentrator feststehend ist, verschwindet w auf I'g.
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Bemerkung 2.3.2 Auch die Modellierung anderer Prozesse, etwa die Stromung in Dis-
sipationssysteme, fiihrt auf Gleichungen der Struktur (2.5)-(2.6) (wobei é w?@; ~ 0) mit
Randbedingungen (2.9)-(2.10) auf den freien Oberflichen des Stromungsgebietes.

Unter Verwendung der Implementation des Modells (2.5)-(2.13) untersuchen wir im
Kapitel 6 die Stromungsverhdltnisse in Dissipationssysteme numerisch.






Kapitel 3

Das stetige Problem

Sei Q ein beschrinktes Gebiet des IR? mit Lipschitzstetigem Rand I' = T'x UTg U T'p
(meas ', meas's, measTr > 0, Tk NLs =0, g NTr # 0, TsNTxr # 0). Wir betrachten
im folgenden das entdimensionierte Modell

1
—R—Au—i-u-Vu—i-Vp: sw?é; in Q, (3.1)

e
V-u=0 in Q, (3.2)

1
—EAw—i-u-Vw =0 in (3.3)
mit den Randbedingungen
u=0 auf I'xUTlg, (3.4)
u-n=0 auf I'p, (3.5)
n-o(u,p)7=0 auf g, (3.6)
w=1 auf Fs, (37)
w=0 auf Ik, (3.8)
ow

n =0 auf I'p. (3.9)

In diesem Kapitel wollen wir die Losbarkeit des stetigen Modells (3.1)-(3.9) untersu-
chen und diskutieren. Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung werden
formuliert und bewiesen.

Wir benutzen die iiblichen Bezeichnungen aus [30]. Die Normen in den Lebesgue- und
Sobolev-Réumen LP(2) und H™ () seien durch || ||, o und [[-[],, o, die Seminorm in
H™(Q) durch | - |, bezeichnet. Das Skalarprodukt im L*(Q2) wird mit (-, -) notiert. Vektor-
wertige Funktionen und Réume werden in Fettdruck dargestellt, wobei die entsprechenden
Normen und Skalarprodukte analog zum skalaren Fall definiert sind.

19
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3.1 Eine schwache Formulierung

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist eine schwache Formulierung von (3.1)-(3.9). Um
das Problem (3.1)-(3.9) in eine schwache Formulierung zu iiberfiithren, verwenden wir die
folgenden Ansatz- und Testraume:

Vo={veH(Q)|v-n=0aufl'rund v=0auf [x Uls},

Q:=Lj(Q) ={q e L*(Q) | (¢, 1) =0},
W:={veVi|(g,V-v)=0 VqgeQ},
Zy={z€ H(Q)|z=0auf g UTg} .

Die Schwierigkeiten bei der numerischen Untersuchung des Modells (3.1)-(3.9) bestehen
vor allem in der Beriicksichtigung der Gleitrandbedingung (3.5) fiir die Geschwindigkeit u
auf dem freien Rand ['p. Zur Beriicksichtigung dieser Randbedingungen gibt es verschie-
dene Varianten. Insbesondere gibt es die Varianten, die die Randbedingungen in starker
Form im Ansatzraum (siehe [4], [5], [36] und [73]) oder in schwacher Form (als Lagrange-
Multiplikator, siehe [5], [32], [44], [45], [50], [74] und [75]) beriicksichtigen. Im Hinblick auf
eine effiziente Umsetzung in Programmsysteme beriicksichtigen wir die Gleitrandbedingun-
gen (3.5) in starker Form im Ansatzraum V.

Die Rdume L3(Q2) und H{(Q) = {v € H}(Q) | v = 0 auf 9Q} erfiillen die wichtige LBB-
Stabilitdatsbedingung

V-v,q
3650 Blalgge < sup 029
veH}(0) |V|1,Q

Vqe LX(Q). (3.10)

Einen Beweis von (3.10) findet man in [30]. Da @ = L(Q) und V, D H{(Q2) gelten,
geniigen die Rdume ) und V, auch der LBB-Stabilitdtsbedingung.
Wir fithren nun die folgenden Bilinearformen und Trilinearformen ein:

1
a(u,v) := E(Vu—i- vu', Vv +Vv') = Q/QD(u) : D(v)dr Yu,veH (Q),

n(u,v,m):= (u-Vv,m) Vu,v, meH(Q),

Wir betrachten die Gleichungen (3.1) und (3.2). Standardmiflig multiplizieren wir (3.1)
mit einer Testfunktion v € H'(Q2) und integrieren auf dem Gebiet Q2. Mit dem Integralsatz
von Green und (3.2) folgt
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/(——Au+u Vu+Vp>-vdx
Q Re

/D d:c—i—/u-Vuvdx—/pV-vda:—/ n-o(u,p)vdy
Q Q 89

Ea(u v) +n(u,u,v) + b(v,p) — /aQH'G(ll,p)Vd’Y-

Fiir Funktionen v € V erhalten wir mit der orthogonalen Zerlegung v = (v-n)n+ (v-7)7
und unter Beriicksichtigung von (3.6)

/ n'U(u,p)Vd7=/ n'U(H,p)Vd’Y-i-/ n-o(u,p)vdy
onN T'rgUl'g I'r

/ (v-m)n+ (v-7)7) dy
/

n-o(u,p)n(v- n)d’y—i—/ n-o(u,p)7(v-7)dy

I'r

I'r

0.

Bemerkung 3.1.1 Fiir den Deformationstensor gilt

/D dx—/Vqudx+/V uV-vdx
Q

mit u € H'(Q) und v € H(Q). Bei Beriicksichtigung der Nebenbedingung V -u = 0
erkennen wir, daf$ die Bilinearformen

a(u,v) = 2 /Q D(u) : D(v)dz und ap(u,v) = /Q Vu Vv dz

fiir Funktionen u € HY(Q) mit V-u = 0 und v € H}(Q) dbereinstimmen. Wenn die
Randbedingung (3.6) vorliegt, dann kann die Testfunktion v auf dem Rand nicht mehr Null
gewdhlt werden. Damit ist die Gleichheit von a(-,-) und ap(-,-) nicht mehr gewdhrleistet.
Die Verwendung von a(-,-) stellt die natirliche Wahl dar, da sich hier die Randbedingung
(3.6) unmittelbar einarbeiten laft.

Hinsichtlich des fiir Finite-Elemente-Methode erforderlichen Speicherplatzbedarfes wdire
die Bilinearform ap(-,-) zu bevorzugen, da sie keine direkte Kopplung zwischen den Kom-
ponenten der Geschwindigkeit bewirkt, so daf$ die entsprechenden Eintrdge in der Steifig-
keitsmatriz verschwinden.
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Eine Variationsformulierung von (3.1)-(3.9) lautet nun:

Finde ein Tripel {u,p,w} € Vo x Q x H'(Q) mit w|., =1 und wl;, =0, so daB

1
Ea(u, v) + n(u,u,v) + b(v,p) =6 (W, v-&) VveEVy,
b(u,q) =0 VgeQ, (3.11)
1
— A(w,2) + N(u,w,z) =0 Vze Z.

Re

Ziel der Untersuchungen ist es, Aussagen zur Losbarkeit des Problems (3.11) herzuleiten.

Zunichst fiilhren wir eine Homogenisierung der Dirichlet-Randbedingung w =1 auf I'g
durch. Da I's und ', keine Punkte gemeinsam haben, gibt es eine Erweiterung A\ € H'(Q)
mit )‘0‘1’5 =1 und )‘O‘I‘K = 0. Anstelle von w suchen wir nun S € Z;, wobei

w:=8 4+ X.
Eine dquivalente Formulierung des Problems (3.11) lautet damit:
Finde ein Tripel {u,p, S} € Vo x Q X Zy, so dafl
u,v) + n(u,u,v) + b(v,p) +b(u,q) =35 ((S+ Xo)?, v - &)
VVEV()a qEQa (312)

7e ™

1

1
EA(S,Z) + N(u,S,2) + N(u, A, 2) = e

A(Xo,2) Vze€ Z.

Durch die Einschrankung der Testfunktionen auf den Raum W aller divergenzfreien Funk-
tionen aus V, kann der gesuchte Druck p eliminiert werden. Nach der Homogenisierung
und der Druckelimination lautet das Variationsproblem:

Finde ein Paar {u, S} € W x Z,, so daf}

1

—a(u,v) + n(u,u,v) =6 ((S+ )% v-8) VveW,

Re
) . (3.13)
@A(S,Z) + N(H,S,Z) + N(u,)\o,Z):—ﬁA()\(),Z) VZEZO

Wenn das Tripel {u, p, S} € Vo x Q x Z, eine Losung des Variationsproblems (3.12) ist,
dann ist das Paar {u, S} € W x Z, eine Losung des Problems (3.13). Die Umkehrung gilt
ebenfalls, da die Rdume V und @) durch die LBB - Stabilitdtsbedingung (3.10) miteinander
verkniipft sind. Ist das Paar {u,S} € W x Z; eine Losung des Problems (3.13), dann
existiert ein eindeutiges p € @, so dafl das Tripel {u,p, S} € Vo X Q x Z; eine Losung des
Variationsproblems (3.12) ist (siehe [30]). Deshalb beschréinken wir uns in den folgenden
Darstellungen auf die Analyse des Problems (3.13).

Fiir unser weiteres Vorgehen benétigen wir einige Eigenschaften der Bilinearformen und
der Trilinearformen.
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Lemma 3.1.1 Die Bilinearformen a : H'(Q) x H}(Q) - R und A : H'(Q) x H}(Q) - R
sind V- bzw. Zy-koerzitiv.

Beweis. Die Vy-Koerzitivitidt von a(-,-) folgt aus der zweiten Kornschen Ungleichung
(siehe [16])

D(v) : D(v)dz > Co|lvl[o Vv eV (3.14)
Q
mit einer positiven Konstante C,.
Nach der verallgemeinerten Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung (siehe [2]) gibt es fiir

z € Z, eine Konstante C4 > 0 unabhéngig von z mit

CallelZg < / Va2 da = Az, 2). (3.15)
Q

]
Die folgenden Aussagen, die einige Eigenschaften der Trilinearformen zusammenfassen,
finden wir in [24], [30] oder [70].

Lemma 3.1.2 Seien u,v,m € H'(Q2) und S,z € H'(Q?). Dann gelten
In(u, v,m)| < e |v] gllully g ollmllg, o < e vl gllull ollmll; o, (3.16)

‘N(u7 S, Z)| <c |S|1,Q”u|

0,4,0 <clS lu |Z||1Q (3.17)

0,4,Q||Z 1,Q |1,Q

Aus (3.16) und (5.17) folgt, daf die Trilinearformen n : H'(Q) x H'(Q2) x HY(Q) - R
und N : H'(Q) x H'(Q) x H'(Q) — R stetig sind.

Lemma 3.1.3 Seiu € H(Q) mit V-u=0 und u-nlyg = 0. Dann haben die Trilinear-
formen n(-,-,-) und N(-,-,-) die Eigenschaften:

n(u,v,m) = —n(u,m,v) Vv,mec H(Q), (3.18)
N(u,S,2z) = —N(u,2S8) VS z€ H(Q), (3.19)
n(u,v,v) = 0 Vv e H'(Q), (3.20)
N(u,S,8) = 0 VS e HY(Q). (3.21)

3.2 Eine dquivalente Formulierung des Problems (3.13)

Wenn wir die Standardbeweistechniken zum Nachweis der Existenz einer Losung eines Sat-
telpunktproblems (siehe in [30], Chapter IV) anwenden méchten, miissen wir das Problem
(3.13) durch

1
T a(u,v) + n(u,u,v) — 6§ (S*+ 25X, v-&) =6 (N, v-&) VveW, (3.22)

1 1
Te A(S,z) + N(u, \p,2) + N(u, S, 2) = ~ e A(No,2) Vz e Z (3.23)
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dquivalent umschreiben und die Positivitét der linken Seite in (3.22)-(3.23) auf dem Pro-
duktraum W x Z, beweisen. Mit Hilfe des Lemmas 3.1.1 und Lemmas 3.1.3 folgt fiir alle
veWund z € Z

1 1
—a(v,v) +n(v,v,v) =6 (2 + 22X, v &) + —A(2, 2) + N(v, A, 2) + N(v, z,2)

Re Re
1 . L o
= Ea(v,v) —6(2%,v-8) — 20 (2X,v- &) + ﬁA(z, z) + N(v, Ao, 2)
> Cpiv? g = (2%, v - &) = esllzlly ol Aol olVilo + Carllzli g
Re ’ ’ ’ ’ Re ’
— 1l A 1,0 lv 1,0 |Z||1,Q

) 1 cs+c
> (mln{Ca,CA}E — 5|)\0|1,Q) (||V||fn+ ||z

fﬂ) ) (zz,v . 61) ,

mit c5 eine positive Konstante und C,, C4 und ¢, bezeichnen die Konstanten in (3.14)
bzw. (3.15) und (3.17). In unserem Fall kann die bendtige Positivitit nicht gezeigt werden,
da keine Abschitzung des Termes (2%, v - €;) mit z € Z, zur Verfiigung steht.

In [24] wird ein dhnliches gekoppeltes Problem untersucht. Da die rechte Seite des Pro-
blems in [24] eine lineare vektorwertige Funktion ist, kann dort die Positivitit fiir kleine
Reynoldszahlen Re gezeigt werden. Allerdings fiihrt die Anwendung der Standardbewei-
stechniken zur Einschrinkung an der Losbarkeit. Die auftretende Einschriankung an die
Kleinheit der Reynoldszahl Re wird in [24] mit einer Aufspaltungstechnik eliminiert. Wir
wenden die gleiche Technik an, um die Losbarkeit des Problems (3.13) zu untersuchen.

Abweichend zu Standardbeweistechniken iiberfiihren wir im folgenden das Problem
(3.13) durch “Elimination von S” in eine dquivalente Formulierung auf dem Raum W. Zu
diesem Zweck definieren und untersuchen wir das Problem:

Problem (SP): Sei v € W gegeben. Finde S € Z,, so da8
D(v;S,z) = l(v;z) Yz € Z (3.24)
mit
D(v; S, z) := é A(S,z)+ N(v,S,z2),

1

l(v;2) = e

A(Xo, z) = N(v, o, 2) -

Fiir eine gegebene Funktion v € W ist D(v;-,-) eine stetige Bilinearform auf Z, x Z;.
Fiir gegebene Funktionen \g € H'(Q) mit Aol = 1 und Aol =0 und v € W ist I(v;-)
eine stetige Linearform auf Zj. Es gilt

1
D(v;z,z) > Te \zﬁﬂ Vz € Zy,VveEW.
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Die Bedingungen des Satzes von Lax/Milgram (siehe [30], [78] oder [80]) sind damit erfiillt.
Das bedeutet, daf} das lineare Problem(SP) fiir jedes v € W eine eindeutige Losung S € Z;
hat. Es existiert also ein wohldefinierter Losungsoperator

T: W — Zy, veTv=_5.

Wir kénnen nun mittels 7' auf die zweite Gleichung in (3.13) verzichten und in der
ersten Gleichung S durch T'u ersetzen. Eine dquivalente Formulierung des Problems (3.13)
lautet:

Finde u € W, so dafl

1
ﬁa(u, v) + n(u,u,v) =8 (Tu+X)*,v-&) VveW. (3.25)

Aufgrund der Aquivalenz der Probleme (3.13) und (3.25) kénnen wir uns bei den weiteren
Untersuchungen auf das Problem (3.25) beschrinken.
Damit wir die Kopplung zwischen der Geschwindigkeit u und der Umfangsgeschwindig-
keit S beweistechnisch ausnutzen kénnen, miissen wir den Losungsoperator 7" untersuchen.
Die folgenden Aussagen liefern wichtige technische Resultate, die wir fiir unsere Bewei-
stechnik benétigen. Folgendes schwache Maximumprinzip kann man in [19] finden:

Lemma 3.2.1 Sei QO CIR" mit 00 =Ty U, [yNT =0 und
X ={se€ H(Q) |s=0 auf Ty}.
Dariiber hinaus sei L : H'(2) x X — R eine Bilinearform mit
L(w,s) := / { Z 0ij W, Sz; + Z (bjwg, s + diwsy,) + cws}dm + s dv,
2 45=1 i=1

wobei a;; € L¥(Q), D70, aytit; > alt|?, a positive Konstante, b, d; € L™(Q) und

c€ L>(Q). Aus L(w,s) <0 in Q mit w € H'(Q) und s € X N C(Q), s > 0 folgt
wgmaX{O,n%axw} in ).
0

Im Vergleich zu den in der Literatur hiufig beschriebenen schwachen Maximumprinzi-
pen (siehe [29] und [55]), behandelt Lemma 3.2.1 die schwachen Lésungen eines Problems
mit gemischten Randbedingungen.

Mit Hilfe des Lemmas 3.2.1 erhélt man die folgende a priori-Abschétzung:

Lemma 3.2.2 Fir v .€ W und o € H'(Q) mit Xo|p, = 1 und Xo|p, = 0 gilt die a
priori-Abschdtzung
1TV + Aollg o < 1- (3.26)
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Beweis. Fiir gegebene v.€ W und Xy € H'(Q) mit Ao|., = 1 und Aol = 0 ist die
Funktion w* = Tv + \¢ € H!(Q2) eine Lésung des Problems:

Finde w € H'(R) mit w|;,. =1 und w|. =0, so daf

D(v;w,z) =0 Vz € Z,. (3.27)
Unter Verwendung des Lemmas 3.2.1 auf das Problem (3.27) ergibt sich

w* < max {O,n}axw*,maxw*} =1 in Q. (3.28)
S

'k
Die Funktion —w* = —Tv — )y € H}(Q) ist eine Losung des folgenden Problems:
Finde w € H'(R2) mit w|, = —1 und w[ =0, so daB

D(viw,z) =0 Vz € Z,. (3.29)
Mit Hilfe vom Lemma 3.2.1 erhélt man
—w* < max {0, max —w”*, max —w*} =0 in Q. (3.30)
Ts Tx

Mit (3.28) und (3.30) kénnen wir schlufifolgern

1TV + Xolloo,0 = W llo g0 < 1

]
Die folgende Eigenschaft des Losungsoperators 7 ist fiir unsere Beweistechnik niitzlich:

Lemma 3.2.3 Der Losungsoperator T : W — Zy hat die folgende Eigenschaft
Tvy —Tva|, g SCRe|vi—val[pq YV, V2 €W, (3.31)
wobei C eine positive Konstante bezeichnet.

Beweis. Seien Tv; = S; und Tvy = S5, wobei vy, vy € W beliebig sind. Wir setzen S
und S in (3.24) ein und bilden die Differenz. Fiir alle z € Z; gilt

éA(Sl — SQ,Z) + N(Vl, Sl, Z) - N(Vg, SQ, Z) = —N(V1 — Vo, )\0, Z) . (332)

Mit (3.19) erhalten wir
N(v1,S51,2) — N(vy,S2,2) = N(vq,51,2) — N(va, S1,2) + N(va,S1,2) — N(va,Ss, 2)
= N(vi — vy, 51, 2) + N(va, S1 — Sa, 2)
=—N(vy —Vvg,2,51) + N(vq,S1 — S2,2) .



3.3 Existenz einer Losung der stetigen Aufgabe 27

Wir setzen z := S; — Sy in (3.32) ein. Unter Verwendung von (3.19) und (3.21) ergibt sich

1
EA(SI - SQ, S1 - Sg) = N(Vl — Vo, Sl —_ SQ, 51 + )\0) .

Nutzt man (3.15) und die a priori-Abschétzung [|S1 + Xollg o0 = ITv1 + Xollg o0 < 1
folgt

C 1
R—2|S1 - 52|i9 < 7 A(S1 — 52,51 — S3) = N(vi — v, S1 — S5, 51 + o)

:/@q_wyvuh—&ﬂﬁ+wwm

Q

S |(V1 —V2) V(Sl—SQ)‘dﬂﬁ
Q

<cllvi— V2||0,2,Q‘Sl - SQ|1,Q’

mit positiver Konstante c.
Die Behauptung ergibt sich mit C = ¢/Cljy.

3.3 Existenz einer Losung der stetigen Aufgabe

Wir zeigen zunichst die Existenz einer Losung des Problems (3.25). Dazu schreiben wir
das Problem (3.25) in Operatorform

P(u) = 0 (3.33)

mit

(P(u),v) = éa(u, v) + n(u,u,v) =6 (Tu+X)*v-8) VveW.

Die Abbildung P : W — W ist stetig. Als Grundlage zum Nachweis der Existenz einer
Losung des Problems (3.33) benutzen wir eine Folgerung des klassischen Fixpunktsatzes
von Brouwer, die man in [30] oder [70] finden kann.

Satz 3.3.1 Sei X ein endlich-dimensionaler Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-,-)x
und der Norm |- |x. Weiter sei Q eine stetige Abbildung, @ : X — X mit der folgenden
Eigenschaft: Es existiert eine Konstante k > 0, so dafs

(@Qx,x)x >0 VxeX mit x|x =k.
Dann existiert ein Element x € X, so daf

Qx =0, [x|x <k. (3.34)
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Lemma 3.3.1 Das Problem (3.25) hat eine Losung u € W.
Beweis. Wir betrachten
(P(v),v) = é a(v,v) + n(v,v,v) =0 ((Tv+X)*v-€) VveW.
Mit (3.14) und (3.20) gilt
(P(v),v) > %Mjﬂ -0 (Tv+X)*,v-€) VveW.

Unter Verwendung von (3.26) erhilt man fir ve W

|(Tv +X0)?, v-&)] <

/Q (Tv + Xo)2 (v - & )dz

< [ Wldo < € vl
Q

mit positiver, von v unabhingiger Konstante C;. Wir konnen dann schlufifolgern
Ca 2
(P),¥) 2 vl = Crd IV, o,

Wir setzen o
K, = Ky(Re,d) = Fl 0 Re.

a
Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir nun die Existenz einer Losung mit der Galerkin-
Methode zeigen.

Da W ein separabler Hilbert-Raum ist, kann man ein System {r;};>1 C W abzihlbar
vieler linear unabhéngiger Elemente in W auswéhlen, deren Linearkombinationen dicht in
W liegen.

Sei W,,, C W, W,,, = span{r;},. Dann ist mit

m
Gy =) uyr; yeR™
i1

eine bijektive Abbildung G : R™ — W, definiert und |Gy|, (, ist eine Norm in R™. Auf
endlich-dimensionalen Rdumen sind alle Normen &quivalent, deshalb existiert ein kg > 0
mit

¥ < kol Gyl q-
Hier kennzeichen wir mit | - | die euklidische Norm in IR™. Wir definieren durch
(Qy)i = (P(Gy),r), i=1,...,m, (3.35)

einen stetigen Operator @ : R™ — IR™. Es gilt

(Qy,y) = (P(Gy),Gy) >0 V |y| > koK;.
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Nach Satz 3.3.1 existiert dann y € IR™ mit Qy = 0. Wir setzen u,, = Gy. Wegen (3.35)
ist
(P(up),ri) =0, i=1,...,m.
Dann folgt aus (3.34)
Uml; o <Ki VmeN. (3.36)

Da der Raum W reflexiv ist, existiert wegen (3.36) eine Teilfolge u,,; und ein Element
u € W, so daf
U, ~u in W.

Wenn
Uni —~u = (P(uy,),v)—= (P(u),v) Vve W (3.37)
gilt, dann bedeutet das
(P(u),r;) =0VieN.

Da W = span{r;}$°,, erhalten wir
(P(u),v) =0 VveW.

Das heifit, daB ein u € W mit P(u) = 0 existiert. Die Existenz einer Losung ist also
bewiesen, wenn (3.37) gezeigt werden kann. Wir betrachten dazu

1
— a(Upm; — W, V) + n(Upmj, Umj, v) — n(u,u, v)
Re ™ nem (3.38)

=8 (Tumj + X)* — (Tu+ Xo)?,v- &) .

(P(um;) = P(u),v) =

Mit (3.18) und (3.16) finden wir die Abschétzung
In(Wmj, Uy, V) — n(u, 1, v)| = [n(Up; — 0, U, V) + n(u, uy,; —u,v)|
= |n(upm; — u, up;, v) — n(u, v, u,; —u)|

A%

< ooflum; — u||0,4,Q 1,Q(|umj|1,g + |u|1,Q)'
Mit (3.26), (3.31) und der Einbettung L*(2) — L2?(Q) gilt die Abschiitzung
|((Tum]‘ + )\0)2, V- él)) — ((Tll + )\0)2, V- 61)|

= ‘ ((Tllmj - Tll)(Tllmj + )\0 +Tu+ )\0), V- 61>

< Ci Re |[um; — ullg 50!Vl 0

< C; Re ”umj - u||0,4,Q‘V|1,Q’

wobei C; und C, positive Konstanten sind.
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Wir wenden auf (3.38) die Dreiecksungleichung an und setzen die eben gewonnenen
Abschitzungen ein. Es gilt

1
|(P(umg) = P(u),v)| < 4-la(um; —u,v)|

s — ully g 0V, (CQ\umﬂm +eoful, o + C25Re> .

Die schwache Konvergenz u,,; — u in W ist per Definition gleichbedeutend mit
a(up; —u,v) 20 VveWw.

Der Raum W ist nach den Sobolevschen Einbettungsséitzen kompakt eingebettet im Raum
LP(Q) fiir 1 < p < oo. Das heifit, konvergiert die Folge u,,; schwach gegen u in W, dann
konvergiert die Folge u,,; stark gegen u in L*(2). Das bedeutet

|y, — u||0,4’Q —0 fir u, —u inW.

Mit der Beschrénkheit (3.36) der Teilfolge u,,; ist dann (3.37) gezeigt.
Das Problem (3.33) hat eine Losung u € W. Damit ist die Behauptung bewiesen, da

das Problem (3.33) eine Operatorform des Problems (3.25) beschreibt.
]

Satz 3.3.2 Das Ausgangsproblem (3.11) hat eine Losung {u,p,w} € Vo x Q x H'(Q) mit
wlp, =1 und wlp, = 0.

Beweis. Das Problem (3.25) ist dquivalent zu Problem (3.24). Das Problem (3.24) besitzt
damit eine Losung u € W. Dann existiert ein Paar (u,S) € W x Zy mit S = T,
das das Problem (3.13) 16st. Wegen der Giiltigkeit der LBB-Stabilitdtsabschitzung gibt
es ein eindeutiges p € @, so dafi das Tripel (u,p,S) € Vo x Q X Z; eine Losung des
Variationsproblems (3.12) ist. Also hat das Ausgangsproblem (3.11) eine Losung {u, p,w} €
Vo x Q x H'(Q) mit w|., =1 und w|, =0,

3.4 Eindeutigkeit der Losung der stetigen Aufgabe

Aus den bisherigen Untersuchungen wissen wir, daf} es zu jeder Losung u € W des Pro-
blems (3.25) genau ein S € Z, und genau ein p € Q gibt, so dafi das Tripel (u,p,S) €
Vo X Q x Zy das Problem (3.12) 18st bzw. das Tripel (u,p,w) € Vi x @ x H'(Q) mit
wlp, = 1 und wl, = 0 das Problem (3.11) 16st. Wir miissen nur noch untersuchen, un-
ter welchen Bedingungen das Problem (3.25) eine eindeutige Losung u € W hat. Dazu
bendtigen wir als erstes eine a priori-Abschétzung fiir die Losungen des Problems (3.25).

Lemma 3.4.1 Fine Losung u € W des Problems (3.25) geniigt der a priori-Abschitzung
|u|1,Q < CReod (3.39)

mit positiver Konstante C.
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Beweis. Wir betrachten das Problem (3.25) und setzen v := u. Aus der Eigenschaft (3.20),
den Aussagen von Lemma 3.1.1 und mit (3.26) folgt

Ca 1 .
Te |u|fQ < Te a(u,u) =6 (Tu+ )% u-&) < 6 Cilul g,

wobei C; eine positive Konstante ist. Mit C' = C/C, ist (3.39) erfiillt.
]

Satz 3.4.1 Fiir hinreichend kleine Werte des Parameters SRe® hat das Problem (3.25)
genau eine Lésung u € W.

Beweis. Seien u; und uy zwei Losungen des Problems (3.25). Wir setzen u; und up in
(3.25) ein und bilden die Differenz. Es gilt fiir alle v.e W

1
Ea(ul —uy, V) +n(ug,ug, v) — n(uy, uy, v) =6 ((Tus + Ag)?> — (Tus + Ao)%, v - &) .

Wir setzen v := u; — uy und benutzen die Eigenschaften (3.18) und (3.20). Es folgt

1 o
Ea(ul — Uz, Uy — UQ) =9 ((TU1 + /\0)2 - (Tu2 + )\0)25 (ul - UQ) : el) (340)
+n(u; —ug,u; — Uy, Uy) .

Die Ausdriicke auf der rechten Seite werden abgeschétzt. Mit der Abschitzung (3.26) und
der Eigenschaft (3.31) wird der erste Summand wie folgt behandelt

16 (Tur 4+ Ao)* — (Tuz + Xo)?, (w1 — u) - €))|
_ ‘ 5( (Tuy — Tug)(Tuy + Ao + Tug + Xo), (ug — uy) - & ) ‘
<2C16[Tuy — Tuyl, gluy — ug g
<2CCy0 Re||u; — u2||0,2,9|u1 - u2|1,ﬂ
< CiéRelur —usll g,

wobei C eine positive Konstante ist. Mit (3.16), der Einbettung H'(Q2) < L*(Q) und der
Abschidtzung (3.39) finden wir

In(u; —uz,uy —ug, u2)| < cyfluy —uy

|O,4,Q‘u1 - u2‘1,9||u2||o,4,9

< c¢C3u; — u2|ig|u2|1,ﬂ
< C20Relu; —wof?,,

wobei C3 die Einbettungskonstante bezeichnet und Co = ¢,C3C.
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Wir setzen die Abschétzungen in (3.40) ein. Es gilt

Ca
ﬁ\ul — u2|iQ < (C1+Cs)d Re|u; —uy fQ ) (3.41)

Fiir hinreichend kleine Werte des Parameters d Re? gilt

C, 1
ﬁ—(01+02) 6 Re = ﬁ(Ca—(Cl +CQ)5R62) > 0.

Somit folgt aus (3.41) u; = u,.

Als Folgerung aus dem Satz 3.4.1 erhalten wir das Resultat:

Folgerung 3.4.1 Das Ausgangsproblem (3.11) hat fiir hinreichend kleine Werte des Pa-
rameters §Re* genau eine Lisung {u,p,w} € Vo x Q x H'(Q) mit wlp, =1 und wlp, = 0.

3.5 Entkopplung des stetigen Problems

Wie vorher (siehe Abschnitt 2.3, Kapitel 2) erklért, l6sen wir das gekoppelte Modell (3.1)-
(3.9) unter Einsatz einer iterativen Entkopplungsstrategie, die aus der sukzessiven Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen (3.1)-(3.2) mit den Randbedingungen (3.4)-(3.6) und der
Konvektions-Diffusions-Gleichung (3.3) mit den Randbedingungen (3.7)-(3.9) besteht. Sei
{u*,p*} eine gegebene Approximation der Losung von (3.1)-(3.2) mit (3.4)-(3.6). Dann
erhélt man fiir die Unbekannten {uf*!, p¥*1 wk+1} ein Problem der Gestalt:

—%Awk+1 +u* -Vt =0 in Q, (3.42)
_éAuk—i—l FuFtl . VRt 4 VRl = 5 (W28, in (3.43)
V-uftt =0 in (3.44)
mit den Randbedingungen
u" =0 auf I'xUTy, (3.45)
u".n=0 auf I'p, (3.46)
n-o(ut p" M r=0 auf I'fp, (3.47)
Wt =1 auf I, (3.48)
W =0 auf I'gk, (3.49)
O o anf Tp. (3.50)

on
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Die Berechnung von w**! aus (3.42) und (3.48)-(3.50) unter Nutzung des bekannten Feldes
u” ergibt eine neue N#herung fiir w. Mit Hilfe der schon bestimmten Umfangsgeschwindig-
keit w¥*! berechnen wir {u**?, p**1} aus (3.43)-(3.44) und (3.45)-(3.47). Ziel der weiteren
Untersuchungen ist es, eine Aussage zur Konvergenz der Entkopplungsiteration

= utt, kE=0,1,2,...

mit dem Startwert u’ = 0 herzuleiten.

Das Problem (3.42)-(3.44) mit den Randbedingungen (3.45)-(3.50) iiberfiihren wir in
schwachen Formulierungen analog wie im Abschnitt 3.1 und 3.2. Eine Variationsformulie-
rung von (3.42)-(3.50) lautet nun:

Finde ein Tripel {u*™ pFt! "1} € Vi x Q x H'(2) mit wk“\rs =1 und
wEt L =0, so daB
1
EA(wk“,z) + N(u*, Wt 2) =0 Vz€ Zy,
1

= a(u*,v) + n(at T ut T v)+b(v, ptH)

Re (3.51)

=9 ((wk+1)2,v-é'1) Vv e V(),
b(u**t,q) = Vgeq.
Nach der Homogenisierung der Dirichlet-Randbedingung w**! = 1 auf I's und der Drucke-

limination verwenden wir die Aufspaltungstechnik wie im Abschnitt 3.2. Sei u* € W. Dann
lautet eine dquivalente Formulierung des Problems (3.51):

Finde u**! € W, so daf

1
o a(u* v) + n(@ T v) = 6 (Tu* + N)°,v-&) VveW. (352

Fiir das Problem (3.52) kann man die folgende Losbarkeitsaussage formulieren:

Lemma 3.5.1 Fiir hinreichend kleine Werte des Parameters  Re* hat das Problem (3.52)
eine eindeutig bestimmte Losung u*t' € W, d. h., ein wohldefinierter Lisungsoperator

E:W->W, v~ Eu=u"!
existiert.

Beweis. Das Problem (3.52) ist eine schwache Formulierung der Navier-Stokes-Gleichun-
gen (3.43)-(3.44) mit der Dirichlet-Randbedingung (3.45), der Gleitrandbedingung (3.46)

und der zusitzlichen Bedingung (3.47). Mit f := (§(w*+)?, O)T bezeichnen wir die rechte



34 3 Das stetige Problem

Seite von (3.43). Nach der Theorie zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung (siehe [10], [11]) existiert genau eine Losung
von (3.43)-(3.44) mit (3.45)-(3.47) fiir hinreichend kleine Re?||f||, , - Mit der Abschétzung
(3.26) ergibt sich

R [Elo50 = R 6 (@) g0 = RS (T + Xo)Pllgq < C RS, Vb €W

mit positiver Konstante C. Dann ist Re?||f||,,, hinreichend klein fiir hinreichend kleine
Werte des Parameters J Re?.

]

Im folgenden Lemma beweisen wir eine a priori-Abschétzung fiir die Lésung von (3.52):

Lemma 3.5.2 Die Lisung u**' € W des Problems (3.52) geniigt der a priori-Abschitzung
[u**!|, , < CRed (3.53)
mit positiver Konstante C.

Beweis. Wir betrachten das Problem (3.52) und setzen v := uf*!l. Aus der Eigenschaft
(3.20), der Vy-Koerzitivitit von a(-, -) (siehe Lemma 3.1.1) und mit der Abschitzung (3.26)
folgt

C 2
R_Z |uk+1|1,Q <

1
o a(uf ufth) =6 ((Tu’c + o), uftt. &) < 6 CyluFt, o,
e b

wobei Cy positive Konstante ist. Mit C = C;/C, ist (3.53) erfiillt.
]
Als Grundlage zum Nachweis der Konvergenz der Entkopplungsiteration benutzen wir
den Fixpunktsatz von Banach, den man in [79] finden kann.

Satz 3.5.1 Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Weiter sei @@ : X — X eine
kontraktive Abbildung, d.h.

d(Qx,Qy) < Ld(x,y) Vx,yeX,0<L<L1

Dann ezistiert genau ein Fizpunkt x* € X von Q. Fiir beliebige x° € X konvergiert die

Fizpunktiteration x**1 := Qx* gegen x*.

Satz 3.5.2 Fliir hinreichend kleine Werte des Parameters Re? konvergiert die durch
wW=0, uv":=FEd, k=01,2,...

definierte Folge {uk}zozo gegen den eindeutigen Fixpunkt u* € W.
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Beweis. Seien u¥™! := Euf und u5" := Fu} mit u¥, uf € W. Fiir alle v € W folgt aus
(3.52) durch die Differenz

1

R ( k+1 Ic+1’ )+n( k+1 k+1
e

a(u? —ut ,uf ,V) n( k+1 k+1

u ,uy -, V)

=0 ((’Tl.lllC -+ )\0)2 — (7—711]2c + )\0)2, V- 61) .
Wir setzen v := u¥*! — u¥™! und benutzen die Eigenschaften (3.18) und (3.20). Es folgt

1

Re (ullc+1 u12c+1 ullc+1 lc+1) 5 ((Tu’f + )\0)2 _ (Tug + )\0)2’ (ullc—f—l _ u129+1) . 61)
+TL( k+1 ulzc—i—l ullc+1 ulzc—i—l u’2“+1). (3.54)

Die Ausdriicke auf der rechten Seite werden abgeschéitzt. Mit der Abschétzung (3.26) und
der Eigenschaft (3.31) finden wir

‘ 0 ((TU—’1c + )\0)2 - (TuIQC + )‘0)27 (ulfﬂ - u’2“+1) : é’1)| <CidRe |u1 u2|1 Q|uk+1 — W

wobei C; eine positive Konstante ist. Mit (3.16), der Einbettung H!(2) — L*(Q2) und der
Abschitzung \u%“\l,ﬂ < C§ Re (siehe Lemma 3.5.2) gilt

b ) < G Re
mit positiver Konstante Cs.
Wir setzen die Abschétzungen in (3.54) ein. Es gilt

Ca

Re
Dann folgt

‘ukﬂ - u2+1\19 <CidRe ‘ul u2|1 Q‘ukﬂ - u2+1\19 + C20 Re ‘ukﬂ - u2+1\19

C1 ) R62 k
Co—CroRe?
a 2
Fiir fiir hinreichend kleine Werte des Parameters 6 Re? gilt
C1 ) R€2
Cy —C20 Re?
Damit folgt aus (3.55), daf die Abbildung E kontraktiv ist.

Da W ein Hilbert-Raum ist und die Abbildung F : W — W kontraktiv ist, sind
die Bedingungen des Satzes 3.5.1 erfiillt. Dann existiert genau ein Fixpunkt u* € W der
Abbildung E und die Folge {u’“}ZiO, die durch v’ = 0,u**! := Euf,k = 0,1,2,...,
definiert wird, konvergiert gegen den Fixpunkt u*.

uftt — u2+1|1 o= - u]2c|1,n . (3.55)

<1.

Als Folgerung aus dem Satz 3.5.2 und (3.31) erhalten wir das Resultat:
Folgerung 3.5.1 Die Entkopplungsiteration
{u*,p*, W*} = {uF T PP R D Wb =0, =0, =0, k=0,1,2,...,

zur Lisung des gekoppelten Problem (3.1)-(3.9) konvergiert fiir hinreichend kleine Werte
des Parameters 6 Re?.






Kapitel 4

Isoparametrische
Finite-Elemente-Diskretisierung

Aus der Literatur sind numerische Losungsverfahren fiir die Modellgleichungen (3.1)-(3.3)
mit den Randbedingungen (3.4)-(3.9) bekannt, die auf der Finite-Differenzen-Diskretisie-
rungsmethode (siehe [51], [53] oder [76]) oder auf der Finite-Volumen-Methode (siehe [54])
basieren. Unser Diskretisierungskonzept fiir das Modell (3.1)-(3.9) wird auf der Basis der
Finite-Elemente-Methode entwickelt. Im Gegensatz zu den anderen Diskretisierungsver-
fahren ist eine rigorose Konvergenzanalysis bei der Finite-Elemente-Methode verfiigbar
und komplexe Strémungsgebiete konnen einfach behandelt werden. Die Randbedingungen
sind leicht integrierbar und die Adaption an Gebiete und Losungsstrukturen ist einfach
realisierbar.

4.1 Vergleich der verschiedenen Finite-Elemente-Dis-
kretisierungen

Suchen wir fiir die Geschwindigkeit u, den Druck p und die Umfangsgeschwindigkeit w ein
Elementetripel, das pro Element eine moglichst geringe Zahl an Freiheitsgraden hat und
dennoch stabil im Sinne von Babuska-Brezzi (LBB-Stabilitdtsbedingung (3.10)) ist, so kom-
men wir auf die Idee, das nichtkonforme Dreieckelement von Crouzeix-Raviart (siehe [18]
oder [22]) anzuwenden. Die Geschwindigkeitskomponenten und das Umfangsgeschwindig-
keitsfeld werden stiickweise linear approximiert und der Druck wird als stiickweise konstant
angenommen. Um die abstrakte Finite-Elemente-Theorie von Babuska und Brezzi {iber ge-
mischte Probleme (siehe [21]) anwenden zu diirfen, brauchen wir fiir die nichtkonformen
Finite-Elemente-Réume die Koerzitivitéit der Bilinearform

1
a(u,v) := 3 (Vu+Vu",Vv+Vv") VuveH(Q)

und die LBB-Stabilitdtsbedingung. Im stetigen Fall folgt die Koerzitivitit aus der Korn-
schen Ungleichung (siehe Lemma 3.1.1 im Kapitel 3). Verwendet man nichtkonforme finite

37
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Elemente, so iibertrégt sich die Koerzitivitdt nicht automatisch und ein diskretes Analogon
wird erforderlich. In der Literatur (siehe [3] oder [18]) ist es aber gezeigt, daf} keine diskrete
Kornsche Ungleichung fiir das nichtkonforme Element von Crouzeix-Raviart gilt. In einer
neueren Arbeit (siehe [39]) ist es allgemeiner bewiesen, daf} fiir nichtkonforme finite Ele-
mente erster Ordnung die diskrete Kornsche Ungleichung im allgemeinen nicht mit einer
von h unabhingigen Konstante gelten kann. Daraus folgt, daf§ die Bilinearform a(-,-) in
diesem Fall nicht gleichmifig beziiglich h koerzitiv ist.
Wenn wir die Bilinearform a(-, -) durch die Bilinearform

ap(u,v) := (Vu,Vv) Vu,veH(Q)

ersetzen konnten, diirften wir nichtkonforme finite Elemente anwenden. Im Unterschied zu
a(-,-) ist die Bilinearform ap (-, ) sowohl fiir konforme als auch fiir nichtkonforme Finite-
Elemente-Réume koerzitiv. Wie wir vorher (siche Bemerkung 3.1.1 im Kapitel 3) erklért
haben, ist die Gleichheit von a(-,-) und ap(-,-) nicht mehr gewihrleistet, wenn die Rand-
bedingung (3.6) vorliegt. Die Einarbeitung der Randbedingung (3.6) erfordert die Ver-
wendung der Bilinearform a(-,-), die fiir nichtkonforme Elemente niedriger Ordnung im
allgemeinen nicht koerzitiv ist. Wir beschrénken uns deshalb im folgenden auf konforme
finite Elemente.

Die Gleitrandbedingung (3.5) spielt eine gewisse Rolle bei der Diskretisierung des Mo-
dells (3.1)-(3.9). Die Gleitrandbedingung (3.5) und die klassischen Dirichlet-Randbedin-
gungen (3.4), (3.7) und (3.8) beschreiben ganz unterschiedliche physikalische Situationen
(siehe [23], [48], [64], oder [35], [60], [67]). Daraus folgen die verschiedenen, numerischen Be-
handlungen der beiden Bedingungen. Im Vergleich zu den Navier-Stokes-Gleichungen mit
Dirichlet-Randbedingungen findet man in der Literatur nur wenig iiber Finite-Elemente-
Diskretisierungen zur numerischen Losung des Problems mit Gleitrandbedingung.

Bei der numerischen Beriicksichtigung der Gleitrandbedingung (bzw. der krummlinigen
Rénder) braucht man praktisch eine geeignete Approximation des Gebietes 2. Aus der
Literatur sind Approximationen des Gebietes bekannt, die auf unterschiedlichen Konzepten
basieren (siehe [4], [21], [37], [38] und [73]). Zunéchst vergleichen wir kritisch die Konzepte
und wéhlen die zum Modell (3.1)-(3.9) geeignete Finite-Elemente-Diskretisierung.

In [37] und [38] wurden die dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleit-
randbedingung auf der Basis einer Erweiterung des Gebietes diskretisiert. Dort betrachtet
man ein Gebiet Q, so dal Q C Q und Q, C Q (Q & Qp, Qi ¢ Q), wobei Q, das diskrete
Gebiet ist. Die Fehlerabschitzungen wurden auf Q hergeleitet.

Eine Anwendung der konformen finiten Elemente fiir die zweidimensionalen Navier-
Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung kann man in [4] und [73] finden. Dort wurde
das sogenannte Taylor-Hood-Element (siehe [18] oder [30]) benutzt, d.h., die Geschwindig-
keit wird durch stiickweise quadratische, stetige Funktionen approximiert und der Druck
wird als stiickweise lineare stetige Funktion angenommen. Im Vergleich zur in [73] betrach-
teten polygonalen Approximation des Gebietes €2 wurde in [4] ein anderes Konzept und
ndmlich die so genannte exakte Zerlegung angewendet. Wir vergleichen beide Konzepte so-
wie die Konvergenzraten, die als Folge der unterschiedlichen Betrachtungsweisen der Gleit-
randbedingung (bzw. der krummlinigen Rénder) gezeigt werden kénnen. Es ist gut bekannt,
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dal man bei der Anwendung des Taylor-Hood-Elementes fiir Navier-Stokes-Gleichungen
mit Dirichlet-Randbedingung auf polygonalen Gebieten eine a priori-Fehlerabschétzung
mit Konvergenzrate h? beweisen kann (siehe [18], [22] oder [30]). Bei der Beriicksichtigung
der krummlinigen Rénder mit einem Standard-P,-Finite-Element ist eine Konvergenzrate
h? nicht mehr zu erwarten. In [69] kann man eine ausfiihrliche Untersuchung der Poisson-
Gleichung mit Dirichlet-Randbedingung im krummlinigen Gebiet finden. Dort wurde eine
Fehlerabschédtzung mit Konvergenzrate R bei der Anwendung des konformen P,-Elementes
hergeleitet. Der hz-Verlust liegt daran, daf die stetige Losung nicht auf dem diskreten Rand
verschwindet, sondern nur in Eckpunkten der Randelementseiten. Auf Grund der Unter-
suchungen in [69] erwartet man einen Verlust der Konvergenzrate bei der Anwendung des
Taylor-Hood-Elementes fiir die Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung. In [73]
kann man eine Fehlerabschitzung mit Konvergenzrate h2 finden. Dort wurde die Gleitrand-
bedingung nur in Eckpunkten der Randelementseiten beriicksichtigt. Zur Gleitrandbedin-
gung wurden die stetigen Normalen an den Eckpunkten verwendet. Da die Mittelpunkte der
Randelementseiten nicht auf dem Rand des Gebietes liegen, steht dort keine stetige Norma-
le zur Verfiigung (siehe Abb. 4.1). Deshalb wurde die Gleitrandbedingung in Mittelpunkten
der Randelementseiten weggelassen. Im Unterschied zur in [73] bewiesenen Konvergenzrate
hz kann man in [4] eine verbesserte Fehleranalyse mit Konvergenzrate h% finden. Unter
Verwendung der so genannten exakten Zerlegung wurde die Fehleranalyse in [4] direkt
auf dem originalen Gebiet hergeleitet. Die exakte Zerlegung bietet die Moglichkeit, dafl
die stetige Normale an allen auf dem diskreten Rand liegenden Knoten verwendet werden
kann. Die Verwendung der stetigen Normalen an den Eckpunkten der Randelementseiten
ist problemlos, weil diese Punkte auf dem diskreten Rand sowie auf dem stetigen liegen. Da
die Mittelpunkte der Randelementseiten nur auf dem diskreten Rand liegen, werden diese
Punkte auf den stetigen Rand abgebildet (die grundlegende Idee der exakten Zerlegung)
und es wird die entsprechende stetige Normale verwendet (sieche Abb. 4.2). Folglich ist eine
diskrete Gleitrandbedingung in den entsprechenden Finite-Elemente-Raum eingebaut.

Man muss die diskrete Gleitrandbedingung korrekt formulieren, damit die diskrete
Losung zur schwachen Losung konvergiert. In [73] kann man ein Beispiel der inkorrekten
Formulierung (das Babuska-Paradox) finden. Dort wurde eine diskrete Gleitrandbedingung
mit Hilfe der diskreten Normalen an jedem auf dem diskreten Rand liegenden Knoten for-
muliert. Mit dieser diskreten Gleitrandbedingung wurde bewiesen, dafl die Losung des
diskreten Problems nicht zur schwachen Lésung konvergiert.

Die letzte Vorgehensweise zur Beriicksichtigung der krummlinigen Gebietsréinder (bzw.
der Gleitrandbedingung) ist die Verwendung der isoparametischen finiten Elemente (siehe
[21]). Mittels krummlinig berandeter Elemente erreicht man eine bessere Gebietsapproxi-
mation und man kann die stetigen Normalen an allen auf dem diskreten Rand liegenden
Knoten verwenden (siehe Abb. 4.3).
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Abbildung 4.1: Beriicksichtigung der Abbildung 4.2: Beriicksichtigung der
Gleitrandbedingung in [73] Gleitrandbedingung in [4]

Abbildung 4.3: Beriicksichtigung der Gleitrandbedingung mit isoparametrischem Element

Im Hinblick auf eine effiziente Umsetzung der Diskretisierung in Programmsysteme ver-
wenden wir isoparametrische finite Elemente fiir unseres Modell (3.1)-(3.9). Zunéchst be-
schreiben wir die gewihlte Finite-Elemente-Diskretisierung und das diskrete Problem. Das
diskrete Problem betrachten wir unter Verwendung der teilproblem-orientierten Entkopp-
lungsstrategie, die aus der sukzessiven Losung der diskreten Navier-Stokes-Gleichungen
und der diskreten Konvektions-Diffusions-Gleichung besteht. Die Fehleranalyse der diskre-
ten Teilprobleme leiten wir nicht auf dem diskreten Gebiet (wie z.B. in [21]) sondern auf
dem Modellgebiet €2 her. Zur Fehleranalyse der Navier-Stokes-Gleichungen verwenden wir
die in [4] beschriebene Strategie, aber in Bezug auf die isoparametrische Diskretisierung.
Da wir die Fehleranalyse auf dem Originalgebiet €2 herleiten, verwenden wir die Technik
der exakten Zerlegung. Die Technik der exakten Zerlegung bendétigten wir auch bei der
Untersuchung der Losbarkeit des diskreten Problems. Deshalb stellen wir kurz die Kon-
struktion einer exakten Zerlegung dar, wir beweisen die bendtigen technischen Resultate
und untersuchen dann die diskrete Aufgabe.
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4.2 Das diskrete Problem

Es sei Q ein beschriinktes Gebiet des IR? mit Lipschitzstetigem Rand 09 =T'x UTg U T .
AufBlerdem setzen wir voraus, dafi ['y € C*.

Im folgenden sei 7}, eine regulire Zerlegung von 2 in Dreiecke T' (siehe [20]), d.h., der
Durchschnitt zweier Dreieckelemente 7' ist entweder leer, eine gemeinsame Ecke oder eine
gemeinsame Kante. Wir setzen

=7

TeTh

Auflerdem nehmen wir an, daf die Familie {7}, von Zerlegungen quasiuniform ist, d.h.,
fiir jede Zerlegung 7}, sei der Quotient aus dem Elementdurchmesser A7 und dem Inkreis-
durchmesser p; eines jeden Dreieck 7' unabhéngig von der Gitterweite beschriankt:

h
0<71§p—TS72 VT € {Tatn, Vh>0.
T

Wir legen noch fest, daf

h:=maxhr.
TeT,

Ein Dreieck T' € T, nennen wir inneres Element, wenn 7" einen oder keinen Eckknoten
auf dem Rand 09) =T'x UI'g UT'r hat. Sonst nennen wir 7" ein Randelement.
Die zur Finite-Elemente-Berechnung verwendeten Funktionen werden auf den Zellen T’

der Zerlegung 7, definiert, wobei eine Transformation auf ein Referenzelement T vorge-
nommen wird. Sei das Dreieck mit den Ecken (0, 0), (1, 0) und (0, 1) das Referenzdreieck

T. Wir definieren
Pp(T) := {Axl,xz Z amxlxz}

0<i+5<k

als den Raum der Polynome vom Grade kleiner oder gleich k auf dem Referenzelement T.
Sei Fr: T — T die Referenztransformation, die das Referenzdreieck T auf die Zelle T € Th
abbildet. Um eine bessere Approximation des Modellgebietes 2 zu erreichen, verwenden
wir an den krummlingen Randteilen I'x und I'r isoparametrische finite Elemente. Dann
koénnen wir die Referenztransformation £ mit

A~ A2
(7’1 (T)) , falls T" inneres Element oder Randelement auf I'g

Fr e (41)

o N2
(’Pg (T)) , falls T Randelement auf I'x oder I'p

definieren (siehe [21] und Abb. 4.4).
Mit Hilfe der Inverse der Referenzabbildung definieren wir

PuT) = {p=Po F;': 5 Pull) }

als lokalen Funktionenraum auf 7". Die Funktionen in Py(T) stellen in der Regel keine
Polynome mehr dar, da die Referenztransformation Fr im allgemeinen nicht affin ist.
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inneres Element oder
Randelement auf I'g

Referenzelement

Randelement auf
FK oder FF

Abbildung 4.4: Die Referenztransformation Fr : TT

Wir bezeichnen mit F;; die Kanten der Elemente T' € T, wobei wir 1 < j < Nj fiir die
inneren Kanten annehmen wollen. Mit

Iy COQ, fiir Ny <j<Nr+Np,
Fi,Kcth fir Nt + Np <j < N;+ Np+ Nk und
I} s C O fiir Ny+ Np+ Nk <j<N;+ Np+ Ng+ Ns

bezeichnen wir die Randkanten, die die Randteile 'z bzw. ' und I's approximieren. Seien

Ni+Npg Ni+Np+Ng Ni+Np+Ng+Ng
_ J _ J _ J
Fh,F = U Fh,F7 Fh,K = U Fh,K und Fh,g = U Fh,S .
j=Nr+1 j=Nr+Np+1 j=Ni+Np+Ng+1

Die Knoten auf den Seitenmitten und auf den Ecken der Elementkanten bezeichnen wir
mit B;. Seien
J(Q2y) :={j:1<j < N;+ Np+ Nk + Ng}

die Indexmenge aller Knoten sowie
JThr)={j: Nr<j<Nr+Nr},
JThk) ={j: Nr+Np <j<N;+ Np+ Nk} und
J(Th,s) :=4j: Nt + Np + Nxk <j < N;+ Np + Nk + Ng}
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die der entsprechenden Randknoten. Die Randknoten B; € I'y, pNI'y, x bzw. B; € 'y, pNI'y, ¢
betrachten wir als Dirichlet-Randknoten, d.h. j € J(I's,x) bzw. j € J(I's ).

Um das Problem (3.1)-(3.9) in eine diskrete Formulierung zu iiberfiihren, verwenden
wir die folgenden diskreten Rdume:

Vi i= {va € (C%@)) : valp € (Po(T)) VT €Ti}

{ Vi €Vy:(vy-n)(B;) =0 VjeJThr), }

Vo, == .
Vh(Bj) =0 VJ € J(Fh,K) U J(Fh’g)

Q= {Qh € C() : anlp € Po(T) VT € 77w/ In = 0} ’
Qp,

Zp = {zn € C°() : znlp € Po(T) VT € Th}
Z()h = {Zh € Zh : Zh(Bj) =0 V] S J(Fh,K) U J(Fh,S)} .

Jede Komponente der Geschwindigkeit und die Umfangsgeschwindigkeit approximieren wir
durch quadratische Ansétze. Der Druck wird durch einen linearen Ansatz approximiert. In
allen Randknoten Bj, j € J(I'y ) gilt die diskrete Gleitrandbedingung (vy,-n)(B;) = 0. Die
isoparametrischen Elemente am Rand ermoglichen die Verwendung der stetigen Normale
n(B;) an jedem Randknoten B;, j € J(I'y r).

Wir fithren nun die folgenden Bilinearformen und Trilinearformen ein:

ap(ap, vy) =2 D(up) : D(vy)dx Yu,,vy € Vp,

Qp,
bh(Vioqn) = — | V-vhgrdz Vvp € Vi, Van € Qn,
Qp
Ah(wh, Zh) = / Vwy - Vz, dx Ywp,zn € 2y,
Qp,

1
nh(uh,vh,mh) 225{/ uh-Vvhmhd:c—/ uh-thvhdx} Vuh,Vh,thVh,
Qh Qh

1

Np(up,wh, 21) == 3 {/ uy - Vwy, 2, dx —/ uy - Vz, wp dac}Vuh €V, Ywp, 2y € Zy, .
Qh Qh

Bemerkung 4.2.1 Die diskreten Bilinearformen ap(-,-), bu(-, ) und Ax(-,-) definieren wir
dhnlich der entprechenden Formen im stetigen Fall (siehe Abschnitt 3.1, Kapitel 8). Im
stetigen Fall haben wir die Trilinearformen n(-,-,-) und N(-,-,-) als

n(u,v,m):= (u-Vv,m) Vu,v,me H ()

bzw.
N(w,w,2):=(u-Vw,z) YueH(Q),Vw, z€ H(Q)
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definiert. Sind u,v,m € Vy, w,z € HY(Q) und V -u = 0 erfiillt, so gelten
1
n(u,v,m) = §{n(uvvam) - n(uvm: V)} ) (42)
1
N(u,w,z) = 5 {N(u,w,2) — N(u,z,w)} . (4.3)

Im diskreten Fall iibertragen sich (4.2) und (4.3) nicht automatisch.

Als Folgerung aus der Definition der diskreten Trilinearformen ny(-,-,-) und Ny(-,-, -)
erhalten wir:

Folgerung 4.2.1 Sei u, € Vy,. Dann gelten
nh(uh, Vi, Vh) =0 Vv,e€ Vi, (44)

Nh(uh, Zhy Zh) =0 VZh € Zh . (45)

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir das diskrete Problem formulieren. Eine dis-
krete Formulierung des Modells (3.1)-(3.9) lautet:

Finde ein Tripel {up, pr,wn} € Von X Qn X Zp mit wy(B;) = 1 fiir alle j € J(I'y5)
und wy,(B;) = 0 fiir alle j € J(I'y, k), so daBl

1 —
Te an(un, vi) + np(Up, up, vi) + bu (Vi pr) = 6 (Wi, Vi - €1)n  Vvi € Vo,
bp(up,qn) =0 Vagu € Qn, (4.6)
1
Te Ap(wh, zn) + Np(Up,wh,2n) =0 Vzi € Zop,

wobei das Skalarprodukt im L?(€;) mit (-, -), notiert wird.

Zunéchst fithren wir eine Homogenisierung der Dirichlet-Randbedingung wy(B;) = 1
fiir alle j € J(I'y,s) durch. Wir betrachten einen Interpolationsoperator

I, : H*(Q) = Zys,

wobei Zj, 5 die Einschrankung von Z, auf 02, bezeichnet. Mit Hilfe des Interpolationsope-
rator I; konstruieren wir die diskrete Homogenisierungsfunktion

)\Oh = Ih/\O .

Wir setzen
Wh = Sh =+ )‘Oh

und erhalten eine dquivalente Formulierung des diskreten Problems (4.6):
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Finde ein Tripel {up, ps, Si} € Von X Qn X Zop mit, so daf

1
Te an(up, vi) + np(ap, up, Vi) +on(Va, pp)
=9 ((Sh =+ )\Oh)Q,Vh . él)h Vv, € VOh; (47)
bh(up,qn) =0 Van € Qp, (4.8)
1
Te Ap(Sh, 2n) + Np(up, Sh, 2n) + Np(un, Aon, 21)
1
= _E Ah()\()h,zh) VZh € Z()h . (49)

Bei der Untersuchung des diskreten Problems (4.7)-(4.9) interessieren uns folgende Frage-
stellungen:

e Losbarkeitaussagen (Existenz und Eindeutigkeit) fiir die diskreten Aufgabe;
e Herleitung von a priori-Fehlerabschétzungen.

Wenn wir die Losbarkeit von (4.7)-(4.9) genauso wie beim stetigen Problem (unter Ver-
wendung der Aufspaltungstechnik, sieche Abschnitte 3.2 und 3.3 im Kapitel 3) untersuchen
mochten, bendtigen wir eine L*°-Abschitzung fiir die Finite-Elemente-Losung wy, der dis-
kreten Konvektions-Diffusions-Gleichung. Solche Abschitzung kann man nur fiir spezielle
finite Elemente erster Ordnung beweisen (siehe [56]). Abweichend von dieser Vorgehens-
weise betrachten wir das diskrete Problem (4.7)-(4.9) unter Verwendung der teilproblem-
orientierten Entkopplungsstrategie. Wir untersuchen die Losbarkeit der beiden diskreten
Teilprobleme.

Die Konvergenzanalysis (die Herleitung von a priori-Fehlerabschéitzungen) leiten wir
auch unter Verwendung der teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie her. Die Feh-
leranalysis der beiden diskreten Teilprobleme leiten wir nicht auf dem diskreten Gebiet €2,
sondern auf dem Modellgebiet €2 her.

Fiir unsere Beweistechniken bei der Untersuchung der Losbarkeit und der Herleitung
von a priori-Fehlerabschitzungen benétigen wir die so genannte exakte Zerlegung. Zunichst
stellen wir kurz die Konstruktion einer exakten Zerlegung dar. Unter Anwendung der
exakten Zerlegung beweisen wir einige Aussagen, die fiir unsere Beweistechniken wichtige
technische Resultate liefern.

4.3 Exakte Zerlegung und diskrete Bilinearformen

Im Abschnitt 4.2 haben wir standardméfig eine regulére Zerlegung 7, des Modelgebietes €2
betrachtet. Die Familie {75}, von Zerlegungen haben wir als quasiuniform angenommen.
Im folgenden geben wir die Definition einer exakten Zerlegung an und stellen kurz ihre
Konstruktion dar.
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Definition 4.3.1 Sei 7~7L eine requlire Zerleqgung des Gebietes ). Die Zerlegung 7~7L wird
exakt genannt, wenn -

ﬁEQh mat 6}1:: UT

TeT,
Sei 7, eine exakte Zerlegung des Bereiches €2 in krummlinige Dreiecke T, also

a- |J 7.
TeTh

Die Existenz und die Konstruktion exakter Zerlegungen sowie der entsprechenden Ei-
genschaften und Interpolationsabschétzungen sind ausfiihrlich in [14] und [43] untersucht.
Explizite Konstruktionen der exakten Zerlegung kann man in [40], [43] und [66] finden. In
[66] ist eine Konstruktion angegeben, die nur im 2D-Fall anwendbar ist. Die in [40] gezeigte
Konstruktion ist nur im 3D-Fall beschrieben. Im Unterschied zur Konstruktion in [43] sind
diese beiden Algorithmen zur Bauweise komplizierter. Der in [43] angegebene Algorithmus
ist nicht nur im 2D-Fall, sondern auch im 3D-Fall anwendbar. Die in [14] beschriebene
Konstruktion ist ein Sonderfall der Konstruktion in [43]. In [14] wird keine isoparame-
trische Approximation des krummlinigen Gebietes sondern nur eine Approximation mit
geradlinigen Dreiecken beschrieben. Zuné#chst stellen wir kurz die in [43] angebotene Kon-
struktion einer exakten Zerlegung in Bezug auf die von uns ausgewéhlte isoparametrische
Diskretisierung dar.

Sei Ty, eine reguléire Zerlegung von ) in Dreieckelemente 7. Wir betrachten das Refe-
renzelement T (das Dreieck mit den Knoten (0, 0), (1, 0) und (0, 1)) und die mit (4.1)
definierte Referenztransformation Fr : f — T. Seien 7, eine exakte Zerlegung des Gebietes
2 in krummlinige Elemente T und F T — T die Transformation, die das Referenzdreieck

T auf die krummlinige Zelle T € 7y, abbildet. Die Abbildung F ~ kann in der Form
ﬁf = FT + (PT

mit &7 € C3(T;1R?) geschricben werden. Die konstruktive Definition der Abbildung ®y
kann man in [14] und [43] finden. Die Abbildung ®; wird dort als C**!-Trasformation
konstruiert, wobei £ die Ordnung der Finite-Elemente-Diskretisierung bezeichnet. Wir ver-
wenden Elemente zweiter Ordnung und setzen ® € C3(T; IR?) voraus. Die Abbildung &
wird nur fiir die Randelemente 7" auf den krummlinigen Randteilen I'x und I'r konstruiert,
sonst gilt &, = 0. B
Mit Hilfe der Abbildungen Fr und F; definieren wir einen Homéomorphismus G, zwi-
schen dem diskreten Gebiet Q, (0 := Upes, 7) und dem Modellgebiet Q (@ = Uzcz T)
als
Ghplp = FroFy' VT €T, (4.10)

(siehe die Konstruktion in Abb. 4.5). Der so definierte Hom6omorphismus G}, bildet die
Randelemente T € 7T, auf 'k oder I'r auf das krummliniges Element T e 77L ab. Fiir die
inneren Elemente und die Randelemente auf I's ist (G}, der Identitédtsoperator.
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isoparametrisches Element

krummliniges Element

Abbildung 4.5: Konstruktion der exakten Zerlegung

Im weiteren vereinbaren wir das Symbol ’7'Z bzw. T fiir die > Menge aller inneren Ele-
mente T € 77l bzw. T € T. Die Menge aller Randelemente T '€ 77L bzw. T € T, bezeichnen
wir mit 'T8 bzw. T,2. Die Menge der Randelemente T € T, baw. T € T, auf I's bzw.
Iy s stellen wir mit 7~'8S bzw. 7—05 dar. Schliellich setzen wir 7~'3KF = 7~—a \ ﬁa,s und
7'(9 AE = O\ 7713 "5 Nach der Definition des Homdomorphismus G, gelten

T =GT)=TeT} VTeT;,
T :=Gu(T) e T? VT e 72,
T:=Gu(T) e T2® VT eT,

T:=Gu(T) € TPHF VT e T25F.

Fiir unseres weiteres Vorgehen bené6tigen wir einige Eigenschaften des Hom6omorphis-
mus Gy,.

Lemma 4.3.1 Sei Gy, der in (4.10) definierte Homéomorphismus zwischen €, und €.
Dann gelten:

a) es ezistieren Konstanten ¢, und co, so dafs

sup | J(Ghlp) =1 <chy VYT ET, (4.11)
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und
sup ‘J(G;1|T)M—1| §02h% VT €Ty, (4.12)
MeT

wobei J(Ghly),, bzw. J(G;,'|7)5; den Betrag der Jacobi-Determinante von Gy |y bzw.

G; 'z im Punkt M € T bzw. M € T bezeichnet;
b) es existieren Konstanten cs, so daf

sup ||D® (Gplp (M) = I)|| < csB** Vs <3 VT €Ty, (4.13)

MeT

wobei D* (G| (M) — I) die Fréchet-Ableitung s-ter Ordnung im Punkt M bezeich-
net;

c) v e H(Q) genau dann, wenn vo Gy, € H(Qy,). Ferner gilt

e lvlliq < llveGullg, <elvlliq- (4.14)

Die Eigenschaften (4.11) und (4.13) sind ein Sonderfall (k = 2) der in [43] als Propo-
sition (i) und (iii) bewiesenen Abschétzungen. Einen Beweis der Abschétzung (4.12) kann
man auch in [43] (Proposition 3 (ii), £ = 2) finden. Die Aussage c) wird auch in [43] als
Proposition 4 bewiesen.

Da wir die Technik der exakten Zerlegung fiir unsere Beweistechniken bei der Untersu-
chung der Losbarkeit der diskreten Aufgaben und der Herleitung von a priori-Abschétzun-
gen benotigen, beweisen wir zunéchst einige wichtige technische Resultate. Fiir jedes Tripel

{un, pr, Sn} € Von X Qn X Zon
definieren wir das Tripel
{tn, 1, S} € HIQ) x @ x Z
mit
~ o~ 1 -
{uh,ph, Sh} = {uh oGy, pho Gyl — 8] / pho Gyl dZ, Spo G,Il} : (4.15)
Q
Fiir eine beliebige Funktion p, € Qy, gilt p, o G, ' € L*(Q2). Die Konstruktion
BrimmoGl = [ oGyl ds
2 Ja

liefert (ﬁh, 1) =0, d.h., ]3/}; € Q.

Im allgemeinen gelten u, € H'(Q) und u, ¢ Vy, weil u,, - n nur in den Punkten B,

j € J(I'y ) verschwindet. Die nichste Aussage liefert die Randbedingungen fiir u), auf I'g
und I'g.



4.3 Exakte Zerlegung und diskrete Bilinearformen 49

Lemma 4.3.2 Sei vy, € V, eine beliebige Funktion. Fiir die Funktion vy, := v 0 G,;l qilt
v =0 auf PsUTgk. (4.16)

Beweis. Fiir eine beliebige Funktion v, € Vyy, gilt v, (B;) = 0 fiir alle j € J(I'ss). Da
der diskrete Randteil I'j ¢ geradlinig ist, gelten v), = 0 auf I';, g und I', s = I's. Nach der
Definition des Homéomorphismus G}, gilt G|, = I fiir alle Randelemente 7" auf I's. Dann
finden wir
;h = Vj O G;l = Vp = 0 auf FS . (417)
Fiir beliebiges v, € Vo, gilt v (B;) = 0, j € J(I'y k). Dann gilt fiir alle j € J(Iy k)
(vio Fr)(B;) = 0 mit B, := F.'(B;). Wir setzen L'y, i := F.'(Ts k). Aus vj, 0 Fr = 0 auf
I, x ergibt sich v;, = 0 auf I', k. Seien beliebiges B; € 'k und B; := G, '(B;) € ' k. Es
gilt _ _
Vi(B)) = vn(G,,'(B;)) = vi(B;) = 0. (4.18)
Mit (4.17) und (4.18) folgt die Behauptung.
]
Die folgende Aussage liefert das wichtigste technische Resultat, das wir fiir unsere
Beweistechnik bei der Herleitung der a priori-Abschétzungen benotigen.

Lemma 4.3.3 Es gibt eine positive Konstante C, so dafs

~ 3 |~

Vi nllgor, SChz|[Villq Vvi € Vo, (4.19)
mit Vi, :== V0 G,;l

Beweis. Wir vereinbaren das Symbol ﬁa’F bzw. 7;8’1: fiir die Menge aller Randelemente
T €T, auf I'p bzw. T' € T, auf I'y, p. Fiir beliebiges T' € 7718’F bzw. T € 7713’F setzen wir
[9 :=TNTpbaw. ') o := TNTyp und IY ;== F (Y ), wobei F' die Inverse der
Referenzabbildung Fr bezeichnet. Nach der Definition von vy, mit den Eigenschaften von
G, und der Abschétzung ||J(Fr) 00000 < Ch (siehe [21]) finden wir

fmentai= 3 [ oGy nf'di Z/ Vi (0 Gi) P J(Gr)

TeTpr TeTP

Z/ vy, - (mo Gp)|* dy
o

TeTaF
TeT?"
<caeh | |(vho Fr) - ((noGy)o Fr)[”dq.
]_"3
h,F

TeT?F
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Da fiir beliebiges v), € Vy, die Bedingung (v, - n)(B;) = 0 fiir alle j € J(I'y, p) erfiillt
ist, gilt

(vio Fr) - (moGp) o Fr)) (By) = (Vi - (moGy)) (Bj) = (va-m) (B;) =0

fiir alle j € J(Iyr) mit B; := Fy'(B;) € I9 .. Dann gilt
i (Vo Fr)lgg - (oG o Fr)lgs ) =0,

wobei 72 den gewdhnlichen Lagrange-Interpolationsoperator auf dem Referenzelement T
fiir die Polynome vom Grade zwei bezeichnet. Mit der standardmifligen Interpolations-
abschéitzung (siehe [21]) erhalten wir

/f [(vho Fr) - ((noGy) o Fr)|* dy

Io]
h,F

= /f ‘(VhOFT) ((noGp)o Fr) —is ((vho Fr) - ((noGy) oFT))‘zd? (4.20)

a
h,F

<o [ [P ((wno P (oG o Py, )| a7,

wobei c eine positive Konstante bezeichnet. Mit D* bezeichnen wir den zu fz r tangentialen
Differentialoperator i-ter Ordnung. Zunéchst schétzen wir (4.20) ab. Wir betrachten die
Ableitung D? ((v; 0 Fr) - ((no Gy) o Fr)). Nach der Leibnizschen Regel zur Berechnung
der Ableitung n-ter Ordnung fiir ein Produkt aus zwei Funktionen gilt

D?((vio Fr)- ((noGy) o Fr)) = (vyo Fr)- D*((noGp) o Fr)
+3D(vy 0 Fr) - D*((noGy) o Fy)
+3D*(v 0 Fr) - D((noGy)o Fr)
+ D3(vyo Fr) - (noGh) .

Da (vj 0 FT)|f2 , ein Polynom zweiten Grades ist, gilt D3(vy, o FT)|F2 , = 0. Die Ableitun-

i

gen D ((noGy)o Fr), D*((noGy) o Fr) und D3 ((no Gy) o Fr) berechnen wir nach der
Kettenregel. Auf Grund der Voraussetzung ' € C* gelten

1D (30 Gi) lloerg, < C (4.21)
1D ((n© Ga) g, < C- (122

1D* (00 Gi)) llyers, < s (4.23)



4.3 Exakte Zerlegung und diskrete Bilinearformen 51

wobei Cj, i = 1,2, 3 positive Konstante bezeichnen (siehe [29]). Aus (4.21)-(4.23) und den
Abschétzungen

|FT|1,oo,f2,F S Ch, |FT

2 —
2,00,F2,F S Ch ’ |FT|3,00,F2F - 0’

(siehe [21]) ergibt sich
ID* (n o Gp) o Fr) “0,00:?2,1«” <¢h',i=1,23. (4.24)

Mit (4.24) finden wir

/fa ‘D?’ (((Vh o Fr) - ((noGp)o Fr)) ‘fg,F) ‘Zd’y\

smﬁ[ |vhoFT|2da+c2h4[ D (va o Fr)l' &3
T

o
h,F Ty r

+c3h2/fa D (viyo Fr)[* 7

h,F
=C h6 ||Vh O FT”§ 910 + ¢ h4 |Vh O FTﬁfa + C3 h2 |Vh e} FT|§ te - (425)
%l b F " h,F = h,F
Nutzt man den Spursatz, die Abschitzungen

Ivio Frllgss < ch H IValloar, [vio Frlis <clvalir

(siehe [21]) und die Einbettung H*(T") < L*(T"), wird die Norm ||v, o Fr||,, po  wie folgt
abgeschitzt ,

Ivio Frllgazs, <1 (Ivao Frllypz + [vao Frlyz) < e (e2h™ [Wallgor + s vilyr)
<™ valg (4.26)
Mit dem Spursatz, den Abschéitzungen
|vh o FT|1,T" <c |Vh|1,Tv [Vh o FT|2,T" <ch |Vh‘2,T
(siehe [21]) und der inversen Ungleichung
[Vallaz < eh™ [[vallyz
finden wir

[vp 0 FT|1,ng < (|Vh o FT|1,f + [vho FT|2j*) <a (02 |Vh|1,T +csh |Vh|2,T>
’ (4.27)

<er (oo alyg + esheah™ Vil ) < es IVl -
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Die Norm |v, o Fy|, fo schitzen wir analog zu der eben hergeleiteten Abschétzung ab.
Wir erhalten 7

Vio Frlyps < ([vio Prlyz+ [vao Frlyz) = eilva o Prlyz (4.28)

<cach|vplyr<cche hfl”VhHl,T = 4 ||Vallyr,

wobei benutzt wurde, dafi |v,, o FT\?’J@ =0 gilt, da v, 0 Fr € ’ﬁg(f)
Die eben gewonnenen Abschétzungen (4.28), (4.27) und (4.26) setzen wir in (4.25) ein.
Es gilt

2
[@ D (((vao Fr) - ((mo Ga) o i) Igg )| @7 < C* ¥ Ivali 1 (4.29)
: ,

Aus der Aquivalenz der Normen Vhll; o und [[val], ,, und unter Verwendung von (4.29)
ergibt sich

||€r’h.n||§72,rF=/ ¥ -n|*dy < Cih Z / [(viwo Fr) - (no Gy) o Fr)[? dy
TeT?"

<o [ [P (e F)-(@e o F g, )|
TeT?F

<Csh* Y vallir < Cab® ) ([Walliz < Cab® |Walllq -
TeT?" TeT?"

Bemerkung 4.3.1 Die L2-Norm von vy, - n betrachten wir nicht auf 00 = T's UTr UTk
sondern nur auf U'p, da Vp|p p. = 0 gilt (siche Lemma 4.3.2). In [{] kann man auch eine
Abschitzung der Norm |[vy - nl|y 4 5q mit Ordnung O(h?) finden. Im Unterschied zu den
Abschitzungen (4.81) und (4.32) liefert unsere isoparametrische Betrachtungsweise kein
besseres Resultat beim Abschitzen der Norm ||vp, -

Im folgenden Lemma schitzen wir den Effekt der Abbildung der Funktionen aus Vy,
Qn und Zy, mit dem Homgomorphismus G, auf den Bilinearformen a(-, -), b(-, -) und A(-, -)
ab.

Lemma 4.3.4 Seien vy, Wy € Von, Yn, 2n € Zon, qn € Qpn und vy, := v 0 G;l,
~ 1~ 1~ 1
Wpi=wpoG,, Yp =y oGy, 2p = 2p0 Gy,

~ _ 1 1 g~
an :ZQhoGhl_@/ thGhldx.
Q

Dann gelten:
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a) es ezistiert eine Konstante Cy, so daf

1
2 2
|A(Un, ) — An(yn2a) | < CLR® | D lall 7 Do llzliz]| 5 (4.30)
i:e,?’-’?,K,F ,j‘:e,i’-hB,K,F
b) es existiert eine Konstante Co, so dafs
1 1
2 2
a(Vh, Wa) = an(vi, wi)| S Coh* | > |[Walli 5 S owliz]
TeToHF TeT2*F
(4.31)
¢) es existieren Konstanten Cs und Cy, so dafs
3 3
6(¥h, Gn) — br(Vh, qn)| < Cs h? Z N3 ?T Z llgn g,Z,T
TE%}?,K,F j‘;e,?’—}?,K,F (432)

51~ ~
+ Cyh2 ||Vh||1,n||Qh||o,2,Q :

Beweis. a) Die Abschitzung (4.30) ist ein Sonderfall (k¥ = 2) der in [43] als Lemma
8 (ii) bewiesenen Abschitzung. Dort wird eine verallgemeinerte Referenztransformation

N2
Fr e (Pk(T)> betrachtet und bewiesen, daf

D=
(M)

|A(Gh: Zn) = Anyn, 2)| < CrbF [ > ([Tl 7 DA (4.33)

TeT? TeT?

gilt, wobei hier ’77? die Menge aller Randlemente auf dem krummlinigen Rand 0f2 bezeich-

~ o~ \2
net. Mit (4.33) ergibt sich (4.30), da in unserem Fall Fr € (PQ(T)) fiir Randelemente T

auf den krummlinigen Randteilen I'x- und I'p.

2
b) Der Beweis ist analog zu Lemma 8 (ii) in [43]. Unter Verwendung von Fr € (PQ(T)

fiir Randelemente 7" auf den krummlinigen Randteilen I und I'r ergibt sich (4.31).
c¢) Nach der Definition von g, gilt

6(Fh,Gn) = ba(Va, qn)| < [6(Fh, gn 0 G ) = ba(Vi, gn) | + cll¥all g (4.34)

/qh o G;l dz
Q

mit positiver Konstante c. Die beiden Summanden in 4.34 werden getrennt abgeschétzt.
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Die Abschiitzung des Terms [b(V4, g, © G;") — ba(Va, q1)| ist analog zu Lemma 8 (i) in

N2
[43]. Mit Fr € (732 (T)) fiir Randelemente 7' auf den krummlinigen Randteilen I'x und
['r ergibt sich

6(Vh,an 0 Gy t) = ba(vi,an)| < Csh* | > IIWalliz >

Te’ﬁf‘K‘F Teiha,K,F

N
N

(4.35)

mit positiver Konstante C'.
Nun betrachten wir [, g, 0 G, ' dZ. Da die in (4.10) definierte Abbildung G, fiir innere
Elemente und Randelemente auf I'g die Identitéit ist, gelten

/thG dm-Z/thG da:—i—Z/thG dx

TeT} TeT?
—Z/qhdac—i— Z /thG dr + Z /thG dx (4.36)
TETZ ~,’7“—OS "‘,7—6KF
—Z/qhdx+ Z /qhd:r+ 3y /qhoG d7 .
TET FeT1or
Aus
0:/ qhdx—Z/qhdac—i- Z /qhdaj—i- Z /qhdac
Q TeTz 7—6KF
folgt

Z/qhdx-i— > /th-T— > /qhda: (4.37)

TETl Te 7—6 S Te 7—6 K, F
Wir setzen (4.37) in (4.36) ein und erhalten
/ gno Gy di = Z (/ qn|J(Gh)| dx — / an dm) : (4.38)
Q regprr NT T

wobei J(Gp) den Betrag der Jacobi-Determinante von G} bezeichnet. Nutzt man (4.38)
und die Abschétzung (4.11) und

Z hy < cmeas(0€2,) < cmeas(052)

TeEB,K,F
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folgt
gno G, dT| = Z / J(Gp)—1)dz| < ¢ Z hT/|qh\dx
& TeT " F TeToF
3
> frllalopr <2 | D HG (4.39)
TeT TeT?F
3 3
<o | Y Whr| lalose, =0 [ Y hbr
TeT TeT?
< esh3lgn 0 Gy llgng < e B [lallgnn + 05 3 /qh o G di .
Q
Fafit man die Abschétzungen (4.34), (4.35) und (4.39) zusammen, so erhilt man (4.32).
]

Bemerkung 4.3.2 In [4] wird der Effekt der Abbildung der Funktionen aus den entspre-

chenden diskreten Rdumen mit dem Homdomorphismus Gy, der unter Verwendung des

Taylor-Hood-Elementes definiert wird, auf den Bilinearformen a(-,-) und b(-, ) abgeschitzt.
~ ~\2

Da in [4] das geradliniges Taylor-Hood-FElement, d.h. Fr € (Pl (T)) , verwendet wird, ist

die Ordnung der Abschitzungen O(h). Unsere isoparametrische Betrachtungsweise liefert

die Ordnung O(h?).

Im folgenden Lemma schitzen wir den Effekt der Abbildung der Funktionen aus Vg,
und Zp, mit dem Homdomorphismus G, auf den Trilinearformen n(-,-,-) und N(,-,-)ab.

Lemma 4.3.5 Seienu € H*(Q)NVy und V-u =0, y € H*(Q)NZy, uy, vy, wy, € H ()
und yp, zr, € H* (). Dariiberhinaus seien Uy, == up0G, ", Vi, := vyo G, ', Wy == wj0G, !
und zp, := zp, © G;l. Dann gelten:

a) es ezistieren die Konstanten Cy und Cs, so dafs

(0, %) — 2 (W, Wi, V)| < C [ =l gl ¥l (|

40)
+ Co 1 |[Vall, o
b) es existieren die Konstanten Cs, Cy und Cs, so daff
IN(u,y, zn)—Ni(an, Yn, 2n)|
< G (4.41)

~ ~ ~ 5~
+ Cylly — yh||1,n”uhHl,Q”Zh”l,Q +Csh2 ||Zh||1n :
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Beweis. a) Nach der Definition der diskreten Trilinearform ny(-,-,-) und mit der Eigen-
schaft (4.2) der stetigen Bilinearform n(-,-,-) (sieche Bemerkung 4.2.1) finden wir

In(u,u,vy) — np(Wp, Wp, vp)| (4.42)

1 - 1 -
= 9 {n(u,u,vy) — np(Wn, Wn, Vi) } — 2 {n(u, vy, u) — np(wp, vh, wp)}

IN

1 - 1 ~
9 n(u,u,vy) — np(Wh, Wi, V)| + 2 In(w, Vi, u) — np(Wh, Vi, Wa)| -

Nun werden die beiden Summanden in (4.42) getrennt abgeschétzt.
Nutzt man (4.11), die Stetigkeit der Trilinearform np(-,-,-), die Einbettung
H?(Q) — C'(Q) und die Voraussetzung u € H*(Q) (|[ufl; < c) folgt

In(u,u,vy) — np(Wp, Wi, vi)|

= / (uo Gy) - V(uoGp) vy J(Gy) dz — wy, - Vwy, vy, dx
Qp Qp,
< / (uoGh) - V(uoGy) vpdx — wy, - Vwy, vy, dz
Qp, Qp
+ / (ll o Gh) . V(UO Gh) Vi (J(Gh) — 1) dx
Qp,

/ (UOGh) 'V(UOGh)Vh — Wp, 'VWthd.’E
Qp,

H Y [@oG) VoG (G -1) i

K,F
TET (4.43)

/ (uoGp)-V(uoGh) vy, —wp-V(uoGp) vy dx
Qp,

+ Wh'V(uOGh)Vh—Wh'VWthd$
Qp

4 Z /T(u oGy)-V(uoGp)vy (J(Gp) — 1) dx

TE,T;L?,K,F

<cilluoGp - Wh”l,Qh”u o Gy l,Qh”Vh”l,Qh

+ ca [[Wally g, lluo Gr — wal|, g, [IVh

telulbg 3R / valdz

TeTf,K,F

|1,Qh
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< crluo Gr—willy o, (e Gallyg, + Wl 0, ) ¥l 0,

+ €365 Z hi 1Vallozr -
TeT? o

Es gilt
Z hr < cmeas(09,) < cmeas(09) . (4.44)
TeT2F
Aus (4.43) folgt die Abschitzung des ersten Summandes mit (4.44), der Aquivalenz der
Normen [[V4|, o und [[v4]; o, und der stetigen Einbettung H'(2) < L*()

|n(ua u, qh) - nh(Wh, Wh,Vh)|

<cilluoGr—willig, (luoGullig, + IWallyg, ) IIVall g,

=
=

teses | Y hS > vallgor

TeT?KF TeTIKF (4.45)

< callue G —will o, (e Gallyg, + Wl 0, ) ¥l 0,
5
+ c3cscgh? ||Vh||o,2,nh

~ ~ ~ 5 1~
< Cillu=Fnlly g (Il o+ ¥l 0) ¥l 0+ Co b3 ¥l -
Der zweite Summand wird genauso wie der erste abgeschéitzt

|TL(11, i\’:ha 11) - nh(wh: Vh, Wh)|

oy (e Gally g, + Wil 0,)

teres Y hilvallug (4.46)

TeTha,K,F

<cilluoGp —whlly g, Ve

~ ~ ~ 5 1~
< Cillu=Fnlly g (Il o+ ¥l 0) ¥l 0 + Co b3 [¥all, -

Die Zusammenfassung der einzelnen Abschitzungen (4.45) und (4.46) liefert (4.40).

b) Die Beweisfiihrung ist analog zu a). Wir finden

IN(u,y, Zn)—Ni(an, Yn, 21)| (4.47)

1 _ _ 1
‘5 {N(u,y,2n) — N(u, zn,9)} — 2 {Nw(un, Yn, zn) — Np(un, 2n,yn)}

- 1 -
< = |N(u,y,2n) — Np(up, Yn, 21)| + 2 IN(u,Zh,y) = Nu(un, 2n, Yn)| -

DO | =
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Die beiden Summanden in (4.47) schitzen wir getrennt ab. Es folgen

IN(u,y,2,)— Nip(upn, Yn, 24)|

/(UOGh)-V(yOGh)th(Gh)dx—/ uy, - Vy, 2 do
Qp

Qp,

<

/(HOGh)-V(yoGh)zhdaz—/ uy, - Vyp 2z, dz
Qp,

Qp,

+

/Q (uoGy)-V(yoGh)zn (J(Gr) — 1) dx

<

/(UOGh)-V(yoGh)zhdx—/ u, - V(yoGp) 2z dz
Qp

Qp,

+ (4.48)

/uh-V(yoGh)zhdx—/ uy, - Vyp zp dz
Qp,

Qp,

+

/Q (WoGh) - V(yoGh) zn (J(G) — 1) da

<ec|luoGy—uy

|1,Qh||y o Gl l,QhHZh' 1,98

+ ¢z [lunlly g, lly © Gh = yn |1,

+C3||u||cl(n)||y||cl(n) Z hQT/T|Zh|d$

TeTHHT

|1,Qh||zh

<cfu-— ﬁh“l,Q”y“l,Q”zhHl,Q

~ ~ ~ 5~
t¢s ”uhHl,Q”y —Yn |1,Q |zh |1,Q + ce h2 ”Zh”l,Q )

|N(u, zh, y)— Np(un, 21, yn)|
<eclluoGr =l q,lly o Ghully g, 20l q,

+ca[[unlly g, 1y © Gn = ynlly 0, 12ll1 0,

+C3||u||cl(n)||y||cl(g) Z hQT/T|Vzh|dx (4.49)

TEEB,K,F
<cllu— ﬁh||1,Q||3/||1,Q||§h||1,§2

~ ~ ~ 5~
+ s ||uh||1,n||y - yh”l,Q”zh”l,Q + cg h> ||Zh||1,n :

Die Zusammenfassung der Abschétzungen (4.48) und (4.49) liefert (4.41).
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Bemerkung 4.3.3 In [4] kann man die folgende Abschitzung

In(u, u, vy)—np(Wp, Wp, V)|

< Cillu=wall; ollva

o (Il

finden. Unsere isoparametrische Betrachtungsweise liefert ein besseres Resultat im Unter-
schied zu der in [4] verwendenten geradlinigen Taylor-Hood-Diskretisierung.

~ 3 |~
o+ [1¥all ) + Co b ¥l 0

Die Analysis des Fehlers {u — uy, p, — pn} werden wir standardtechnisch herleiten. Da
wir bekannte Resultate iiber die Approximation der Sattelpunktprobleme (siehe §I1.2 in
[18]) verwenden wollen, bendtigen wir die geeigneten Analogien der Elliptizitdtsbedingung
und der LBB-Stabilitdtsbedingung fiir die Funktionen

~ _ ~ _ 1 1o~
Vi i=v,0G;" und @ =g, 0G; " — @/ qno G, dT.
Q
Lemma 4.3.6 Secien vy, € Vo, g € Qp und vy, := v 0 G,;l,

~ , 1 1~
an ::qhoGhl—@/ thGhld.I.
Q

Dann gelten:

a) es ezistiert eine Konstante 5,1, so daf

0¥ V) 2 Call9nll} (4.50)

b) es existiert eine Konstante ﬁ >0, so dafs

_ b(¥h,
B ||Qh||029 < sup M . (4.51)
v vrEVon Vh 1,0

Beweis. a) Mit Hilfe der zweiten Kornschen Ungleichung
allviin < [ D) DO +er¥lian Yy e HD)
und der Poincaré-Morreyschen Ungleichung
C ||V||(2)’2’Q < /QD(V) : D(v)dT + /89 v-n|*dy VveHY(Q)
erhalten wir

~ o~ C
CL(Vh,Vh) + C_2 |

~ 12
[Vh |1,Q <

~ 112
[V |0,2,Q

[N
— a -
—

- o~ 1 - - 1 -
< o a(Vy, vp) + @ {—a(vh,vh) + — / [V - n|2 cﬁ} (4.52)
o0

C1 C1 2 Co Co

1 . 1 - —~
— - a@ )+ o [ Fhenl @,
1 C1 Jaa
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Mit (4.16) und (4.19) ergibt sich

/m-n\%ﬁ:/ m-n\?dm/ ¥V - n|* d¥
oN I'sUl'k I'r

(4.53)
- / a0l d7 < CH|lE .
I'r

Mit (4.52) und (4.53) kénnen wir schlufifolgern
Ca[¥nll? o < a(¥, V)
mit Konstante C, = ¢; — C k.
b) Wir betrachten den diskreten Raum
Vo :={vh € Va: via(B)) =0Vj € JTpx) UJ(Ths)UJ(Thr)} -

Die Rdume V), und @, erfiillen die diskrete LBB-Stabilititsbedingung

br (Vi Gn
g ||qh||o,2,ﬂh < sup )
vhevgh |vh‘1’Qh

Van € Qn

mit einer Konstante 3 > 0 (siehe [26]). Da Vo, D V9, gilt, geniigen die Rdume Vg, und
Qp auch der diskreten LBB-Stabilitdtbedingung

b (Vh, Gn
ﬂ”qh”o,z,ﬁh < sup Wi, 01
vrEVon |Vh|1,Qh

Van € Q- (4.54)

Aus der Aquivalenz der Normen ||Vl o und [[v4ll; o, bzw. [|Gall; o und [lgall;q, (siehe
(4.14)) und unter Verwendung von (4.54) und (4.32) ergeben sich

br(Vh, qn) <O by (Vs qn)

7 <clg <- < =
H h||0,2,Q 1 ” h||0,2,Qh 5 vneVon |Vh|1,Qh 562 vneVon |Vh|1,Q
< 4 sup b(zhth)

Bco viE€Von |vh|1,§2

D=
D=

C1 03 h2 o, .
e swp 2 DAl S @l2,n
vrLEVp 1,Q ’1~“€’7—,?’K’F TG’T'}?’K’F
5
C1 04 h2 _
+ —— sup = o i
Bea vievon [Valig ¥4l qllnllo,0
¢ b(Vh, gn _
1 sup M + C h? ||q’l||072,9 )

< — —
B e viE€Von ‘vh|1,Q
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Die Behauptung ergibt sich mit 8 = (1 — C h2) Bea/cy.
]
Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun die diskrete Aufgabe (4.7)-(4.9) unter-
suchen.

4.4 Losbarkeit der diskreten Aufgabe

Wie vorher erklért, untersuchen wir die Losbarkeit des diskreten Problems (4.7)-(4.9) unter
Verwendung der teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie. Sei {uf,pf} € Vo, x Q4
eine gegebene Approximation der Losung von (4.7)-(4.8). Dann erhilt man fiir die Unbe-
kannten {uf™, pftt, SF1 € Vi, x Qp X Zyy, ein Problem der Gestalt:

Finde ein Tripel {u} ™', pit! SFT} € Vo, x Q) x Zo, so daB

1
Te An(SE™, zn) + Nu(ug, Spt, zn)
1
= _ﬁ Ah()\Oh, Zh) — Nh(uﬁ, )‘0h7 Zh) VZ},, € Z()h s (455)
1
E ah(uerl’ vh)+nh(uz+1’ ufz+1’ Vh) + bh(vh’pz+1)
=9 ((Sl1:+1 + )\Oh)Qa vy - 61)h Vviy € Vo, (4-56)
by (uptt, qn) =0 Vagn € Qn.  (4.57)

Zunichst untersuchen wir exemplarisch die Losbarkeit der beiden Teilprobleme (4.55)
und (4.56)-(4.57).

Satz 4.4.1 Das diskrete Teilproblem (4.55) hat fiir beliebige uf € Vy, genau eine Lisung
S}I:_H € Zon-

Beweis. Zum Beweis wenden wir das Lax-Milgran-Lemma an, d. h., wir miissen die Ste-
tigkeit von éAh(-, )+ Np(uf, - -) und —éAh()\Oh, -) — Np(uP, Ao, -) sowie die Koerzivitit
von = Ap(-,-) + Ny(uj, -, ) auf Zy, zeigen.

Wir zeigen zuniichst die Stetigkeit von ﬁAh(-, )+ Np(uf, -, -). Fiir alle Sy, 2, € Zy, gilt

1
‘EAh(Shyzh) + Ni(uy, S, zn)| < T Shlia, [2nl0, + k], o, 1Snll10, 12l 0,

< C(Re, ‘ulicz|1,§2h) ”ShHl,Qh”Zh”l,Qh :
Zur Stetigkeit von — 7= Ay (Aon, -) — Na(uf, Ao, -) zeigen wir, daB fiir alle z, € Zyy, gilt
1
‘—EAh(/\Oh, zn) — Nu(uj, Aon, 2n)

1
< §|/\0h‘1,9h|zh|1,9h + ‘u£|1,§2h”)‘0h”1,9h||Zh||1,9h

< C(Re, ||)‘0h||1,9ha |ulii|1,9h) ||Zh||1,9h .
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Fiir die Funktionen z, € Z, gilt Zh‘rh KUl = 0. Dann folgt aus der verallgemeinerten

Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung die Zy,-Koerzivitét der Bilinearform Ap(-, -). Mit der
Eigenschaft (4.5) von Nj(-,-,-) und der Zy,-Koerzivitit von Ap(-,-) finden wir

1 1
EAh(Zhazh) + Ny(uf, zn, 2n) = %Ah(zhazh) > Ca,llalliq,
fiir alle z;, € Zy,. Somit ist die Koerzivitiat von éAh(-, )+ Np(uf,-,-) auf Zy, gezeigt.
| ]

Satz 4.4.2 Das diskrete Teilproblem (4.56)-(4.57) hat fiir beliebige Sy € Zoy genau eine
Lésung {uf™, pf*t'} € Vi x Q.

Beweis. Wir setzen

Wy = {vy € Vou : 0n(Vh,qn) =0 Vagn € Qn} .

Nach der abstrakten Finite-Elemente-Theorie (siehe [18] oder [30]) folgt die Existenz
und die Eindeutigkeit der Lésung von (4.56)-(4.57) mit der diskreten LBB-Stabilitéitsbedin-
gung und der Koerzivitéit von ap(-,-) auf Wj, d.h., wir miissen zeigen, dafl

br(Vh, qn)
p ||Clh||0,2,Qh < sup :
vh€Von |Vh|1,Qh

Van € Qn (4.58)

und
ah(vh,vh) > Ch ||Vh'||iQh Vv, € W, (459)

gelten.
Wir zeigen zunéchst die Bedingung (4.58). Die diskreten Riume

Vgh = {Vh € Vh . Vh(Bj) =0 \V/j € J(Fh,K) U J(Fh,s) U J(Fh,F)}

und @)y, erfiillen die diskrete LBB-Stabilitdtsbedingung

B ||Qh||029h < sup M Van € Qn
ST e, [Valig,
mit eine Konstante 3 > 0 (siehe [26]). Da Vi, D V), gilt, geniigen die Riume Vg, und
Qn auch die diskrete LBB-Stabilitdtbedingung (4.58).
Wir betrachten die Bilinearform ay(-, ) fiir alle v, € Wj, C V. Mit der Abschitzung
(4.31) und der Bedingung (4.50) finden wir

an(Vh, V1) = an(Vh, Vi) — a(¥h, V) + (¥, ¥a) > —C1 b [Wa][; o + Ca [¥nll1 o

= (Co— 1) I¥ull g
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wobei ¥, := v, 0 G5!, Aus der Aquivalenz der Normen [Vhll; o und [[va]l, , (siehe (4.14))

ergibt sich die Bedingung (4.59) mit C}, = ¢ (5a - C; h2>.
]
Als Folgerung aus den Sétzen 4.4.1 und 4.4.2 und aus der Konvergenz der Entkopp-
lungsiteration (siehe Folgerung 3.5.1 im Kapitel 3) erhalten wir das Resultat:

Folgerung 4.4.1 Fiir hinreichend kleine Werte des Parameters 6Re? hat das Problem
(4.6) genau eine Lisung {up, ph, wn} € Vor X Qn X Zy, mit wy(B;) =1 fir alle j € J(T'y,5)
und wy(B;) =0 fir alle j € J(T'h,x).

4.5 A priori-Fehlerabschitzungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Fehleranalyse fiir die gegebene Diskretisierung des ste-
tigen Modellsystems (3.1)-(3.9) darstellen. Die Konvergenzanalyse leiten wir auch unter
Verwendung der teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie her, d.h., wir schitzen die
Navier-Stokes-Gleichungen und die Konvektions-Diffusions-Gleichung sukzessiv ab. Un-
ter Einsatz der Technik der exakten Zerlegung leiten wir die Fehleranalyse der beiden
diskreten Teilprobleme nicht auf dem diskreten Gebiet (2, sondern auf dem Modellge-
biet 2 her. Diese Vorgehensweise der Fehleranalyse kann man in [4] finden. Dort wurden
die Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung unter Einsatz vom Taylor-Hood-
Element diskretisiert. Die in [4] beschriebene Abschétzungsstrategie verwenden wir fiir das
Navier-Stokes-Teilproblem in Bezug auf unsere isoparametrische Diskretisierung. Somit
vermeiden wir die Abschidtzung der Terme, die die Integration auf dem diskreten Rand
09y, involvieren. In [73] kann man eine auf dem diskreten Gebiet durchgefiihrte Fehler-
abschétzung der mit dem Taylor-Hood-Element diskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen
mit Gleitrandbedingung finden. Wie wir vorher (siehe Abschnitt 4.1) erkldrt haben, ist in
[73] beschriebene Fehlerabschiitzung nicht optimal im Vergleich zur Abschétzung in [4].
Der Grund dafiir liegt darin, daf} die Norm ||vy, - n[|y 5 5o, mit Ordnung O(hz) abgeschiitzt
wird (siehe [73]). Im Unterschied zur L*-Norm [|v, - 1]y 5 5o, auf dem diskreten Rand 92,
wird die Norm ||V, - n|; 5 5o auf dem stetigen Rand 02 mit Ordnung O(h?) (siche Lemma
4.3.3 und Bemerkung 4.3.1) abgeschéitzt.
Der Ausgangspunkt der Untersuchungen ist das stetige Problem:
Finde ein Tripel {u**!, p"*1 W* 1} € Vi x Q x H'(Q) mit w**'[ =1 und
wht =0, so daB

é A(WFT 2) + N(ub, bt 2) =0 Vz€ Zy, (4.60)
1

7oz (0T v) 4 n(a u T v)$b(v, pH)
(&

=0 ((wk+1)2, V- 61) Vv e V() s (461)
b(utt,g) = 0 VeeQ, (462
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wobei {u*,p*} eine gegebene Approximation der Lésung von (3.1)-(3.2) mit (3.4)-
(3.6) bezeichnet.

Fiir jedes Tripel {uy, ps, Sp} € Vor X Qn X Zop betrachten wir das mit (4.15) definierte
Tripel {fih s Ph s gh} € H'(Q) x Q x Zy. Wir definieren &, € H'(Q) mit

&h Zzgh—i-/\o,

wobei Ao € H'(2) mit o[, =1 und Aol = 0.
Zundchst untersuchen wir die Fehler {uf** —uj*' pt*1 —pi*'}l und den Fehler
wlc—|—1 _ ak-{—l
[
Zur Abschitzung des Fehlers w®+! — ZJ,’fH benétigen wir das stetige Problem:

Finde ein Tripel {u**!, p**!, Skl € Vi x Q x Z,, so daB

éA(S’““, z) + N(u*, S 2) = —éA(AO, z) — N(u*, N\, 2) Vz € Z;, (4.63)

1

7oz (V) 4 n(u ut T v)4b(v, pH)
€

=9 ((Sk+1 + )\0)2, V- 61) Vv e V(), (464)
b(uk+17 Q) =0 ‘v’q € Qa (465)

wobei {u*,p*} eine gegebene Approximation der Lésung von (3.1)-(3.2) mit (3.4)-
(3.6) bezeichnet.

Satz 4.5.1 Seien {uk,pk} eine gegebene Approrimation der schwachen Lésung des Pro-
blems (3.1)-(8.2) mit Randbedingungen (3.4)-(3.6) und {uf,p}} eine gegebene Appro-
zimation der Losung des diskreten Problems (4.7)-(4.8). Dariiberhinaus seien S*™' die
stetige Losung von (4.63), SF™ die diskrete Lisung von (4.55), whtt = Sk1 4 )\,
Wit = SFFL 4 A, TE :=uf 0 G, 1, §’,§+1 = St o Gt und O = g,’f“ + Xo. Zusitz-
lich gelten die Regularititsvoraussetzungen S**' € Zy N H3(Q), u* € Vo N H3(Q) und
Ao € Hs(Q)
Fiir hinreichend kleine Werte des Parameters Re gilt die Abschdtzung

Jwktt — ‘NUZHHLQ <R+ G fluf - ﬁh||1,Q (4.66)

mit Cy 1= C1(R€; ||Sk+1||3,9a ||uk|

s 1Nolls ) und Cy := Co(Re, [|S*

|3,Qa ”)‘0”3,9)'

Beweis. Mit der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung und der Definition von wy, erhalten
wir

[ =T, g < el =Gt g = ¢S 4+ X — (SEH + o)1 0

[+ 5
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Zum Abschiitzen von |S¥+1 — SF+l|  betrachten wir die Gleichung (4.63). Fiir alle
zn € Zop, gilt

1 . _ 1 N N
EA(S’“H, Zn) + N(ub, S¥1 Z) = —EA(/\O, Zn) — N(uf, X, Z1) (4.67)

wobei 2, := zj, o G;;*. Mit dem diskreten Problem (4.55) und (4.67) erhalten wir

1 ~ - - -
EA(S’Cle — SptZ,) = — N(u, S¥1Z,) — N(u¥, M\, Z1)
=LA ) - a3
Re ’ Re h >
1 1
+ EAh(S}IE—H; Zh) + EAh()\()h, Zh)

+ Ny(uf, SE* 24) + Nu(uf, Aon, 21)
fiir alle 2, € Zyp,. Dann finden wir fiir den Fehler S¥+1 — g,’f“
B 4
ISk = S, < C (@gfw 1S = Zall o + ZL,-h) (4.68)
i=1

mit

|An(SEY ) — A(SEL, 7))

Ly, := sup =
2n,€%0n\{0} [E 1,0
Ap (A — A()g, z;
Loy = sup | h( omzi}v) ( O,Zh)|
2n€Zon\{0} ”Zh”l,ﬂ
N, (0. §F+1 _ N(uF. Sk+! 3,
Lsy := Re  sup | h(uh’ h >Zh2 (11 ) 7Zh)|
2nE€Zon\{0} ||Zh||1,9
N (uf, )\ — N(u*, )\, Z)
L4h — Re Sup | h(uh7 Ohvzl/lv) (ll ) Oazh)‘ )
2,€Zon \{0} ”Zh”lgﬂ

Nun werden die Ausdriicke auf der rechten Seite in (4.68) einzeln abgeschitzt.
Wir definieren einen Interpolationsoperator Jj, : H?(Qy) — Zo, mit

JuS = (i2(S o Fr)) o Fypt,

wobei i7 den gewdhnlichen Lagrange-Interpolationsoperator auf dem Referenzelement T
fiir die Polynome vom Grade zwei bezeichnet. Wir setzen 2/ ™ := J,(S**1 0 G}) € Zo, und

Zith = it o Gt € Z,. Mit der Interpolationsabschétzung

|S¥ o Gy — Zlfi_H'l,T < ch?[S¥o Gh|3,T VT €T
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(siehe [21]) und den Eigenschaften der Abbildung G}, finden wir

2 3
jgEt — gt = [ SO S - g ] < <Z|sk+1oah—z,’:“|iT)

TeT, TeT,

<c; g h? (Z |SF Lo Gﬁ\i;) < Cih? ||Sk+1||3,9

TET,

mit positiver Konstante C}.
Jetzt schiitzen wir den Term Ly, ab. Mit Abschéitzung (4.30) (siehe Lemma 4.3.4) und
der stetigen Einbettung H3(Q2) — H'(2) finden wir

2

12
Ly < e h? Z ||SII:+1||1,T

fea‘—ha,K,F

N

< h? | SMH — §}l:+1||1’9 Yoo h? Z HSkH”iT (4.70)

TeTPHr
< h?|[SMT = SE o + e RIS

< B2 [|SFF = SEF, g + e o B2 SH

ls0-

Zunichst schitzen wir den Term Lo, ab. Wir setzen Xon = Ao © G;l. Nach der Drei-
eckungleichung gilt

| An(ony 2) — Ao, Z0)| < |AR(on, 2) — AQon, Z0)| + [A(Ao — Aon, 24)] - (4.71)

Die Summanden in (4.71) werden getrennt abgeschétzt.
Mit der Stetigkeit von A(-,-) finden wir

[A(Ao = Aon, Zn)| < €1 Ao — Aol g1l

1L,0"

Zum Abschitzen von ||\ — f):()h“l’Q betrachten wir die Norm |[Ag — X0h||15. Wir definieren
den Interpolationsoperator I, : H2(Q) — Zj, mit I\ := (i2((Ao Gy) o Fr)) o F', wobei
i7 den gewdhnlichen Lagrange-Interpolationsoperator auf dem Referenzelement T fiir die
Polynome vom Grade zwei bezeichnet. Dann gilt Aoy, = Iy Ag. Wir finden

~ 2
A0 = Aonll1 7 = | Ao = (ZnAo) © GEIHT,T <cllhooGh— Ih’\OHiT
< ea h2||(Xo © Gn) 0 Fr — (Inho) © Frll} 5 7

+c3 (Moo Gp) o Fr — (InAg) © FTﬁf
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Wir setzen XO := (Ao © Gy) o Fr. Dann gilt (Iz\g) o Fr = i,zl/)\\o. Aus der Interpolations-
abschitzungen

A0 — ii/\OH(),z,T <c ‘/\0|3,T“ und  [Ag — ii/\0|1,f <c ‘)‘0‘3,f
ergibt sich

~ 2 ~ 2
1o — Aol 7 < alXols 7 = ca (Ao © Gu) 0 Frl; 5 < 5 h* [Ag 0 Gals 1

(4.72)
S Cg h4 ||)\O”§,T .
Mit (4.72) finden wir N
Ao = Aol 0 < Ch* [ Xolls - (4.73)
Dann folgt aus (4.73)
[ Ao = Ao, Z)| < Co h® ol ollZll, 0 - (4.74)

Den zweiten Summand in (4.71) schitzen wir mit (4.30) (siche Lemma 4.3.4) ab. Es
folgt

VY]
V1]

~ . ~ 2 —
A(ons Zn) — An(on, 2n)| < Cs b | D [ danllyz > IElF] - (475)
Te,fha,K,F i:e,?’-;?,K,F
Mit den einzelnen Abschitzungen (4.74) und (4.75), und der stetigen Einbettung
H3(Q) — H(Q) folgt die Abschiitzung des Terms Loy,

2

~ 2
Lop < ¢ 7 Z Aonllz | +c2h* 1ol
TR

=

< h®|[Ag —X0h||1,9+01 h? Z ||)\0||if +c2 P2 [ Nolls (4.76)

j‘zea’-}?,K,F
<1 K[| A0 = Xonllyq + e B2l oll o + c2 B2 [ Xoll5 g
< e h* [ Aollz.q + o h? [ Aoll5 -

Die Terme Lsj, und L4, behandeln wir unter Verwendung der Abschéitzung (4.41) (siehe
Lemma 4.3.5). Dann gelten

~ =, ~ 5
Lyn < Recy[[ut = @, ol Sl + Reca S5 = S5 oGkl + Rec i (477)
< Recy[[ut — G, gll S**lyq + Reca 15 = SE| o (1o = GElly g + 0¥l

+ R@Cg hg
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< Recy||u® - ﬁh||1,Q||Sk+1||3,Q + Recy ||S™ - S;LC+1||1,Q||uk - ﬁh||1,Q
+ Re sS4 — SEFY|, glluf|l; o + Recs h
und

Ly, < Recy ||u* —uf

Y ~ 5
Lalldolls o+ Recal]Ao = Aonlly ollU5l, o + Recs b2

< Recy||uf — Tf|

salldollg o+ Rees 1ol (Il = Wl g + 0,0
+ Recs h3 (4.78)
~ 5
< Recs [Mollsgllut — Wl g + Recs h*[[Molly gllutllyq + Recs 3

Die Zusammenfassung der einzelnen Abschiitzungen (4.68), (4.69), (4.70), (4.76), (4.77)
und (4.78) liefert

(1 = Rec([[u*ll; ){Ilu" — Gyll, o +1HIS* = S5l g

< C(Re, ||S¥*

ls,0) 1*

|3,Q)”uk - ﬁh||1,Q-

|3,Qa ||uk |3,Qa IR

+ C(Re, |5l 0, %o

Fiir hinreichend kleine Werte des parameters Re ist der Ausdruck

1= Rec(|[u*[l; o){llu* — 85l o + 1}

streng positiv und wir erhalten die Abschétzung (4.66).
]
Das folgende Lemma liefert eine a priori-Abschétzung fiir die Losung von (4.60), die
wir fiir unsere weitere Beweistechnik bend&tigen.

Lemma 4.5.1 Die Lisung w**' € H'(Q) des Problems (4.60) mit w**'|.. = 1 und
wk+1|FK = 0 gendigt der a priori-Abschditzung

[ g 000 < 1 (4.79)
Beweis. Die Beweisfiihrung ist analog zu Lemma 3.2.2 im Kapitel 3.
]
~k+1

Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir die Analyse der Fehler u*™ — uj*' und
1 — pit! durchfiiren.

Satz 4.5.2 Seien {uf*!, p**! Wkt die Losung des stetigen Problems (4.60)-(4.62) und
{uf*', pitt, SFHY die Losung des diskreten Problems (4.55)-(4.57). Dariiberhinaus sei-

K+l . o+l k1 .kl =1 okl .kl =1 1kl o =1 g
en wytt =SP4+ Ao, T == up T o G, PR = p T o G 9] Jopitt o Gy dz,
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Sk+1 = Sk+1 o Gh und wk+1 = Sk+1 + Xo. Zusdtzlich gelten die Regularititsvoraussetzun-
gen u*tl € Vo n H(Q) und PPt e QN H?(Q).
Fir hinreichend kleine Werte des Parameters Re gilt die Abschdtzung

||uk+1 - ﬁﬁ+1”1,9+”pk+1 - AZ+1||0,2,Q
2 K+l ~k+1 k1 ~k+1(2 (4.80)
<Crh: +G||w - Tt ”1,9 +Cy [l — @y ||1,Q
mit Cy := C(0Re, |[u*]|, o, [I"]l,q), C2 := Ca(ORe).
Beweis. Wir betrachten die Gleichungen
1
—R—Auk+1 +uftt Vet 4 VRt = 5 (W28, in Q,
e
V-uftt =0 in Q.
Mit den Testfunktionen v), € HY(Q) und ¢, € Q@ (Vi = vi o0 G;', vi € Vg

gn = qp © G;l — ﬁ fQ qn © G;l dz, g, € Q) finden wir die folgende schwache Formu-
lierung

1 - ~ ~
@a( ut ) Fn (0wt ) + 03, p ) (4.81)

=6 [@H) @) it [ (ool n) @) 6

b(u" ™, G,) =0. (4.82)

Es wurde benutzt, dal v, = 0 auf I'sUT'k gilt (sieche Lemma 4.3.2). Mit dem diskreten Pro-
blem (4.56)-(4.57) und (4.81)-(4.82) erhalten wir fiir die Fehler {u**! —aj*! pt+l — pi+'}

1 ~ ~ ~
o ol = L) b, - )

1 - -
~ Re a(@it, V) + bp(va, i) — b(Va, BETY)

+ (5/(wk+1)2 (Vi - &) dT — (5/ (With?2 (vy, - &) dz
Q Qp,

+A(mdﬁﬂ¢WMWMMﬁ

—n(u* w4 g (uf T ub T vy)

b(uk+1 ~k+17 ah) = bh(uh, 7Qh) - b(ﬁﬁ_'—la 2\]/h)

fiir alle v, € Vo, g € Q4. Die Elliptizitatsbedingung (4.50) und die LBB-Stabilitétsbedin-
gung (4.51) (siehe Lemma 4.3.6) erméglichen die Anwendung der Standardtechnik zur



70 4 Isoparametrische Finite-Elemente-Diskretisierung

Fehlerabschétzung bei der Approximation der Sattelpunktprobleme (siehe §I1.2 in [18]).
Nach der Beriicksichtigung der standardmifligen Fehleranalyse erhalten wir

||uk+1 _ ﬁﬁ+1

|1,Q+||pk+1 - ﬁfjl ”0,2,9 (4.83)

6
< (g, I il o 1l 30

vrEVp 3
=1

mit
k+1 ~k+1 =
aplu , Vp) —alu vV
My ==  sup ‘ (1 h) (&, h)‘a
vihEVor\{0} [ Vh |1,Q
b k+1 — b(¥ ~k+1
My, == Re  sup | h(Vh,ph N) (Vh,ph )\’
vREVor\{0} ||Vh||1,n
1

Msp, := Re  sup —
vLEVor\{0} ||Vh||1,Q

1
M4h = Re sup =
VhEVOh\{O} ||vh||1,Q

5 / (@Y (T &) dF—6 [ (W) (va- &) da
Q

Qp,

/FF (n-o(u**! p" ) n) (3, - n) dﬁ‘ ’

|n(uk+17 uk+17 %h) — nh(ufz—’—lv ulli—Ha Vh)|

Mz, := Re  sup

viEVor\{0} ||%h 1,0 ’
by (Ut ) — bk, g
Mg, = sup | h( h qﬁ) ( h Qh)|
4n€Qu\{0} @l 2,0

Im folgenden werden die Ausdriicke auf der rechten Seite in (4.83) einzeln abgeschétzt.

Wir verwenden die in [4] beschriebene Abschéitzungstrategie aber im Bezug auf die isopa-

rametrische Diskretisierung. Der zweite wesentliche Unterschied zu der Vorgehensweise in

[4] liegt in der Abschétzung des Terms Ms,. Wegen der quadratischen Gestalt der rechten

Seite des Modellsystems ist eine neue, modifizierte Abschiatzung von Mj, erforderlich.
Wir definieren den Interpolationsoperator Jj, : H2(€2;,) — Vg, mit

Jpv = (ij(vo Fr)) o F',

wobei i2 den gewdhnlichen Lagrange-Interpolationsoperator auf dem Referenzelement T

fir die Polynome vom Grade zwei bezeichnet. Wir setzen wi! := J,(uf*! o G}). Dann
gelten wffl € Vg, und die Interpolationsabschéitzung
[ o G, — wit!||, , < eh? [uFt! o Ghlsp YT €Th. (4.84)

Mit der Interpolationsabschitzung (4.84) und den Eigenschaften der Abbildung G}, finden
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wir
2 3
_ _ 2 2
ot = g = | 0 e =W | < (Z It o G - wﬁ“ill,T)
TeT, TETh
1
9 2
Sael (Z [u*to Gh|3,T) < Ot 0
TET
wobei va,’iH = w,’i“ oGyl

Die gleiche Idee iibertragen wir auf den Term inf,, cq, [[p**" — Ghlly 5 - Die Summation
der Ergebnisse liefert
inf 0 Tl g [ Gl < Gk (0 g + 6 ) - (489)
viEVop ’ an€Qn " ’ ,

Jetzt schiitzen wir den Term My, ab. Mit der Abschétzung (4.31) (siehe Lemma 4.3.4)
und der stetigen Einbettung H3(Q) — H'(Q) finden wir

1

2

12
My < ¢i B? Z ||uﬁ+1||1,f
fe,'f-’?,K,F

N

(4.86)

2
1,7

S e A P D DI e
TeTr

< e B ut =G| o + e B lut ] g

< ¢ A? |JuFtt — ﬁﬁ“”l,ﬂ +cico h2||uk+1||3,n '

Unter Verwendung der Abschétzung (4.32) (sieche Lemma 4.3.4) und der stetigen Ein-
bettungen H?(Q2) — L?(2) erhalten wir die folgende Abschitzung des Terms Moy,

1

2
2 5
Moy, < ¢y Re h? Z [ looz | +c2Reh? [ llo2.0

TE'T}?’K’F

2

< c; Re h? ||p**t! — 134,“1“”0,2,0 + ¢1 Re h? Z [ 0,2,T
Te,?:}?,K,F (487)

5 5
+ ¢y Re h? ||pFt! — 131,3“”072,9 +co Re h? ||Pk+1||o,2,n
< ey Reh? (I = Bl + 19 o)

< s Reh? (I = Bl pn + o 19 ) -
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Die Abschiatzung des Terms Msj), startet mit einer Aufsplittung dieses Terms nach der
Dreieckungleichung

\6 [y @esya-s | (@ 8 da (4:88)

<9

/Q (W2 (7, - &) d — /Q (@06 (-8 o

+9

/Qh((wkHVOGh) (Vh-é'1)da:—/ (W2 (v - 8,) d .

Qp

Nun werden die beiden Summanden getrennt abgeschétzt.

Unter Verwendung der Eigenschaften des Homéomorphismus G, (sieche Lemma 4.3.1),
der a priori-Abschéitzung (4.79) und der stetigen Einbettung H*(Q) < L2(Q2) schiitzen wir
den ersten Summand ab

[ @2 @ e di— [ (@06 (&) da

Qp,

= > /T<(w’““)2 o Gp)(vi - &) (J(Gn) = 1) dz

TE’T}?,K,F
<ch® Z ||(Wk+1)2 ° Gh”0,2,T v 02,7 (4.89)
TEE@,K,F
<6 h? Z ||(wk+1)2| 0,2, T ||gh||0,2,f
q‘f,e,i’—}LB,K,F

<ch? ||(wk+1)2||0,2,9 ”;h”O,Q,Q

< s h? ||Vl g -
Es gilt
(wk+1)2 — (&,’j*lf = — (Wt — &,’j+1)2 + 2Pt (W — ) (4.90)

Mit Hilfe der Eigenschaften von G}, der Darstellung (4.90), der a priori-Abschétzung (4.79)
und den stetigen Einbettungen H!(Q) — L2(Q) und H'(Q) — L*(Q) wird der zweite
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Summand wie folgt behandelt:

/Qh((wk+1)2o(;h) (vh.gl)dx_/ (w ',f“) (va- &) dz

Qp,
— ( k—l—l ~Ic+1) ) (Gh ‘él) J(G;l) dz
<c / k+1 ~’1:+1)2) (;h . él) dz
_ B B B (4.91)
— ( k+1 lc—l—l) (Vh . él) dz| + 2 /wlﬂ-l (wk+1 o LJE—H) (Vh . él) dT )
Q
< e (15 =T sal¥llon + 2010 — o)

k12 1~ ~ ~
< (C2 lwtHt — “JEH”LQ”Vh”LQ + 203 [t - wili+1||1,n||vh”1,9)

2
iy
mit ¢* := max{c; ¢, 2¢; c3}-
Die eben gewonnenen Abschétzungen (4.89) und (4.91) setzen wir in (4.88) ein. Es folgt
die Abschéitzung des Terms M3,

< ¢ Wnllyg (It = B g + o+ —

Mz, < Cy Red h? + C3 Re§ ||w* ™ — CD’}ZHHLQ + C3 Re 6 ||wFt! — @’,f“”fg : (4.92)

Zunichst schitzen wir den Term My, ab. Mit der Abschitzung (4.19) (siehe Lemma
4.3.3) und den stetigen Einbettungen H3(Q2) — C*(Q) und H?(Q) — C°(Q) ergibt sich

[ ottt m G | < e (0 o + 1 o) 9l
F

3 ~
<eraph? ([ 0+ 1P o) |

Daraus folgt die Abschitzung des Terms My,
My, < CyReh? ([0l + 1Pl ) - (4.93)

Zum Abschiitzen des Terms Ms;, verwenden wir die Abschétzung (4.40) (siehe Lemma
4.3.5). Mit (4.40) und der stetigen Einbettung H?(Q2) — H(Q) finden wir

Msp, < ¢1 Re [[u**! — +1||1Q (||uk+1||1n + ||U—h||k+1 ) + c2 Re hi
~ ~ 5
< oy Re o — T, (I ] o+ 0 — T o) +eaReh?  (494)

< ¢4 Rel|juf™ — ﬁ’,“fl”l,n (||uk+1||3,Q + JJuftt — ﬁﬁ“”uz) +cy Rehs .
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Es bleibt der letzte Term Mgp,. Mit der Abschétzung (4.32) (siehe Lemma 4.3.4) und
der stetigen Einbettung H3(Q)) — H!(Q) erhalten wir

2
~ 2 5 1~
Mgy, < 1 h? Z ”uﬁ—l—l”lj“ +coh? ||uﬁ+1||1,9
feﬁa,K,F

ST [T o PP S B Sl P
resar (4.95)
+ oo b T — T o+ e b3 [[uh
< ¢y h? (||uk+1 —upt g+ ||uk+1||1,n)
et (o =T g+ e llat* )

Die Zusammenfassung der einzelnen Abschétzungen (4.85), (4.86), (4.87), (4.92), (4.93),
(4.94) und (4.95) liefert

(1 = Rec(|lull; o){Ilu" = Wll, o + 1" = Wl o + 1P = 5|

1,0

3
< C(6Re, a5 g 105 Iy 0) o2
~ ~ 2 ~ ~
+C(ORe) W™ =Tyl o + C(ORe)l|w™ = G| -
Fiir hinreichend kleine Werte des parameters Re ist der Ausdruck
1 — Rec(|[uf[|; o){Ilu* — &5, o + 1}

streng positiv und wir erhalten die Abschétzung (4.80).
]
Die Fehlerabschétzungen (4.66) und (4.80) haben wir im Bezug auf die Iteration der
iterativen teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie hergeleitet. Nun leiten wir die
Gesamtfehlerabschitzung her.

Satz 4.5.3 Seien die Werte des Parameters § Re? hinreichend klein, so daf das stetige
Problem (3.11) eine eindeutige Losung {u,p,w} hat. Dariberhinaus seien {u’,ﬁ,pﬁ, S,’f} eine
gegebene Approzimation der Lésung des diskreten Problems (4.7)-(4.9) und {u*, p*, S*}
eine gegebene Approzimation der Lisung des stetigen Problems (3.12). Zusdtzlich gendiige
die Lisung {u*, pF S*} der Regulatititsvoraussetzung: {u*, p* S*} € H3(Q) x H%(Q) x
H3(Q). Auferdem seien Ny € H3(Q) und die Werte des Parameters Re hinreichend klein,
so daf die Abschdtzungen (4.66) und (4.80) gelten. Dann gilt die Gesamtfehlerabschitzung

[M][eN

la— @l g+ I — Bllyn + o — Bl g < Cod* + Calk) (k4 1) (4.96)
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mit af = uf o G; ', P == pf o G; ' — ﬁ fﬂpﬁ 0 G;ldz, §,’f = Sko Gt OF = §,’f + Ao,
q:= % und positiven Konstanten C; = C1(Re) und Cy = Ca(k).
Beweis. Zuerst betrachten wir den Fehler w — @F. Nach der Dreiecksungleichung gilt

lw = @llg < llw —w¥ll g + llo* —Ghll - (4.97)

Aus der Konvergenz der Entkopplung des stetigen Problems (siehe Satz 3.5.2 im Abschnitt
3.5, Kapitel 3) erhalten wir

¢, 0 Re?

O —oaRe <1 und CI=Ci(Re).  (498)

|lw — wk||1,Q <Cig"F mit q:=

Mit den Fehlerabschitzungen (4.66) und (4.80) finden wir
lo* — @hll 0 < Cr(k) B? + Co(k) 0™ =T,
< C1(k) B2 + C3(k) h* + Ca(k) [l = DY, o + Calk) 0~ = GE} o

Fiir hinreichend kleine Werte des Modellparameters § Re? gilt Cy(k) < 1. Zunichst
zeigen wir mit der Hilfe der vollstéindigen Induktion, daf§

Jw* —&hll g <1 (4.99)

fiir k = 1,2, ... und hinreichend kleine Werte des Modellparameters § Re? gilt. Fiir k = 1
und hinreichend kleine Werte des Modellparameters § Re? gilt

wh — Bt §01h2+02h%SC*h%<1,
ll1,0

mit ¢* < 1. Fiir k¥ = 2 erhalten wir

[N

~ 3 ~ ~1112
lo? ~ Gl g < € hE 4 e o' — Bl o+ es o' — Tl < & (L es) b2,

mit ¢3 < 1. Wir nehmen an, da8 fiir £ =

l

" — &;’L”LQ <1

gelte. Dann finden wir fiir £ = [ + 1 und hinreichend kleine Werte des Modellparameters
§ Re?

N s ~ S
lw = Gl < R +es|lwh = Tl g + es o’ = Tl g

1
gc*h%+c*h%(03+c§+...+cé)gc*hgl <1.
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Unter Verwendung von (4.99) und fiir hinreichend kleine Werte des Modellparameters

§ Re? ergibt sich
~ 3 _ ~fk—
lw* = @hll o < Ci(k) h? + Cy(k) hz + Cu(k) W = G5, g

< Ci(k) B? + Cs(k) b2 + C5(k) B2 + Co(k) |ub~2 — & 72|,

IN

<Crk) (k+1) %>+ C5(k) kh? .
Die Abschétzungen (4.98) und (4.100) setzen wir in (4.97) ein. Es gilt
o= Hly 0 < CF " +C5(k) kA2

(4.100)

(4.101)

Als néchstes betrachten wir den Fehler {u —uf,p— ﬁﬁ} Die Fehlerabschétzung leiten
wir analog zu der eben hergeleiteten Abschéitzung von |lw — fu’,f”lﬂ her. Fiir hinreichend

kleine Werte des Modellparameters § Re? gilt
o —ufll,, <1, k=1,2,....
Dann finden wir mit (4.66) und (4.80)
[u* =il o + 19" = Billg o < Ci(k) (k+1) R2 .

Mit der eben gewonnenen Abschitzung und

[N

lu— uk||1,n + llp - pk”O,Q,Q <C3 q*
ergibt sich
lu — ﬁh“l,Q +[lp — ﬁz”o,zg <Jlu- ukHl,Q +lp — pk||0,2,n
+llu® =@l o + 1" = Phlloo
<CigF+Cik) (k+1)R5.
Mit (4.101) und (4.102) folgt

3
2

[u —

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Bemerkung 4.5.1 Sei k hinreichend grof und fest, so daff C1q* < 5. Dann gilt

Co(k) (k+ 1) hi < %
fir h < ho(k). Mit der Gesamifehlerabschditzung (4.96) ergibt sich

lu— k|l o+ 1P = Phllos + lw—&fll, g <e

fiir hinreichend groffes und festes k, und h < ho(k).

Lot lp — 131;1”0,2,9 + flw - LN‘)]ff”uz <Cig*+ Co(k) (k+ 1) h2.

(4.102)



Kapitel 5

Die L6sung des algebraischen
Gleichungssystems

Die numerische Simulation erfordert in der Regel feine Zerlegungen 7, des Gebietes (2. Das
fiihrt auf das mathematische Problem grofie im allgemeinen nichtlineare Gleichungssyste-
me behandeln zu miissen. Losungsverfahren, die auf einer feiner Zerlegung die Inverse der
Steifigkeitsmatrix (z.B. des linearisierten Problems) verlangen, sind viel zu teuer beziiglich
des Speicherplatzbedarfs und der CPU-Zeit auf dem Rechner und deshalb nicht attrak-
tiv. Einfache iterative Verfahren (z.B. Jacobi oder GauB-Seidel) konvergieren in den ersten
Schritten schnell, spiter jedoch sehr langsam. Fiir dieses Konvergenzverhalten sind allein
die langwelligen Fehleranteile verantwortlich. Die kurzwelligen Fehleranteile werden schnell
gegléttet. Diese Beobachtung motivierte zur Konstruktion von Mehrgitterverfahren (siehe
[31]). Die Idee besteht darin, die langwelligen Fehleranteile auf groben Gitter zu behan-
deln und die kurzwelligen Fehleranteile auf feinen Gittern schnell zu gliatten. Die Effizienz
des Mehrgitterverfahrens fiir lineare, positiv definite und symmetrische Probleme (z.B.
die Poisson-Gleichung [31]) bzw. die Stokes-Gleichungen (siehe [71]) ist durch theoretische
Untersuchungen belegt. Mehrgitterverfahren werden genauso erfolgreich bei der numeri-
schen Losung nichtlinearer Differentialgleichungen eingesetzt (siehe [16], [31] oder [61]).
Grundsiétzlich unterscheidet man drei verschiedene Vorgehensweisen:

e Beim nichtlinearen Mehrgitterverfahren wendet man das Mehrgitterverfahren direkt
auf die gegebenen nichtlinearen Gleichungen an.

e Beim Mehrgitter-Newton-Verfahren 16st man die linearisierten Gleichungen mit dem
Mehrgitterverfahren.

o Als duflere nichtlineare Iteration verwendet man die Fixpunktiteration und 16st jedes
lineare Teilproblem mit dem Mehrgitterverfahren.

In der Literatur (siehe [16] oder [31]) wird keine der drei Vorgehensweisen als besonders
vorteilhaft herausgestellt.

7
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Im Rahmen der Entkopplung des Modellsystems l6sen wir die Navier-Stokes-Gleichun-
gen und die Konvektions-Diffusions-Gleichung sukzessiv. Das nichtlineare Gleichungssy-
stem, das den Navier-Stokes-Gleichungen entspricht, 16sen wir unter Verwendung der Fix-
punktiteration als Linearisierungsmethode. Das Mehrgitterverfahren verwenden wir zur
Losung der linearen Teilprobleme innerhalb der duferen nichtlinearen Iteration. Diese Vor-
gehensweise wird am h#ufigsten verwendet, weil die Konstruktion geeigneter Glattungsver-
fahren beim nichtlinearen Mehrgitterverfahren zu wesentlichen Schwierigkeiten fiihren.

Die Konstruktion von Mehrgitterverfahren verlangt ein passendes Datenkonzept zur
Konstruktion von Zerlegungen des Gebietes ). Das Konzept muf} es erlauben, die not-
wendigen Informationen zur Konstruktion eines Gitters effektiv zu verwalten und schnell
Beziehungen zwischen verschiedenen Gittern herzustellen. Zur Realisierung sehr feiner Zer-
legungen ist es auflerdem notwendig, die Anzahl der stindig benétigen Informationen im
Speicher gering zu halten. Bei der Konstruktion unserer Gitter verwenden wir den Gitterge-
nerator OMEGA vom Programmsystem MooNMD (Mathematics and object-oriented
Numerics in MagDeburg) (siehe [9]). Im Fall eines komplizierten Gebietes generieren
wir die benétigen Gitter mit Hilfe des Programmsystems MATLAB (Partial Differential
Equations (PDE) Toolbox) (siehe [46]) und bauen diese im Programmsystem MooNMD
ein.

5.1 Das Zerlegungskonzept

Fiir unser Mehrgitterverfahren verwenden wir blockstrukturierte Gitter. Die Gittergene-
rierung setzt auf der vorgegebenen Makrostruktur des Gebietes auf. Nach einer shape-
reguliren Zerlegung des Gebietes in sogenannte Makroelemente (siehe Abb. 5.1) bezeich-
nen wir als grobstes Gitter die Zerlegung, die einfach durch das Hineinlegen der rechten
oder linken Diagonale in das jeweilige Makroelement erzeugt wird.

Blockstrukturierte Gitter stellen einen Kompromif§ zwischen zwei Dingen dar. Auf der
einen Seite bieten sie noch eine relativ hohe Flexibilitdt, um komplexe Geometrien zu
erfassen. Auf der anderen Seite hat man lokal auf den Makroelement ein sehr regelméfiges
Gitter, das sich hinsichtlich der Datenstruktur einfach verwalten 14t und die M&glichkeit
fiir eine Vektorisierung bietet.

Makro 4 | Makro 3

Makro 1 | Makro 2

Abbildung 5.1: Makrostruktur auf dem Gebiet Q (Einheitsquadrat)

Im Mehrgitterkontext verwenden wir fiir ein konkretes Gitter den Begriff Stufe (Le-
vel). Das grobste Gitter entspricht dann der Stufe 1. Durch uniforme Verfeinerung (einen
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sukzessiven Halbierungsprozef}) kénnen unabhingig auf jedem Makroelement alle feineren
Gitter konstruiert werden. Die Makroelemente werden in Zellen zerlegt, in die dann die
Diagonalen zur Erzeugung der Dreieckelemente gelegt werden. Die Abbildung 5.2 zeigt die
Zerlegung des Einheitsquadrates auf dem grobsten Gitter (Stufe 1) und nach dem ersten
Halbierungsschritt (Stufe 2). Im Fall eines krummlinigen Gebietsrandes wird der Verfeine-
rungsprozel so modifiziert, dafl fiir Elemente, die an einem krummlinigen Randteil liegen,
die entsprechenden Ecken der Sohnelemente jeweils auf den Rand des Gebietes verschoben
werden (siehe Abb. 5.3 und Abb. 5.4).

Stufe 1 Stufe 2

Abbildung 5.2: Konstruktion feinerer Gitterlevel bei polygonal berandetem Gebiet

Stufe 1 Stufe 2

Abbildung 5.3: Konstruktion feinerer Gitterlevel bei krummlinigen Randteilen (Gitterge-
nerator OMEGA vom Programmsystem MooNMD)

Stufe 1 Stufe 2

Abbildung 5.4: Konstruktion feinerer Gitterlevel bei krummlinigen Randteilen (Gittergene-
rator vom Programmsystem MIATLAB - Partial Differential Equations (PDE) Toolbox)
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5.2 Der Aufbau des Gleichungssystems

Nach einer Zerlegung des Gebietes in Dreiecke, werden fiir die unbekannten Funktionen
u, p und w in jedem Dreieck ein bestimmter Ansatz gewé#hlt (sieche Abschnitt 4.2, Kapitel
4). Diese Diskretisierung fiihrt auf ein schwach besetztes nichtlineares Gleichungssystem.
Zunidchst stellen wir die Basisdarstellung der diskreten Funktionen uy, pp, wp und das
entsprechende algebraische Gleichungssystem vor.

5.2.1 Die Basisdarstellung

Im folgenden bezeichnen wir mit u; € R™, u, € R™, p € R™ und w € R™ jeweils den
Vektor der Knotenwerte zur Losung (u, = (u1p, U2p), Pr, wy) des diskreten Problems (4.6),
d.h. es gelte

Nu Nu Nu Np
Ut = E U, Uy = E U, Wwp= E w;Pj, Pp= E P;Y;, (5.1)
j=1 j=1 =1 =1

Ny
wobei {( %j ) U ( 0 )} die Basis von Vy, {goj};-vz“l die Basis von Z;, und {1/1]-};-\]:”1

Py i1
die Basis von @, bezeichnenj. Fiir die beiden Komponenten (u1; und ugy) von u, und wy,
verwenden wir quadratische Ansétze, und fiir p, einen linearen Ansatz.

Das diskrete Problem ist dquivalent zu einem nichtlinearen Gleichungssystem fiir die
Koeffizienten u;;, uy;, p; und w;. Entsprechend der Knotennummerierung und der Anzahl
der Elemente werden die Koeffizienten in den Vektoren u = (uy, uy), p und w zusammen-
gefafit. Die Verwendung der Knotendarstellung (5.1) fiir die Geschwindigkeit, die Umfangs-
geschwindigkeit und den Druck fiithrt auf ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem
der Struktur

Ly)y=F (5.2)
mit
Zli(ll) A By 0 u; J w?
= A21 A22(u) B2 0 _ Us = 0
L@=1 "5 5 o o |" Y || FT| o
0 0 0 An(u) w 0

Dabei hat die Matrix

die Komponenten Eij = by (¥}, ;). Zu einem gegebenen Vektor v € IRM* sind die Eintriige

der Matrix _ N
7 A11(V) Aio
A(v) = ~ -
( ) ( A21 AQQ(V) )
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definiert durch .
(A(V)) = R—ah(%, ©i) + Vi, @5, ¢i)
©J e
wobei vy, die zu v gehérende Finite-Elemente-Funktion v, = ), v;p; bezeichnet. Fiir die

praktische Berechnung der Eintrige der Matrizen A(v) und B verwenden wir die Refe-
renztransformation Fp : T — T (siehe Abschnitt 4.2, Kapitel 4). Somit berechnen wir die
notwendigen Integrale auf das Referenzelement T _

Die Gesamtmatrix L(y) und der Gesamtvektor F wurden unter der Annahme auf-
gebaut, dafl die Randbedingungen noch unberiicksichtigt bleiben. Erst die korrekte und
vollstindige Beriicksichtigung der problemgerechten Randbedingungen macht das Glei-
chungssystem eindeutig losbar.

5.2.2 Die Beriicksichtigung der Randbedingungen

Nach dem Aufbau des algebraischen Gleichungssystems besteht unser néchstes Ziel darin,
die entsprechenden Randbedingungen fiir die Sekundérgeschwindigkeit u und die Umfangs-
geschwindigkeit w und zwar

u=0 auf 'kUTg,
u-n=0 auf I'p,

w=1 auf Ty,

w=0 auf I'g

zu beriicksichtigen. Die anderen zwei Randbedingungen

n-o(u,p)7=0 auf I'p, (5.7)
Ow
I 0 auf I'p (5.8)

sind wegen der Variationsformulierung des Problems (siehe (3.11) im Abschnitt 3.1, Kapitel
3) im schwachen Sinn erfiillt.
Die klassischen Dirichlet-Randbedingungen (5.3), (5.5) und (5.6) werden standardmé&fig

auf dem Block N N
A(u) B

(entspricht der Bedingung (5.3)) und auf dem Block A1 (u) (entspricht den Bedingungen
(5.5) und (5.6)) der Matrix L(y) und der rechten Seite F in (5.2) implementiert (siche
[2] oder [65]). Die Schwierigkeiten bei der numerischen Behandlung der Randbedingun-
gen (5.3)-(5.6) bestehen vor allem in der Beriicksichtigung der Randbedingung (5.4) fiir
die Sekundérgeschwindigkeit u auf dem freien Rand I'r. Im Vergleich zu den Dirichlet-
Randbedingungen (5.3), (5.5) und (5.6) findet man in der Literatur nur wenig iiber die
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Implementation der Gleitrandbedingung (5.4). Zunichst diskutieren wir kurz iiber ver-
schiedene mogliche Implementationen der Gleitrandbedingung (5.4) und konzentrieren uns
auf die gewahlte Strategie zur numerischen Beriicksichtigung.

Im Hinblick auf eine effiziente Umsetzung in Programmsysteme haben wir bei der Va-
riationsformulierung des Problems (siehe Abschnitt 3.1, Kapitel 3) die Gleitrandbedingung
(5.4) in starker Form im Ansatzraum beriicksichtigt. Zur Implementation der in starker
Form beriicksichtigten Gleitrandbedingung kann man grundsétzlich zwei verschiedene Vor-
gehensweisen unterscheiden:

e Implementation durch Projektionsmethode (siehe [4] und [5]).
e Implementation durch direkten Einbau der Gleitrandbedingung in das System (5.2).

In programmtechnischer Hinsicht ist der direkte Einbau der Gleitrandbedingung in (5.2)
leichter realisierbar als die in [4] und [5] betrachtete zusétzliche Projektionsmethode. Aus
diesem Grund wéhlen wir das zweite Vorgehen.

Das gewihlte Implementationsvorgehen erfordert eine diskrete Form der Bedingung
(5.4) in allen Randknoten auf dem freien Rand. Wir beriicksichtigen die diskrete Gleit-
randbedingung

u,-n=20

in Randknoten, die nur auf dem freien Rand I'r liegen. Wie vorher angenommen, erfordern
wir in den Knoten auf I'y N T'x und I'y N T's die Dirichlet-Randbedingung (5.3). Die
Anzahl aller Knoten zur Bestimmung der diskreten Funktion u, bezeichnen wir mit N,
und betrachten den i-ten Knoten, der nur auf dem freien Rand I'r liegt. Dann lautet die
diskrete Gleitrandbedingung im i-ten Knoten

Uy - Ny + Uy - Ny =0, (5.10)

wobei uy; bzw. uy; die i-te Komponente von u; bzw. uy ist. Hier bezeichnet n; = (n1;, ny;)
den dufleren stetigen Normaleneinheitsvektor im i-ten Knoten.

Um die diskrete Randbedingung (5.10) zu implementieren, modifizieren wir den Block
(5.9). Die Bedingung (5.10) bauen wir in (5.9) als eine lineare Kombination der entspre-
chenden Zeilen ein. Die i-te bzw. die 7 + N,-te Zeile des Blocks entspricht der Komponente
uy; bzw. uy;. Die i-te Zeile wird mit —no; multipliziert und dann zu der mit ny; multipli-
zierten 7 + N,-ten Zeile addiert. Das Ergebnis wird als eine neue i-te Zeile gespeichert. Die
i+ Ny-te Zeile in (5.9), d.h. die i-te Zeile der Matrizen Asq, Ags(u) und Bsy, wird auf Null
gesetzt und als i-tes Diagonalelement von 221 bzw. szz(u) wird ny; bzw. ng; gespeichert.
Nach dieser Umformung realisiert die i+ N,-te Zeile im Block (5.9) die diskrete Gleitrand-
bedingung (5.10). Die entsprechenden Teile der rechten Seite F werden analog umgeformt.
Mit (5.11) und (5.12) zeigen wir schematisch die Umformung des Blocks (5.9) und der
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rechten Seite F.

1 1 A S (A ( dw? | — i — te Zeile
agoan ..ooah ay .. b 0 — i+ Ny — te Zeile
\.” [ A ”.”./\ 0)
J Nach der Beriicksichtigung der Bedingung (5.10) (5.11)
/ cooad?oai A at, W \ ( dw; — neue ¢ — te Zeile
0 0 ny O 0 noy 0 0 0 0 — neue ¢ + N, — te Zeile
afy = =@ g+ @, afy = =Gy - e+
(Z% = —’(\771]2 “MNo; + 27:12]2 * Ny, agig = —’(\1,/?2 - No; + Eiég s Ny (512)
b9 = b g+ b7 ny, W, = —w? - ng; .

Nach der Beriicksichtigung der Randbedingungen (5.3)-(5.6) lautet das neue System

Ly)y=F (5.13)
mit
An(u) A12 (u) Bl 0 up 52
L A21 A22 (u) BQ 0 L U9 L 0
L(y) := E%" E%“ 0 0 y Y= p , F:= 0
0 0 0 Aiu) w 0

Die neuen Matrix-Blocken Ay (u), Aja(u), By, A1, Age(u), By und A7, (u) sowie der Vektor

w ergeben sich nach der zur Beriicksichtigung der Randbedingungen benétigen Umformun-
gen.

Bemerkung 5.2.1 Die vorliegende Implementation der Gleitrandbedingung induziert po-
tentielle Probleme bei der Beriicksichtigung der Nichtlinearitit im Teil des Systems (5.13),
das den Navier-Stokes-Gleichungen entspricht. Standardmdfig hingt die Matriz Ao nicht

von u ab. Bei der Linearisierung des Problems miissen wir zusdtzlich darauf achten, dafs
die neue Matriz Aio(u) von u abhdngt.

Das gekoppelte System (5.13) zur Bestimmung von u, p und w lésen wir unter Einsatz
des Mehrgitterverfahrens und einer iterativen Entkopplungsstrategie.
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5.3 Iterative Entkopplungsstrategie zur Losung

In den folgenden Darstellungen bezeichnet der Index [ stets die aktuelle Gitterstufe /, auf
der das Problem geldst werden soll. Unsere Entkopplungstrategie zur Losung des Systems
(5.13) besteht aus der sukzessiven Losung der Konvektions-Diffusions-Gleichung und der
Navier-Stokes-Gleichungen auf jeder Stufe [, d.h. wir l6sen sukzessiv die algebraischen
Gleichungssysteme

Al(w)w, =0 (5.14)
und
fl (yz)yl = Fl (5-15)
mit
Ag(w) Aigg(w) By ujy dw,
L(y,):= Asiy Asy(w) Boy |, ypi=| ugy |, Fpi= 0
BlT,z BzT,l 0 | &) 0

Somit wird das System (5.13) iterativ entkoppelt. Unter Nutzung des zuvor bestimmten u,
ergibt sich ein neues w; aus (5.14). Bei bekanntem w; bestimmen wir (w; = (uy, uz;), pr)
aus (5.15). Das System (5.14) bzw. (5.15) 16sen wir unter Einsatz der Komponenten des
Mehrgitterlssers MG-KD bzw. MG-NS. Zur besseren Ubersicht geben wir zunichst den
groben Ablauf der Entkopplung des Systems (5.13).

Algorithmus:
1. Lose ndherungsweise das lineare Problem
Aﬁ,l(“f) wit =0

unter Verwendung der Komponenten des Mehrgitterlosers MG-KD. Wenn £ = 0
ist, berechne eine Niiherungslosung w; aus dem Startwert u) = 0.

k+1
l

2. Falls k£ > 0 gilt, berechne die neue Iterierte w; ™" aus der gedimpfen Korrektur

~ k41
Wit =wi+o(@" - wi)
mit @' das Ergebnis aus Schritt 1.

3. Lose ndherungsweise das nichtlineare Problem

k+1 k+1 k+1
Ajg(wf™) Augy(u™") By uy; Switt
k+1 k1
Aoy Agpy(u™") By uQT = 0
T DT k41
Bl,l BQ,l 0 P; 0

unter Verwendung des Mehrgitterlosers MG-NS.
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4. Die Tteration wird abgebrochen, falls

||“’;H—1 - w;c”(),g,g S Sw

mit einem vorgegebenen Fehlermaf .

In unseren numerischen Testrechnungen haben wir fiir den Korrektur im Schnitt 2 den
Wert o = 0.9 und fiir das Abbruchkriterium im Schnitt 4 den Wert ¢, = 10~8 verwendet.

In den néchsten Abschnitten beschreiben wir die Mehrgitter-Algorithmen MG-KD und
MG-NS. Dabei beschranken wir uns auf die Angabe ihrer Komponenten (fiir eine generelle
Beschreibung der Mehrgittermethode verweisen wir auf [31] und [77]). Im wesentlichen
beinhaltet ein Mehrgitterverfahren vier Komponenten: den Gittertransfer, den Glatter und
den Grobgitterloser.

Bei einem Mehrgitterverfahren ist der Transfer von Losungsinformationen zwischen
verschiedenen Gitterstufen notwendig. Es werden Transfer-Operatoren sowohl zur Infor-
mationsiibertragung von einem Feingitterraum auf einen Grobgitterraum (Restriktion) als
auch umgekehrt (Prolongation) benétigt.

Glatter sind Iterationsverfahren, die auf jedem Gitterlevel die jeweils hochfrequenten
Fehleranteile glidtten sollen.

Mit dem Begriff Grobgitterloser bezeichnen wir stets den Loser auf der untersten Stufe
des Mehrgitterverfahrens. Der Grobgitterloser hingt von der Grofie des Grobgittersystems
ab.

Wir erldutern die Komponenten der beiden Mehrgitterverfahren exemplarisch. Als
Mehrgitter-Zyklus wihlen wir in beiden Fillen nur den W-Zyklus. Bei der Grobgitter-
korrektur bei den beiden Mehrgitterloser dimpfen wir den berechneten Korrekturvektor
mit einem Faktor o € (0, 1). In unseren numerischen Testrechnungen haben wir den festen
Wert o = 0.8 verwendet.

Bemerkung 5.3.1 Im Unterschied zum in [4] und [5] angewendeten Verfahren der kon-
jugierten Gradienten mit Vorkonditionierer, werden die Navier-Stokes-Gleichungen mit
Gleitrandbedingung auf dem freien Rand von uns unter Einsatz des Mehrgitterverfahrens
geldst.

5.4 Komponenten des Mehrgitterlosers MG-KD

5.4.1 Der Gittertransfer

Im Rahmen des Mehrgitterverfahrens MG-KD werden zwei Gittertransfer-Operatoren
verwendet, die Prolongation P!, und die Restriktion Rﬁ_l’*. Der Restriktionsoperator
Rﬁfl’* transformiert die Defektfunktionale vom feinen auf das grobe Gitter.

Seien 77! und T}! aufeinanderfolgende Gitter in der Hierarchie des Mehrgitters. Die
damit verbundenen diskreten Rdume der Umfangsgeschwindigkeit seien Z,’L_1 und Z}. We-
gen der Anwendung der isoparametrischen Elemente am krummlinigen Rand gilt nicht
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mehr Z,ll_1 C Z!. Aus diesem Grund kénnen wir die Transfer-Operatoren nicht kanonisch
definieren.

Der Prolongationsoperator definieren wir unter Verwendung des in [63] vorgeschlagenen
allgemeinen Gittertransfer-Operators. Wir bestimmen die Prolongation P!, auf einem
Raum X%, wobei

ZIt+ 7, S Cc LA(Q) .

Sei {90]} eine Basis fiir Z! und { ; } die Menge aller lokalen Knotenfunktionale auf

dem Raum Z}L, wobei T € T} und J; die Anzahl der Unbekannte auf der Stufe | bezeichnet.
Wir nehmen an, dafl

NP (@) =655, 4,5 € i

gilt. Die Menge aller zu einer Zelle T’ € 7;! gehérigen Unbekannte definieren wir als
J(T):={ieJ : supppnNT #0} .
Fiir jede Unbekannte j € J; filhren wir
={TeT!:je (T}
als Menge aller mit dem Knoten j verbundenen Zellen T' € 7;! ein. Die Anzahl der Zellen
von T, . bezeichnen wir mit card (7, ;). Mit

Ni(wp) == N (wnly), i€

card 'T
’U TETL,

konnen wir die Prolongation P} | : 3} — Z! durch

Pl wp = ZN}(wh)goé, wp € T (5.16)

1€J]

definieren.
Uber die Eigenschaften des Operators P! ; findet man in [33] die folgende Aussage:

Lemma 5.4.1 Der mit (5.16) definierte Prolongationsoperator P} | ist uniform L*-stabil,
d.h.
”Pll—lwh”o,g,g S CHwh”o,Q,Q th € Eil

gilt mit Konstante C.
Fiir alle w! € Z} gilt P! | w! = wt.

In [33] kann man den Beweis dieses Lemmas sowie eine ausfiihrliche Diskussion iiber die
Struktur des Raums ¥, finden. In programmtechnischer Hinsicht wird der Operator P} , in
[34] und [63] betrachtet. Die praktische Implementation des Operators im Programmsystem
MooNMD wurde in [34] ausfiihrlich beschrieben.



5.5 Komponenten des Mehrgitterlosers MG-NS 87

Zur Definition der Restriktion Ri * : Zb* — Z. b verwenden wir den oben eingefiihr-
ten Prolongationsoperator P! | : ¥} — Z!. Fiir ein gegebenes Defektfunktional d' € Z,ll’*
auf dem feinen Gitter erkldren wir das zugeordnete Grobgitterfunktional Rffl’* d' € Z,lfl’*
durch

(R dLwi ) = (d, PLwYy, Vet ezl

5.4.2 Der Glatter und der Grobgitterloser

Wir verwenden ein Jacobi-Iterationsverfahren (siehe [59]) als Glétter. Falls das Residu-
um um einen vorher festgelegten Faktor reduziert wird, wird die Iteration abgebrochen.
In unseren numerischen Testrechnungen haben wir als Faktor 0.1 verwendet. Innerhalb
des Mehrgitterverfahrens MG-KD fiihren wir jeweils zwei Vorgliattungsschritte und zwei
Nachglattungsschritte aus.

Das Grobgitterproblem 16sen wir direkt durch ein LU-Verfahren (Zerlegung mit Spal-
tenpivotsuche, siehe [59]).

5.5 Komponenten des Mehrgitterlosers MG-NS

Wie vorher erklért, 16sen wir das nichtlineare System (5.15) unter Verwendung der Fix-
punktiteration als Linearisierungsmethode. Als &uflere nichtlineare Iteration benutzen wir
die einfache Fixpunktiteration, bei der eine Linearisierung der Form

f (yn—kl) yn—kl ~ E (yn) yn—kl
verwendet wird. Dabei lassen wir in unserer Notation den Index ! zur Kennzeichung der
Gitterstufe weg. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Fixpunktiteration kann man in [62]
finden. Wir halten uns eng an die dortige Vorgehensweise. In unseren numerischen Test-
rechnungen brach die nichtlineare Iteration bei einer euklidischen Norm des Residuums
von kleiner als 10710 ab.

Zunéchst beschreiben wir die Komponenten des Mehrgitterverfahrens MG-NS zur
Lésung der linearen Teilprobleme innerhalb der dufleren nichtlinearen Iteration.

5.5.1 Der Gittertransfer

Im Rahmen des Mehrgitterverfahrens MG-INS werden drei Gittertransfer-Operatoren ver-
wendet, die Prolongation P! | sowie die Restriktionen Rf_l’* und R/~'. Der Restriktions-
operator R.~! ist bei der Generierung der Grobgittermatrizen innerhalb der nichtlinearen
Iteration erforderlich, weil die aktuelle Finite-Elemente-Approximation der Losung nétig
ist.
Seien 7' ' und 7;! aufeinanderfolgende Gitter der Gitterhierarhie und V% ', V! bzw.
2‘1, @, die zugehorigen diskreten Rdume der Geschwindigkeit bzw. des Druckes. Die Ope-
ratoren P/, : ¥}, x ¥} o = V}, x Q) und RV Qb — VITH* x QL1 definieren
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wir wie im Abschnitt 5.4.1, wobei V' +V} C 3 , und Q)" + @}, C 4 . Der Restrikti-
onsoperator Rffl :VEX QL — Vﬁfl X Qﬁ;l kann man als lokale L2-Projektion definieren.
Ausfiihrliche Beschreibung der Restriktion Rf‘l in programmtechnischer Hinsicht findet
man in [34].

5.5.2 Der Glitter und der Grobgitterloser

Da in der Systemmatrix L; in (5.15) der untere Hauptdiagonalblock aus lauter Nullen
besteht, konnen die sonst iiblichen Glitter wie das Jacobi-, SOR- oder ILU-Verfahren
nicht eingesetzt werden. Wir verwenden einen speziellen blockweisen Gauf-Seidel-Glatter,
der auch als druckorientierter Vanka-Glétter bezeichnet wird. Dieses Gléattungsverfahren
basiert auf den in [72] fiir ein Finite-Differenzen-Verfahren vorgeschlagenen Glétter.

Auf jeder jeweils aktuellen Gitterstufe [ ist unser Glitter eine iterative Methode zur
Losung des Geilchungssystem

o= (0)(5)-

A= (G ) m= () we = ().

Dabei lassen wir in unserer Notation den Index [ zur Kennzeichung des Gitterlevels weg.

Abbildung 5.5: Die Unbekannte des druckorientierten Vanka-Glétters (links: Druck, rechts:
Geschwindigkeit)

Die Idee des Vanka-Gléatters besteht darin, durch alle Druckunbekannte zu laufen und
jede Unbekannte jeweils die dazugehorigen Geschwindigkeitsunbekannte (siehe Abb. 5.5)
durch Losung eines zugeordneten lokalen Gleichungssystems neu zu berechnen. Zur Matrix
L in (5.17) definieren wir fiir eine gegebene Druckunbekannte j (1 < j < N,) die “lokale
Matrix” L; als diejenige Teilmatrix von L, die entsteht, wenn wir aus L nur solche Zeilen
und Spalten auswéhlen, die den Unbekannten von j entsprechen. Die Matrix fj hat auch

eine Sattelpunktstruktur
_ A B
Li=(7% 7).
! ( B; 0 )
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Weiterhin definieren wir zu einem gegebenen globalen Vektor ¥ einen “modifizierten lokalen
rechte-Seite-Vektor” F,(¥) als

F;(y) :=F; — (Ly), + L;y,,

wobei Fj, (Ly); und ¥, die entsprechenden Teilvektoren der globalen Vektoren F, Ly und
¥y bezeichnen.
Ein Glittungsiterationsschritt 3¢ — y"¢* umfafit zwei Aktionen:

e Einmaliges Losen des lokalen Gleichungssystems

Ly, =F;(¥) (5.18)
fiir jede Druckunbekannte j. Es entsteht der neue globale Iteriertenvektor ?j;
e Ausfithrung der globalen Relaxation
ynew _ yold +p (? . yold)
= i .
mit einem a priori gewahlten Relaxationsfaktor p.

Die Matrix L; ist reguléir und hat eine einfache Struktur. Wir 16sen das lokale System (5.18)
mit der iterativen GMRES-Methode (siehe [59]), da die Matrix .A; nicht symmetrisch ist.
In unseren Testrechnungen haben wir fiir die Relaxation den Wert p = 0.8 verwendet.
Innerhalb des Mehrgitterverfahrens M G-NS fiihren wir jeweils drei Vorglattungsschritte
und drei Nachgléttungsschritte aus.

Das Grobgittersystem wird mit Hilfe des druckorientierten Vanka-Glétters iterativ
gelOst.






Kapitel 6

Numerische Experimente

Zur Beurteilung der Giite des konstruierten Losungsverfahrens miissen verschiedene Aspek-
te beriicksichtigt werden.

Einerseits mochte man {iberpriifen, ob theoretisch hergeleitete Fehlerabschitzungen
praktisch bestiitigt werden (Genauigkeit des Verfahrens). Dazu definiert man in der Regel
Testprobleme mit bekannter analytischer Lésung. Von wesentlichem Interesse hierbei ist
der Einflul der Gitterverfeinerung auf das Fehlerverhalten.

Aussagen zur Effizienz und Robustheit des algebraischen Losungsverfahrens sowie der
iterativen Entkopplungsstrategie sind ebenso wichtig.

Ein nicht zu vernachlissigendes Hilfsmittel zur Beurteilung der numerischen Ergebnisse
ist die grafische Auswertung des Datenmaterials. Man interessiert sich fiir die Darstellungen
der Isolinien skalarer Funktionen wie des Druckes und der Umfangsgeschwindigkeit, des
Vektorfeldes der Geschwindigkeit und der Isolinien der daraus abgeleiteten Stromfunktion.
Ein Teil der priisentierten Abbildungen wird mit Hilfe des Grafikprogrammes Grape (siehe
[68]) erstellt.

Alle numerischen Ergebnisse wurden mit Hilfe des Programmsystems MooNMD (siehe
[9]) erhalten. Die Rechnungen wurden auf einer Workstation HP J5600 durchgefiihrt.

6.1 Das Navier-Stokes-Problem mit Gleitrandbedin-
gung

In diesem Abschnitt werden wir unsere Losungsmethode auf die stationdren Navier-Stokes-
Gleichungen mit Gleitrandbedingung anwenden. Zuerst betrachten wir ein Noflow-Problem
fiir die Navier-Stokes-Gleichungen in einem Stromungsgebiet mit einfacher Geometrie (das
Einheitsquadrat) und setzen die exakte Losung als bekannt voraus. Um unsere Losungs-
methode auf die Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleitrandbedingung in einem Gebiet mit
krummlinigem Randteil zu untersuchen, betrachten wir als zweites Testproblem ein Bei-
spiel im Halbkreis, dessen exakte Losung bekannt ist. Das Ziel dieser Testprobleme ist die
Verifizierung des Codes und die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der angewendeten
numerischen Methode.
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Als ein Anwendungsbeispiel stellen wir das Modell zur Beschreibung der Strémungs-
verhéltnisse in einem Dissipationssystem dar.

Zur Losung aller drei nichtlinearen Testprobleme verwenden wir die Fixpunktiteration.
Die nichtlineare Iteration brach bei einer euklidischen Norm des Residuums von kleiner
als 1071% ab. Eine Dampfung bei der nichtlinearen Iteration wurde nicht verwendet. Die
aufgetretenden linearen Systeme wurden mit dem Mehrgitterverfahren unter Verwendung
des W-Zyklus gelost. Im W-Zyklus des Mehrgitterverfahrens wurden die Glattungsitera-
tionen mit Hilfe vom Vanka Glétter (sieche Abschnitt 5.5.2, Kapitel 5) realisiert. Die Test-
rechnungen wurden mit drei Vor- und drei Nachglattungsiterationen durchgefiihrt. Die
approximierte Losung des linearen Problems wurde mit dem Faktor 0.8 geddmpft, um bes-
sere Konvergenz zu erzielen. Die lineare Iteration brach bei einer euklidischen Norm des
Residuums von kleiner als 1071° ab.

Bei Testprobleme mit krummlinigen Randteilen wenden wir in programtechnischer Hin-
sicht die diskreten Normaleneinheitsvektoren an, d.h. in jedem Randknoten den &dufleren
Normaleneinheitsvektor der Kante des Randelementes. Wenn zwei Elemente einen gemein-
samen Knoten als Eckpunkt besitzen, bestimmen wir den diskreten Normaleneinheitsvek-
tor als normierte Summe der dufleren Normalenvektoren der beiden Randkanten in diesem
Knoten.

6.1.1 Ein Noflow-Problem

Wir untersuchen ein Noflow-Problem fiir die Navier-Stokes-Gleichungen auf dem Einheits-
quadrat €2

1
——Au+u-Vu+Vp=f inQ, (6.1)

Re
V-u=0 inQ, (6.2)

mit den Randbedingungen

u=20 auf FQ U F4 (63)
u-n=0 auf I'TUT; (6.4)
n-o(u,p)7=0 auf I''UT;. (6.5)

Der Rand BQ=F1UF2UF3UF4 ist durch
Iy = {(z,y) : y=0,0<zx<1}, To:={(z,y) : =1, 0<y <1},
I3 = {(z,y) :y=1,0<z<1}, I'y:={(z,y) : 2=0,0<y<1}

gegeben. Wir geben die exakte Losung
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mit § = 0.01 vor. Dann ist
. RY
f:Vp=< 6(10 ?) )

Fiir die Testrechnungen haben wir Re = 1 gewéhlt.

Das Beispiel ist auf dem Einheitsquadrat definiert. Das verwendete Grobgitter (Stufe 1)
ist in Abbilding 6.1 und die Anzahl der Elemente sowie der Unbekannten bei gleichméafiger
Verfeinerung in der Tabelle 6.1 zu sehen. Da wir ein zweidimensionales Problem betrachten,
wichst die Anzahl der Unbekannten um einen Faktor in der Groflenordnung 4 von einer
Stufe zur néchstfeineren an. Aufgrund der grofien Anzahl der Unbekannten und den daraus
folgenden hohen Rechenzeiten beschrinken wir unsere Rechnungen auf die Stufe 7. Die
Stufe 7 betrachten wir als die feinste Stufe der Gitter.

Abbildung 6.1: Das verwendete Grobgitter (Stufe 1)

Stufe || Elemente || Unb. Geschw. || Unb. Druck
1 8 50 9
2 32 162 25
3 128 578 81
4 512 2178 289
5 2 048 8 450 1 089
6 8 192 33 282 4 225
7 32 768 132 098 16 641

Tabelle 6.1: Die Anzahl der Unbekannten bei gleichméfiger Verfeinerung

In der Tabelle 6.2 sind die Anzahl der nichtlinearen Iterationen sowie die gesamte An-
zahl der linearen Iterationen und die Rechenzeit auf den einzelnen Stufen dargestellt. Bei
den Rechnungen ist ein lineares Wachstum der Rechenzeiten bemerkbar (siehe Abb. 6.2).
Die Ergebnisse in der Tabelle 6.2 zeigen deutlich, dal das Noflow-Problem mit Mehrgit-
terverfahren auch bei Gleitrandbedingungen effizient geltst werden kann.
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Stufe || Nichtlin. Iterationen || CPU-Zeit (Sec.)
(lin. Iterationen)
1 1(9) 1.00
2 1(6) 1.60
3 3 (5) 15.03
1 3 (5) 60.80
5 3 (5) 249.72
6 3 (4) 814.06
7 2 (3) 9 474.70

Tabelle 6.2: Die Anzahl der nichtlinearen Iterationen, die entsprechende Gesamtzahl der
linearen Iterationen und die Rechenzeit in Sekunden pro Stufe

Rechenzeit [s]

10’ 10° 10° 10°

10° 10"
Gesamtzahl der Unbekannten

Abbildung 6.2: Die Rechenzeiten in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Unbekannten N
pro Stufe des Mehrgitterverfahrens

In der Tabelle 6.3 stellen wir den Fehler der Geschwindigkeitsapproximation uy in der
L?-Norm und der H!-Seminorm dar. In der Literatur (siche z.B. [24] und [28]) wurde be-
obachtet, daf die numerische Approximation der Navier-Stokes-Gleichungen (auch im Fall
eines Noflow-Problem) mit stabilen Elementepaaren zu beliebig grofien Fehlern in der dis-
kreten Geschwindigkeitslsung fithren kann. Der L2- als auch der H!-Fehler in der Tabelle
6.3 zeigen, dafl wir eine gute Approximation an die exakte Losung u = 0 erhalten. Im Fall
des Noflow-Problems (6.1)-(6.5) spielt die erwartete auftretende kiinstliche Geschwindig-
keit (bzw. der Konsistenzfehler) eine untergeordnete Rolle. Dies begriindet sich mit der
Kleinheit des Parameters § (§ < 1). Die Ordnung des L2-Fehlers sowie des H'-Fehlers
deutet auf eine Superkonvergenz hin.
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Stufe

||11 - uh||0,2,Q

Ord.

|11— uhh,n

Ord.

1

2.183247e-06

2.568867e-05

1.570504e-07

3.797176e+00

4.385206e-06

2.550416e4-00

1.204146e-08

3.705146e+00

7.310821e-07

2.584539¢e4-00

9.758404e-10

3.625221e+00

1.238551e-07

2.561380e+-00

8.219707e-11

3.569486e+00

2.134552e-08

2.536648e4-00

7.085978e-12

3.536048e+00

3.721344e-09

2.520037e+-00

| O U | W D

7.075600e-13

3.324040e+00

6.532210e-10

2.510180e+-00

Tabelle 6.3: Fehlerentwicklung und Konvergenzordnungen fiir die Geschwindigkeit

Man kann die Entwicklung des Fehlers der Druckapproximation in Richtung Asymptotik
sowohl fiir den L2- als auch fiir den H'-Fehler in der Tabelle 6.4 beobachten. Fiir die
Ordnung des L2-Fehlers erwartet man 2 und fiir den H!-Fehler 1. Die Ergebnisse in der

Tabelle 6.4 zeigen, dafl diese Werte gut erreicht werden.

Stufe

||P — Ph“o,m

Ord.

\p _ph|1,Q

Ord.

1

1.544124e-04

1.624439e-03

3.827905e-05

2.012162e+00

8.294155e-04

9.697742e-01

9.527376e-06

2.006404e+00

4.162408e-04

9.946769e-01

2.378508e-06

2.002022e+00

2.082839e-04

9.988670e-01

5.943974e-07

2.000557e+00

1.041607e-04

9.997399e-01

1.485844e-07

2.000145e+00

9.208261e-05

9.999378e-01

|| O | W N

3.714520e-08

2.000040e+00

2.604160e-05

9.999850e-01

Tabelle 6.4: Fehlerentwicklung und Konvergenzordnungen fiir den Druck

6.1.2 Ein Testbeispiel im Halbkreis
Das Modellgebiet €2 sei ein Halbkreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius 1, d.h.

Q:z{(az,y):—1§$§1,0§y§\/1—x2}.

Der Rand 092 setzt sich aus zwei Randteile

und

Zusaminern.
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Wir betrachten das Problem

_%Au+u.vu+Vp:f in Q (6.6)
V-u= in Q (6.7)

u=uy auf I'p (6.8)

un=0 auf I'p, (6.9)

n-o(u,p)7=0 auf I'p. (6.10)

Die rechte Seite f und die Dirichlet-Randbedingung u, sind so gewihlt, daf§

(v 00
u—<_x> und p—3(1 x) D

die exakte Losung von (6.6)-(6.10) ist. Dann gelten

f:(—x—(s_(;—ﬁ) und uO:(_2>.

Fiir die Testrechnungen haben wir Re = 1 und 6 = 0.01 gewahlt.

Das Modellgebiet €2 hat einen krummlinigen Randteil. Die Gittergenerierung zur Er-
stellung der diskreten Aufgabe besteht in diesem Fall nicht nur aus einer uniformen Verfei-
nerung sondern auch aus einer Randanpassung. Das verwendete Grobgitter (Stufe 1) ist in
Abbildung 6.3 zu sehen. Die Abbildung 6.4 zeigt das Gitter auf Stufe 2. Bei der Konstruk-
tion der Gitter wurde der Gittergenerator OMEGA vom Programmsystem MooNMD
(siehe [9]) verwendet.

Die Anzahl der Elemente sowie der Unbekannten bei gleichméfliger Verfeinerung ist in
der Tabelle 6.5 dokumentiert. Da wir ein zweidimensionales Problem betrachten, wéchst
die Anzahl der Unbekannten um einen Faktor in der Gréflenordnung 4 von einer Stufe zur
néchstfeineren an. Die Stufe 6 betrachten wir als die feinste Stufe der Gitter.

Abbildung 6.3: Das verwendete Grob- Abbildung 6.4: Das verwendete Gitter
gitter (Stufe 1) auf Stufe 2
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Stufe || Elemente || Unb. Geschw. || Unb. Druck
1 4 30 6
2 16 90 15
3 64 306 45
4 256 1122 153
5 1 024 4 290 561
6 4 096 16 770 2 145

Tabelle 6.5: Die Anzahl der Unbekannten bei gleichméfiger Verfeinerung

In der Tabelle 6.6 sind die Anzahl von den nichtlinearen Iterationen sowie die gesamte
Anzahl der linearen Iterationen und die Rechenzeit auf den einzelnen Stufen dargestellt.
Bei den Rechnungen ist ein lineares Wachstum der Rechenzeiten bemerkbar. Es wird mit
der Abbildung 6.5 graphisch dargestellt. Die Ergebnisse in der Tabelle 6.6 zeigen deutlich,
daf8 das Problem (6.6)-(6.10) mit den Randbedingungen mit Hilfe des Mehrgitterverfahrens
effizient gelost werden kann.

Stufe || Nichtlin. Iterationen || CPU-Zeit (Sec.)
(lin. Iterationen)
1 8 (8) 0.2
) 8 (13) 0.7
3 8 (8) 1.45
1 7 (10) 5.02
5 7 (12) 25.93
6 8 (13) 107.36

Tabelle 6.6: Die Anzahl der nichtlinearen Iterationen, die entsprechende Gesamtzahl der
linearen Iterationen und die Rechenzeit in Sekunden pro Stufe

In der Tabelle 6.7 stellen wir den Fehler der Geschwindigkeitsapproximation uy in der
L?-Norm und der H!-Seminorm dar. Der L?- als auch der H!-Fehler zeigen, dafl wir eine
gute Approximation an die exakte Losung u = (y, —z) erhalten. In der L?-Norm hat der
Fehler der Geschwindigkeitsapproximation uy eine Konvergenz von Ordnung 3.4. Nach der
Fehlerabschédtzungen aus Kapitel 4 haben wir eine Konvergenz von Ordnung 3 erwartet.
Die Ergebnisse deuten auf eine Superkonvergenz hin.

Man kann die Entwicklung des Fehlers der Druckapproximation in Richtung Asymptotik
sowohl fiir den L2 als auch fiir den H'-Fehler in der Tabelle 6.8 beobachten. Fiir die
Ordnung des L2-Fehlers erwartet man 2 und fiir den H!-Fehler 1. Die Ergebnisse in der
Tabelle 6.8 zeigen, dafl diese Werte gut erreicht werden.

In den Abbildungen 6.6, 6.7 und 6.8 sind das Vektorfeld der diskreten Geschwindig-
keitsapproximation, die diskrete Stromfunktion und die Isolinien der Druckapproximation
gezeigt.



98

6 Numerische Experimente

Abbildung 6.5: Die Rechenzeiten in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Unbekannten N

Rechenzeit [s]
5

10°

pro Stufe des Mehrgitterverfahrens

10°
Gesamtzahl der Unbekannten

10

Stufe

lu — upllo2,0

Ord.

lu—upli0

Ord.

2.795406e-05

2.147830e-04

4.335130e-06

2.688910e+00

5.757689%¢-05

1.899318e+-00

3.877920e-07

3.482720e+-00

1.053377e-05

2.450468e+00

3.485644e-08

3.475786e+00

1.851967e-06

2.507891e+00

3.091491e-09

3.495051e+00

3.243700e-07

2.513347e+00

O O x| W N

2.803713e-10

3.462892e+-00

9.699233e-08

2.508801e+00

Tabelle 6.7: Fehlerentwicklung und Konvergenzordnungen fiir die Geschwindigkeit

Stufe

lp — prllos.e

Ord.

|p _ph|1,Q

Ord.

1.092829e-03

6.109549¢-03

3.166564e-04

1.787077e+00

3.601326e-03

7.625376e-01

8.070891e-05

1.972118e+00

1.861462e-03

9.520918e-01

2.007338e-05

2.007445e+00

9.378424e-04

9.890190e-01

4.984992e-06

2.009620e+00

4.693952e-04

9.985423e-01

DO x| W N

1.240744e-06

2.006386e+00

2.346416e-04

1.000344e+00

Tabelle 6.8: Fehlerentwicklung und Konvergenzordnungen fiir den Druck
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Abbildung 6.6: Vektorplot der Ge- Abbildung 6.7: Isolinien der Strom-
schwindigkeit auf Stufe 6 funktion auf Stufe 6

Abbildung 6.8: Isolinien des Druckes auf Stufe 6

6.1.3 Stromungsverhiltnisse in Dissipationssysteme

Die Beeinflubarkeit von Ferrofluiden durch duflere Magnetfelder ermdglicht das Design von
Anwendungen bei denen magnetisch kontrollierte Fliissigkeiten ein Kernelement darstel-
len. Diese Moglichkeit hat zu einer Reihe von technischen Anwendungen von magnetischen
Fliissigkeiten gefiihrt. Die héufigste Anwendung der Ferrofluide ist die als Dichtung, die
Ferrofluide konnen aber auch als Didmpfungsmedium in den so genannten Dissipationssy-
stemen angewendet werden.

Die Geometrie eines Dissipationssystems wird mit der Abbildung 6.9 schematisch dar-
gestellt. Grundlegend besteht das Dissipationssystem aus dem Ferrofluid, einem Magnet
und zwei (untere und obene) Platten. Das Dissipationssystem funktioniert mit Ferrofluid
als Dampfungsmedium, in dem die Bewegungsenergie durch viskose Reibung in Wirme
umgewandelt wird.

Die Dissipationssysteme sind ein #uflerst zuverlissiges prizises Dampfungselement.
Selbst bei offenen Systemen ist kein Fliissigkeitsverlust zu verzeichen. Die typische An-
wendung von Dissipationssystemen ist die als grundliegendes Element verschiedener Mo-
delle von Dampfer (siehe [6], [7] und [58]) oder die als leicht empfindliches Element von
Messgerite, Friasmaschinen und Roboter.

In kinematischer Hinsicht kann die Bewegung dieses mechanischen Dissipationssystems
als eine Bewegung des Magnets oder als eine von den Platten betrachtet werden. Im Hin-
blick auf eine effiziente Modellierung der Stréomungsverhéltnisse nehmen wir an, daf die
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4 1
oy 3
,’lz 1

4

Abbildung 6.9: Dissipationssystem (schematische Darstellung): 1 - bewegte Platte, 2 -
Magnet, 3 - magnetische Fliissigkeit, 4 - Richtung der Bewegung

beiden horizontalen Platten sich bewegen und der Magnet fest ist. Eine Untersuchung
der Dynamik des Dissipationssystems bei Beriicksichtigung fester Platten und bewegter
Matnete kann man in [8] finden.

Zunichst konzentrieren wir uns auf die mathematische Modellierung der Stromungs-
verhéltnisse im Dissipationssystem. Der Rand des Strémungsgebietes setzt sich aus drei
vorgegebenen Oberflichen (die beiden Oberflichen der Platten und die Oberfliche des
Magnets) und zwei freien Oberflichen zusammen. Da die Untersuchung der Strémungs-
verhiltnisse im Dissipationssystem der wesentliche Problemkreis bei der mathematischen
Modellierung des Dissipationssystemsverhaltens ist (die Motivation ist die gleiche wie bei
der mathematischen Modellierung des Dichtungsverhaltens, siehe Abschnitt 2.2, Kapitel
2), nehmen wir die freien Obefléchen als bekannt an und wir betrachten nur das Strémungs-
problem.

Die mathematische Modellierung der Strémungsverhéltnisse in Dissipationssysteme fan-
gen wir mit der Darstellung des Modellgebietes an. Man kann verschiedene Formen des
Magnets betrachten. Wir betrachten eine rechteckige Form des Magnets, da diese Form
fiir die praktischen Anwendungen wichtig ist. Die Position des Magnets spielt auch eine
wichtige Rolle fiir die Stromungsverhéltnisse. Die Magnetposition beriicksichtigen wir mit
Hilfe des Parameters h;\hs, wobei h; und hy die Abstéinde zwischen den Magnet und die
Platten bezeichnen (siehe Abb. 6.9). Wir betrachten zwei verschiedene Positionen, die den
Werten hi\ho = 1 und hi\hs = 7 entsprechen. Bei hi\hy = 1 liegt der Magnet im Zentrum
des Ferrofluidtropfens und bei hy\hy = 7 liegt der in der Nihe der unteren Platte (siehe
Abb. 6.10).

Die beiden freien Oberflichen betrachten wir als Teile einer Ellipse. Die elliptische Form
der Oberflichen ist die erste Approximation der realistischen Form. Bei den Experimenten
mit einem Magnet im Ferrofluidtropfen kann man eine Form der freien Oberflichen, die
dghnlich zu der elliptischen ist, beobachten. So kann man aus der Praxiserfahrung diese
elliptische Approximation begriinden. Aus der Theorie existiert auch eine Begriindung, da
die freien Oberflichen die Form der Magnetfeldlinien, die dhnlich zu den elliptischen sind,
besitzen. Die elliptische Form der freien Oberflichen passt gut fiir die Testbeispiele bei der
Untersuchung der Strémungsverhéltnisse im Dissipationssystem.
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Die beiden Platten betrachten wir nicht nur zentriert sondern auch gleichméfig lang.

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir die Modellgebiete €2, Qs C IR? mit Rénder
0Q; =1 UT UL UL E und 09, = Ty UToUT3 UL beschreiben. Die Rinder 99 und 99
setzen sich aus drei vorgegebenen Oberfichen (zwei horizontale Platten I'y und I'y, und die
Oberfliche des Magnets Ty (hi\ho = 1) bzw. '3 (hy\hy = 7)) und zwei freie Oberflichen
I'r zusammen. Die einzelnen Randteile sind durch

1 1 1
Iy = : = —— —— << -
2 {(xay) y 27 Q_x_Q}a
1 1 1 1 1 1
rl.= y=—, — <<= =— ——<z<=
3 {(x,y) Y 5 Q_x_Q}U{(l',y) V=g 2_:1:_2}
Us(z,y) @ z 1< <1 U3 (z,v) ! 1< <1
=—=,—= = T T=-,—= =
,y 2’ 6 y 6 )y 25 6 y 6 bl
5 1 1 1 1
r2.= =——,—=< — U =—,—-<zx< 2
3 {(x,y) y T } {(x,y) V=15 2_33_2}
Us (z,y) -1 5< < ! Uq (z,y) _ 1 <y< !
Y 2 12 SV S T TY) =T SYS T
4562 2
FF::{(x,y) : ?+Z—2:1}\F1UF2
mit 3
b= ——
4+/2

gegeben (siehe Abb. 6.10).

1 T T T 1

051 8 05f 4
0.1667 5 S
0 ok
-0.0833
-0.1667 8
-0.251 4
~0.4167 - E
-05F 8 05} ]

=) L
-1.5 -0.5

L 1 L L I
05 15 -15 -0.5 0 0.5 15

Modellgebiet 21 (hi\he = 1) Modellgebiet Qy(hi\hy = T7)

Abbildung 6.10: Modellgebiete ©2; und €25: 3 - der Rand I'y; 2 - der Rand I's; 1, 4, 5, 6 -
der Rand T} bzw. I'3; 7, 8, 9, 10 - der freie Rand I'p
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Nach der detaillierten Beschreibung der Modellgebiete €2; und €2, stellen wir das ma-
thematische Modell dar, das die Dynamik der Dissipationssysteme beschreibt. Die mathe-
matische Modellierung der Stromungsverhéltnisse in den Dissipationssystemen fiihrt auf
zweidimensionale Navier-Stokes-Gleichungen der Gestalt

1
—R—Au+u-Vu+Vp:O in ©; bzw. Qo (6.11)

e
V-u=0 in Ql bzw. QQ (612)

(siehe die Gleichungen (2.2) und (2.4) im Abschnitt 2.2, Kapitel 2). Die Volumenkraft in der
rechten Seite von (6.11) wird auf Null eingesetzt, da die Dissipationssysteme am hiufigsten
im Weltraum in Betrieb sind und die Schwerkraft keine Rolle spielt. Die Gleichungen (6.11)-
(6.12) ergéinzen wir mit den folgenden Randbedingungen:

u=(1,00" auf,UT,, (6.13)

u=0 auf T'3 bzw. '3 (6.14)

u-n=0 auf I'p, (6.15)
n-o(u,p)7=0 auf I'p . (6.16)

Die Bewegung der beiden horizontalen Platten entspricht der inhomogenen Randbedin-
gung (6.13) auf T'; U I'y. Die Oberfliiche des Magnets 'y bzw. 'z ist der feste Rand des
Stromungsgebietes ; bzw. Qy, so daf} die klassische Stokes-Randbedingung (6.14) auf '}
bzw. I'2 zu fordern wire. Auf dem freien Rand 'y gelten die Gleitrandbedingung (6.15)
und die zusétzliche Bedingung (6.16).

Die Modellgebiete €2; und {2 haben krummlinige Rénder. Die Gittergenerierung zur
Erstellung der diskreten Aufgabe besteht in dem Fall nicht nur aus einer uniformen Verfei-
nerung sondern auch aus einer Randanpassung. Die verwendeten Grobgitter (Stufe 1) und
die Gitter auf Stufe 2 sind in Abbildungen 6.11 und 6.12 zu sehen. Bei der Konstruktion
der Gitter wurde das Programmsystem M ATLAB - PDE Toolbox (siehe [46]) verwendet.

Die Anzahl der Elemente sowie der Unbekannten bei gleichméfiger Verfeinerung ist in
der Tabelle 6.9 dokumentiert. Da wir ein zweidimensionales Problem betrachten, wéchst
die Anzahl der Unbekannten um einen Faktor in der Gréflenordnung 4 von einer Stufe
zur nichstfeineren an. Aufgrund der grofien Anzahl der Unbekannten und den daraus
folgenden hohen Rechenzeiten beschrinken wir unsere Rechnungen auf die Stufe 5. Die
Stufe 5 betrachten wir als die feinste Stufe der Gitter.

Wir haben das Modellproblem (6.11)-(6.12) mit den Randbedingungen (6.13)-(6.16)
fiir die Reynoldzahlen Re = 0.1, Re = 1 und Re = 10 gelést. Nach den numerischen
Experimenten haben wir festgestellt, dafi die Unterschied zwischen die Ergebnisse fiir Re =
0.1, Re = 1 und Re = 10 weniger als 2 % ist. Aus diesem Grund stellen wir zunéchst die
numerischen Ergebnisse fiir das Problem (6.11)-(6.16) nur mit Re = 1 dar.
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Modellgebiet 2 (hi\he = 1) Modellgebiet Q(hi\he = T7)

Abbildung 6.11: Die verwendeten Grobgitter (Stufe 1)
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Modellgebiet 2 (hi\he = 1) Modellgebiet Q5(hi\he = T7)

Abbildung 6.12: Die verwendeten Gitter auf Stufe 2

H Stufe H Elemente H Unb. Geschw. H Unb. Druck

Modellgebiet Q4 (hi\he = 1)
1 92 440 64
2 368 1616 220
3 1472 6176 808
4 5 888 24 128 3 088
5 23 552 95 360 12 064
Modellgebiet Qq(h1\hy = 7)
1 154 732 106
2 616 2 696 366
3 2 464 10 320 1 348
4 9 856 40 352 5 160
) 39 424 159 552 20 176

Tabelle 6.9: Die Anzahl der Unbekannten bei gleichméfliger Verfeinerung

In der Tabelle 6.10 sind die Anzahl der nichtlinearen Iterationen sowie die Gesamt-
zahl linearer Iterationen und die Rechenzeit auf den einzelnen Stufen dargestellt. Bei den
Rechnungen ist ein lineares Wachstum der Rechenzeiten bemerkbar. Es wird mit der Ab-
bildung 6.13 graphisch dargestellt. Die Ergebnisse in der Tabelle 6.10 zeigen deutlich, daf§
das Problem (6.11)-(6.12) mit den Randbedingungen (6.13)-(6.16) mit Hilfe des Mehrgit-
terverfahrens effizient gelost werden kann.
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Stufe || Nichtlin. Iterationen || CPU-Zeit (Sec.)
(lin. Iterationen)
Modellgebiet 2 (hi\he = 1)
1 5 (10) 1.17
2 5 (8) 3.54
3 5 (8) 18.23
4 5 (10) 102.21
5 1 (10) 120.74
Modellgebiet Qq(h1\he = 7)
1 5 (10) 2.57
2 5 (3) 6.36
3 5 (9) 33.85
1 5 (10) 168.08
5 5 (10) 702.85

Tabelle 6.10: Die Anzahl der nichtlinearen Iterationen, die entspechende Gesamtzahl der
linearen Iterationen und die Rechenzeit in Sekunden pro Stufe

Rechenzeit [s]
3
Rechenzeit [s]
3

. .
10° 10° 10° 10° 10° 10° 10° 10°

10*
Gesamtzahl der Unbekannten

Modellgebiet Q4 (hi\he = 1) Modellgebiet Q(hi\he = T7)

10*
Gesamtzahl der Unbekannten

Abbildung 6.13: Die Rechenzeiten in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Unbekannten
N pro Stufe des Mehrgitterverfahrens

Wir zeigen in den Abbildungen 6.14, 6.15 und 6.16 das Vektorfeld der diskreten Ge-
schwindigkeitsapproximation, die diskrete Stromfunktion und die Isolinien der Druckap-
proximation. Die Abbildungen 6.14 und 6.15 zeigen deutlich, daf3 die Position des Magnets
eine wesentliche Rolle fiir die Stromungsverhéltnisse im Dissipationssystem spielt. Wenn
der Magnet in der Mitte des Dissipationssystems (hi\hy = 1) liegt, entstehen zwei Wir-
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bel iiber und unter dem Magnet. Falls der Magnet in der Ndhe von der unteren Platte
(hi1\he = T) liegt, schlieflen sich die Stromfunktionsisolinien um den Magnet herum und
entsteht nur ein Wirbel iiber dem Magnet. Die Isolinien des Druckes (sieche Abb. 6.16)
zeigen die aufgetretenen Singularitdten. Dieser Effekt erfordert die Entwicklung adaptiver
finiter Elemente Methoden fiir die weitere Untersuchung des Problems.

—
PN

- e e WV,
R N

Modellgebiet Qy(hi\he = T7)
Abbildung 6.14: Vektorplot der Geschwindigkeit auf Stufe 5

Modellgebiet 4 (hi\he = 1) Modellgebiet Qy(hi\he = T7)
Abbildung 6.15: Isolinien der Stromfunktion auf Stufe 5

i .
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‘ \\\\V L ::/\(?
~
J J” | ’/’/%JHHHH\HH
Modellgebiet 21 (hi\he = 1) Modellgebiet Qy(hi\hy = T7)

Abbildung 6.16: Isolinien des Druckes auf Stufe 5

Die numerische Untersuchung der Stromungsverhéltnisse in einem Dissipationssystem
schlieflen wir mit der numerischen Ergebnisse fiir die Dissipationsenergie ab. Die Dissipati-
onsenergie ist eine wichtige Eigenschaft der Dissipationssysteme, da die Dissipationsenergie
die vernichtete Energie des Systems beschreibt. Die Dissipationsenergie F eines Dissipati-
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onssystems ist durch

E——Qu% /-e—/ 8ui+8uj 2dV 1<3,7<2
- 2 0™ o a’I)j a’L‘Z ’ =hJ=

gegeben (siehe [41]). Hier bezeichnet 1 die dynamische Viskositit, uy die Geschwindigkeit
der Platten (uy = (1,0)7, siehe die Randbedingung (6.13)) und  den dimensionlosen Dis-
sipationskoeffizient. Die berechneten Werte des Dissipationskoeffizientes x in Abhéngigkeit
von der Lage des Magnets sind in der Abbildung 6.17 dargestellt. Die Ergebnisse zei-
gen deutlich, dafl die Grofle der Dissipationsenergie wesentlich von der Lage des Magnets
abhéngt.

28
271
26
251
241
231
221

21

20
0

Abbildung 6.17: Der Dissipationskoeffizient x in Abhéngigkeit von der Lage des Magnets

6.2 Numerische Simulation der Stromungsverhiltnis-
se in Magnetfluiddichtungen

In diesem Abschnitt werden numerische Ergebnisse zu dem Modellproblem (2.5)-(2.7) mit
den Randbedingungen (2.8)-(2.13) vorgestellt.

Zuerst beschreiben wir die Modellgebiete, in denen wir die Testrechnungen durchfiihren.
Der Rand T" des Stromungsgebietes () setzt sich aus zwei vorgegebenen Oberflichen (die
Oberflache des Rotors I's und des Konzentrators I'x) und zwei freien Oberflichen I'y zu-
sammen (siche Abb. 2.4 im Abschnitt 2.3, Kapitel 2). Da wir uns auf die Untersuchung des
Stromungverhaltens konzentriert haben, haben wir die freien Oberflichen bei der mathema-
tischen Modellierung des Stromungverhaltens als bekannt angenommen. Um die Testrech-
nungen in realistischen Modellgebieten durchfiihren zu kénnen, verwenden wir punktweise
gegebene freie Oberflichen, die nach der in [54] beschriebenen Methode bestimmt wurden.
Zunéchst stellen wir kurz diese Methode zur Berechnung der freien Oberfléchen dar.



6.2 Numerische Simulation der Stromungsverhaltnisse in
Magnetfluiddichtungen 107

Auf den freien Grenzflichen T'} und T2 (T'y = 'k, UT?) zwischen der magnetischen
Fliissigkeit und der Luft muss die Young-Laplace-Gleichung (siehe die Gleichung (2.3) im
Abschnitt 2.2, Kapitel 2 mit P = p; + pp = 0vE p + pm)

"
n-a(u,p)n:alC—i-% (M-n)2+uo/ M(H'YdH' + ¢; auf T%,i=1,2  (6.17)
0

erfiillt sein. Hier bezeichnen c¢;, © = 1,2 positive Konstanten. Wir nehmen an, daf} die
magnetische Fliissigkeit in Sattigung steht, d.h. M = M. Dann gilt

H
uo/ M(H')dH' = po M, H .
0

Weiterhin setzen wir voraus, dafi die Oberflichenspannung (oK ~ 0) und der Term
4o (M- n)? vernachliissigt werden konnen. Das hyperbolische Profil (Y2 = X2 — 1) des
Magnetkerns und die Annahme, dal es H > M, gilt, ermdoglichen die folgende explizite
mathematische Darstellung des Magnetfeldes in einer Magnetfluiddichung

1

H(X,Y) =
(x2 472 42 —8x2

(siehe [52]). Nach diesen Annahmen liefert die Young-Laplace-Gleichung (6.17) eine Glei-
chung der Gestalt
H (X, Yi(X)) = Fry ®;(u,p) — ¢; (6.18)

zur Bestimmung der freien Oberflichen I'%,, i = 1,2, wobei Y;(X) eine Parametrisierung der
freien Oberfliiche I'%, ist. Hier bezeichnet Fr,, die magnetische Froudezahl. Die Funktion
®;(u, p) bezeichnet die Terme, die von der Geschwindigkeit u und dem Druck p abhiingen.
Die Differenz Pm = c¢; — co entspricht dem Drucksprung der hermetisch voneinander
getrenten Umgebungsbereiche. Also ist der Parameter Pm bekannt.

Seien gegeben die Parametrisierungen Y;(X) und Y2(X) der freien Oberflichen 'y und
['%, der Parameter Pm und das feste Volumen U des Gebietes. Dann ist das Stromungsge-
biet 2 gegeben und man berechnet die Geschwindigkeit u und den Druck p in €. So sind
die Funktionen ®;(u, p) auf Y;(X), i = 1,2 bekannt. Die Gleichung (6.18) kann nach ¥;(X)
aufgelost werden. Die fehlende Konstante wird durch Volumenerhaltung fixiert.

Zur Berechnung der in (6.18) benétigen Geschwindigkeit u bzw. des Druckes p wurde
in [54] ein entkoppeltes Modell mit dem Modellparameter 6 = 0.01 angewendet (siehe den
Hinweis im Abschnitt 2.3, Kapitel 2).

Mit der in [54] beschiebenen Methode kann man fiir entsprechende Werte der magne-
tischen Froudezahl F'r,,, des Parameters Pm, des Volumens U und des Modellparameters
d die entsprechenden freien Oberflichen berechnen. Zusétzlich betrachtet man in [54] den
Parameter
_ Re?

Gm =
m Fr,,

(6.19)
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und bei der Berechnung der Geschwindigkeit wird /Gm F'r,, an der Stelle von Re verwen-
det. Somit entsprechen fiinf Parameter (F'r,,, Pm, U, Gm und ¢) den freien Oberflichen
eines Gebietes.

Zur numerischen Simulation der Strémungverhiltnisse in Magnetfluiddichtungen ver-
wenden wir drei Modellgebiete €2;, + = 1,2, 3. Die entsprechenden Parameter zur Berech-
nung der freien Oberflichen der Modellgebiete €2;, i = 1,2,3 sind in der Tabelle 6.11
aufgelistet. Die entsprechenden Reynoldzahlen Re werden mit (6.19) berechnet und sind
auch in der Tabelle 6.11 zu sehen. In der Tabelle A.1 bzw. A.2 und A.3 (siche Anhang A)
sind die X- und Y-Koordinate der Punkte auf den freien Oberflichen fiir das Modellge-
biet €2; bzw. 25 und 3 aufgelistet. Die Geometrie der Modellgebiete 21, {25 und 23 kann
man in der Abbildung 6.18 sehen. Dort wird eine feinere Zerlegung jedes Modellgebietes
dargestellt.

Froudezahl | Parameter | Volumen | Parameter | Modellparameter | Reynoldzahl
Fr,, Pm U Gm 0 Re
Modellgebiet €2,
0.1 | 0 | 5 | 4-10% | 0.01 | 63.2456
Modellgebiet €2,
025 | 0 | 5 | 4-10% | 0.01 | 100
Modellgebiet €23
1 | 0 | 5 [ 4-10" | 0.01 | 200

Tabelle 6.11: Parameter zur Berechnung der freien Oberflichen der Modellgebiete

Modellgebiet €2, Modellgebiet €2y Modellgebiet €23

Abbildung 6.18: Modellgebiete Q;, i = 1,2, 3 (Verfeinerungsstufe 4)

Die Modellgebiete €21, €25 und €23 haben krummlinigen Rénder. Die Gittergenerierung
zur Erstellung der diskreten Aufgabe besteht in dem Fall nicht nur aus einer uniformen
Verfeinerung sondern auch aus einer Randanpassung. Die verwendeten Grobgitter (Stufe 1)
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und die Gitter auf Stufe 2 sind in Abbildungen 6.19 und 6.20 zu sehen. Bei der Konstruktion
der Gitter wurde der Gittergenerator OMEGA vom Programmsystem MooNMD (siehe
[9]) verwendet.

Modellgebiet €2, Modellgebiet €2y Modellgebiet €23

Abbildung 6.19: Die verwendeten Grobgitter (Stufe 1)

Modellgebiet €24 Modellgebiet €25 Modellgebiet €23

Abbildung 6.20: Die verwendeten Gitter auf Stufe 2

Die Anzahl der Elemente sowie der Unbekannten bei gleichméafiger Verfeinerung ist in
der Tabelle 6.12 dokumentiert. Da wir ein zweidimensionales Problem betrachten, wéchst
die Anzahl der Unbekannten um einen Faktor in der Gréflenordnung 4 von einer Stufe
zur nichstfeineren an. Aufgrund der groflen Anzahl der Unbekannten und daraus folgen-
den hohen Rechenzeiten beschrinken wir unsere Rechnungen auf der Stufe 7. Die Stufe 7
betrachten wir als die feinste Stufe der Gitter.

Die freien Randteile des Stromungsgebietes €2;, 7+ = 1,2,3 sind nur punktweise gege-
ben. In dem Fall steht keine stetige Normale zur Verfiigung. Bei der Implementierung
der Gleitrandbedingung auf dem freien Rand wenden wir in jedem Knoten des Gitters
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die diskreten Normaleneinheitsvektoren an, d.h., den dufleren Normaleneinheitsvektor der
Kante des Randelementes. Wenn zwei Elemente einen gemeinsamen Knoten als Eckpunkt
besitzen, bestimmen wir den diskreten Nomaleneinheitsvektor als normierte Summe der
dufleren Normalenvektoren der beiden Randkanten in diesem Knoten.

H Stufe H Elemente H Unb. Geschw. H Unb. Druck H Unb. Umfangsgeschw. H

Modellgebiete €21, 25 und €23
1 8 54 10 27
2 32 170 27 85
3 128 594 85 297
4 512 2 210 297 1 105
5 2 048 8 514 1105 4 257
6 8 192 33 410 4 257 16 705
7 32 768 132 354 16 705 66 177

Tabelle 6.12: Die Anzahl der Unbekannten bei gleichméfiger Verfeinerung

Die Finite-Elemente-Diskretisierung des Modellproblems (2.5)-(2.7) mit den Randbe-
dingungen (2.8)-(2.13) fithrt auf ein schwach besetztes nichtlineares gekoppeltes Gleichungs-
system (siehe Abschnitt 5.2, Kapitel 5). Das gekoppelte, algebraische Gleichungssystem
l6sen wir unter Einsatz einer iterativen Entkopplungsstrategie (siehe den Entkopplungsal-
gorithmus im Abschnitt 5.3, Kapitel 5). Auf der Stufe [ des Mehrgitterverfahrens fiihren
wir die folgende Entkopplung

koo ko ok k4l k1 k4l 0 _n 0 _ .0 _ _
{up s, phpwni = i oni e, w, =005, =0,w,, =0, k=0,1,2,...

durch. Die Entkopplungsiteration brach bei |jwst' — Whillysq < 107% ab. In der Tabelle

6.13 ist die Anzahl der Entkopplungsiterationen pro Stufe des Mehrgitterverfahrens darge-
stellt. Die Ergebnisse in der Tabelle 6.14 zeigen den Einfluss der Entkopplungsstrategie auf
der diskreten Losung. Dort sind die Fehler ||wy — willg 5.0, [10E — Wl o und (95 — il 2.0
auf feinen Stufen des Mehrgitterverfahrens dokumentiert. Hier bezeichnet w;f,l bzw. uﬁ’l und
p’,i,l die diskrete Losung nach der Entkopplungsiteration £ auf der Stufe /. Die Ergebnisse
in der Tabelle 6.14 zeigen deutlich, dafl die Sekundérstromung eine untergeordnete Rolle
bei der Berechnung der Hauptstromung spielt. Die Ergebnisse verifizieren die heuristische
einfache Entkopplung des Modells (2.5)-(2.13), die man in [52], [54] und [76] finden kann.
Dort entkoppelt man das Modell (2.5)-(2.13) durch eine Vernachlissigung des Terms u-Vw
in der Konvektions-Diffusions-Gleichung (2.7).
In jeder Entkopplungsiteration

ko kK R+l k+1 | kt1 0 _ 0 _ 0 _ _
{uh,laph,lawh,z} = {uh,l Phy Why §o Wy =0,pp;=0,w,; =0, £=0,1,2,...

auf der Stufe [ des Mehrgitterverfahrens berechnen wir die approximierte Losung w’,ﬁjl bzw.

(u’,ﬁjl,p’gjl) mit Hilfe von den Komponenten des Losers MG-KD bzw. MG-NS (siehe
Abschnitt 5.4 bzw. 5.5, Kapitel 5).
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[ Stufe |1 ]2]3]4]5]6]7]

Modellgebiet €2,
Entkopplungsiter.‘ 2 ‘ ) ‘ 5 ‘ 4 ‘4 ‘ 4 ‘ 4
Modellgebiet €2y
Entkopplungsiter.‘ 6 ‘ 6 ‘ 6 ‘ 6 ‘6 ‘ ) ‘ 5
Modellgebiet 23
Entkopplungsiter. ‘ 13 ‘ 13 ‘ 12 ‘ 10 ‘ 9 ‘ 8 ‘ 8

Tabelle 6.13: Die Anzahl der Entkopplungsiterationen pro Stufe des Mehrgitterverfahrens

H Stufe [ H k H ||w}]§,l _wflz,zHO’Q,Q H ||uﬁ,l - ufll,l |0’2,Q H ||pﬁ,l _pilz,l| 02,0 H

Modellgebiet €24

4 4 3.024143e-05 2.524124e-07 1.097317e-07

5 4 9.074464e-06 2.022643e-07 3.248126e-08

6 4 3.561360e-06 6.201111e-08 1.364285e-08

7 4 2.924312e-06 6.200702e-08 9.812252¢-09
Modellgebiet €2y

4 6 1.955079e-04 6.958529¢-06 5.899936e-07

5 6 7.526252e-05 2.269420e-06 2.758235e-07

6 5 3.876853e-05 1.106981e-06 1.431153e-07

7 5 1.050478e-05 2.616858e-07 3.771402e-08
Modellgebiet €23

4 10 2.163204e-03 6.229055e-05 5.461009e-06

5 9 7.191527e-04 2.163754e-05 1.858267e-06

6 8 4.865763e-04 1.446804e-05 1.250905e-06

7 8 1.558791e-04 7.247004e-06 2.649503e-07

Tabelle 6.14: Der Einfluss der Entkopplungsstrategie auf die diskrete Losung

Das lineare System zur Berechnung von w,’f{l wurde mit dem Mehrgitterloser MG-KD

unter Verwendung des W-Zyklus gelost. Im W-Zyklus des Mehrgitterverfahrens wurden
die Glattungsiterationen mit Hilfe vom Jacobi-Iterationsverfahren realisiert. Die Testrech-
nungen wurden mit zwei Vor- und zwei Nachgliattungsiterationen durchgefiihrt. Die ap-
proximierte Lésung wurde mit dem Faktor 0.8 geddmpft. Die Iteration brach ab, falls das
Residuum um den Faktor 0.1 reduziert wurde.

Zur Berechnung von (uyi',pit') 16sen wir das nichtlineare System unter Einsatz der
Fixpunktiteration. Die nichtlineare Iteration brach bei einer euklidischen Norm des Re-
siduums von kleiner als 107!° ab. Eine Dampfung bei der nichtlinearen Iteration wurde
nicht verwendet. Die aufgetretenden linearen Systeme wurden mit dem Mehrgitterver-
fahren M G-NS unter Verwendung des W-Zyklus gelost. Im W-Zyklus des Mehrgitter-
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verfahrens wurden die Glattungsiterationen mit Hilfe des Vanka Gléitters realisiert. Die
Testrechnungen wurden mit drei Vor- und drei Nachglittungsiterationen durchgefiihrt.
Die approximierte Losung des linearen Problems wurde mit dem Faktor 0.8 geddmpft, um
bessere Konvergenz zu erzielen. Die lineare Iteration brach bei einer euklidischen Norm des
Residuums von kleiner als 10710 ab.

Fiir die Testrechnungen im Modellgebiet €2; bzw. 25 und 3 sind in der Tabelle 6.15
bzw. 6.16 und 6.17 die Anzahl der linearen Iterationen zur Berechnung der diskreten Um-
fangsgeschwindigkeit w;, sowie die Anzahl der nichtlinearen und linearen Iterationen zur
Berechnung der diskreten Geschwindigkeit u, und dem Druck p, pro Entkopplungsiterati-
on auf feinen Stufen des Mehrgitterverfahrens dargestellt. Die Anzahl der Iterationen zur
Berechnung der approximierten Lésungen und die auch in den Tabellen 6.15, 6.16 und 6.17
dargestellten Rechenzeiten zeigen, dafi die beiden Teilprobleme sowie das gekoppelte Pro-
blem im Zusammenhang mit der iterativen Entkopplungsstrategie mit Mehrgitterverfahren
effizient gelost werden kénnen.

Entkopplungs- || Lin. Iterationen || Nichtlin. Iterationen || CPU-Zeit (Sec.)
iteration in MG-KD (lin. Iter.) in MG-NS

Stufe 5

1 5 4(5) 17.68

3 3 2(3) 28.07

3 2 1(9) 31.56

1 1 1(9) 31.53
Stufe 6

1 5 4(5) 71.68

2 2 1(7) 103.40

3 1 1(7) 103.21

1 1 1(7) 103.25
Stufe 7

1 5 ey 244.14

2 2 1(6) 361.77

3 1 1(6) 360.88

1 1 1(6) 360.96

Tabelle 6.15: Die Anzahl der Iterationen zur Berechnung der diskreten Lésungen im Mo-
dellgebiet €2; und die Rechenzeit pro Entkopplungsiteration auf feinen Stufen des Mehr-
gitterverfahrens
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Entkopplungs- || Lin. Iterationen || Nichtlin. Iterationen | CPU-Zeit (Sec.)
iteration in MG-KD (lin. Iter.) in MG-NS

Stufe 5

1 7 4(6) 91.24

2 3 2(10) 35.06

3 ) 2(13) 45.51

1 2 1(15) 52.55

5 1 1(15) 52.53

6 1 1(15) 52.54
Stufe 6

1 9 4(5) 75.53

2 3 23) 118.58

3 ) 1(10) 148.00

1 1 1(11) 162.42

5 1 1(11) 162.44
Stufe 7

1 11 4(4) 252.21

D) 2 1(6) 362.76

3 1 1(7) 122.04

1 1 1(7) 122.12

5 1 1(7) 192.20

Tabelle 6.16: Die Anzahl der Iterationen zur Berechnung der diskreten Lésungen im Mo-
dellgebiet €25 und die Rechenzeit pro Entkopplungsiteration auf feinen Stufen des Mehr-

gitterverfahrens



114 6 Numerische Experimente

Entkopplungs- || Lin. Iterationen || Nichtlin. Iterationen || CPU-Zeit (Sec.)
iteration in MG-KD (lin. Iter.) in MG-NS
Stufe 5
1 6 4(6) 21.35
2 1 3(12) 42.20
3 3 3(17) 59.67
1 3 2(21) 73.69
5 2 2(24) 84.17
6 2 2(27) 04.72
7 1 1(29) 101.70
8 1 1(29) 101.71
9 1 1(29) 101.72
Stufe 6
1 7 4(6) 89.62
2 1 3(11) 162.50
3 3 2(15) 221.17
1 3 2(19) 279.88
5 2 2(22) 324.08
6 2 1(24) 353.33
7 1 1(25) 367.87
8 1 1(25) 367.89
Stufe 7
1 12 4(5) 313.13
2 4 2(10) 608.26
3 2 2(14) 851.59
1 ) 2(17) 1033.60
5 2 1(19) 1153.70
6 2 1(20) 1 215.00
7 1 1(20) 1214.10
8 1 1(20) 1214.10

Tabelle 6.17: Die Anzahl der Iterationen zur Berechnung der diskreten Lésungen im Mo-
dellgebiet €23 und die Rechenzeit pro Entkopplungsiteration auf feinen Stufen des Mehr-
gitterverfahrens

Wir zeigen in den Abbildungen 6.21, 6.22 und 6.23 die Isolinien der diskreten Umfangs-
geschwindigkeit, der diskreten Stromfunktion und des diskreten Druckes auf Stufe 6 nach
der letzten Entkopplungsiteration. Die Ergebnisse fiir die Umfangsgeschwindigkeit und
die Stromfunktion stimmen qualitativ gut mit den nach nur einer Entkopplungsiteration
entsprechenden Resultaten in [54] iiberein. Da die Stromungsverhiltnisse in Magnetfluid-
dichtungen in [54] mit einem Modell in Stromfunktion-Wirbel-Formulierung untersucht
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wurden, kénnen wir die Ergebnisse fiir den Druck nicht vergleichen.

Modellgebiet €2, Modellgebiet €2y Modellgebiet €23

Abbildung 6.21: Isolinien der Umfangsgeschwindigkeit auf Stufe 6

Modellgebiet €2, Modellgebiet €2y Modellgebiet €23

Abbildung 6.22: Isolinien der Stromfuntion auf Stufe 6
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Modellgebiet €2, Modellgebiet €2y Modellgebiet €23

Abbildung 6.23: Isolinien des Druckes auf Stufe 6



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war die Finite-Elemente-Modellierung und Analysis der Stromungs-
verhéltnisse in Magnetfluiddichtungen, die die wesentliche Rolle bei der mathematischen
Modellierung des Dichtungsverhaltens spielen.

Dieses Ziel zu erreichen, haben wir die Stromungsverhéltnisse in Magnetfluiddichtun-
gen mit Hilfe eines mathematischen zweidimensionalen gekoppelten Modells beschrieben.
Es wurde gezeigt, dafl die Reduktion des dreidimenionalen Modells auf eine zweidime-
nionale Betrachtungsweise zuldssig ist. Das zweidimenionale gekoppelte Modell besteht
aus den Navier-Stokes-Gleichungen fiir die Sekundérstromung und den Druck, und der
Konvektions-Diffusions-Gleichung fiir die Hauptstromung. Die klassischen Stokes-Randbe-
dingungen auf dem festen Rand des Stromungsgebietes und die Gleitrandbedingung auf
den freien Rand vervollstiandigen das Modell.

Die mathematische Losbarkeit des gekoppelten Modells wurde mit der Galerkin-Metho-
de analysiert, wobei eine Aufspaltungstechnik und ein schwaches Maximumprinzip fiir ge-
mischte Randwertaufgaben zum Einsatz gekommen sind. Ausgangspunkt der Untersuchun-
gen war eine schwache Formulierung des Problems mit Beriicksichtigung der Gleitrandbe-
dingung in starker Form im Ansatzraum. Fiir hinreichend kleine Werte des Parameters
dRe? hat das stetige gekoppelte Problem genau eine Losung. Die stetige gekoppelte Auf-
gabe haben wir unter Einsatz einer iterativen teilproblem-orientierten Entkopplungsstra-
tegie betrachtet, die aus der sukzessiven Losung der Navier-Stokes-Gleichungen und der
Konvektions-Diffusions-Gleichung besteht.

Im Hinblick auf eine effiziente Umsetzung der Diskretisierung im Programmsysteme
wurden isoparametrische finite Elemente zum Modellsystem verwendet. Jede Komponente
der Sekundarstromung und die Hauptstromung wurden durch quadratische Ansétze appro-
ximiert. Ein linearer Ansatz approximiert den Druck. Das gekoppelte diskrete Problem ha-
ben wir unter Verwendung der teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie untersucht.
Die Losbarkeit der beiden diskreten Teilprobleme und die Konvergenz der Entkopplungsi-
teration liefern die Losbarkeit der diskreten gekoppelten Aufgabe. Die Konvergenzanalyse
zu den beiden diskreten Teilproblemen wurde unter Einsatz der Technik der exakten Zer-
legung durchgefiihrt. Die Konstruktion einer exakten Zerlegung wurde kurz dargestellt.
Wir haben den Einfluss dieser Technik auf den Bilinearformen untersucht. Die Gesamt-
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fehlerabschitzung wurde mit der Fehleranalyse der beiden diskreten Teilprobleme und der
Konvergenz der Entkopplungsiteration hergeleitet. Eine interessante zukiinftige Aufgabe-
stellung wire die Herleitung von a priori-Gesamtfehlerabschétzung ohne Verwendung der
teilproblem-orientierten Entkopplungsstrategie.

Die diskreten Modellgleichungen fiihren auf ein gekoppeltes nichtlineares algebraisches
Gleichungssystem, das iterativ entkoppelt wurde und unter Einsatz vom Mehrgitterverfah-
ren effizient gelost wurde. Die Gleitrandbedingung erfordert eine spezielle, programmtech-
nische Implementation, die durch den direkten Einbau der diskreten Form der Bedingung
in das algebraische Gleichungssystem realisiert wurde.

Die Testrechungen zeigen, dafl das konstruierte Losungsverfahren gut einsetzbar ist und
optimale Fehlerordnungen erreicht werden. Unsere numerische Ergebnisse bei der iterativen
Entkopplung des gekoppelten Modells verifizieren die heuristische einfache Entkopplung,
die man in der Literatur im Falle geringer Spaltbreiten finden kann.

Unter Verwendung der Implementation der Navier-Stokes-Gleichungen mit Gleitrand-
bedingung wurden auch die Stromungsverhéltnisse in Dissipationssysteme numerisch unter-
sucht. Die numerischen Simulationen haben deutlich gezeigt, dafl die Position des Magnets
in einem Dissipationssystem eine wesentliche Rolle fiir die Strémungsverhéltnisse spielt.
Die Testrechnungen haben auch aufgetretene Singularititen gezeigt. Dieser Effekt erfor-
dert die Entwicklung adaptiver finiter Elemente Methoden fiir die weitere Untersuchung
des Problems.



Anhang A

Die verwendeten freien Oberflichen

In diesem Anhang stellen wir die bei der numerischen Simulation der Stromungsverhé&lt-
nisse in Magnetfluiddichtungen verwendeten freien Oberflichen tabellarisch dar. Die freien
Oberflichen wurden nach der in [54] beschriebenen Methode punktweise bestimmt. Fiir
jedes Modellgebiet, (sieche Tab. 6.11 im Abschnitt 6.2, Kapitel 6) werden die X- und Y-
Koordinate der Punkte auf den freien Oberfliche in einer Tabelle aufgelistet.

Tabelle A.1: Die punktweise gegebenen freien Oberflichen des Modellgebietes €24

X-Koordinate | Y-Koordinate || X-Koordinate | Y-Koordinate
0.00000 1.67711 0.00000 -1.67711
0.03728 1.69878 0.03728 -1.69878
0.07456 1.71854 0.07456 -1.71854
0.11185 1.73675 0.11185 -1.73675
0.14914 1.75358 0.14914 -1.75358
0.18643 1.76914 0.18643 -1.76914
0.22372 1.78351 0.22372 -1.78351
0.26101 1.79675 0.26101 -1.79675
0.29831 1.80892 0.29831 -1.80892
0.33560 1.82006 0.33560 -1.82006
0.37290 1.83021 0.37290 -1.83021
0.41020 1.83938 0.41020 -1.83938
0.44751 1.84762 0.44751 -1.84762
0.48481 1.85494 0.48481 -1.85494
0.52212 1.86137 0.52212 -1.86137
0.55943 1.86692 0.55943 -1.86692
0.59674 1.87162 0.59674 -1.87162
0.63405 1.87547 0.63405 -1.87547
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0.67136 1.87849 0.67136 -1.87849
0.70867 1.88070 0.70867 -1.88070
0.74599 1.88211 0.74599 -1.88211
0.78331 1.88273 0.78331 -1.88273
0.82062 1.88256 0.82062 -1.88256
0.85794 1.88163 0.85794 -1.88163
0.89527 1.87993 0.89527 -1.87993
0.93259 1.87747 0.93259 -1.87747
0.96991 1.87427 0.96991 -1.87427
1.00724 1.87032 1.00724 -1.87032
1.04456 1.86564 1.04456 -1.86564
1.08189 1.86022 1.08189 -1.86022
1.11921 1.85407 1.11921 -1.85407
1.15654 1.84720 1.15654 -1.84720
1.19387 1.83961 1.19387 -1.83961
1.23120 1.83129 1.23120 -1.83129
1.26853 1.82225 1.26853 -1.82225
1.30586 1.81248 1.30586 -1.81248
1.34320 1.80200 1.34320 -1.80200
1.38053 1.79078 1.38053 -1.79078
1.41786 1.77884 1.41786 -1.77884
1.45520 1.76616 1.45520 -1.76616
1.49253 1.75274 1.49253 -1.75274
1.52987 1.73858 1.52987 -1.73858
1.56720 1.72365 1.56720 -1.72365
1.60454 1.70796 1.60454 -1.70796
1.64187 1.69149 1.64187 -1.69149
1.67921 1.67422 1.67921 -1.67422
1.71655 1.65615 1.71655 -1.65615
1.75388 1.63724 1.75388 -1.63724
1.79122 1.61748 1.79122 -1.61748
1.82856 1.59684 1.82856 -1.59684
1.86590 1.57530 1.86590 -1.57530

X-Koordinate

Y-Koordinate

X-Koordinate

Y-Koordinate




Anhang A

121

Tabelle A.2: Die punktweise gegebenen freien Oberflichen des Modellgebietes {2,

X-Koordinate

Y-Koordinate

X-Koordinate

Y-Koordinate

0.00000 1.46718 0.00000 -1.46718
0.01875 1.49122 0.01875 -1.49122
0.03818 1.51404 0.03818 -1.51404
0.05830 1.53607 0.05830 -1.53607
0.07914 1.55749 0.07914 -1.55749
0.10072 1.57840 0.10072 -1.57840
0.12304 1.59884 0.12304 -1.59884
0.14612 1.61885 0.14612 -1.61885
0.16999 1.63843 0.16999 -1.63843
0.19466 1.65758 0.19466 -1.65758
0.22013 1.67630 0.22013 -1.67630
0.24643 1.69456 0.24643 -1.69456
0.27356 1.71235 0.27356 -1.71235
0.30155 1.72964 0.30155 -1.72964
0.33040 1.74639 0.33040 -1.74639
0.36012 1.76258 0.36012 -1.76258
0.39071 1.77816 0.39071 -1.77816
0.42220 1.79310 0.42220 -1.79310
0.45458 1.80735 0.45458 -1.80735
0.48787 1.82087 0.48787 -1.82087
0.52205 1.83360 0.52205 -1.83360
0.55714 1.84551 0.55714 -1.84551
0.59314 1.85653 0.59314 -1.85653
0.63004 1.86663 0.63004 -1.86663
0.66784 1.87574 0.66784 -1.87574
0.70653 1.88381 0.70653 -1.88381
0.74611 1.89079 0.74611 -1.89079
0.78656 1.89662 0.78656 -1.89662
0.82788 1.90126 0.82788 -1.90126
0.87005 1.90465 0.87005 -1.90465
0.91304 1.90673 0.91304 -1.90673
0.95685 1.90747 0.95685 -1.90747
1.00146 1.90680 1.00146 -1.90680
1.04683 1.90469 1.04683 -1.90469
1.09293 1.90108 1.09293 -1.90108
1.13976 1.89594 1.13976 -1.89594
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1.18726 1.88924 1.18726 -1.88924
1.23541 1.88093 1.23541 -1.88093
1.28417 1.87098 1.28417 -1.87098
1.33350 1.85937 1.33350 -1.85937
1.38337 1.84607 1.38337 -1.84607
1.43372 1.83107 1.43372 -1.83107
1.48453 1.81435 1.48453 -1.81435
1.53574 1.79588 1.53574 -1.79588
1.58731 1.77567 1.58731 -1.77567
1.63918 1.75371 1.63918 -1.75371
1.69131 1.72998 1.69131 -1.72998
1.74365 1.70447 1.74365 -1.70447
1.79615 1.67719 1.79615 -1.67719
1.84875 1.64810 1.84875 -1.64810
1.90140 1.61720 1.90140 -1.61720
X-Koordinate | Y-Koordinate | X-Koordinate | Y-Koordinate

Tabelle A.3: Die punktweise gegebenen freien Oberflichen des Modellgebietes 23

X-Koordinate | Y-Koordinate | X-Koordinate | Y-Koordinate
0.00000 1.04002 0.00000 -1.04002
0.01978 1.11417 0.01978 -1.11417
0.04026 1.17488 0.04026 -1.17488
0.06146 1.22865 0.06146 -1.22865
0.08339 1.27782 0.08339 -1.27782
0.10607 1.32357 0.10607 -1.32357
0.12951 1.36662 0.12951 -1.36662
0.15374 1.40742 0.15374 -1.40742
0.17876 1.44631 0.17876 -1.44631
0.20459 1.48350 0.20459 -1.48350
0.23124 1.51914 0.23124 -1.51914
0.25873 1.55336 0.25873 -1.55336
0.28707 1.58623 0.28707 -1.58623
0.31627 1.61781 0.31627 -1.61781
0.34635 1.64814 0.34635 -1.64814
0.37730 1.67725 0.37730 -1.67725
0.40915 1.70512 0.40915 -1.70512




Anhang A

123

0.44188 1.73178 0.44188 -1.73178
0.47553 1.75720 0.47553 -1.75720
0.51007 1.78136 0.51007 -1.78136
0.54553 1.80424 0.54553 -1.80424
0.58189 1.82581 0.58189 -1.82581
0.61916 1.84604 0.61916 -1.84604
0.65734 1.86488 0.65734 -1.86488
0.69642 1.88229 0.69642 -1.88229
0.73639 1.89822 0.73639 -1.89822
0.77724 1.91262 0.77724 -1.91262
0.81897 1.92545 0.81897 -1.92545
0.86157 1.93665 0.86157 -1.93665
0.90500 1.94617 0.90500 -1.94617
0.94927 1.95394 0.94927 -1.95394
0.99434 1.95993 0.99434 -1.95993
1.04020 1.96407 1.04020 -1.96407
1.08683 1.96632 1.08683 -1.96632
1.13418 1.96662 1.13418 -1.96662
1.18224 1.96494 1.18224 -1.96494
1.23098 1.96122 1.23098 -1.96122
1.28036 1.95543 1.28036 -1.95543
1.33034 1.94755 1.33034 -1.94755
1.38089 1.93754 1.38089 -1.93754
1.43197 1.92539 1.43197 -1.92539
1.48353 1.91109 1.48353 -1.91109
1.53554 1.89463 1.53554 -1.89463
1.58794 1.87603 1.58794 -1.87603
1.64069 1.85530 1.64069 -1.85530
1.69375 1.83245 1.69375 -1.83245
1.74707 1.80754 1.74707 -1.80754
1.80059 1.78058 1.80059 -1.78058
1.85426 1.75163 1.85426 -1.75163
1.90803 1.72071 1.90803 -1.72071
1.96186 1.68787 1.96186 -1.68787

X-Koordinate

Y -Koordinate

X-Koordinate

Y-Koordinate
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